
エタール層とアイソクリスタル
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1 序
位相幾何学，代数幾何学や数論幾何学においては，複素多様体あるいは様々な体

上の代数多様体Xに対する様々なコホモロジー理論が研究の重要な道具であり，研
究対象となるが，更に，X上のある種の層がコホモロジー理論の係数層として考え
られ，係数層自体も興味深い研究対象となる．そして，多様体が連結なとき，この
係数層を分類する群 (あるいは副有限群，副代数群)として様々な基本群の概念が定
義される．本稿では，以下の状況で多様体，その上の係数層および基本群を考える．

(A) Xを連結射影的複素多様体とするとき，X上の局所系 (X上の局所定数層)が
Bettiコホモロジーの係数層として考えられる．x ∈ Xとするとき，xを基点
とするXの位相的基本群 π1(X, x)が，次の圏同値を満たすような群として定
義される．

{X上の局所系 }
∼=−→ {π1(X, x)-集合 }; E 7→ Ex.

但しExはEの xにおけるファイバーであり，π1(X, x)-集合とは π1(X, x)の作
用を持つ集合のことである．

(B) X を体 k上の連結射影的で滑らかな代数多様体とするとき，X のエタールサ
イトXet上の局所定数構成可能層がエタールコホモロジーの係数層として考え
られる．xをX の幾何的点とするとき，xを基点とするX のエタール基本群
πet
1 (X, x)が，次の圏同値を満たすような副有限群として定義される．

{Xet上の局所定数構成可能層 }
∼=−→ {πet

1 (X, x)-有限集合 }; E 7→ Ex.

但し，ExはEのxにおけるファイバーであり，πet
1 (X, x)-有限集合とはπet

1 (X, x)

の連続作用を持つ有限集合のことである．

∗東京大学大学院数理科学研究科．科学研究費補助金 (基盤 (C)17K05162および基盤 (A)15H02048)
の援助を受けております.
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(C) X を標数 0の体 k上の連結射影的で滑らかな代数多様体とするとき，X 上の
OX 連接DX 加群が de Rhamコホモロジーの係数層として考えられる．なお，
DX はX上の微分作用素環であり，局所的にXの座標系 t := (t1, . . . , td)をと
るとき，DX =

⊕
i∈Nd OX

1
i!

(
∂
∂t

)i
と表せる．Xが k有理点 xを持つとき，xを

基点とするXの de Rham基本群 πdR
1 (X, x)が，次の圏同値を満たすような k

上の副代数群として定義される．

{X上のOX 連接DX 加群 }
∼=−→ Repk(π

dR
1 (X, x)); E 7→ Ex.

但し，ExはEの xにおけるファイバーであり，右辺は πdR
1 (X, x)の k上の (副

代数群としての)有限次元表現のなす圏である．

(D) Xを標数 p > 0の体 k上の連結射影的で滑らかな代数多様体であるときも，X

上のOX連接DX加群がde Rhamコホモロジーの係数層として考えられる．な
お，DX はX 上の微分作用素環であり，局所的にX の座標系 t := (t1, . . . , td)

をとるとき，やはりDX =
⊕

i∈Nd OX
1
i!

(
∂
∂t

)i
と表せるものである．Xが k有理

点 xを持つとき，xを基点とするXのストラティファイド基本群 πstrat
1 (X, x)1

が，次の圏同値を満たすような k上の副代数群として定義される．

{X上のOX 連接DX 加群 }
∼=−→ Repk(π

strat
1 (X, x)); E 7→ Ex.

但し，記号の意味は (C)と同様である．

(E) X を標数 p > 0の完全体 k上の連結射影的で滑らかな代数多様体とし，W =

W (k)を kのWitt環，K = Frac(W )をW の商体とするとき，X/W の上のア
イソクリスタルの圏 (定義は後ほど述べる)がクリスタリンコホモロジーの係
数層として考えられる．X が k有理点 xを持つとき，xを基点とするX のク
リスタル基本群2 πcrys

1 (X, x)が，次の圏同値を満たすようなK上の副代数群と
して定義される．

{X/W 上のアイソクリスタル }
∼=−→ RepK(π

crys
1 (X, x)); E 7→ Ex.

但し，記号の意味は (C)と同様である．

(A)～(E)における基本群は，異なる状況において異なる方法で定義されたもので
あるが，適当な状況下では２つ以上の基本群が定義され，それらの間に関係がある．
例えば，基本群の Abel化の双対である 1次コホモロジー群を考えたときは，(A),

(B), (C), (E)の比較定理は (高次のコホモロジーの場合も含めて)良く知られている

1この記法は Esnault-Mehta [EM10], Esnault-Srinivas [ESr16]等による.
2これは [Sh00]におけるクリスタル基本群とは異なる：[Sh00]におけるクリスタル基本群は本稿

のものの最大副冪単商である.
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ものであるし，また，基本群の最大副冪単商を考えたときは，(A), (B), (C), (E)の
比較定理は，例えばHain [Ha87], Deligne [D89]，筆者 [Sh00], [Sh02]，Olsson[Ol11]

等により研究されたものである．以上に例示した比較定理はコホモロジーや基本群
の最大副冪単商がモチーフ的なものであることの現れとみなせる．本稿の主目標は，
Xの形状が簡単な場合に，エタール層とアイソクリスタルを分類する基本群，つま
り (B)と (E)における基本群のより細やかな関係を考えることであるが，そこには
モチーフ的な問題ではない難しさも含まれているように思われる．
本稿では，２節において，XがC上の連結射影的で滑らかな代数多様体の場合に，

(B), (C)の基本群のある関係について述べたMalcev-Grothendieckの定理を紹介す
る．次に，３節において，Malcev-Grothendieckの定理の正標数版である Gieseker

予想と，Esnault-Mehtaによる予想の解決について述べる．これは (B), (D)の基本
群の関係についての結果である．４節では，アイソクリスタルの定義を述べたあと，
Gieseker予想の p進版である de Jong予想について述べる．これは (B), (E)の基
本群の関係についての予想である．５節では，de Jong予想に関する阿部-Esnault,

Kedlayaや Esnault-筆者の結果について述べる．
最後に，代数的シンポジウムにおいて，本稿の内容に関する講演の機会を与えて

くださった関係者の皆様，特にシンポジウム責任者の市川尚志先生，会場責任者の
渡部隆夫先生と数論のプログラム責任者の中村健太郎先生，成田宏秋先生に感謝を
申し上げる．

2 Malcev-Grothendieckの定理
XをC上の連結射影的で滑らかな代数多様体とし，xをXのC有理点とすると，

Xは連結射影的な複素多様体ともみなせる．従って，１節の (A), (B), (C)で述べた
方法で位相的基本群 π1(X, x), エタール基本群 πet

1 (X, x), de Rham基本群 πdR
1 (X, x)

が定義されるが，自然な同型および圏同値

(2.1) πet
1 (X, x) ∼= π1(X, x)∧, RepC(π

dR
1 (X, x)) ∼= RepC(π1(X, x))

がある．ここで，π1(X, x)∧はπ1(X, x)の副有限完備化で，RepC(π1(X, x))はπ1(X, x)

の C上の (抽象群としての) 有限次元表現のなす圏である．(前者は [SGA1]で示さ
れており，また後者は Riemann-Hilbert対応の帰結である.) これらは，πet

1 (X, x),

πdR
1 (X, x)が π1(X, x)に「最も近い」副有限群，副代数群であることを示している．
位相的基本群 π1(X, x)は，その定義にXの複素多様体としての位相を用いるので代
数的に定義されたものではないが，エタール基本群 πet

1 (X, x)あるいは de Rham基
本群 πdR

1 (X, x)の定義は代数的であり，従って，位相的基本群のある種の「近似」は
代数的に定義されるということになる．
上の状況で，エタール基本群 πet

1 (X, x)と de Rham基本群 πdR
1 (X, x)の関係はど

うなっているだろうか？ Xet上の局所定数構成可能層を与えることは，Xの有限エ
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タール被覆 g : Y −→ Xを与えることに他ならないが，このとき自明なDY 加群OY

の gによる順像 g∗OY はOX連接DX加群となる．gが自明な被覆 (
⨿

X −→ Xの形
の被覆)でない場合，g∗OY は定数 (ある rに対するO⊕r

X と同型なもの )にはならない
ので，πet

1 (X, x)が非自明なとき πdR
1 (X, x)も非自明になる，つまり πdR

1 (X, x)が自明
ならば πet

1 (X, x)も自明になる．次の定理は，この事実の逆を主張するものである：

定理 2.1 (Malcev-Grothendieck [Ma40], [Gr70]). XをC上の連結射影的で滑らかな
代数多様体，xをX のC有理点とし，πet

1 (X, x)が自明であるとすると，πdR
1 (X, x)

も自明である．つまり任意のOX 連接DX 加群は定数 (ある rに対するO⊕r
X と同型

)である．

定理2.1の証明の概略は次の通りである：もし定数でないOX連接DX加群があった
とすると，それは自明でないRepC(π

dR
1 (X, x)) の対象を定めるので，圏同値 (2.1)に

より，自明でない表現 ρ : π1(X, x) −→ GLr(C)を定める．π1(X, x)は有限生成なの
で，あるZ上有限生成なCの部分代数Rに対して，ρは ρ : π1(X, x) −→ GLr(R) ↪→
GLr(C)と分解する．更に，Rのある剰余環R −→ Rで，|R|が有限かつ合成

ρ : π1(X, x)
ρ−→ GLr(R) −→ GLr(R)

が自明でないようなものがとれる．このρは自明でない有限エタール被覆Y −→ X(従
ってXet上の自明でない局所定数構成可能層)を定めるので，πet

1 (X, x)が自明であ
るという仮定に反する．
なお，定理 2.1の主張には πet

1 (X, x)と πdR
1 (X, x) しか現れないので，これは代数

的な主張である．一方，上に述べた証明は，π1(X, x)が現れているので，代数的で
はない．定理 2.1に純代数的な証明を与えることは興味深い課題である．

3 Gieseker予想 (Esnault-Mehtaの定理)

本節では，定理 2.1の正標数版を考える．kを標数 p > 0の完全体，kをその代数
閉包とする．Xを k上の幾何的連結射影的で滑らかな代数多様体，xをXの k有理
点とし，Xk, xkをX, xの kへの基底変換とする．このとき，１節の (B)の方法によ
り，xkを基点とするXkのエタール基本群 πet

1 (Xk, xk)が定義される．一方，１節の
(C)の方法により，xを基点とするXのストラティファイド基本群 πstrat

1 (X, x)が定
義される．
自明でないXkの有限エタール被覆 g : Y −→ Xkが与えられたとき，ある kの有

限次拡大 k′が存在して gはある有限エタール被覆 g′ : Y ′ −→ Xk′ の基底変換とし
て得られ，このとき，合成 h : Y ′ −→ Xk′ −→ X による自明なDY ′ 加群OY ′ の順
像 h∗OY ′は定数 (ある rに対するO⊕r

X と同型 ) でないOX連接DX加群となるので，
πet
1 (Xk, xk)が非自明なとき πstrat

1 (X, x)も非自明になる，つまり，πstrat
1 (X, x)が自明

ならば πet
1 (Xk, xk) も自明になる．

4



Giesekerは 1975年の論文 [Gi75]で，この事実の逆，つまり次のようなMalcev-

Grothendieckの定理の正標数版が成り立つと予想した．

予想 3.1 (Gieseker予想). kを標数 p > 0の完全体，kをその代数閉包とする．Xを k

上の幾何的連結射影的で滑らかな代数多様体，xをXのk有理点とし，Xk, xkをX, x

の kへの基底変換とする．このとき，πet
1 (Xk, xk)が自明であるとすると，π

strat
1 (X, x)

も自明である．つまり任意のOX 連接DX 加群は定数 (ある rに対するO⊕r
X と同型

)である．

注 3.2. なお，Gieseker予想は k = kの場合に示せば充分である：実際，k = kのと
きのGieseker予想を仮定して，一般の場合にOX連接DX加群Eをとると，自然な
写像HomDX

(OX , E)⊗k OX −→ Eは，⊗kk を施すと同型になるので，これ自身同
型であり，従ってEは定数になる．

正標数の代数多様体X上で考えている場合，位相的基本群 π1(Xk, xk)は存在しな
いので，２節で述べたMalcev-Grothendieckの定理の証明をそのまま真似すること
はできない．Gieseker予想が正しいことは Esnault-Mehta [EM10]により 2010年に
証明された：

定理 3.3 (Esnault-Mehta). Gieseker予想は正しい．

以下，Esnault-Mehtaの定理の証明の概略を説明する．注 3.2より kは代数閉体と
仮定してよいので，以下そう仮定する．F : X −→ Xを Frobenius写像とし，次の
圏を考える．

Strat(X) := {(En, σn)
∞
n=0 |En: 連接OX 加群, σn : F ∗En+1

∼=−→ En}.

この圏 Strat(X)の対象をストラティファイド束と呼ぶ．このとき，圏同値

{OX 連接DX 加群 } ∼= Strat(X)

がある [Gi75, Thm. 1.3]．従って，πet
1 (Xk, xk)が自明であるという仮定の下で，任意

の Strat(X)の対象 (En, σn)
∞
n=0が定数 (ある rに対する (OX , id)

⊕rと同型 )であるこ
とを示せばよい．なお，(En, σn)

∞
n=0を途中で切ったもの (En, σn)

∞
n=n0

が定数である
ことを示せば充分であることに注意しておく．
以下，X上の豊富な直線束OX(1)を固定し，X上の0でない連接無捻OX加群Eに

対してEの勾配をµ(E) := deg(E)/rk(E) := (c1(E)c1(OX(1))
dimX−1)/rk(E) ∈ Z

rk(E)

と定め，Eの最大勾配を

µmax(E) := max{µ(E ′) | 0 ⊊ E ′ ⊆ E：部分連接OX 加群 }
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と定める．(これは有限であることが知られている.) また pE(t)をEの被約Hilbert

多項式 (pE(m) = rk(E)−1χ(X,E(m)) (m≫ 0)となるQ係数多項式)とする．また，
Eの任意の部分連接OX 加群E ′ ̸= E, 0に対して

µ(E ′) < µ(E) (resp. pE′(m) < pE(m) (m≫ 0))

が満たされているとき，Eは µ安定 (resp. χ安定)であるという．Eの任意の部分
連接OX 加群E ′ ̸= 0に対して

µ(E ′) ≤ µ(E) (resp. pE′(m) ≤ pE(m) (m≫ 0))

が満たされているとき，Eは µ半安定 (resp. χ半安定)であるという．これらの間
には

µ安定 =⇒ χ安定 =⇒ χ半安定 =⇒ µ半安定

という関係がある．
さて，(En, σn)

∞
n=0 ∈ Strat(X)を任意にとる．このとき，実は各Enは (階数が一

定の)局所自由OX 加群となることが知られている．階数を rとおく．
まず，EnのChern類 ci(En)(を代数的サイクルの数値的同値類として考えたもの)

について，(F ∗)mEn+m
∼= Enであることより pmci(En+m) = ci(En)という関係があ

る．従って，i > 0のとき，ci(En)はpで何回でも割れることとなり，よって ci(E) = 0

となる．特に，µ(En) = 0, pEn(t) = pOX
(t)となる．

更に，ある n0 に対し，En (n ≥ n0)は全て µ半安定になる：実際，E ′ ⊆ En,

µ(E ′) > µ(En) = 0だとすると (F ∗)nE ′ ⊆ E0よりpnµ(E ′) = µ((F ∗)nE ′) ≤ µmax(E0)

となるので，0 < µ(E ′) ≤ µmax(E0)/p
n となり，µmax(E0)/p

n < 1/rとなるような n

に対してこれは矛盾を与える．
更にやや複雑な議論により，n0を大きくとりかえると，(En)

∞
n=n0

は，Strat(X)の
対象たち {(E ′

i,n)
∞
n=n0
}i で各E ′

i,nが µ安定であるようなものの拡大として書けること
が言える．従って，各Enが µ安定である場合に定理が言えれば，一般の Strat(X)

の対象は (OX , id)
∞
n=0の拡大の繰り返しとして書けることが言える．(OX , id)

∞
n=0の

(OX , id)
∞
n=0による拡大類は lim←−F ∗ H

1(X,OX)の元となる．kが代数閉体であること
から，

H1(X,OX) = H1(X,OX)ss ⊕H1(X,OX)nilp

(但しH1(X,OX)ss = H1(X,OX)
F ∗=1 ⊗Fp kで，H1(X,OX)nilpには F ∗が冪零に作

用)という分解を持つことが知られている．すると，仮定 πet
1 (X, x) = {1}より

H1(X,OX)
F ∗=1 = H1

et(X,Fp) = Hom(πet
1 (X, x),Fp) = 0

となるので，H1(X,OX)にはF ∗が冪零に作用することになる．従って lim←−F ∗ H
1(X,OX)

= 0となり，よって (OX , id)
∞
n=0の拡大の繰り返しとして書ける対象は (OX , id)

∞
n=0

6



の直和となる．以上より，定理を示す際に，各 Enが µ安定であると仮定してよい
ことになるので，そう仮定する．
階数 rが 1のときは，証明は次のようになる：pと異なる素数 ℓに対する 1次 ℓ

進エタールコホモロジーの消滅H1
et(Xk,Qℓ) = Hom(πet

1 (Xk, xk),Zℓ) ⊗Z Q = 0によ
り，Picardスキームの単位成分の被約化 Pic0,redX が 0となるので，Picardスキーム
の数値的 0部分 PicτX は有限となる．各Enは PicτX の点 [En]を定めるので，無限個
の n ∈ Nに対して，[En] = [En−mn ]となる 0 < mn ≤ nが存在する．このとき同型
Φ : (F ∗)mnEn

∼=−→ En−mn

∼=−→ Enが存在する．するとF := Ker(En,et
1−Φ−→ En,et) は

Xet上の階数 1の局所定数構成可能Fp加群を定めるので，定理の仮定より定数層Fp

となる．するとEn
∼= OXとなる．これより全てのn ∈ Nに対してEn

∼= OXとなるこ
とが言え，さらに多少の議論により，(En)

∞
n=0が Strat(X)の対象として (OX , id)

∞
n=0

と同型になることが言える．
r ≥ 2のときは，証明は次のようになる．Mを階数が r で被約 Hilbert多項式

が pOX
(t) と一致する χ安定OX 加群のモジュライとする．(これは Adrian Langer

[Lan04a], [Lan04b]により構成された.) このとき，[E] 7→ [F ∗E]により有理写像F∗ :

M 99KMが定まる．各Enがµ安定であると仮定したので，µ安定ならばχ安定であ
ることから，EnたちはMの点 [En]を定める．Anを {[Em] |m ≥ n} ⊆ MのZariski

閉包とし，N :=
∩

n∈NAnとする．このとき，F∗は支配的有理写像F∗ : N 99K N を
誘導する．
kが有限体の代数閉包のときは，Hrushovskiの結果 [Hr]3 により，あるN の閉点

uとm > 0で (F∗)
m(u) = uとなるものの存在が言える．uに対応する µ安定OX 加

群をEとすると同型Φ : (F ∗)mE
∼=−→ Eが存在する．すると r = 1のときと同様の

議論によりEは定数層O⊕r
X となるが，これはEの µ安定性に矛盾し，定理の証明

が終わる．
kが一般の体のときは，有限体上滑らかな多様体 S上でX,M,N の適当なモデル

をとって，Sの適当な閉点上の幾何学的点 sでのファイバーXs,Ms,Ns をとり，特
殊化写像の全射 πet

1 (X, x) ↠ πet
1 (Xs, xs) の存在より π1(Xs, xs) = {1}であることに

注意すると，前段落のような u = [E] ∈ Nsがとれ，やはり矛盾がおこり，定理の証
明が終わる．
極めて大雑把にまとめると，Chern類の消滅とµ安定な場合への帰着によりNoether

なモジュライM上での議論ができ，Hrushovskiの結果により矛盾を導出する，と
いう感じである．

3Hrushovskiの証明はモデル理論を用いるものであるが，純代数幾何的な証明がVarshavsky [V18]
により与えられている.
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4 de Jong予想
この節では (アイソ)クリスタルの定義を説明し，Gieseker予想の p進版である de

Jong予想の主張を述べる．
kを標数 p > 0の完全体，W = W (k)を kのWitt環，Wn := W/pnW とする．ま

ずクリスタリンサイトを定義する．(詳しくは [BO78, §5–§7]参照.)

定義 4.1. k上の代数多様体Xに対して，(X/W )crys (resp. (X/Wn)crys)をX/W 上
(resp. X/Wn上)のクリスタリンサイトとする：その対象は組 (i : U ↪→ T, δ)である．
但し，iはX の開部分スキームUからあるnに対するWnスキームT (resp. Wnスキー
ムT )へのWn上の閉埋め込みで，δはKer(OT → i∗OU)上のPD構造でpWn ⊆ Wn上
の自然なPD構造と整合的なものである．(PD構造については [BO78, §3]参照.) 対象
間の射の概念は自然に定まるものとする．また，対象 (i : U ↪→ T, δ)の被覆はスキー
ム T の Zariski位相から自然に定まるものとする．また，(i : U ↪→ T, δ) 7→ Γ(T,OT )

により定まる (X/W )crys (resp. (X/Wn)crys)上の層をOX/W (resp. OX/Wn)と書き，
これを構造層と呼ぶ．なお，W1 = kなので，(X/W1)crys,OX/W1のことをそれぞれ
(X/k)crys,OX/kと書く．

詳細は省略したが，大事な点は，クリスタリンサイトの定義は X/W あるいは
X/Wnのみにしかよらず，従ってX/W あるいはX/Wn に関して関手的であるとい
うことである．
(X/W )crys上のOX/W 加群の層Eを与えることは，各対象 (i : U ↪→ T, δ)に対して
OT 加群ET を与え，射φ : (U ′ ↪→ T ′, δ′)→ (U ↪→ T, δ)に対して層の射φ∗ET → ET ′

を関手的に，かつ φが開埋め込みのときは同型となるように定めることと同値であ
る．(X/Wn)crys上のOX/Wn加群の層についても同様である．クリスタルの概念を次
のように定める．

定義 4.2. (X/W )crys上のOX/W 加群の層 (resp. (X/Wn)crys上のOX/Wn加群の層)E

がクリスタルであるとは，上記の射φ∗ET → ET ′が常に同型となることである．クリ
スタルEが有限表示であるとは，任意の (U ↪→ T, δ)に対してETが有限表示OT加群
となることである．(X/W )crys上の (resp. (X/Wn)crys上の)有限表示クリスタルのな
す圏をCrys(X/W )(resp. Crys(X/Wn))と書く．また，W1 = kなので，Crys(X/W1)

のことをCrys(X/k)と書く．

Xを k上滑らかな代数多様体とし，SpfW 上滑らかな p進形式スキームX に持ち
上げ可能であると仮定すると，Xn := X ⊗Zp Z/pnZとおくとき，X ↪→ Xnは自然に
(X/W )crys の対象となる．従って，E ∈ Crys(X/W )が与えられると連接OXn 加群
EXnが定まり，従って連接OX 加群EX がEX := lim←−n

EXnにより定まる．
更に，X が局所座標 t = (t1, . . . , td)を持つとする．XnのXn ×Wn Xn内の１次無

限小近傍をX 1
n とおき，πi : X 1

n −→ Xn (i = 1, 2)を射影とすると，クリスタルの定
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義により，同型
ϵ : π∗

2EXn

∼=−→ EX 1
n

∼=←− π∗
1EXn

が定まる．θnを合成

EXn ↪→ π∗
2EXn

ϵ−→ π∗
1EXn

∼= EXn ⊕

(
d⊕

i=1

EXndti

)

とすると，EX への ∂
∂xi
の作用が合成

EX
lim←−n

θn

−→ EX ⊕

(
d⊕

i=1

EXdti

)
↠ EXdti = EX

により定まる．X 上のレベル 0の微分作用素環 D̂(0)
X を

(4.1) D̂(0)
X :=

⊕
i∈Nd

OX

(
∂

∂t

)i

の p進完備化

と定めると，上の ∂
∂ti
の作用によりEX はOX 連接準冪零 D̂(0)

X 加群の構造を持つ．そ
して，関手

Crys(X/W ) −→ {OX 連接準冪零 D̂(0)
X 加群 }; E 7→ EX

は圏同値となる．(準冪零性の定義および上記の同値の証明については [BO78, §4]参
照.)

k上滑らかな多様体Xは，局所的には，上記のような SpfW 上の p進形式スキー
ムX への持ち上げを持つ．従って，圏Crys(X/W )は局所的にはある種のD加群の
圏と同値である．しかしながら，X 上大域的に持ち上げ X があることは一般には
期待できないので，大域的にD加群で表されるわけではない．また，(4.1)におけ
る D̂(0)

X の定義には，
1
i!

(
∂
∂t

)i
ではなく

(
∂
∂t

)i
が使われている4ことにも注意する必要

がある．
同様の議論はCrys(X/Wn)に対しても成り立つ．特に，n = 1のときは (このとき

はX の SpecW1 = Spec kへの持ち上げはX 自身である)，D(0)
X をX 上のレベル 0

の微分作用素環 (局所的にはD(0)
X =

⊕
i∈Nd OX

(
∂
∂t

)i
となる)とすると，圏同値

(4.2) Crys(X/k) −→ {OX 連接準冪零D(0)
X 加群 }; E 7→ EX

がある．D(0)
X の定義には

1
i!

(
∂
∂t

)i
ではなく

(
∂
∂t

)i
が使われているので，これは１節 (D)

におけるDXとは異なり，従って，4.2の右辺の圏は１節 (D)のOX連接DX加群の
圏とは異なることに注意する必要がある．実際，ここで考えている圏の方が大きい．
アイソクリスタルの圏を次のように定義する．
4これが「レベル 0」という修飾語が意味することである.
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定義 4.3. Crys(X/W )QをCrys(X/W )のQ線型化とする，すなわち，Crys(X/W )Q
はCrys(X/W )の対象を対象とし，射の集合を

HomCrys(X/W )Q(E,E ′) := Q⊗Z HomCrys(X/W )(E,E ′)

と定めてできる圏とする．そして，Crys(X/W )Qの対象をX/W 上のアイソクリス
タルという．

以下，Crys(X/W )の対象EをCrys(X/W )Qの対象とみなすときは，それをQ⊗E

と書くことにする．
以上の準備の下で，Gieseker予想の p進版である de Jong予想の主張を述べる．k

を標数 p > 0の完全体，kをその代数閉包とする．X を k上の幾何的連結射影的で
滑らかな代数多様体，xをX の k有理点とし，Xk, xkをX, xの kへの基底変換と
する．このとき，１節の (B)の方法により，xkを基点とするXkのエタール基本群
πet
1 (Xk, xk)が定義される．一方，１節の (E)の方法により，xを基点とするXのク
リスタル基本群 πcrys

1 (X, x)が定義される．
自明でないXkの有限エタール被覆 g : Y −→ Xkが与えられたとき，ある kの有

限次拡大 k′が存在して gはある有限エタール被覆 g′ : Y ′ −→ Xk′ の基底変換とし
て得られ，このとき，合成 h : Y ′ −→ Xk′ −→ X による自明なアイソクリスタル
Q⊗OY ′/W の順像Q⊗ h∗OY ′/W は定数 (ある rに対するQ⊗O⊕r

X/W と同型 ) でない
アイソクリスタルとなるので，πet

1 (Xk, xk)が非自明なとき πcrys
1 (X, x)も非自明にな

る，つまり，πcrys
1 (X, x)が自明ならば πet

1 (Xk, xk) も自明になる．
de Jong予想はこの事実の逆が成り立つことを主張するものである．

予想 4.4 (de Jong予想). kを標数 p > 0の完全体，kをその代数閉包とする．Xを k

上の幾何的連結射影的で滑らかな代数多様体，xをXのk有理点とし，Xk, xkをX, x

の kへの基底変換とする．このとき，πet
1 (Xk, xk)が自明であるとすると，πcrys

1 (X, x)

も自明である．つまり任意のX/W 上のアイソクリスタルは定数 (ある rに対する
(Q⊗OX/W )⊕rと同型 )である．

注 4.5. (1) de Jong予想を de Jong自身が述べた論文は (おそらく)存在しない．
[ESha]によると，2010年秋に定式化されたようである．
(2) de Jong予想も k = kの場合に示せば充分である：実際，k = kのときのde Jong

予想を仮定して，一般の場合にX/W上のアイソクリスタルEをとり，EのXk/W (k)

への引き戻しを Ek と書くと，クリスタリンコホモロジーの基底変換定理により同型

H0
crys(X/W, E)⊗K (Q⊗W (k)) = H0

crys(Xk/W (k), Ek)

がある．従って，自然な写像

H0
crys(X/W, E)⊗K (Q⊗OX/W ) −→ E
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はXk/W (k)へ引き戻すと同型となるので，これ自身同型となり，従って E は定数
になる．
(3) de Jong予想の仮定の下で，任意のX/W上のアイソクリスタルが定数の拡大の繰
り返しで書けることが言えれば，de Jong予想が示される：実際，ℓ ̸= pなる素数 ℓに対
する1次ℓ進エタールコホモロジーの消滅H1

et(Xk,Qℓ) = Hom(πet
1 (Xk, xk),Zℓ)⊗ZQ =

0により，Picardスキームの単位成分の被約化Pic0,redX が 0となるので，Pic0,redX に対
応するDieudonné加群である 1次クリスタリンコホモロジーH1

crys(X/W,OX/W )も
0となる．これより定数であるアイソクリスタルの拡大も定数であることが言える．

5 de Jong予想に関する諸結果
この節では，de Jong予想に関する阿部-Esnault, Kedlayaや Esnault-筆者の結果

について述べる．この節でも kは標数 p > 0の完全体，W は kのWitt環，KはW

の商体であるとし，Xは k上幾何的連結射影的で滑らかな代数多様体とする．
まず，X/W 上のアイソクリスタルの圏Crys(X/W )Qの部分圏を２つ定義する．ま

ず，σ : W −→W を k上のFrobenius写像の持ち上げとし，F : X −→ XをX上の
(絶対)Frobenius写像とする．このとき，(F, σ)による引き戻しの関手

F ∗ : Crys(X/W ) −→ Crys(X/W ), F ∗ : Crys(X/Wn) −→ Crys(X/Wn)

が定義され，前者は

F ∗ : Crys(X/W )Q −→ Crys(X/W )Q

をひきおこす．これを用いて，X/K上の収束アイソクリスタルの圏Conv(X)を

Conv(X) :=
∩
n∈N

Im((F ∗)n : Crys(X/W )Q −→ Crys(X/W )Q)

と定める5．また，圏Crys(X/W )FQを

Crys(X/W )FQ := {E ∈ Crys(X/W )Q |F ∗E ∼= E}

とおく．定義より

(5.1) Crys(X/W )FQ ⊆ Conv(X) ⊆ Crys(X/W )Q

という包含関係がある．このとき，次が成り立つ．

5これは本来の定義とは異なる：本来の定義については [B], [LS07] (リジッド解析空間を用いた定
義)，[Og84], [Og90](収束サイトを用いた定義)を参照．ここでの定義との同値性は Frobenius降下
[B00]による．
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定理 5.1 (阿部-Esnault [AE], Kedlaya [K]). k を有限体とする．πet
1 (Xk, xk)が自

明ならば，任意の E ∈ Crys(X/W )FQ は定数である．(つまり，k が有限体ならば，
Crys(X/W )FQの対象に対する de Jong予想は正しい.)

この定理の証明の概略を述べる6．f : X −→ Spec kを構造射とし，また，|k| = pa

とおく．E ∈ Crys(X/W )FQをとると同型 ΦE : (F ∗)aE
∼=−→ E がある．このような同

型ΦE を E上の Frobenius構造といい，また，組 (E ,ΦE)をX/W 上の F アイソクリ
スタルという．注 4.5(3)より (E ,ΦE)がF アイソクリスタルとして既約な場合に，E
が定数であることを示せばよい．階数 1の f ∗(L,ΦL)の形の F アイソクリスタルと
テンソル積をとることにより，(det E , detΦE)が有限位数である (何回かテンソルを
とると自明になる)と仮定してよいので，以下そう仮定する．すると，Lafforgueに
よる関数体の Langlands対応 [Laf02]と阿部によるその p進版 [A]を用いた議論によ
り，(E ,ΦE)とXの各閉点でのFrobeniusの固有多項式が等しいような既約で滑らか
なQℓ層F が構成される ([AE], [K]). 仮定 πet

1 (Xk, xk) = {1}よりF = f ∗F0となる
Spec k上の滑らかなQℓ層F0が存在する．すると (E ,ΦE)も f ∗(E0,ΦE0)の形に書け
ることがわかり，E0は定数なので E も定数となる．
kを一般の標数 p > 0の完全体の場合に戻す．g : Y −→ Xを固有で滑らかな射と

すると，相対クリスタルコホモロジーQ⊗Rig∗OX/W がX/W 上のアイソクリスタ
ルとして定義され，Crys(X/W )FQに属する (Ogus [Og84], Morrow [Mo]). このとき，
次が成り立つ．

定理 5.2 (Esnault-S. [EShb]). πet
1 (Xk, xk)が自明ならば，任意の固有で滑らかな射

g : Y −→ Xに対してQ⊗Rig∗OX/W は定数である．(つまり，相対クリスタルコホ
モロジーとして定まるCrys(X/W )FQの対象に対する de Jong予想は正しい.)

この定理は，kが有限体のときは定理 5.1から従い7，kが一般のときは，適当に
有限体上の滑らかなスキーム上のモデルをとって，kが有限体の場合に帰着させる
ことにより証明される．
以上の結果は，Frobenius構造やLafforgue/阿部のLanglands対応などを用いてい

るという意味で，数論幾何学的な手法による結果であると言える8．それに対して，
以下に紹介する Esnaultと筆者による２つの結果はより代数幾何学的であると言え
る．定理を述べる．

定理 5.3 (Esnault-S. [ESha], [EShb], S. [Sh]). πet
1 (Xk, xk)が自明で µmax(Ω

1
X) ≤ 0

ならば，任意の E ∈ Crys(X/W )Qは定数である．(つまり，µmax(Ω
1
X) ≤ 0ならば de

Jong予想は正しい.)

6以下の議論においては，必要に応じて F アイソクリスタルの「係数拡大」をしなければいけな
いが，そのあたりは省略して書くことにする.

7[EShb]においては少し異なる議論により示されている
8もっとも，何をもって「数論幾何学的」と呼ぶかということについては，人により意見が分かれ

るかと思うが.
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注 5.4. より正確には，πet
1 (Xk, xk)が自明で，かつ次のいずれかが成り立つ場合に

E が定数であることが示されている．
(a) E の任意の既約成分の階数が 1のとき．
(b) µmax(Ω

1
X) < 2かつ E の任意の既約成分の階数が 2以下のとき．

(c) µmax(Ω
1
X) < 1かつ E の任意の既約成分の階数が 3以下のとき．

(d) r ≥ 4, µmax(Ω
1
X) < N(r)−1かつ E の任意の既約成分の階数が r以下のとき．但

し，N(r) = maxa,b≥1,a+b≤r lcm(a, b)とする．
なお，p ≥ 3のとき，(a)の場合の de Jong予想のコホモロジーを用いた証明が

Esnault-Ogusにより知られている [ESha, Proposition 2.10]．

定理 5.5 (Esnault-S. [EShc]). kを有限体とする．もし，任意のConv(X)の対象が
定数ならば，任意の E ∈ Crys(X/W )Q は定数である．

kが有限体のとき，圏の包含関係 (5.1)において，一番左の圏Crys(X/W )FQの対象
に対しては定理 5.1より de Jong予想は正しく，また de Jong予想 (これは一番右の
圏Crys(X/W )Qの対象に対する予想である)は定理 5.5により真ん中の圏Conv(X)

の対象に対する de Jong予想に帰着される．従って，Crys(X/W )FQ ⊆ Conv(X)の差
が残された問題となる．Conv(X)には関手 F ∗が作用し，Crys(X/W )FQはその固定
点となるので，３節のEsnault-Mehtaの定理の証明におけるHrushovskiの定理の類
似のようなものがあればよいと思われるが，そのようなものは知られていない．
定理 5.5は次の系を持つ．

系 5.6. kが有限体のとき，曲面に対する de Jong予想が正しければ，de Jong予想
は正しい．

dimX ≥ 3として Y ↪→ Xを滑らかな超平面切断とするときにエタール基本群の
射 πet

1 (Yk) −→ πet
1 (Xk)が同型であること (エタール基本群の Lefschetz定理)と，引

き戻し関手 Conv(X) −→ Conv(Y )が忠実充満であること (Lazda-Pál [LP])を用い
れば，Y に対する de Jong予想からX に対する de Jong予想が従うことが定理 5.5

を用いて言えるので，系 5.6が従う．
定理 5.3と定理 5.5の証明の概略を述べるための準備をする．まず，アイソクリス

タル E ∈ Crys(X/W )Qに対して E = Q⊗ EとなるW 上平坦なE ∈ Crys(X/W )の
ことを，Eの格子とよぶことにする．(なお，Eの格子はいつも存在する：E = Q⊗E ′

となるE ′ ∈ Crys(X/W )は常に存在し，E := E ′/Ker(pn : E ′ → E ′)は n ≫ 0のと
きW 上平坦になる．) また，n ∈ N (resp. n,m ∈ N, n ≤ m)に対して，自然な関手

Crys(X/W ) −→ Crys(X/Wn) (resp. Crys(X/Wm) −→ Crys(X/Wn))

があるが，これによる E ∈ Crys(X/W ) (resp. E ∈ Crys(X/Wm)) の像を Enと書
く．また，Crys(X/W )またはCrys(X/Wn)の対象Eの (X ↪→ X) ∈ (X/Wn)crysで
の値をEX と書く．(これは連接OX 加群になる.)
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以下，定理 5.3の証明の概略を述べる．まず，次の定理 (クリスタリンChern類の
消滅)を示す．

定理 5.7 (Esnault-S. [ESha], [EShb], S. [Sh], Bhatt-Lurie [BL],クリスタリンChern-Weil

定理). kを標数 p > 0の完全体，Xを k上の滑らかな代数多様体とする．このとき，
W 上平坦なE ∈ Crys(X/W )に対して

ccrysi (EX) = 0 ∈ Q⊗Z H
2i
crys(X/W )

が成り立つ．

この定理の標数 0における類似はChern-Weil理論の帰結である．
定理 5.7はQ ⊗ E ∈ Conv(X)のときには [ESha]において証明された．この場合

は，圏 Conv(X)の定義より，任意の n ∈ Nに対して (F ∗)n(Q ⊗ E(n)) ∼= Q ⊗ Eを
満たすQ ⊗ E(n) ∈ Conv(X)が存在し，この事実を用いることにより，比較的容易
に証明される．次に，E ∈ Crys(X/W ) が局所自由なときには，定理 5.7は [EShb]

において２通りの方法により証明された：一つは [E88]に始まるmodified splitting

principleと呼ばれる手法を用いた証明で，もう一つはBGLrのクリスタリンコホモ
ロジー，普遍クリスタリンChern類を用い，クリスタリンコホモロジーのPoincaré

の補題およびCech-Alexander分解による計算を利用した証明である．なお，以上の
場合にはクリスタリンChern類 ccrysi (EX)はH2i

crys(X/W )において既に 0になってい
る．[Sh]においては，[EShb]における１つ目の方法の一般化とみなせる手法でXが
射影的な場合に定理 5.7を証明している．(定理 5.3の証明のためにはこれで充分で
ある.) Bhatt-Lurieの証明は [EShb]の証明の２つ目の方法の一般化とみなせる手法
であるらしい．
次に，E ∈ Crys(X/W )Qの良い格子の存在を主張する次の定理を示す．

定理 5.8 (Esnault-S. [ESha], [EShc], クリスタリンLangton定理). kを標数 p > 0の
完全体，Xを k上の滑らかな代数多様体とする．このとき，E ∈ Crys(X/W )Qに対
して，ある E の格子Eで，E1 ∈ Crys(X/k)が µ半安定になるものが存在する．

但しここで，E1 ∈ Crys(X/k)がµ半安定であるとは，E1の (X ↪→ X) ∈ (X/k)crys
における値E1,X が無捻OX 加群であり，かつ，E1の任意の 0でないCrys(X/k)に
おける部分対象E ′に対して，それらの (X ↪→ X) ∈ (X/k)crysにおける値の勾配に関
して µ(E ′

X) ≤ µ(E1,X)が成り立つこととする．この定理は Langtonの定理 [Lang75]

のクリスタルに対する類似である．
この定理を示すには，まず E の格子 E を任意にとり，それを変形して (ア)E1,X

を無捻OX 加群にできること，更に (イ)E1 ∈ Crys(X/k)を µ半安定にできること
を示せばよい．(ア)，(イ)を示す方法はほとんど同じなので以下，同時にその方法
を述べる．E1 ∈ Crys(X/k)が (ア)または (イ)に述べた通りになっていないときに，
E1 ⊋ B ∈ Crys(X/k)を，(ア)を考えているときには最大捻れ部分対象，(イ)を考
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えているときには最大不安定部分対象として，ℓ(E) := Ker(E → E1 → E1/B)と
おく．すると，ℓ(E)は再び E の格子となる．この操作を繰り返すとある a ∈ Nに
対して ℓa(E)が (ア)または (イ)の条件を満たすことが示される．なお，あとの説
明で必要になるので，E1,X が無捻O 加群であるようなE ∈ Crys(X/W )に対して，
E 7→ ℓ(E)という操作を Langton操作と呼ぶことにする．
定理 5.3の証明の説明に戻る．注 4.5より kは標数 p > 0の代数閉体であると仮定

してよいので，以下そう仮定する．Xを k上の射影的で滑らかな代数多様体として，
µmax(Ω

1
X) ≤ 0であると仮定する．そして，E ∈ Crys(X/W )Qとし，定理 5.8を用

いて，Eの格子EでE1 ∈ Crys(X/k)が µ半安定であるようなものをとる．すると，
仮定 µmax(Ω

1
X) ≤ 0を用いてMehta-Ramanathan [MR83]の議論をすることにより，

EX = E1,X が連接 OX 加群として強 µ半安定 ((F ∗)nEX (n ∈ N)が全て µ半安定)

となることが言える．更に定理 5.7の帰結 ccrysi (EX) = 0 (i > 0)を用いて，Adrian

Langerの結果 [Lan11, Thm. 4.1]を用いると，ある b ∈ Nに対して，(F ∗)bEXが局所
自由かつ強 µ安定 ((F ∗)n (n ∈ N)による引き戻しが全て µ安定)で ccrysi = 0 (i > 0)

であるようなOX 加群たち {Gj}jの拡大で書けることが言える．
ここで πet

1 (X) = {1}であると仮定する．jを一つ固定し，Gj の階数を rとしよ
う．Mを３節で定義したモジュライとし，F∗ :M 99KM も３節で定めた有理写像
とする．Mnを (F∗)

nによる (定義域の)像とする．すると，Esnault-Mehtaの定理
(Strat(X)の対象が定数しかないこと) とMのNoether性を用いて，r = 1ならば充
分大きな nに対してMn = {[OX ]}, r > 1ならば充分大きな nに対してMn = ∅で
あることが言える．一方，Gj の性質より [(F ∗)nGj] ∈ Mnとなるので，結局 r = 1

で，ある c ∈ Nに対して (F ∗)cGj = OX となることが言える．この cは jに依らな
いようにとれるので，ある c ∈ Nに対して (F ∗)cEX がOX の拡大の繰り返しで書け
ることになる．３節で見たように，F ∗は拡大類が含まれるH1(X,OX)に冪零に作
用するので，cを大きく取り直せば (F ∗)c−1EXはOXの直和となる．すると (F ∗)cE1

はOX/kの直和となる．
(F ∗)cE1 = O⊕s

X/kとおく．また，n,m ∈ Nに対して

Dn,m := {(G,φ) |G ∈ Crys(X/Wn+m), φ : Gn

∼=−→ O⊕s
X/Wn

}

とおく．変形理論により，m ≤ nのとき，Frobeniusによる引き戻し F ∗と整合的な
全単射

(5.2) Dn,m

∼=−→ H1
crys(X/Wm)

⊕s2

が存在する．m = 1のときは，H1
crys(X/k)への F ∗の作用が冪零であることが３節

のH1(X,OX)の場合と同様に言えるので，(5.2)の両辺へのF ∗の作用は冪零である．
従って，任意のDn,1の元は，F ∗を何回か施すと自明な変形 (O⊕s

X/Wn+1
, id)となるこ

とがわかる．
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(F ∗)cE2は (F ∗)cE1 = O⊕s
X/kの変形なのでD1,1に属し，(n,m) = (1, 1)に対する上

の事実から，cを大きくとりかえると (F ∗)cE2
∼= O⊕s

X/W2
となることがわかる．する

と (F ∗)cE3はD2,1に属し，(n,m) = (2, 1)に対する上の事実から，cを更に大きくと
りかえると (F ∗)cE3

∼= O⊕s
X/W3

となることがわかる．これを繰り返していく．
注 4.5(3)で述べたようにH1

crys(X/W ) = 0である．従って，

H1
crys(X/W ) = lim←−

n

H1
crys(X/Wn)

において，右辺の射影系における射H1
crys(X/WN)→ H1

crys(X/k)が零射になるような
N ∈ Nが存在する．前段落の議論よりある c ∈ Nに対して (F ∗)cEN

∼= O⊕s
X/WN

となる．
すると，(F ∗)cE2N ∈ Crys(X/W2N)のCrys(X/WN+1)への制限が (F ∗)cEN+1 である
から，(F ∗)cEN+1はDN,N → DN,1の像の元を定める．(n,m) = (N, 1), (N,N)に対す
る全単射 (5.2)を通じて見ると，これはH1

crys(X/WN)→ H1
crys(X/k)の像の元であり，

それは 0である．従って，(F ∗)cEN+1は (cをこれ以上大きくしなくても) O⊕s
X/WN+1

と
同型となる．この議論を繰り返すことにより (F ∗)cEがO⊕s

X/W と同型，よって (F ∗)cE
が (Q⊗OX/W )⊕sと同型であることが言える．F ∗ : Crys(X/W )Q −→ Crys(X/W )Q
は忠実充満なので，これより E ∼= (Q⊗OX/W )⊕s となり，定理 5.3の証明が完了する．

次に定理5.5の証明の概略を述べる．k,Xを定理の主張の通りとし，r ∈ Nを任意に
一つとって固定する．n ∈ Nに対して，SnをWn上平坦な階数 rのE ∈ Crys(X/Wn)

でE1 ∈ Crys(X/k)が µ半安定かつ ccrysi (E1,X) = 0 (∀i > 0) を満たすものの同型類
の集合とする．このとき Snは有限集合になる：実際，n = 1のときはこのような集
合の有界性がAdrian Langerの結果 [Lan04a, Thm. 4.1, 4.2] (と Simpsonによる多少
の議論 [Si94, Lem. 3.3, Cor. 3.4]) から従い，nが一般のときは自然な射 Sn → Sn−1

のファイバーが有限であることが変形理論から従う．S := lim←−n
Snとおくとこれは

階数 rの E ∈ Crys(X/W )で E1 ∈ Crys(X/k)が µ半安定なものの同型類の集合と
なる．
階数 rの E ∈ Crys(X/W )Qを任意にとると，定理 5.8より，あるE ∈ Sを用いて
E = Q ⊗ E と書ける．このとき，F ∗E ∈ Crys(X/W )は S に属するとは限らない
が，Langton操作 F ∗E 7→ ℓ(F ∗E)を何回か繰り返した結果 ℓa(F ∗E)は Sに属する．
そこで LF(E) := ℓa(F ∗E)とおき，これをEの Langton-Frobenius引き戻しと呼ぶ．
Langton-Frobenius引き戻しはFronbenius引き戻しをアイソクリスタルQ⊗F ∗E と
みたときの格子 F ∗Eを適切に変えるという操作である．
族 (LFm(E))m∈Nを考える．各 Sn が有限集合なので，対角線論法より，あるNの

部分数列N = {m1,m2, ...}に対して，E := lim←−n∈N LF
mn(E)n ∈ Crys(X/W )がwell-

defined となる．e ∈ Nに対して，族 (LFm−e(E))m∈N,m≥eから始めて同じ議論をす
ると，あるN の部分数列N ′ = {m′

1,m
′
2, ...}に対して，E(b) := lim←−n∈N LF

m′
n(E)n ∈

Crys(X/W )もwell-defined となるが，構成からLFeE(e) = Eとなることを示すこと
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ができる．従って

Q⊗ E = (F ∗)e(Q⊗ E(e)) ∈ Im((F ∗)e : Crys(X/W )Q −→ Crys(X/W )Q)

となる．これが全ての e ∈ Nに対して成り立つのでQ⊗ E ∈ Conv(X)となる．
定理の仮定よりQ ⊗ Eは定数となる．これとE ∈ S であることからE1 = O⊕s

X/k

であることを示すことができる．すると，構成よりE1 = LFm′
1(E)1であることから

LFm′
1(E)1 = O⊕r

X/kとなる．定理5.3の証明における変形理論を用いた議論をLFm′
1(E)

に適用すると，ある c ∈ Nに対して (F ∗)c(Q ⊗ LFm′
1(E)) = (F ∗)m

′
1+c(Q ⊗ E) =

(F ∗)m
′
1+cEが定数であることが言え，従って Eは定数となる．これで定理 5.5の証明

が完了する．
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première partie, prépublication de l’IRMAR 96-03.

[B00] P. Berthelot, D-modules arithmétiques II: Descente par Frobenius, Mém.

Soc. Math France (N.S.) 81 (2000), 1–136.

[BO78] P. Berthelot and A. Ogus, Notes on crystalline cohomology, Princeton

University Press, 1978.

[BL] B. Bhatt and J. Lurie, in preparation.

[D89] P. Deligne, Le groupe fondamental de la droite projective moins trois

points, in Galois Groups over Q, Springer Verlag, New York, 1989, pp.

79–297.

[E88] H. Esnault, Characteristic classes of flat bundles, Topology 27 3 (1988),

323–352.

[EM10] H. Esnault and V. Mehta, Simply connected projective man-

ifolds in characteristic p > 0 have no nontrivial stratified

bundles, Invent. Math. 181 (2010), 449–465. (Erratum available

17



at http://www.mi.fu-berlin.de/users/esnault/helene publ.html,

95b (2013)).

[ESr16] H. Esnault and V. Srinivas, Simply connected varieties in characteris-

tic p > 0, with an appendix by Jean-Benôıt Bost, Compositio math.
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[Ma40] A. Malčev, On isomorphic matrix representations of infinite groups, Mat.

Sb. N.S. 8(50) (1940), 405–422.

[MR83] V. B. Mehta and A. Ramanathan, Homogeneous bundles in characteristic

p, pp. 315–320 in Algebraic geometry—open problems (Ravello, 1982),

Lecture Notes in Math. 997, Springer Verlag 1983.

[Mo] M. Morrow, A Variational Tate Conjecture in crystalline cohomology, to

appear in Journal of the European Mathematical Society.

[Og84] A. Ogus, F -isocrystals and de Rham cohomology II — Convergent isocrys-

tals, Duke Math. J., 51 (1984), 765–850.

[Og90] A. Ogus, The convergent topos in characteristic p, pp. 133–162 in

Grothendieck Festschrift, Progress in Math. 88, Birkhäuser (1990).
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