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単項式イデアル のべきと記号的べきについて

寺井直樹 (佐賀大学教育学部)

1. 序と準備

本報告では,べきのない単項式で生成されるイデアル ( squarefree monomial ideal)
のべきと記号的べきのCohen-Macaulay性について概観する。

以下では, S = K[x1, . . . , xn] を 体 K 上 n 変数の多項式環とする. V = [n] :=
{1, 2, . . . , n} とおく.

V のべき集合 2V の空でない部分集合 ∆ が, F ∈ ∆, F ′ ⊆ F ならば F ′ ∈ ∆ をみ
たすとき, V 上の単体的複体 (simplicial complex) であると言う. 特に断らない
限り, 任意の i ∈ V に対して {i} ∈ ∆ であるものと仮定する. 単体的複体 ∆ に対し
て, ∆ の元 F を∆ の面 (face)と言い, dimF = ♯(F ) − 1 を F の次元 (dimension)
と言う. ここで, ♯(F ) は F の濃度を表す. dim∆ = max{dimF : F ∈ ∆} を∆ の
次元 (dimension) と言う. ∆ のすべての極大面（facet)の濃度が等しいとき, ∆を純
（pure）であるという.

∆ を V 上の単体的複体, F を ∆ の面, W を V の部分集合とする. このとき,

∆W = {F ′ ∈ ∆ : F ′ ⊆ W}
を∆ の W への制限 (restriction) と言う. V の,空でない任意の部分集合W に対
して∆W が純であるとき∆はマトロイド であるという.

V = [n] 上の単体的複体 ∆ と体 K に対して,

I∆ = (xi1 · · ·xip : 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n, {i1, . . . , ip} /∈ ∆),

K[∆] = K[x1, . . . , xn]/I∆

をそれぞれ ∆ の Stanley-Reisner イデアル, Stanley-Reisner 環と呼ぶ. 勝手な
体 K に対して, dimK[∆] = dim∆ + 1 が成り立つことが知られている.
PF = (xi : i ̸∈ F ) とおくとき, I∆ の無駄のない準素分解は

I∆ =
∩

F :facet in ∆

PF

で与えられる.
I∆ の記号的べき (symbolic power)をこれを用いて定義する．
各整数 ℓ ≥ 1 に対して,

I
(ℓ)
∆ =

∩
F :facet in ∆

P ℓ
F

を I∆の ℓ-th symbolic powerと言う．
通常べきの Cohen–Macaulay性と記号べきの Cohen–Macaulay性の関係について

は次のことが成立する.
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Proposition 1.1. 単体的複体 ∆と ℓ ≥ 1 に対して、 次は同値である：
(1) S/Iℓ∆ は Cohen–Macaulay である.

(2) S/I
(ℓ)
∆ は Cohen–Macaulay であり, Iℓ∆ = I

(ℓ)
∆ である.

2. 3乗以上の場合

記号的べきのCohen-Macaulay 性に関しては次の定理が成立する.

Theorem 2.1 (Minh-N.V.Trung[5], Varbaro[10], Terai-N.V.Trung[8]). 単体的複体
∆ に対して, 次は同値である：

(1) 任意の ℓ ≥ 1 に対して, S/I
(ℓ)
∆ は Cohen–Macaulay である.

(2) ある ℓ ≥ 3 に対して, S/I
(ℓ)
∆ は Cohen–Macaulay である.

(3) ∆ はマトロイド である.

通常べきに関してはCowsik-Nori の定理 [2]の精密化として, 次の定理が成立する.

Theorem 2.2 (Terai-N.V.Trung[8]). 単体的複体 ∆ に対して, 次は同値である：
(1) 任意の ℓ ≥ 1 に対して, S/Iℓ∆ は Cohen–Macaulay である.
(2) ある ℓ ≥ 3 に対して, S/Iℓ∆ は Cohen–Macaulay である.
(3) S/I∆ は完全交叉 (complete intersection) である.

次の例が示すように, (2)において, ℓ ≥ 3 を ℓ ≥ 2 にすることはできない.

Example 2.3 (五角形 (pentagon)). ∆を下図の五角形とするとき,

I∆ = (x1x3, x1x4, x2x4, x2x5, x3x5)

である. このとき,

(1) S/I∆ は完全交叉ではない .
(2) S/I2∆ はCohen-Macaulay 環である.
(3) ℓ ≥ 3 に対して, S/Iℓ∆ は Cohen-Macaulay でない.

∆ =

tt
t t

t1

2

3 4

5��� HHH

T
T

�
�

3. 2乗の場合

次に 2乗 の Cohen-Macaulay 性について考えてみる. まず単体的複体が 1次元の
ときを考える。

∆ を１次元の単体的複体とする. このとき, ∆ を自然にグラフ Λ とみなすことが
できる.
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S/I
(2)
∆ の Cohen-Macaulay 性はグラフ理論的に判定することができる. その前に,

diamΛ の定義を思い出しておこう. 頂点集合 V = [n] を持つグラフ Λ が連結であ
ると仮定しよう. 任意の i, j ∈ V に対して,

dist(i, j) = min{k : ∃i0, i1, . . . , ik ∈ V s.t. i = i0, ik = j,

{ip, ip+1} ∈ E(Λ)(p = 0, 1, . . . , k − 1)}
とおく. このとき,

diam(Λ) = max
i,j∈V

dist(i, j)

を Λ の直径 (diameter)と言う.

Theorem 3.1 (Minh-N.V.Trung [4]). Λ を１次元単体的複体 ∆ を自然にみなした
グラフとする. このとき, 次は同値である :

(1) S/I
(2)
∆ は　Cohen-Macaulay である.

(2) Λ が連結で, diamΛ ≤ 2 が成り立つ.

Example 3.2. Λを１次元単体的複体 ∆を自然にみなしたグラフとする. Λが n角
形のとき,diamΛ ≤ 2 となるのは, n = 3, 4, 5 の場合であり, このときに限り, S/I

(2)
∆

がCohen-Macaulay になる.

Proposition 3.3 (Minh-N.V.Trung [4]). ∆ を 頂点集合 V 上の１次元の単体的複
体とする. S = K[x1, . . . , xn] (V = [n]) とおくとき, 次は同値である :

(1) S/I2∆ は Cohen-Macaulay である.
(2) ∆ は次のいずれかに同型な単体的複体である :

t t t t t t t
t t

tt
t t

t��� HHH

T
T

�
�

また, このとき, S/I∆ は Gorenstein である.

2次元単体的複体の場合の分類もN.V.Trung -Tuan[9]によって与えられている.
上の命題の 1次元単体的複体はGorennstein性を与えているが、一般に次の定理

が成立する.

Theorem 3.4 (Rinaldo–Terai–Yoshida[6]). もし, 任意の体 K に対して S/I2∆ が
Cohen-Macaulay ならば, S/I∆ は Gorenstein である.

Remark 3.5. また, 体 K に対する仮定は必要でないと思われるが, 今のところはず
すことができない.

Stanley-Reisnerイデアルが次数２の単項式で生成されているときは次の定理が成
立する.

Theorem 3.6 (Hoang- T.N.Trung [3]). 単体的複体 ∆ に対して, I∆は次数２の単
項式で生成されているとする. このとき次は同値である：

(1) S/I2∆は Cohen-Macaulay である.

(2) S/I∆ は Gorenstein であり, I2∆ = I
(2)
∆ である.
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NONCOMMUTATIVE QUOTIENT SINGULARITIES

IZURU MORI

Abstract. Tilting objects play a key role in the study of triangulated categories. A remarkable
result due to Iyama and Takahashi asserts that the stable categories of graded maximal Cohen-
Macaulay modules over quotient singularities have tilting objects. This paper proves a noncommu-
tative generalization of Iyama and Takahashi’s theorem using noncommutative algebraic geometry.
Namely, if S is a noetherian AS-regular Koszul algebra and G is a finite group acting on S such that
SG is a “Gorenstein isolated singularity”, then the stable category CMZ(SG) of graded maximal
Cohen-Macaulay modules has a tilting object. In particular, the category CMZ(SG) is triangle
equivalent to the derived category of a finite dimensional algebra.

1. Preliminaries

This is a report on the joint work with K. Ueyama [6], [7]. Throughout this paper, k denotes
an algebraically closed field. Let A = ⊕i∈NAi be an N-graded algebra. The category of graded
right A-modules is denoted by GrModA and the full subcategory of GrModA consisting of finitely
presented modules is denoted by grmodA. The category of graded left A-modules is identified
with GrModAo where Ao is the opposite graded algebra of A. For M = ⊕i∈ZMi ∈ GrModA
and n ∈ Z, we define M≥n ∈ GrModA by M≥n := ⊕i≥nMi, and M(n) ∈ GrModA by M(n)i =
Mn+i. For M,N ∈ GrModA, we write ExtiA(M,N) := ExtiGrModA(M,N) and ExtiA(M,N) :=
⊕n∈Z ExtiA(M,N(n)).

If A is graded right coherent, then grmodA is an abelian category, and, in this case, we define
the quotient category tailsA := grmodA/ torsA where torsA is the full subcategory of grmodA
consisting of finite dimensional modules over k. Following [2], we will view tailsA as the noncom-
mutative projective scheme associated to A, since if A is commutative and generated in degree
1 over k, then tailsA is equivalent to the category of coherent sheaves on ProjA by Serre. If A
is not commutative, then we will write X = ProjncA so that tailsA = cohX is the category of
“coherent sheaves” on an “imaginary ringed space” X.

We say that a graded algebra A is connected graded if A0 = k, and locally finite if dimk Ai <∞
for all i ∈ N. An AS-regular algebra defined below is the most important algebra studied in
noncommutative algebraic geometry.

Definition 1.1. [1] A locally finite connected graded algebra A is called AS-regular (resp. AS-
Gorenstein) over k of dimension d and of Gorenstein parameter ℓ if the following conditions are
satisfied:

(1) gldimA = d <∞ (resp. injdimAA = injdimAo A = d <∞), and

(2) ExtiA(k,A) ∼= ExtiAo(k,A) ∼=

{
k(ℓ) if i = 0

0 if i ̸= d.

If S is a right noetherian AS-regular algebra of dimension d, then we may view tailsS as a
quantum projective space of dimension d − 1 since S is a commutative noetherian AS-regular
algebra of dimension d if and only if S ∼= k[x1, . . . , xd].

This work was supported by Grant-in-Aid for Scientific Research (C) 16K05097.
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2 IZURU MORI

Let A be a graded algebra. We denote by GrAutA the group of all graded algebra automor-
phisms of A. If G ≤ GrAutA is a subgroup, then the fixed subalgebra AG := {a ∈ A | g(a) =
a for every g ∈ G} of A by G is a graded subalgebra of A. If S is a right noetherian AS-regular
algebra and G ≤ GrAutS is a finite subgroup, then we may view SG as a (homogeneous coordi-
nate ring of) a noncommutative quotient singularity, since if S = k[x1, . . . , xd] is the polynomial
algebra (the only noetherian commutative AS-regular algebra), then SpecSG ∼= Ad/G is a quotient
singularity. The purpose of this paper is to study noncommutative quotient singularities.

Triangulated categories are increasingly important in many areas of mathematics including alge-
braic geometry and representation theory. There are two major classes of triangulated categories,
namely, (bounded) derived categories Db(C) of abelian categories C, and stable categories C of
Frobenius categories C. For example, derived categories Db(cohX) of coherent sheaves on schemes
X have been extensively studied in algebraic geometry, and stable module categories modΛ of self-
injective algebras Λ have been extensively studied in representation theory of finite dimensional
algebras. Let A be a noetherian AS-Gorenstein algebra. A graded right A-module M is called
maximal Cohen-Macaulay if ExtiA(M,A) = 0 for every i ≥ 1. The full subcategory of grmodA

consisting of graded maximal Cohen-Macaulay modules is denoted by CMZ(A). Note that CMZ(A)
is a Frobenius category, so the stable category CMZ(A) is a triangulated category.

In the study of triangulated categories, tilting objects play a key role.

Definition 1.2. Let T be a triangulated category. An object T ∈ T is called tilting if

(1) thick(T ) = T , and
(2) HomT (T, T [i]) = 0 for all i ̸= 0.

A tilting object plays an essential role in this paper due to the following result. It often enables us
to realize abstract triangulated categories as concrete derived categories of modules over algebras.

Theorem 1.3. (cf. [4, Theorem 2.2]) Let T be an algebraic Krull-Schmidt triangulated category
and T ∈ T a tilting object. If gldim EndT (T ) <∞, then T ∼= Db(mod EndT (T )).

One of the remarkable results on the existence of tilting objects has been obtained by Iyama
and Takahashi.

Theorem 1.4. [4, Theorem 2.7, Corollary 2.10] Let S = k[x1, . . . , xd] be a polynomial algebra over
an algebraically closed field k of characteristic 0 such that deg xi = 1 for all i and d ≥ 2. Let G be
a finite subgroup of SL(d, k) acting linearly on S, and SG the fixed subalgebra of S. Assume that
SG is an isolated singularity. If we define the graded SG-module

T :=

d⊕
i=1

Ωi
Sk(i),

then the stable category CMZ(SG) of graded maximal Cohen-Macaulay modules has a tilting object
[T ]CM, where [T ]CM is the maximal direct summand of T which is a graded maximal Cohen-
Macaulay module. As a consequence, there exists a finite dimensional algebra Γ of finite global
dimension such that

CMZ(SG) ∼= Db(mod Γ).

The stable categories of graded maximal Cohen-Macaulay modules are crucial objects studied
in representation theory of algebras and also attract attention from the viewpoint of Kontsevich’s
homological mirror symmetry conjecture. The aim of the present paper is to generalize Theorem
1.4 to the noncommutative setting using noncommutative algebraic geometry.
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2. Main Results

Let A be a graded algebra, and G ≤ GrAutA a finite subgroup such that char k does not divide
|G|. In this case, the group algebra kG is a semisimple algebra. The skew group algebra of A by
G is a graded algebra A ∗G = ⊕i∈NAi ⊗k kG with the multiplication (a⊗ g)(b⊗ h) := ag(b)⊗ gh.
An element of A ∗G is often denoted by a ∗ g := a⊗ g. Two idempotent elements

e :=
1

|G|
∑
g∈G

g, and e′ := 1− e

of kG play crucial roles in this paper. Since kG ⊂ A∗G, we often view e, e′ as idempotent elements
of A ∗G. Moreover, since e(A ∗G)e ∼= AG as graded algebras, we usually identify e(A ∗G)e with
AG.

In [5], Jørgensen and Zhang defined the homological special linear group HSL(S) ≤ GrAutS for
a noetherian AS-regular algebra S, and proved that if G ≤ HSL(S) is a finite subgroup, then SG

is a noetherian AS-Gorenstein algebra. On the other hand, in [9], Ueyama introduced a notion of
graded isolated singularity for noncommutative graded algebras, which agrees with the usual notion
of isolated singularity if the algebra is commutative and generated in degree 1. For a noetherian
AS-regular algebra S over k and a finite subgroup G ≤ GrAutS, it was shown in [6] that the
condition that S ∗ G/(e) is finite dimensional over k is closely related to the noncommutative
graded isolated singularity property of SG.

Theorem 2.1. [6, Theorem 3.10] Let S be a noetherian AS-regular algebra over k. For a finite
subgroup G ≤ HSL(S), S∗G/(e) is finite dimensional over k if and only if SG is a noncommutative
graded isolated singularity and S ∗G ∼= EndSG(S).

If S = k[x1, . . . , xd] is the polynomial algebra with deg xi = 1 for all i, then tailsS ∼= cohPd−1,
and it is well-known that OPd−1 ,OPd−1(1), . . . ,OPd−1(d − 1) is a full strong exceptional sequence

for Db(cohPd−1) so that
⊕d−1

i=0 OPd−1(i) is a tilting object for Db(cohPd−1). Suppose that a finite
group G acts on a noetherian AS-regular algebra S over k of Gorenstein parameter ℓ so that the
noncommutative projective scheme X = Projnc S associated to S is viewed as a quantum projective
space. The inclusion map f : SG → S induces a functor f∗ : tailsS → tailsSG. If G is non-trivial,
then f∗OX , f∗OX(1), . . . , f∗OX(ℓ− 1) is no longer an exceptional sequence for Db(tailsSG) where

OX is the “structure sheaf” on X, however, the following result shows that
⊕ℓ−1

i=0 f∗OX(i) is a

tilting object for Db(tailsSG) if SG is an “isolated singularity”.

Theorem 2.2. [6, Theorem 3.14] Let S be a noetherian AS-regular algebra over k of dimension
d ≥ 2 and of Gorenstein parameter ℓ, and G ≤ GrAutS a finite subgroup such that char k does
not divide |G|. If S ∗G/(e) is finite dimensional over k, then

ℓ−1⊕
i=0

f∗OX(i)

is a tilting object in Db(tailsSG) where X = Projnc S and f : SG → S is the inclusion.

There exists another full strong exceptional sequence Ωd−1
Pd−1(d−1), . . . ,Ω1

Pd−1(1),Ω0
Pd−1 forDb(cohPd−1)

so that
⊕d−1

i=0 Ωi
Pd−1(i) is a tilting object. In the setting of the above theorem, if G is non-

trivial, then f∗Ω
d−1
X (d−1), . . . , f∗Ω

1
X(1), f∗Ω

0
X is no longer an exceptional sequence for Db(tailsSG)

where Ωi
X is the “sheaf of differential i-forms” on X, however, we will show in this paper that⊕d−1

i=0 f∗Ω
i
X(i) is a tilting object for Db(tailsSG) if S is Koszul.
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Definition 2.3. Let A be a graded algebra. A linear resolution of M ∈ GrModA is a graded
projective resolution of M

· · · → P 2 → P 1 → P 0 →M → 0

where each P i is a graded projective right A-module generated in degree i.
A locally finite graded algebra A is called Koszul if A0 is a semisimple algebra, and A0 :=

A/A≥1 ∈ GrModA has a linear resolution.

Note that an AS-regular algebra of dimension d and of Gorenstein parameter ℓ is Koszul if and
only if d = ℓ. In particular, the polynomial algebra k[x1, . . . , xd] is Koszul if and only if deg xi = 1
for all i.

Theorem 2.4. [7, Theorem 3.20] Let S be a noetherian AS-regular Koszul algebra over k of
dimension d ≥ 2, and G ≤ GrAutS a finite subgroup such that char k does not divide |G|. If
S ∗G/(e) is finite dimensional over k, then

d−1⊕
i=0

f∗Ω
i
X(i)

is a tilting object in Db(tailsSG) where X = Projnc S and f : SG → S is the inclusion. As a
consequence, there exists a finite dimensional algebra Λ of finite global dimension such that

Db(tailsSG) ∼= Db(mod Λ).

We define a graded right S ∗G-module U by

U :=
d⊕

i=1

Ωi
S∗GkG(i).

Using Theorem 2.4, we will show the existence of a tilting object of the stable category CMZ(SG)
if SG is a “Gorenstein isolated singularity”. The main result of this paper is as follows.

Theorem 2.5. [7, Theorem 4.10, Theorem 4.17] Let S be a noetherian AS-regular Koszul algebra
over k of dimension d ≥ 2, and G ≤ HSL(S) a finite subgroup such that char k does not divide
|G|. If S ∗G/(e) is finite dimensional over k, then

e′Ue

is a tilting object in CMZ(SG). As a consequence, there exists a finite dimensional algebra Γ = e′Λe′

of finite global dimension such that

CMZ(SG) ∼= Db(mod Γ).

If S is a commutative AS-regular Koszul algebra of dimension d, then S ∼= k[x1, . . . , xd] with
deg xi = 1 for all i. In this case,

• HSL(S) coincides with SL(d, k).
• S ∗ G/(e) is finite dimensional over k if and only if SG is a (graded) isolated singularity

(see [6, Corollary 3.11]).
• e′Ue = [T ]CM (see [4, Proof of Theorem 2.9]).

Thus it follows that our result is a noncommutative generalization of Theorem 1.4. However, our
proof is different from the original one given in [4]. Thanks to Theorem 2.4, we can give a more
conceptual proof using a diagram of triangulated categories.
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3. Flow of the Proofs

In this last section, we give a list of results needed and a flow diagram for the proofs of Theorem
2.4 and Theorem 2.5.

First, we will give properties of a “Gorenstein singularity”. Let A be a noetherian graded algebra.
The graded singularity category is defined by the Verdier localizationDgr

Sg(A) := Db(grmodA)/Db(grprojA)
where grprojA is the full subcategory of grmodA consisting of projective modules. We denote the
localization functor by υ : Db(grmodA)→ Dgr

Sg(A).

Theorem 3.1. Let A be a noetherian AS-Gorenstein algebra over k of Gorenstein parameter ℓ.

(1) (Buchweitz equivalence [3]) Dgr
Sg(A) ∼= CMZA.

(2) (Orlov embedding [8]) If ℓ > 0, then there exists an embedding Φ : Dgr
Sg(A)→ Db(tailsA).

Next, we give a property of a graded Frobenius algebra.

Definition 3.2. A locally finite graded algebra A is called graded Frobenius of Gorenstein pa-
rameter −ℓ if Homk(A, k) ∼= A(ℓ) in GrModA.

The tilting object below was essentially obtained by Yamaura [10].

Lemma 3.3. (Yamaura tilting object [7, Lemma 3.11]) If A is a graded Frobenius algebra of

Gorenstein parameter −ℓ such that gldimA0 < ∞, then ⊕ℓ−1
i=0A(i)/A(i)≥1 is a tilting object for

grmodA.

Next, we give the following generalization of BGG correspondence. For a graded algebra A, we
define A! := ⊕i∈N ExtiA(A0, A0). Note that if A is a Koszul algebra, then (A!)! ∼= A as graded
algebras.

Proposition 3.4. (BGG correspondence [7, Proposition 3.3]) If A is a Frobenius Koszul algebra
of Gorenstein parameter −ℓ such that A! is graded right coherent, then there exists an equivalence

K : Db(grmodA)→ Db(grmodA!)

of triangulated categories, which induces an equivalence

K : grmodA→ Db(tailsA!)

of triangulated categories.

Finally, we give a property of an “isolated singularity”.

Proposition 3.5. [7, Proposition 3.18] Let A be a right noetherian connected graded algebra,
and G ≤ GrAutA a finite subgroup such that char k does not divide |G|. Then the following are
equivalent:

(1) A ∗G/(e) is finite dimensional over k.
(2) (−)e : tailsA ∗G→ tailsAG is an equivalence functor.

In the setting of Theorem 2.5, (S ∗ G)! is a Frobenius Koszul algebra of Gorenstein parameter
−d ([7, Proposition 2.27]) such that ((S ∗G)!)! ∼= S ∗G is noetherian. The key point of our proof
for Theorem 2.4 is to show that under the equivalences

grmod(S ∗G)!
K

∼ // Db(tailsS ∗G)
∼

(−)e
// Db(tailsSG),

the tilting object in grmod(S ∗G)! obtained in Lemma 3.3 corresponds to the object
⊕d−1

i=0 f∗Ω
i
X(i)

in Db(tailsSG) ([7, Corollary 3.15]).
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The following is a diagram of triangulated categories which are essential for the proofs of The-
orem 2.4 and Theorem 2.5.

Db(grmodS ∗G) Db(grmodSG)�� ���� ��U :=
⊕d

i=1 Ωi
S∗GkG(i) Ue ∼=

⊕d
i=1 Ωi

Sk(i)
�� ���� ��⊕> e′Ue

Db(tailsS ∗G) Db(tailsSG) Dgr
Sg(SG)�� ���� ��πU =

⊕d−1
i=0 Ωi

Y (i + 1) πUe ∼=
⊕d−1

i=0 f∗Ω
i
X(i + 1)

�� ���� ��⊕> πe′Ue
�� ���� ��υe′Ue

grmod(S ∗G)! Db(tailsS) CMZSG

⊕d−1
i=0

(S∗G)!(i)
(S∗G)!(i)≥1

�� ��
�� ��:

⊕d−1
i=0 Ωi

X(i + 1)
�� ��
�� ��:

e′Ue
�� ��
�� ��:

Yamaura tilting object a tilting object our tilting object

π

��

__

BGG correspondence

K

∼

__

f∗

(−)e
//

(−)e
∼ //

π

��

Verdier localization

υ

��

[[

Buchweitz

equivalence

∼

? _

Orlov

embedding

Φ
oo

K

��

DD

v

II

k

� //

� //

T

��

S

��

o

$$
�oo
==

�

where X = Projnc S, Y = Projnc S ∗G, and M⊕> N means that N is a direct summand of M .
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CONIC DIVISORIAL IDEALS OF HIBI RINGS AND THEIR

APPLICATIONS

中嶋祐介 (YUSUKE NAKAJIMA)

Abstract. 本稿では日比環と呼ばれる半順序集合から構成されるトーリック環、及びその因子的
イデアルを考察する。その中でも特に、正標数の可換環論や非可換特異点解消の概念と関連が深い、
conic加群と呼ばれる因子的イデアルに注目し、その特徴付けを日比環に付随する半順序集合の言葉
を用いて与える。また、conic加群を用いることで、いくつかの特別な日比環に対して非可換クレパ
ント特異点解消を構成する。
本稿は東谷章弘氏との共同研究 [HN]の内容に基づいたものである。

1. 導入

本稿ではトーリック環上の conicと呼ばれる因子的イデアル (階数 1の反射的加群)に注目する。
以下、conicな因子的イデアルを conic加群と呼ぶことにする。Conic加群はトーリック環を定める
錐 (cone)の情報を用いて定義されるものであり (詳細な定義は定義 1.1を参照)、特に階数 1の極大
Cohen-Macaulay (= CM) 加群となる。また、下記の定理 1.2(1)に示すように特徴付けることも
でき、この特徴付けにより conic加群は正標数の可換環論とも深く関係する。さらに、定理 1.2(2)
から、conic加群は非可換特異点解消といった概念と関連することもわかっており、この加群を理
解することは重要であると思われる。

Conic加群を定義するために、本稿を通じて使用する記号をまず準備する。N ∼= Zdを階数 dの格
子とし、M := HomZ(N,Z)をNの双対として定義される格子とする。また、NR := N⊗ZR,MR :=
M⊗Z Rとおき、これらの間に自然に定まる内積を ⟨ , ⟩ : MR ×NR → Rと書くことにする。次に
v1, · · · , vn ∈ Zdにより生成される d次元の有理強凸多面錐

τ := Cone(v1, · · · , vn) = R≥0v1 + · · ·+ R≥0vn ⊂ NR

を考える。特に v1, · · · , vnは極小生成系であると仮定する。各 viに対して σi(−) := ⟨−, vi⟩とお
く。また σ(−) := (σ1(−), · · · , σn(−))と書くことにする。次にこの錐 τ の双対錐 τ∨を考える。

τ∨ := {x ∈ MR | σi(x) ≥ 0 for all i = 1, · · · , n}.
このとき、τ∨ ∩Mはモノイドとなり、以下のようにトーリック環Rが定義される。

R := k[τ∨ ∩M] = k[tm1
1 · · · t

md
d | (m1, · · · ,md) ∈ τ∨ ∩M].

ここで kは体であり、以下本稿では代数閉体であると仮定する。このトーリック環Rの性質は多
くの文献で研究されており、上記の設定の下では d次元の Cohen-Macaulay (= CM)整閉整域と
なる。
次にトーリック環 Rの因子的イデアルについて考える。実数の組 a = (a1, · · · , an) ∈ Rnに対

して
T(a) := {x ∈ M | (σ1(x), · · · , σn(x)) ≥ (a1, · · · , an)}

とおく。T (a)を指数ベクトルがT(a)に含まれる単項式によって生成される加群と定めると、この
T (a)は因子的イデアルとなり、任意の因子的イデアルはこの形をしている。定義からT (a) = T (⌜a⌝)
であるため、以下、整数の組 a ∈ Znに対する因子的イデアル T (a)を考える。(ここで ⌜ ⌝は切り
上げを意味し、 ⌜a⌝ = (⌜a1⌝, · · · , ⌜an⌝)と定義する。) また、明らかに T(0) = τ∨ ∩Mであり、
T (0) = Rが成立する。これら T (a)は階数 1の反射的R加群であるが、その中でも極大CM加群
となるもの (すなわち加群の深度がRの次元 dと一致するもの)に注目する。トーリック環の階数
1の極大CM加群は、例えば [Sta, VdB1, Don, BG1, Bae, Bru]といった文献において調べられて

1
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おり、それらの同型類の個数は有限となることが知られている [BG1, Corollary 5.2]。以下、階数
1の極大 CM加群の中でもとりわけ良い性質を示す conic加群に注目する。

定義 1.1 ([BG1, Section 3]). 因子的イデアル T (a)について、あるx ∈ MRが存在して a = ⌜σ(x)⌝
とできるとき、T (a)を conic加群と呼ぶ。

この conic加群の性質は [BG1, Bru, SmVdB]などにおいて調べられており、特に conic加群は
階数 1の極大 CM加群となるが、一般には conicでない階数 1の極大 CM加群も存在する。前述
のように階数 1の極大CM加群の同型類の個数は有限であるため、conic加群の同型類の個数も有
限である。また、conic加群は下記のような特徴づけ、及び良い性質を持っている。

定理 1.2. Rを上記のようなトーリック環とする。このとき conic加群に関して次が成立する。
(1) ([BG1, Proposition 3.6], [SmVdB, Proposition 3.2.3])任意の conic加群はR1/m = k[τ∨∩ 1

mM]
のR加群としての直既約分解を考えた際の直和因子として現れる (ただしmは十分大きな自
然数とする )。

(2) ([ŠpVdB1, Proposition 1.8]) 十分大きな自然数m≫ 0に対して、EndR(R1/m)の大域次元は
有限となる。

もし、体 kの標数が p > 0であるならば R1/pe はRの Frobenius直像 F e
∗Rと同型となる。(こ

こで F eは Frobenius写像 F : R→ R (r 7→ rp)を e回合成したものであり、F e
∗RはRを F eを通

じてR加群としてみたもの。) この F e
∗Rは正標数の可換環論において非常に重要であり、例えば

強 F 正則や F 純といった F 特異点と呼ばれるクラスは、F e
∗Rの構造により特徴付けることがで

きる。この事から conic加群は、トーリック環の正標数の可換環論における振る舞いを理解する上
で非常に重要である。
また、定理 1.2(2)のような大域次元が有限となる自己準同型環はRの非可換特異点解消 (non-

commutative resolution)と呼ばれ [DITV]、このような環は多元環の表現論などの文脈などで深く
研究されている。また、この非可換特異点解消よりも良いクラスとしてVan den Berghによって
導入された非可換クレパント特異点解消という概念がある。

定義 1.3 ([VdB2]). AをGorenstein整閉整域とし、M を反射的 A加群とする。このとき自己準
同型環 EndA(M)が Aの非可換クレパント特異点解消 (non-commutative crepant resolution)で
あるとは次の条件を満たす時にいう。

(a) 大域次元 gl.dim EndA(M) は有限である。
(b) A加群として EndA(M)が極大 CM加群となる。

(以下、non-commutative crepant resolutionを略してNCCRと書くことにする。)

注意 1.4. 元々の [VdB2]における定義では上記のように AをGorensteinと仮定しているが、最
近はAを Cohen-Macaulayとしている文献も多い。その場合、最初の条件 (a)を

(a’) 任意の素イデアル p ∈ SpecAに対して gl.dim EndA(M)p = dimAp

と修正する必要があるが、AがGorensteinであるならば、この条件は上記の定義と同値となる。
また、[DITW]によりCM整閉整域AがNCCRを持つのであればAはQ-Gorensteinとなること

が示されている。本稿では因子類群が自由アーベル群となる環しか扱わないため、Gorensteinでな
い場合にはNCCRは存在しない。よって、以下NCCRを扱う際には定義 1.3のようにGorenstein
であることを仮定することにする。

この NCCRという概念は、Bondal-Orlov予想および Bridgelandによる定理 [Bri]への非可換
代数を用いたアプローチから生まれた概念であり、いくつかの良い特異点に対して、NCCRは通
常の意味でのクレパント特異点解消と導来同値となる。(例えば導来McKay対応 [KV, BKR]の
文脈でそのような例が現れる。) さらに自己準同型環EndR(M)がNCCRとなる加群M は団傾部
分圏、高次元 Auslander-Reiten理論といった概念と深く関連する重要な対象である ([Iya, IR]な
どを参照)。しかし、通常のクレパント特異点解消と同様に、与えられた特異点がいつでもNCCR
を持つとは限らない。よって、与えられた特異点に対してNCCRが存在するか、存在する場合に
NCCRをどう構成するかは重要な問題である。本稿で扱うトーリック環に関しては、以下の場合
にNCCRの存在が知られている。
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• Rが有限アーベル群G ⊂ SL(d,C)に付随する商特異点であるとき [VdB2, IW]。
• トーリック環RがGorensteinで因子類群 Cl(R)が Zであるとき [VdB2]。
• トーリック環 Rが 3次元Gorensteinであるとき [Bro, IU]。この場合 NCCRはダイマー
模型と呼ばれるトーラス上に描かれた二部グラフの情報を用いることにより構成できる。
(ダイマー模型を用いない構成法は [ŠpVdB3]を参照。)

トーリック環が 4次元以上の場合でも、Rを定義するトーラスの作用がある種の “良い性質”を
満たすとき、NCCRが存在することが知られている (詳しくは [ŠpVdB1, ŠpVdB2]を参照)。しか
し、任意のトーリック環がNCCRを持つか否かは未解決である。一方で、定理 1.2(2)から任意の
トーリック環が非可換特異点解消を持つことはわかる。そこで、定理 1.2(2)に現れたEndR(R1/m)
がNCCRになっていないか?という疑問が浮かぶが、一般にこれはNCCRとならない。つまり、自
己準同型環が極大CM加群になるという定義 1.3(b)の条件が、EndR(R1/m)に対しては成り立た
ない。ただし、Rが有限アーベル群G ⊂ SL(d,C)に付随する商特異点ならEndR(R1/m)はNCCR
になる。

以上のように conic加群は正標数の可換環論や非可換 (クレパント)特異点解消と深い関連のあ
る対象である。もし conic加群の具体的な表示や特徴付けを与えることができれば、上記の分野を
より深く理解するための手助けとなるが、その特徴付けは一般には難しい。そこで本稿では日比
環と呼ばれる半順序集合から定まるトーリック環に対して、この conic加群を考察していく。

2. 準備

2.1. トーリック環の因子的イデアルについて. 　
本稿の目的のひとつは、日比環の conic加群と呼ばれる因子的イデアルを理解することである。そ

こで、まず始めにトーリック環の因子的イデアルについての基本事項を復習しておく。R = k[τ∨∩M]
を前章で定義した錐 τ = Cone(v1, · · · , vn) ⊂ NRに付随するトーリック環とする。前述のように
Rの因子的イデアルは T (a)という形で書き表すことができる。R双対を (−)∗ := HomR(−, R)と
書くことにすると、これら因子的イデアルは演算 T (a) · T (b) := (T (a)⊗T (b))∗∗ ∼= T (a + b) に
よって群をなす。その群を Rの因子類群と呼び、Cl(R)と書くことにする。Cl(R)を考察する際
に次の完全列は基本的である (例えば [BG2, Corollary 4.56]を参照)。

0→ M = Zd σ(−)−−−→ Zn → Cl(R)→ 0 (2.1)

従って、この完全列から a,a′ ∈ Znに対して、T (a) ∼= T (a′)となるための必要十分条件は、す
べての i = 1, · · · , nに対して ai = a′i + σi(y)となる y ∈ Mが存在することである。また、pi :=
T (δi1, · · · , δin)とおくことにすると (ただし δijはクロネッカーのデルタ)、piは高さ 1の素イデアル
であり、素因子Di := V(pi) = SpecR/piを定める。このとき因子的イデアルT (a) = T (a1, · · · , an)
はWeil因子−(a1D1 + · · ·+ anDn)に対応する。さらに完全列 (2.1)から次の関係式を得ることが
できる。

v1D1 + · · ·+ vnDn = 0. (2.2)

定義 1.1で見たように、T (a)が conic加群であるならば x ∈ MRが存在して a = ⌜σ(x)⌝となる。
また、y ∈ Mに対して x′ = x+yとおけば、上記の考察より T (σ(x′)) ∼= T (σ(x))を得る。すなわ
ち conic加群を考察するためにはMR/Mの元を考えれば十分であり、特に次の補題が成立する。

補題 2.1 ([Bru, Corollary 1.2]). Conic加群T (a1, · · · , an)は超平面Hi,m = {x ∈ MR | σi(x) = m}
(m ∈ Z, i = 1, · · · , n)によって (−1, 0]dを分割した際にできる d次元のセルと 1対 1に対応する。
ただし、この対応は Li,ai = {x ∈ MR | ai − 1 < σi(x) ≤ ai}とおいたとき、セル

∩n
i=1 Li,ai を

T (a1, · · · , an)に対応させることにより得られる。

2.2. 日比環の構成. 　
本稿では特に、日比環と呼ばれる特別なトーリック環に注目する。この日比環は論文 [Hib]にお

いて考察された対象であり、半順序集合を用いて以下のように定義される。
P = {p1, · · · , pd−1}を有限半順序集合とする。(以下、半順序集合と言えば有限なものを意味す

ることとする。) このとき pi, pj ∈ P に対して pj ≺ pi かつ pj ≺ p′ ≺ pi をみたす p′ ∈ P が存
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在しない時、piは pj を支配 (cover)するという。次に P に含まれていない二つの元 0̂, 1̂を加えた
P̂ := P ∪ {0̂, 1̂}を考える。ただし、0̂は P の順序≺に関して任意の P の元より小さな元、1̂は任
意のP の元より大きな元とする。また、p0 = 0̂, pd = 1̂と書くこともある。この半順序集合 P̂ に対
し、{p0, p1, · · · , pd}を頂点集合とし、piが pj を支配するとき piと pj を辺でつなぐことによって
できるグラフを P̂ のハッセ図H(P̂ )と呼ぶ。piと pjが辺でつながっているとき、その辺を {pi, pj}
と書くこともある。
次に、ハッセ図H(P̂ )における辺の集合を {e1, · · · , en}とおき、以下のように d× n行列H =

(hpiej )0≤i≤d−1
1≤j≤n

を定義する。(行列Hの定義においては、最大元 pdを考えていないことに注意する。)

hpiej =


1 pi が辺 ej の下側の端点のとき
−1 pi が辺 ej の上側の端点のとき
0 それ以外

行列Hの i番目の列ベクトルを vi ∈ Zd (i = 1, · · · , n)とおき、これらの列ベクトルが生成する
錐 τP := Cone{v1, · · · , vn}を定義する。σi(−) := ⟨−, vi⟩とおけば、錐 τP の双対は

τ∨P := {x ∈ MR | σi(x) ≥ 0 for any i = 1, · · · , n}
であり、トーリック環

R = k[τ∨P ∩M] = k[tx1
1 · · · t

xd
d | (x1, · · · , xd) ∈ τ∨P ∩M]

を定義することができる。上記のように半順序集合 P から構成されたトーリック環Rを P に付随
する日比環と呼ぶ。

注意 2.2. 元々の論文 [Hib]では、半順序集合 P から構成した分配束 I(P )を用いて定義される多
項式環の商

k[P ] = k[Xα | α ∈ I(P )]
/
⟨XαXβ −Xα∪βXα∩β | α ̸∼ β⟩

を扱っており、この形の環を日比環として導入している文献も多くある。本稿で用いるR = k[τ∨P ∩M]
はこの k[P ]と同型となるため、これを日比環と呼んでいる。以下で見るように、錐 τP を用いた
構成の方が因子的イデアルと相性が良く、特に P (及びH(P̂ ))の情報から日比環の因子類群を理
解することができる (定理 2.4)。

例 2.3. 半順序集合 P = {p1 ≺ p2 ≺ p3, p5 ≺ p3, p4 ≺ p5 ≺ p6}に関して、ハッセ図H(P̂ )および
付随する行列H は以下のようになる。

0̂ = p0

1̂ = p7

p1

p2

p3

p4

p5

p6

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

e8

e9

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8 e9

p0

p1

p2

p3

p4

p5

p6

1

-1

0

0

0

0

0

0

1

-1

0

0

0

0

0

0

1

-1

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

1

0

0

0

-1

0

0

0

0

0

0

1

-1

0

0

0

0

0

0

1

-1

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

-1

0

1

0

このとき、上記の行列の列ベクトル (v1 = t(1,−1, 0, 0, 0, 0, 0), v2 = t(0, 1,−1, 0, 0, 0, 0)など)
から生成される錐が τP である。

ここで日比環Rの持つ基本的な性質をまとめておく (詳細は [Hib]などを参照)。
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• dimR = |P |+ 1 = d
• Rは CM整閉整域
• RがGorensteinとなる必要十分条件は P が純 (pure)であること。ここで半順序集合 P が
純であるとは、P における任意の極大鎖 pi1 ≺ · · · ≺ piℓ が同じ長さを持つときにいう。

日比環 Rの因子類群 Cl(R)について考察するために、いくつかの用語を準備する。ハッセ図
H(P̂ )における頂点の列C = (pk1 , · · · , pkm)について、pki ̸= pkj (1 ≤ i ̸= j ≤ m), pkm+1 = pk1か
つ、{pki , pki+1

}がH(P̂ )の辺であるとき、Cを P̂ の (あるいはH(P̂ )の)サイクルという。次に全
域木の概念を導入する。H(P̂ )の辺集合 {e1, · · · , en}の部分集合 {ei1 , · · · , eid}は、以下の条件を
満たすとき全域木 (spanning tree)であるという。

• 任意の P̂ = {p0, p1, · · · , pd}の元はある辺 eij の端点となる。
• {ei1 , · · · , eid}はサイクルを成さない。

例えば、例 2.3において部分集合 {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}をとると、これは全域木となっている。
しかし、一般には全域木の選び方は一意的ではない。
これらの用語を使って日比環Rの因子類群を考察する。まず、錐 τP の定義から各素因子はH(P̂ )

の辺と 1対 1に対応する。辺 eに対応する素因子をDeと書くことにすると、σ(−)の定義と、関
係式 (2.2)から

∑
q∈U(p)

D{q,p} =
∑

q′∈D(p)

D{p,q′} for p ∈ P̂ \ {0̂, 1̂},
∑

q∈U(0̂)

D{q,p0} = 0. (2.3)

を得る。ただし、U(p)は p ∈ P̂ \ {1̂}を支配する P̂ の元の集合とする。また、D(p)を p ∈ P̂ \ {0̂}
によって支配される P̂ の元の集合とする。
このとき次の定理が成立する。

定理 2.4 ([HHN]). Rを半順序集合 P に付随する日比環とする。このときCl(R) ∼= Zn−dを得る。
ここで、nはH(P̂ )の辺の数であり、d + 1はH(P̂ )の頂点の数である。
特に、{e1, · · · , ed}を全域木とし、ed+1, · · · , enを全域木に含まれない辺とすると、素因子Ded+1

, · · · ,Den

が Cl(R)の生成元となる。

例 2.5. 例 2.3の半順序集合Pに付随する日比環Rを考える。特に P̂の全域木として{e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}
を固定する。このとき辺 e8, e9は全域木に含まれないため、定理 2.4より対応する因子De8 ,De9 が
Cl(R)を生成し、とくに Cl(R) = ⟨De8 ,De9⟩ ∼= Z2である。また、関係式 (2.3)を用いると

De1 = De2 = De3 = −De8 −De9 , De4 = −De7 = −De8 De5 = De6 = De8 +De9

を得る。

3. 日比環のConic加群について

定理 2.4で見たように、日比環の因子類群はCl(R) ∼= Zn−dである。本節では、どのCl(R)の元
が conic加群に対応するかを見ていく。鍵となるのは補題 2.1である。日比環の構成からH(P̂ )の
辺 eiは錐 τP を生成する列ベクトル viと 1対 1に対応し、この viから線形形式 σi(−) = ⟨−, vi⟩が
定まる。このことから補題 2.1に現れる超平面Hi,mをH(P̂ )を用いて理解することができる。特
に本節では、日比環の conic加群がハッセ図H(P̂ )の言葉を用いて特徴付けられることを示す (定
理 3.2)。定理の詳細な証明は [HN]に譲ることにし、本稿では例 2.3の半順序集合を用いて、証明
の鍵となるアイディアを紹介する。

例 3.1. P を例 2.3の半順序集合とする。このとき、{e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}は全域木となる。よっ
て、Cl(R) = ⟨De8 ,De9⟩ ∼= Z2を得る (例 2.5を参照)。以下、このCl(R) ∼= Z2の元で conicとなる
ものを求める。補題 2.1から、超平面Hi,m = {x ∈ R7 | σi(x) = m} (m ∈ Z, i = 1, · · · , 9)による
(−1, 0]7の分割を考えれば、その分割により得られる 7次元のセルが conic加群と 1対 1に対応す
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る。しかし、複数の超平面の様子を同時に考察する必要があるため、その分割は非常に複雑であ
る。そこで

ϕ : MR ∼= R7 → R7 (x = (x0, · · · , x6) 7→ (σ1(x), · · · , σ7(x)) =: (X1, · · · , X7))

という線形変換を考える。この変換はユニモジュラー変換である (すなわちϕの表現行列がGL(7,Z)
に含まれる)。線形変換 ϕを施したあとの座標系で定義されるトーリック環をR′とすると、ϕがユ
ニモジュラー変換であるときはR ∼= R′となることがわかる。変換後の座標系を用いて補題 2.1を
考えると、超平面 σi(x) = mはXi = mに変換されており、この形の超平面は (−1, 0]7の境界に
乗っているため内部を分割しない。よって、以上の考察から (−1, 0]7の超平面による分割は、R′

で考えたほうが簡明である。上記のように全域木に対応する辺を標準基底に移す線形変換を考え
た時、それがユニモジュラー変換となることが日比環の大きな特徴である。
そこで以下では変換 ϕを施した後の超平面を用いて、(−1, 0]7の分割を考えていく。前述のよ

うに i = 1, · · · , 7に対して超平面Xi = −1, 0は (−1, 0]7の境界に乗っているため、conic加群を求
めるためには、残りの σ8(x), σ9(x)を変換した後の超平面を考えれば良い。ここで

X8 := σ8(x) = x6, X9 := σ9(x) = x5 − x3

とおき、超平面X8 = m8, X9 = m9 (m8,m9 ∈ Z)による (−1, 0]7の分割を考察していく。(X8, X9

はX1, · · · , X7を用いて表記することができるが、詳しくは後述する。) 特に、補題 2.1から、そ
の分割において

a− 1 < X8 ≤ a and b− 1 < X9 ≤ b

を満たす (−1, 0]7の 7次元のセルが conic加群 T (0, · · · , 0, a, b)に対応する。
次に、T (0, · · · , 0, a, b)が conic加群であるとき、(a, b) ∈ Z2の取り得る値を調べていく。(a, b)

が conic加群を定めると仮定すると、a− 1 < X8 ≤ a, b− 1 < X9 ≤ bをみたすセルが存在する。
ここでH(P̂ )上のサイクル C1 = {p0, p1, p2, p3, p5, p4}を考える。日比環に付随する錐 τP の定義
から

σ1(x) + σ2(x) + σ3(x)− σ5(x)− σ6(x)− σ9(x) = 0

が成立するので、特に次の関係式を得る。

X9 = X1 + X2 + X3 −X5 −X6

考えているセルにおいては−1 < Xi ≤ 0 (i = 1, · · · , 7)なので、上記の式と合わせて−3 < X9 < 2
を得る。また、b− 1 < X9 ≤ bであることから、−2 ≤ b ≤ 2である。

0̂ = p0

1̂ = p7

p1

p2

p3

p4

p5

p6

e9

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

e8

C1

C2

サイクル C2 = {p5, p3, p7, p6}に対しても、同様の議論をすることによりX8 = X4 + X9 −X7

を得る。また、−1 < Xi ≤ 0 (i = 1, · · · , 7), b− 1 < X9 ≤ bなので b− 2 < X8 < b− 1が成立し、
a− 1 < X8 ≤ aと合わせて−1 ≤ a− b ≤ 1を得る。
以上の議論により不等式

− 2 ≤ b ≤ 2, −1 ≤ a− b ≤ 1 (3.1)
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を得ることができた。H(P̂ )上にはもうひとつのサイクル C3 = {p0, p1, p2, p3, p7, p6, p5, p4}が存
在するが、このサイクルから同様の議論で得られる不等式が定める領域は、(3.1)により定まる領
域よりも大きいため、conic加群を考える際には無視してもかまわない。
よって (a, b) ∈ Z2が conic加群に対応するならば、不等式 (3.1)を満たすことがわかった。また

逆に、これらの不等式をみたす (a, b)は conic加群を定めることも示すことができる。
以上より、Conic加群を定める (a, b) ∈ Z2は下記のように表示することができる。ただし×印

は原点を表す。

以上の考察は一般の日比環に対しても適用でき、特に下記の定理が成立する。

定理 3.2 ([HN, Theorem 2.4]). Rを半順序集合Pに付随する日比環とする。{e1, · · · , ed, ed+1, · · · , en}
をハッセ図H(P̂ )の辺集合とし、H(P̂ )の頂点の個数を d + 1とする。(このとき dimR = dであ
り、定理 2.4から Cl(R) ∼= Zn−dを得る。) また、{e1, · · · , ed}を全域木として固定する。サイク
ル C = (pk1 , · · · , pkm)に対して、以下のような C に含まれる辺の部分集合を定義する。

X+
C = {{pki , pki+1

} | 1 ≤ i ≤ m, pki ≺ pki+1
},

X−C = {{pki , pki+1
} | 1 ≤ i ≤ m, pki+1

≺ pki},
Y ±C = X±C ∩ {ed+1, · · · , en}.

さらに、

C(P ) =
{

(y1, · · · , yn−d) ∈ Cl(R) | −|X−C |+ 1 ≤
∑

ed+ℓ∈Y +
C

yℓ −
∑

ed+ℓ′∈Y
−
C

yℓ′ ≤ |X+
C | − 1

}
とおく。ただし、H(P̂ )上のすべてのサイクルCに対して上記の不等式を考えていることとする。
このとき、因子的イデアル T (0, · · · , 0, a1, · · · , an−d) が conic であるための必要十分条件は、

(a1, · · · , an−d) ∈ C(P )である。

注意 3.3. 定理 3.2における C(P )はサーキット (circuit)という概念を用いて、より精密化できる
が、ここでは省略する。詳しくは [HN]を参照頂きたい。

4. 多項式環の Segre積の非可換クレパント特異点解消

前章の定理 3.2では日比環の conic加群の特徴付けを付随する半順序集合 P を用いて与えた。こ
の定理と定理 1.2(2)を合わせることにより次を得る。

系 4.1. 定理 3.2と同じ記号を用いることとする。このとき自己準同型環

EndR(
⊕

(a1,··· ,an−d)∈C(P )

T (0, · · · , 0, a1, · · · , an−d))

の大域次元は有限である。すなわちこれはRの非可換特異点解消である。

ここで、M,N を conic加群とすると、これらは極大 CM加群であるが、一般に HomR(M,N)
が極大CM加群になるとは限らない。よって、上記の自己準同型環も極大CM R加群になるとは
限らず、特にNCCRではない。このようにすべての conic加群の直和を考えると、その自己準同
型環は一般に極大CM加群とならないため、余分な conic加群を除くことで、大域次元が有限かつ
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極大 CM加群となる自己準同型環を構成できないかを考える。(実際、[ŠpVdB1]では conic加群
の一部分を用いることにより、特別な高次元トーリック環のNCCRを構成している。) 定理 3.2で
は日比環の conic加群の具体的な表示を与えているため、HomR(M,N)がいつ極大 CM加群にな
るかを詳しく調べることができ、特に下記の日比環に対してNCCRを構成することができる。

以下、P をハッセ図が下記の形となる半順序集合とし、Rを P に付随する日比環とする。

0̂

1̂

r − 1
vertices

t columns

このとき Rは t個の多項式環の Segre積 S1# · · ·#Stと同型となる (ただし Siは r変数の多項
式環)。特にRは次元 t(r− 1) + 1のGorenstein環で、Cl(R) ∼= Zt−1となる。また、定理 3.2から

C(P ) = {(c1, · · · , ct−1) ∈ Cl(R) | − (r − 1) ≤ ci ≤ r − 1 for 1 ≤ i ≤ t− 1,

− (r − 1) ≤ ci − cj ≤ r − 1 for 1 ≤ i < j ≤ t− 1}

が成立する。

定理 4.2 ([HN, Theorem 3.6]). Rを上記の日比環R ∼= S1# · · ·#Stとし、

L := {c = (c1, · · · , ct−1) ∈ C(P ) | 0 ≤ ci ≤ r − 1 for i = 1, · · · , t− 1}

とおく。このときML :=
⊕
c∈L

T (0, · · · , 0, c)の自己準同型環 EndR(ML)はRのNCCRである。

注意 4.3. 上記の定理において t = 2であるとき、Rは行列式環として表すこともできる。また特
に r = t = 2であるならば、Rは 3次元の A1特異点 k[X,Y, Z,W ]/(XW − Y Z)と同型となる。
行列式環の NCCRはすでに [BLVdB]において構成されているため、t = 2の場合には定理 4.2は
[BLVdB]の結果に含まれる。

上記の定理を証明するためにはEndR(ML)の大域次元が有限であることと、EndR(ML)がR加
群として極大CMであることを示す必要があるが、大域次元の有限性は [ŠpVdB1, Section 10, 11]
と類似の手法を用いて示すことができる。また極大CM R加群であることは局所コホモロジーの
消滅を調べることにより成される。詳しくは [HN, Section 3]を参照頂きたい。定理 4.2はNCCR
を与える加群をひとつ与えただけであるが、その加群MLに “変異”という操作を施すことにより、
NCCRを与えるその他の加群を次々と構成していくことができる。

例 4.4. 定理 4.2において r = 3, t = 3の場合を考える。すなわちRは 3変数多項式環 3つの Segre
積であり、Cl(R) ∼= Z2である。下記の図において×印は原点 (0, 0)を表すものとする。定理 3.2を
用いると灰色で塗られた部分に含まれているドットが conic加群に対応することがわかる。また、
灰色の部分に含まれていないドットは、階数 1の極大 CM加群だが conicではないものを表して
いる。
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このとき、定理 4.2から、赤色のドットに対応する conic加群の直和MLを考えると、EndR(ML)
がRのNCCRとなる。また、この加群MLを変異していくことによって、NCCRを与える他の加
群を得ることができる。例えば、MLから (2, 2)に対応する加群を取り除いて、代わりに (−1,−1)
に対応する加群を直和したものをM ′とすれば、EndR(M ′)もRのNCCRとなる。

また定理 4.2で扱った以外の日比環でも、それがGorensteinかつ因子類群が Zあるいは Z2で
あればNCCRを構成することができる [Nak]。(日比環の因子類群は自由アーベル群であるため、
注意 1.4で述べたように、日比環がGorensteinでない場合にはNCCRは存在しない。)

謝辞. 代数学シンポジウムにおける講演の機会を下さった世話人の皆様に感謝いたします。また、
講演準備及び本稿の執筆において共同研究者の東谷章弘氏に多くの助言を頂きました。この場を
借りて御礼申し上げます。
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ON THE EXISTENCE OF SILTING OBJECTS

相原琢磨

多元環の表現論において, 傾理論は重要なトピックのうちの一つである. 傾理論は森田
理論の一般化として 1980年頃に導入され, 近年活発に研究が行われている. 特に, 傾理論
で中心的な役割を果たす傾対象は, 導来同値を引き起こすことが知られており [H, R1, K],
数学の様々な分野で注目されている.
変異理論の観点から傾対象を眺めたとき, それらはある弱点を持っている: 傾対象

の変異 (傾変異)とは, 与えられた傾対象の一部分 (直和因子)をある操作で取り替えて,
新しい傾対象を作り出す方法である. この方法は, Bernstein-Gelfand-Ponomarevの鏡
映関手 [BGP] に起源を持ち, Auslander-Platzeck-Reiten [APR]や Brenner-Butler [BB],
Riedtmann-Schofield [RS]らによって定式化された. 上述した傾変異の弱点とは, 傾変異
はいつでも可能とは限らない点である.
その弱点を解消するために, 次のような 2つの一般化が導入された.

• (三角圏における傾対象の一般化) 準傾対象の変異 (準傾変異) [AI]
• (加群圏における傾加群の一般化) 台 τ 傾加群の変異 (τ 傾変異) [AIR]

特筆すべき点は, 準傾変異および τ 傾変異はいつでも可能という点である.

加群圏における拡張

射影生成加群 ⊆ 傾加群 ⊆

⊆

台 τ 傾加群� _

[AIR]
��

変異が可能

ii i) i) i) i) i)

uu u5 u5
u5 u5

傾複体 ⊆ 準傾複体

導来圏への拡張

ここでは, 導来同値の観点から, 準傾対象とその変異に注目する: 準傾対象によっても導
来同値が導かれる [K]. このとき, 一つでも準傾対象を見つけることができれば, 準傾変異
によって, 無数に多くの準傾対象が得られる. そこで, 一つの大きな問題は, 準傾対象の分
類を行うことである. この「分類問題」に対して, ここでは次の疑問について考えていく.

疑問 1. 一つの準傾対象から変異を繰り返すことで, すべての準傾対象を構成できるか?

この疑問が肯定的に解決されれば, 一つの準傾対象と準傾変異の繰り返しによってすべ
ての準傾対象を理解でき, この意味で “分類できた”といえる.
一方, 考える三角圏によっては準傾対象が存在しないことがある. 例えば, 大域次元が

無限の有限次元多元環上の有界導来圏や半単純でない自己入射的多元環の安定加群圏は,
準傾対象を持たない. 後者の例は, Buchweitz-Rickardの定理 [B, R2]より, 有界導来圏の
完全導来圏によるVerdier商 (特異圏)と見ることができる. そのため, これらの例は次の
疑問を引き起こす.

疑問 2. 特異圏はいつでも準傾対象を持たないのではないか?

特に, 自己入射的多元環 (右自己入射次元 0)の高次元版として, 右自己入射次元有限な
多元環上の特異圏について議論する.

1
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記号. 以下, Λを代数閉体 k上有限次元多元環とし, 次のような圏を考える.

• modΛ: 有限生成 (右) Λ加群からなる圏 (加群圏)
• proj Λ: 射影加群からなるmodΛの充満部分圏
• Db(modΛ): 加群圏modΛの有界導来圏
• Kb(proj Λ): 射影加群の圏 proj Λの有界ホモトピー圏 (完全導来圏)

一般に, T を次の条件を満たす三角圏とする: - Krull-Schmidt - k線型 - Hom有限.

1. 準傾変異

ここでは, 与えられた一つの準傾対象から, 別の準傾対象を作り出す方法 (準傾変異,
silting mutation)について解説する.
まずは, 準傾対象の定義から思い出そう.

定義 1.1. 三角圏 T の対象 T が前準傾 (presilting)であるとは, 任意の整数 i > 0に対して,
HomT (T, T [i]) = 0を満たすときにいう. さらに加えて, T = thickT となるとき, T を準傾
対象 (silting object)とよぶ. ここで, thickT は T の T を含む最小の thick部分圏を表す.
T の基本的な準傾対象の同型類の集合を silt T と書くことにする.

例えば, 環Λは完全導来圏Kb(proj Λ)の準傾対象であり, そのシフトΛ[i]も準傾である.
逆に, 準傾対象を持つ (ある程度の)三角圏は, 完全導来圏しかないことが知られている

[R1, K]. つまり, 次の圏同値が得られる.

定理 1.2 (Rickard, Keller). T を代数的な三角圏, すなわち, T はある Frobenius圏の安定
圏として得られるとする. このとき, T が準傾対象 T を持つならば, T は T の導来自己準
同型多元環上の完全複体の圏と三角圏同値になる.

準傾対象に関する基本的な性質を見てみよう [AI].

命題 1.3. (1) 準傾対象の非同型な直既約因子の個数は, 準傾対象の取り方に依存しない
(T のみで決まる).

(2) T が準傾対象を持つならば,任意の対象X,Y は十分大きな ℓ≫ 0で, HomT (X,Y [ℓ]) =
0となる.

もう一つ簡単な例を観察する.

例 1.4. Λをクイバー 1→ 2で与えられる多元環とする: これは 2次の上三角行列環と同
型である. このとき, T := Kb(proj Λ) (= Db(modΛ))を考える. Happelの結果 [H]から,
T はAuslander-Reitenクイバーを持つことが知られており, 圏構造が次のように完全に理
解できる.

· · ·

!!C
CC

CC
CC

C 0

��=
==

==
==

= 2

  @
@@

@@
@@

@

−1

>>}}}}}}}}
1

@@��������
· · ·

整数は直既約対象,矢は対象の間の既約射を表し, 2本の矢を通すと零になる. さらに, i < j
のとき, HomT (j, i) = 0が成り立つ. また, T の中でのシフトは 3を足すことで与えられる
(i[1] = i+ 3). 以上から, 簡単な議論により次が得られる.

silt T = {i⊕ j | 0 < j − i ≡ 1 (mod 3)}
次に, 準傾変異を導入する [AI].

定義-定理 1.5 (準傾変異). T を T の準傾対象とし, 直和因子Xを取る: T = X ⊕M . 次
の 3ステップにより, 新しい対象を定義する.
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ステップ 1: Xの (極小な)左 addM近似 f : X →M ′を取る (addMはMの加法閉包).
つまり, M ′は addM に属し, 任意の射 g : X → M は f を通過する. T は
Hom有限なので, これはいつでも可能である.

ステップ 2: f を三角に拡張する: X
f−→M ′ → Y → X[1].

ステップ 3: T の直和因子Xを Y と取り替える: Y ⊕M .

このとき, Y ⊕Mはまた, 準傾対象になる. そこでこれを, µ−X(T )と書き, T のXに関する
左変異と呼ぶ. 双対的に, 右変異 µ+

X(T )を定義する. 左変異および右変異をまとめて, 変
異と呼ぶことにする. また, Xが直既約のとき, その変異を既約な変異という.

注意 1.6. (1) 変異は近似の取り方に依らない.
上の設定で,

(2) X = 0およびX = T でも変異可能である: µ±0 (T ) ≃ T, µ±T (T ) ≃ T [∓1] (複号同順).
(3) T が基本的のとき, 近似を極小に取れば, 変異も基本的になる.
(4) µ+

Y (µ
−
X(T )) ≃ T が成り立つ. (双対版も成り立つ.)

準傾変異によって, 一つでも準傾対象を見つけることができれば, 無数に多くの準傾対
象を得ることができる. よって, 完全導来圏Kb(proj Λ)は無数に多くの準傾対象を持つこ
とがわかる.

例 1.7. 例 1.4を見てみよう. 準傾対象T = i⊕ j (i < j)の既約左変異は次の 3種類がある:

(1) µ−j (T ) ≃ i⊕ (j + 3)

(2) µ−i (T ) ≃

{
(j + 1)⊕ j (j = i+ 1)

(i+ 3)⊕ j (j ̸= i+ 1)

ここから, 疑問 1について考えていく. 特に, 既約な変異に絞り, 次の概念を導入する.

定義 1.8. T にある準傾対象 T が存在し, すべての準傾対象が T の既約な変異の繰り返し
によって得られるとき, T は準傾連結 (silting-connected)であるという.

例 1.9. 例 1.7で見たように, この多元環における準傾変異は, (1) “遠ざける” (2-1) “ジ
グザグ” (2-2) “近づける” の 3種類である. そのため, 準傾対象の形 (例 1.4)を見れば,
Kb(proj Λ)が準傾連結であることがわかる. さらに, 任意の 2つの準傾対象は, 適当にどち
らか一つを選べば, 既約左変異のみの繰り返しで, もう片方に届く.

次のような準傾連結な完全導来圏を持つ多元環が知られている [AI, A, AAC, AM, BPP].

定理 1.10. 多元環Λが次のいずれかのとき, Kb(proj Λ)は準傾連結である.

(1) 局所多元環
(2) 区分的遺伝的多元環
(3) 有限表現型対称多元環
(4) 奇数型のBrauerグラフ多元環
(5) Dynkin型前射影対称多元環
(6) 有限大域次元の導来離散多元環

注意 1.11. 上の定理において, (2)の場合を除いて, Kb(proj Λ)は特に, 準傾離散 (silting-
discrete)になっている: 準傾離散とは, 準傾対象の個数がある意味で有限になっていると
きにいい, 準傾離散ならば準傾連結であることが従う (詳しくは [A]を参照). (2)ではさら
に, Λが有限表現型のとき, Kb(proj Λ)は準傾離散になる.
傾離散 (tilting-discrete)を導入して, (3)および (5)の対称性の仮定を自己入射的に置き

換えることができる. つまり, 有限表現型自己入射的多元環およびDynkin型前射影多元
環 (この場合, 自動的に自己入射的になる)の完全導来圏は傾離散になる [CKL, AM].
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準傾連結であっても, 一つの準傾対象から別の準傾対象へ, 既約左変異のみの繰り返し,
もしくは, 既約右変異のみの繰り返しで到達するとは限らない.

例 1.12. Λを Kronecker多元環とする: つまり, クイバー 1 // // 2 で与えられる多元
環. このとき, Λは遺伝的である. さらに, T := Kb(proj Λ) (= Db(modΛ))のAuslander-
Reitenクイバーは次のような連結成分を無限個持ち, それらはシフトによって移り合う
(cf. [ASS, H]):

· · ·

""D
DD

DD
DD

DD

""D
DD

DD
DD

DD
0n

  A
AA

AA
AA

  A
AA

AA
AA

2n

  A
AA

AA
AA

A

  A
AA

AA
AA

A

−1n

==zzzzzzzz

==zzzzzzzz
1n

>>~~~~~~~~

>>~~~~~~~~
· · ·

(in[1] = in+1) また, 準傾対象は例 1.4と似たような表示をすることができ, 準傾変異も例
1.7と同様に, (1) “遠ざける” (2-1) “ジグザグ” (2-2) “近づける”の 3種類がある.
定理 1.10より, T は準傾連結であるが, 既約左変異のみの繰り返しでは得られないもの

があることを見てみよう. T := 00 ⊕ 10, U := −11 ⊕ 01とおくと, U は T の既約左変異の
みの繰り返しでは得られない. 実際, T の “ジグザグ”の既約左変異のみでは 0番目の連結
成分から出ることはできず, また, 一度 “遠ざける”既約左変異を使ってしまうと, U を飛
び越えてしまい, 既約左変異では U へ戻ることができない. 一方, 既約右変異を用いれば
T と U は繋がっている.
以上のことを, 既約左変異を矢で表すことにして視覚的に観察してみよう: T, U ∈ silt T

に対して, T → U は U が T の既約左変異であることを意味する.

00 ⊕ 10

xxqqq
qqq

qqq
q

��1
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11

すべて 0番目の
連結成分に属す.

10 ⊕ 20

��
20 ⊕ 30

��
...

��

00 ⊕ 11

����
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

−21 ⊕−11

��
すべて 1番目の
連結成分に属す.

−11 ⊕ 01

&&MM
MMM

MMM
MM

01 ⊕ 11

この節の最後に, 完全導来圏が準傾連結でない多元環の例を挙げる [AGI].
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例 1.13. Λをクイバー 1
//// 2oooo で与えられる多元環で, ルビー列

Λ =

1 ??��
2 ??��

2 ?? 2
��

⊕
1 ?? 1

��
1 2

を持つものとする. これは, 2つの単純加群を持つルビー列の長さが 2の自己入射的中山多
元環の自明拡大, および, グラフ ◦ ◦ の Brauerグラフ多元環と同型である. このと
き, Kb(proj Λ)が準傾連結でないことが,線型代数的手法により観察できる. 詳細は省くが,
各準傾対象を行列 (g行列)と対応させ, その固有ベクトルと固有値を計算する. そのとき,
Λの既約な変異の繰り返しで得られる準傾対象の g行列と Λ[1]の g行列の固有値が異な
り, ΛとΛ[1]が既約な変異の繰り返しでは繋がらないことがわかる. 一方で, Λ[1] ≃ µ−Λ(Λ)
となり, 疑問 1の真偽はわかっていない.

注意 1.14. 2つの単純加群を持つルビー列の長さが 2の自己入射的中山多元環は, 準傾連
結 (準傾離散)な完全導来圏を持つため, 上の例は自明拡大で準傾連結 (準傾離散)が壊れ
る例となっている.

2. 準傾対象の存在・非存在

前節では, 一つでも準傾対象を見つけることができれば, 無数に多くの準傾対象を得ら
れることを見た. この節では, 「準傾対象はいつでも存在するか?」について考える.

Db(modΛ)のKb(proj Λ)によるVerdier商Db(modΛ)/Kb(proj Λ)をΛの特異圏といい,
Dsg(Λ)で表す.
次の圏同値がよく知られている [B, R2].

定理 2.1 (Buchweitz, Rickard). Λが岩永-Gorenstein多元環, すなわち, 左および右の自
己入射次元が有限ならば, 三角圏同値Dsg(Λ) ≃ CMΛが得られる. ここで,

CMΛ := {M ∈ modΛ | ExtiΛ(M,Λ) = 0 (任意の i > 0)}

であり, CMΛはその安定圏である.

前節において, 完全導来圏が無限個の準傾対象を含むことがわかったが, 有界導来圏や
特異圏ではどうか?
次のことが知られている [AI].

命題 2.2. Λは半単純でないとする.

(1) Db(modΛ)が準傾対象を持つこととΛが有限大域次元を持つことは同値である. 特に,
Λの大域次元が無限ならば, Db(modΛ)は準傾対象を含まない.

(2) Λが自己入射的ならば, 安定加群圏modΛは準傾対象を持たない. よって, Buchweitz-
Rickardの定理より, Λの特異圏に準傾対象は存在しない.

ここで疑問 2を考える. 次の準傾退化 (silting reduction)が重要な役割を果たす [AI, IY].

定理 2.3 (準傾退化). T を T の前準傾対象とし, 次を満たすと仮定する: 任意のX ∈ T に
対して,

HomT (T,X[ℓ]) = 0 = HomT (X[ℓ], T ) (ℓ≫ 0).

このとき, 標準的な関手 T → T / thickT は次の集合の間の全単射を引き起こす:

siltT T
1−1−−→ silt (T / thickT ) .
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ここで, siltT T は次のような silt T の部分集合である:

siltT T := {U ∈ silt T | U は T を直和因子に持つ }.
例えば, T が準傾対象を持てば, 任意の前準傾対象は上の定理の仮定を満たし (命題 1.3),

準傾退化を適用することができる.
特異圏における準傾対象の存在・非存在を見るためには, 準傾退化を T = Db(modΛ)お

よび T = Λとして適用すればよい.
次の結果が得られる.

定理 2.4. 半単純でない右自己入射次元有限な多元環の特異圏は, 準傾対象を含まない.

これは, 例 2.2 (2)の一般化を与えている.
また, Buchweitz-Rickardの定理より, 定理 2.4はすぐに次の系を導く.

系 2.5. Λを半単純でない岩永-Gorenstein多元環とする. このとき, CMΛは準傾対象を
持たない.

注意 2.6. 次数付き多元環と次数付き加群を考えると状況が変わる. 次のことが知られて
いる [Y].

定理. Λ :=
⊕

i≥0 Λiを非負整数次数付き自己入射的多元環とし, Λ0は大域次元有限と仮定
する. このとき, 次数付き加群の安定圏modZ Λは準傾対象を持つ.
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TENSOR STRUCTURES OF RIGHT BOUNDED DERIVED
CATEGORIES OF COMMUTATIVE RINGS AND BALMER SPECTRA

RYO TAKAHASHI

Introduction

This article makes a report of the talk given by the author at the 62nd Algebra Sympo-
sium, which was held at Osaka University in September, 2017. The talk is based on joint
work with Hiroki Matsui. The complete proofs of the results in this article that are due
to Matsui and the author are all stated in [10], together with more detailed information
and other related results.

Tensor triangular geometry is a theory established by Balmer [2] at the beginning of the
current century. Let T = (T ,⊗, 1l) be an (essentially small) tensor triangulated category,
that is, a triangulated category T equipped with symmetric tensor product ⊗ and unit
object 1l. A (thick tensor) ideal of T is defined to be a thick subcategory of T which is
closed under the action of T by ⊗. A proper ideal P of T is called prime if it satisfies:

X ⊗ Y ∈ P =⇒ X ∈ P or Y ∈ P .

Prime ideals of tensor triangulated categories turn out to behave similarly to prime ideals
of commutative rings; both share a lot of analogous properties. Among other things,
the Balmer spectrum Spc T of T , which is defined as the set of prime ideals of T , has
the structure of a topological space, corresponding to the fact that the Zariski spectrum
SpecR of a commutative ringR has a Zariski topology. Tensor triangular geometry studies
Balmer spectra and develops commutative-algebraic and algebro-geometric observations.
It is related to a lot of branches of mathematics, including commutative algebra, alge-
braic geometry, stable homotopy theory, modular representation theory, motivic theory,
noncommutative topology and symplectic geometry. As Balmer [4] addressed an invited
lecture at the International Congress of Mathematicians (ICM) in 2010, tensor triangular
geometry has been attracting a great deal of attention.

Let R be a commutative noetherian ring. Let D-(R) be the right bounded derived
category of finitely generated R-modules. It is then a routine to verify that

(D-(R),⊗L
R, R)

is a tensor triangulated category. The main topics of the talk at the symposium by
the author concern the structure of the ideals of D-(R) and the structure of the Balmer
spectrum SpcD-(R) of D-(R).

1. Tensor triangulated categories and Balmer spectra

In this section, we introduce some of Balmer’s works on general tensor triangulated
categories. All the materials in this section are taken from [2, 3, 4]. First of all, we recall
the definition of a tensor triangulated category.

1
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Definition 1.1. A tensor triangulated category (T ,⊗, 1l) is a triangulated category T
equipped with symmetric tensor product ⊗ and unit object 1l. To be more precise, T is
both a triangulated category and a symmetric monoidal category such that the triangu-
lated and symmetric monoidal structures are compatible.

Here are several examples of a tensor triangulated category. Note that all of them are
essentially small.

Example 1.2.

(1) Let X be a (quasi-compact and quasi-separated) scheme. Denote by Dperf(X) the
derived category of perfect complexes of OX-modules. Then (Dperf(X),⊗L

OX
,OX) is

a tensor triangulated category.
(2) LetR be a commutative ring. Denote by Kb(projR) the homotopy category of bounded

complexes of finitely generated projective R-modules. Then (Kb(projR),⊗R, R) is a
tensor triangulated category. This is nothing but the affine case of (1).

(3) Let k be a field of positive characteristic, and G a finite group (scheme over k).
Denote by mod kG the stable category of finitely generated kG-modules. Then
(mod kG,⊗k, k) is a tensor triangulated category.

(4) Let k,G be as in (3). Denote by Db(mod kG) the derived category of bounded com-
plexes of finitely generated kG-modules. Then (Db(mod kG),⊗k, k) is a tensor trian-
gulated category.

(5) Let R be a commutative noetherian ring. Denote by D-(modR) the derived category
of homologically right bounded complexes of finitely generated R-modules. Then
(D-(modR),⊗L

R, R) is a tensor triangulated category. This tensor triangulated cate-
gory plays a main role in this article.

Next, we give the definitions of a (thick tensor) ideal and a Balmer spectrum. We recall
here that a thick subcategory of a triangulated category is by definition a nonempty full
subcategory which is closed under direct summands, shifts and cones.

Definition 1.3. Let T be an essentially small tensor triangulated category.

(1) A thick subcategory I of T is a (tensor) ideal if it satisfies the following implication.

a ∈ T , x ∈ I =⇒ a⊗ x ∈ I.
This is an analogue of an ideal of a commutative ring.

(2) An ideal I of T is radical if I =
√
I, where

√
I := {a ∈ T | a⊗ · · · ⊗ a︸ ︷︷ ︸

n

∈ I for some n > 0}

is the radical of I. These are analogues of a radical ideal and the radical of an ideal
of a commutative ring, respectively.

(3) A proper ideal P of T is prime if it satisfies the following implication.

x⊗ y ∈ P =⇒ x ∈ P or y ∈ P .
This is an analogue of a prime ideal of a commutative ring.

(4) The Balmer spectrum of T is defined by:

Spc T = {Prime ideals of T }.
This corresponds to the Zariski spectrum SpecR of a commutative ring R.



TENSOR STRUCTURES OF RIGHT BOUNDED DERIVED CATEGORIES 3

(5) The Balmer support of an object x of T is defined by:

Spp(x) = {P ∈ Spc T | x /∈ P}.
This corresponds to the subset V(f) = {p ∈ SpecR | f ∈ p} of SpecR for an element
f of R. Note that the containment is opposite.

(6) We put

U(x) := Spp(x)∁ = {P ∈ Spc T | x ∈ P}.
This corresponds to the subset D(f) = {p ∈ SpecR | f /∈ p} of SpecR.

Throughout the rest of this article, we assume that all tensor triangulated categories
are essentially small, so that we can always define their Balmer spectra.

We make the definitions of a maximal ideal and a minimal prime of a tensor triangulated
category.

Definition 1.4. Let T be a tensor triangulated category.

(1) An ideal of T is said to be a maximal ideal of T if it is a proper ideal of T which is
maximal with respect to the inclusion relation. We denote by Mx T the set of maximal
ideals of T .

(2) An ideal of T is said to be a minimal prime of T if it is a prime ideal of T which is
minimal with respect to the inclusion relation. We denote by Mn T the set of minimal
primes of T .

Each Balmer spectrum has the structure of a topological space such that the Balmer
supports are closed subsets. We state this here together with several fundamental prop-
erties which will often be used later.

Proposition 1.5 ([2]). Let T be a tensor triangulated category.

(1) Spc T is a topological space with an open basis {U(x)}x∈T .
(2) Every proper ideal of T is contained in a maximal ideal.
(3) Maximal ideals of T are prime.
(4) Every prime ideal of T contains a minimal prime.

(5) For each P ∈ Spc T the closure {P} of {P} is irreducible, and described as follows.

(1.5.1) {P} = {Q ∈ Spc T | Q ⊆ P}.
Conversely, any nonempty irreducible closed subset of Spc T has this form.

(6) The open subset U(x) of Spc T is quasi-compact for each x ∈ T . Conversely, any
nonempty quasi-compact open subset of Spc T has this form.

(7) For an ideal I of T one has
√
I =

∩
I⊆P∈Spc T

P .

The equality (1.5.1) corresponds to the equality

{p} = {q ∈ SpecR | q ⊇ p}
of subsets of SpecR for a commutative ring R and a prime ideal p of R. Again, the
containment is opposite.

Thus, ideals of tensor triangulated categories have a lot of similar properties to ideals
of commutative rings.
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For a full subcategory X of T and a subset S of Spc T , set

SppX =
∪
x∈X

Spp(x),

Spp−1 S = {x ∈ T | Spp(x) ∈ S}.

The following theorem is a celebrated result due to Balmer [2, Theorem 4.10].

Theorem 1.6 (Balmer (2005)). Let T be a tensor triangulated category. Then there is a
one-to-one correspondence

{Radical ideals of T }
Spp

1−1
//
{Thomason subsets of Spc T }.

Spp−1
oo

Here, a subset A of a topological space X is said to be Thomason if one can write

A =
∪
i∈I

Bi

for some family {Bi}i∈I of subsets of X such that B∁i = X \ Bi is a quasi-compact open
subset. A subset C of X is said to be specialization-closed if it satisfies the implication

x ∈ C =⇒ {x} ⊆ C.

We notice that this condition is equivalent to saying that C is a (possibly infinite) union of
closed subsets. Therefore, a Thomason subset is always specialization-closed. The name of
a Thomason subset comes from the fact that for a quasi-compact quasi-separated scheme
X, Thomason [13] gives a complete classification of the ideals of Dperf(X) in terms of the
Thomason subsets of the underlying topological space of X.

Theorem 1.7 says that for a given tensor triangulated category T the understanding of
the structure of the Balmer spectrum of T provides a complete classification of the radical
ideals of T . Since each ideal of T is the kernel of some tensor triangulated functor from
T and vice versa, classifying ideals of T leads us to the understanding of the structure of
tensor triangulated functors from T . In this sense, the above theorem is quite meaningful.

For each tensor triangulated category T one can define the structure sheaf OT on
T , and then the Balmer spectrum Spc T has the structure of a locally ringed space [4,
Constructions 24 and 29]. More precisely, for each quasi-compact open subset U of Spc T
we define

T (U) := (T / Spp−1(U ∁))♮,
where (−)♮ stands for the idempotent completion. Then it holds that

Spc T (U) ∼= U.

The assignment U 7→ EndT (U)(1l) induces a presheaf of commutative rings, and we define
the structure sheaf OT on T as its sheafification. Thus we obtain a locally ringed space

Spec T := (Spc T ,OT ).

The following theorem due to Balmer is also well-known. We refer the reader to [2,
Theorem 6.3] and [4, Theorem 57]; see also [3, Proposition 6.11].

Theorem 1.7 (Balmer (2005, 2010)).
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(1) Let X be a quasi-compact quasi-separated scheme. Then there is an isomorphism

SpecDperf(X) ∼= X

of locally ringed spaces.
(2) Let k be a field of positive characteristic, and G a finite group (scheme over k). Then

there are isomorphisms

SpecDb(mod kG) ∼= Spech H•(G, k),

Spec(mod kG) ∼= ProjH•(G, k)

of locally ringed spaces.

Here H•(G, k) stands for the group cohomology ring. For a graded-commutative ring
A, we denote by SpechA the set of homogeneous prime ideals of A. For a commutative
nonnegatively graded ring R we denote by ProjR the set of homogeneous prime ideals
of R that do not contain R+ =

⊕
i>0 Ri. Note that ProjH•(G, k) is nothing but the

(projective) support variety VG(k).
The isomorphism in Theorem 1.7(1) says that a scheme X is reconstructed from its

derived category Dperf(X); see also [1]. This is actually because of the tensor structure
of Dperf(X). Indeed, only from the triangulated structure of Dperf(X) the original scheme
X cannot be reconstructed, since there are a lot of derived equivalences of nonsingular
algebraic varieties (e.g. the Fourier–Mukai transformation).

The second isomorphism in Theorem 1.7(2) is obtained by restricting the first one.
Key roles in the proof of Theorem 1.7 are played by the classification theorems of
ideals due to Hopkins [9], Neeman [11], Thomason [13], Benson–Carlson–Rickard [5] and
Friedlander–Pevtsova [8]; see also the works of Benson–Iyengar–Krause [6] and Benson–
Iyengar–Krause–Pevtsova [7]. The Balmer spectra are described for some other tensor
triangulated categories by several authors; details can be found in [4].

Let (T ,⊗, 1l) be a tensor triangulated category. Balmer [3] constructs a continuous map

ρ•T : Spc T → Spech R•T ,

which is given by

ρ•T (P) := (f ∈ R•T | cone(f) /∈ P).
Here,

R•T = HomT (1l,Σ
•1l)

is a graded-commutative ring.
It is seen that for T = Kb(projR) with R being a commutative ring we have R•T = R,

and it is also observed that for T = Db(mod kG) with k being a field k of positive
characteristic and G being a finite group (scheme over k) we have R•T = H•(G, k). It is
shown by Balmer [3, Propositions 8.1 and 8.5] that the isomorphism in Theorem 1.7(1)
in the affine case, and the first isomorphism in Theorem 1.7(2) are given by the map ρ•T
given above. Thus the following conjecture has been presented by Balmer [4, Conjecture
72] in his invited lecture at the International Congress of Mathematicians (ICM), which
was held in 2010 at Hyderabad.

Conjecture 1.8 (Balmer, ICM 2010). The map ρ•T is (locally) injective if T is algebraic
as a triangulated category.
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Let f : X → Y be a continuous map of topological spaces. We say that f is locally
injective at a point x ∈ X if there exists a neighborhood N of x such that the restriction
f |N of f on N is injective. The map f is called locally injective if for all points x ∈ X it
is locally injective at x. Also, recall that a triangulated category is called algebraic if it is
described as the stable category of a Frobenius exact category.

It is known that the conjecture does not hold for a non-algebraic triangulated category;
indeed, if T is the Spanier–Whitehead stable homotopy category SHfin of finite pointed
CW-complexes, then ρ•T is not injective; see [4, Theorem 51]. On the other hand, as we
have seen above, the conjecture does hold for Kb(projR) and Db(mod kG).

Now we introduce some notation, which will be used throughout the rest of this article.

Notation 1.9.

(1) Let R be a commutative noetherian ring.
(2) We denote by SpecR the Zariski spectrum of R, namely, the set of prime ideals of R

equipped with the Zariski topology.
(3) For an ideal I of R we define V(I) the set of prime ideals of R containing I, and put

D(I) = V(I)∁ = SpecR \ V(I).
(4) The set of maximal ideals (respectively, minimal primes) of R is denoted by MaxR

(respectively, MinR).
(5) We denote by modR the category of finitely generated R-modules, and by projR the

full subcategory of modR consisting of finitely generated projective R-modules.
(6) We denote by D∗(R) the derived category D∗(modR) of the abelian category modR,

and by K∗(R) the homotopy category K∗(projR) of the additive category projR, where
∗ ∈ {−, b}. There are obvious inclusions

Kb(R) ⊆ Db(R) ⊆ D-(R).

Taking projective resolutions induces an equivalence

D-(R) ∼= K-(R)

of tensor triangulated categories. We will often identify D-(R) with K-(R) via this
equivalence.

From the next section on, we will investigate the structure of D-(R) as a tensor trian-
gulated category. We close this section by giving comments about how hard it is.

Difficulities for D-(R). The tensor triangulated category D-(R) possesses a lot of defects
on its structure, compared with the other well-established tensor triangulated categories:

(1) D-(R) does not have arbitrary products or coproducts. (However, it does have some
specific infinite coproducts, which will somehow play a crucial role in the proofs of
our results.)

(2) D-(R) is not closed under duals. For example, in the case where R is an algebra over
a field k, D-(R) is not closed under k-duals.

(3) In particular, D-(R) is never rigid. Recall that a triangulated category T is called
rigid if there exist an exact functor D : T op → T and a functorial isomorphism

HomT (a⊗ b, c) ∼= HomT (a,D(b)⊗ c)

for a, b, c ∈ T . In fact, D-(R) is even never closed as a symmetric monoidal category.
There are a lot of results on rigid tensor triangulated categories, but we cannot use
them for D-(R).
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(4) One has

thickD-(R) R ̸= D-(R).

Indeed, the left hand side coincides with Kb(R). There are several results on tensor
triangulated categories (T ,⊗, 1l) satisfying thickT 1l = T , but they are not available
for D-(R).

Thus, results in the literature are quite limited on tensor triangulated categories that can
be applied to our tensor triangulated category D-(R).

2. Compactly and cocompactly generated thick tensor ideals of D-(R)

In this section, we classify compactly or cocompactly generated ideals of the tensor
triangulated category D-(R). We begin with recalling the definitions of compact and
cocompact objects.

Definition 2.1. Let T be a triangulated category.

(1) An object M ∈ T is called compact (respectively, cocompact) if the natural morphism⊕
λ∈Λ

HomT (M,Nλ)→ HomT (M,
⊕
λ∈Λ

Nλ)(
respectively,

⊕
λ∈Λ

HomT (Nλ,M)→ HomT (
∏
λ∈Λ

Nλ,M)

)

is an isomorphism for all families {Nλ}λ∈Λ of objects of T such that the coproduct⊕
λ∈ΛNλ (respectively, the product

∏
λ∈ΛNλ) exists in T .

(2) We denote by T c (respectively, T cc) the full subcategory of T consisting of compact
(respectively, cocompact) objects of T .

(3) An ideal of T is said to be compactly generated (respectively, cocompactly generated)
if it is generated by some compact (respectively, cocompact) objects of T as an ideal.

The following equalities hold for compactly and cocompactly generated ideals of D-(R).

Fact 2.2. There are equalities

D-(R)c = Kb(R),

D-(R)cc = Db(R).

The second equality in the above fact is due to Oppermann–Stovicek [12, Theorem 18].
The first equality is well-known, and actually proved along the same lines as in the proof
of the fact that the compact objects of the unbounded derived category of all R-modules
are the perfect complexes over R.

Next, let us recall the definition of the (usual) support of a chain complex. Note that
this notion is different from that of a Balmer support introduced in the previous section.

Definition 2.3.
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(1) Let X ∈ D-(R) be a complex. The support of X is defined to be the union of the
supports (as R-modules) of homologies of X. One has equalities

SuppX =
∪
i∈Z

SuppHi(X)

= {p ∈ SpecR | Xp ̸= 0}(2.3.1)

= {p ∈ SpecR | κ(p)⊗L
R X ̸= 0}

of subsets of SpecR, where κ(p) denotes the residue field Rp/pRp of the local ring Rp.
(2) For a full subcategory X of D-(R), set

SuppX =
∪
X∈X

SuppX.

It is easy to see that the following hold.
• SuppX is a specialization-closed subset of SpecR.
• There is an equality SuppX = Supp(thick⊗X ).

Here, thick⊗X stands for the ideal generated by X , that is, the smallest ideal of D-(R)
containing X .

(3) For a subset S of SpecR, set

⟨S⟩ = thick⊗
D-(R)

{R/p | p ∈ S}.

The second equality in (2.3.1) holds even for unbounded complexes of non-finitely gen-
erated R-modules, while the third equality only holds for complexes in D-(R).

The following theorem is the first main result of this article.

Theorem 2.4 ([10, Theorem 2.12]). There is a one-to-one correspondence{
Cocompactly generated

ideals of D-(R)

} Supp

1−1
//
{
Specialization-closed
subsets of SpecR

}
⟨⟩

oo .

Thus the cocompactly generated ideals of D-(R) are completely classified.
In fact, this one-to-one correspondence is not just a bijection of sets. For ideals X ,Y

of D-(R), define X ∧ Y and X ∨ Y by:{
X ∧ Y = thick⊗{X ⊗L

R Y | X ∈ X , Y ∈ Y},
X ∨ Y = thick⊗(X ∪ Y).

It is then seen that for specialization-closed subsets A,B of SpecR there are equalities{
⟨A⟩ ∧ ⟨B⟩ = ⟨A ∩B⟩,
⟨A⟩ ∨ ⟨B⟩ = ⟨A ∪B⟩.

Using these equalities, one can show that the set of cocompactly generated ideals of D-(R)
forms a lattice with join ∨ and meet ∧, and that the bijections in the theorem are lattice
isomorphisms; see [10, Proposition 2.18].

On the other hand, using the above theorem, we observe that the assignments X 7→
X ∩ Kb(R) and thick⊗ Y ← [ Y make a one-to-one correspondence

{Cocompactly generated ideals of D-(R)}⇄ {Thick subcategories of Kb(R)};
see [10, Corollary 2.14].
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To prove the theorem, we need to extend the Hopkins–Neeman smash nilpotence the-
orem as follows; see [10, Theorem 2.7].

Lemma 2.5 (Generalized smash nilpotence). Let f : X → Y be a morphism in K-(R)
such that Y ∈ Kb(R). If f ⊗R κ(p) = 0 for all prime ideals p of R, then f⊗t = 0 for some
integer t > 0.

We do not state the proof of this lemma, but give several comments on the proof.

Remark 2.6.

(1) If we assume further that X ∈ Kb(R), then the assertion of the lemma is nothing
but the original smash nilpotence due to Hopkins [9, Theorem 10] and Neeman [11,
Theorem 1.1]. In the proof of the original smash nilpotence, one can reduce to the
case where X = R by replacing the morphism f : X → Y with a morphism f ′ : R→
RHomR(X, Y ) via the isomorphim

HomKb(R)(R,RHomR(X,Y )) ∼= HomKb(R)(X,Y ).

Thanks to this reduction, one can identify the morphism f ∈ HomKb(R)(R, Y ) with
the element f(1) ∈ H0Y , which plays a key role in the proof of the original smash
nilpotence.

(2) We show and use the following statements; see [10, Lemmas 2.5 and 2.6].
(a) Let T be a tensor triangulated category. Let f, g be a morphism in T , and let X ,Y

be full subcategories of T . If f⊗X = 0 and g⊗Y = 0, then (f⊗g)⊗(X ∗Y) = 0.
(b) Let x = x1, . . . , xn be a sequence of elements of R. Let f be a morphism in K-(R).

If f ⊗R R/(x) = 0, then f⊗2
n ⊗R K(x) = 0.

Here, X ∗Y stands for the full subcategory of K-(R) consisting of objects E such that
there exists an exact triangle

X → E → Y ⇝
in T with X ∈ X and Y ∈ Y , and K(x) stands for the Koszul complex of R with
respect to x. The statement (b) is deduced by using (a).

(3) We need the assumption that Y ∈ Kb(R) to have the equality

annRp(fp) = annR(f)p

for all prime ideals p of R. Here, the annihilator of a morphism f : X → Y in D-(R)
is defined by

annR(f) := {a ∈ R | af = 0 in D-(R)},
which is nothing but the kernel of the morphism R → HomD-(R)(X, Y ) given by
a 7→ af .

By virtue of the generalized smash nilpotence, we can prove the following key proposi-
tion. For an object X of D-(R) we define the annihilator annX of X as the annihilator
of the identity morphism of X.

Proposition 2.7 ([10, Proposition 2.9]). Let X,Y ∈ D-(R) be complexes. Then the
following implication holds true.

V(annX) ⊆ SuppY =⇒ X ∈ thick⊗ Y.

Again, we do not state the proof of this proposition but give some comments on it.
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Remark 2.8.

(1) For every X ∈ D-(R) one has

V(annX) ⊇ SuppX.

The equality holds if X ∈ Db(R).
(2) The original statement that is due to Hopkins and Neeman and corresponds to the

proposition asserts that for perfect complexes X,Y over R the implication

SuppX ⊆ SuppY =⇒ X ∈ thick⊗ Y

holds true; see [11, Lemma 1.2].
(3) Proposition 2.7 does not hold if V(annX) is replaced with SuppX or if SuppY is

replaced with V(annY ); we will see this in Remark 3.14.
(4) In the proof of the proposition, we first take a truncation Y ′ ∈ Kb(R) of Y such that

V(annX) is contained in SuppY ′. Then we consider the morphism R→ HomR(Y
′, Y )

sending 1 ∈ R to the inclusion morphism Y ′ → Y . The stream of the proof is similar
to [11, Lemma 1.2], but we need to make various modifications.

(5) In the proposition, we can replace the object Y of D-(R) with any full subcategory Y
of D-(R). Indeed, we find an object Y ∈ Y such that SuppY contains all the prime
ideals (minimally) containing annX. Then V(annX) is contained in SuppY , and we
can reduce to the case where the subcategory Y consists only of Y .

As a corollary of Proposition 2.7 we have the following result. This result will be used
in the proof of Theorem 2.4, and several other places.

Corollary 2.9 ([10, Corollary 2.11 and Proposition 4.11]).

(1) Let X be a complex in D-(R). Then it holds that

SuppX = SpecR ⇐⇒ thick⊗X = D-(R).

(2) Let I be an ideal of R, and let X be an ideal of D-(R). Take a system of generators
x = x1, . . . , xn of I. Then it holds that

V(I) ⊆ SuppX ⇐⇒ R/I ∈ X ⇐⇒ K(x) ∈ X .

Proof. (1) The implication (⇐) follows from the equalities

SuppX = Supp(thick⊗X) = SuppD-(R) = SpecR.

As for the implication (⇒), for all objects M ∈ D-(R) one has that V(annM) is contained
in SuppX. Hence M belongs to thick⊗X by Proposition 2.7.

(2) We have

SuppR/I = V(annR/I) = V(I) = V(annK(x)) = SuppK(x).

Using Proposition 2.7 completes the proof of the assertion. □
Now we can obtain the proof of the main result of this section.

Proof of Theorem 2.4. Let X be a cocompactly generated ideal of D-(R). Then one
can write X = thick⊗ C for some full subcategory C of Db(R). What we want to show is
the equality X = ⟨SuppX⟩. As to the inclusion (⊇), Corollay 2.9(2) implies that R/p is
in X for all p ∈ SuppX . As for the inclusion (⊆), it suffices to show that C is contained in
⟨SuppX⟩ = ⟨Supp C⟩. Pick an object M ∈ C. Then M is a bounded complex of finitely
generated R-modules, whence it is in thick{R/p | p ∈ SuppM}. Now we are done. □
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As a corollary of Theorem 2.4 we have the following result.

Corollary 2.10 ([10, Corollary 2.16]). The following are equivalent for an ideal X of
D-(R).

(1) X is compactly generated.
(2) X is cocompactly generated.

When this is the case, we simply say that X is compact.

Proof. Since Kb(R) is contained in Db(R), compact generation implies cocompact gen-
eration. Therefore (1) implies (2). Let us show that (2) implies (1). Let W be a
specialization-closed subset of SpecR. Put

A := thick⊗{R/p | p ∈ W},
B := thick⊗{K(x) | xR ∈ W}.

Then A is cocompactly generated, while B is compactly generated. We see that SuppA =
SuppB = W . Using Theorem 2.4, we obtain A = B. □

As another corollary of Proposition 2.7, we get the following result.

Corollary 2.11 ([10, Corollary 2.20]). If R is artinian, then all ideals of D-(R) are
compact. Therefore one has a one-to-one correspondence

{Ideals of D-(R)}⇄ {Subsets of SpecR}.

3. The Balmer spectrum of D-(R) and classifications of thick tensor
ideals

In this section, we consider the structure of the Balmer spectrum of D-(R), and
make correspondences among some classes of ideals of D-(R) and subsets of SpecR and
SpcD-(R). The section consists of three subsections.

3.1. The structure of SpcD-(R).
We investigate the structure of the Balmer spectrum of D-(R) as a topological space,
comparing it with the Zariski spectrum of R. We start by defining a tame ideal of D-(R).

Definition 3.1.

(1) For a subset S of SpecR, we define the full subcategory Supp−1 S of D-(R) by

Supp−1 S = {X ∈ D-(R) | SuppX ⊆ S}.
One easily sees that Supp−1 S is an ideal of D-(R), and furthermore, the following
equalities hold.
• Supp−1 S = Supp−1 Sspcl.
• Supp(Supp−1 S) = Sspcl.

Here, Sspcl stands for the largest specialization-closed subset of SpecR contained in
S. (This is the spcl-interior of S in SpecR if we use the terminology in the next
Subsection 3.2.)

(2) An ideal X of D-(R) is called tame if X = Supp−1 S for some subset S of SpecR. We
set

tSpcD-(R) = {tame prime ideals of D-(R)}.
One can construct the following correspondence between SpecR and SpcD-(R); see

[10, Propositions 3.4 and 3.7].
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Proposition 3.2.

(1) For p ∈ SpecR, the full subcategory

S(p) := {X ∈ D-(R) | Xp = 0}
of D-(R) is a prime ideal of D-(R)

(2) For P ∈ SpcD-(R), the set

{I ⊆ R | R/I /∈ P}
of ideals of R has a unique maximal element s(P) with respect to the inclusion relation,
which is a prime ideal of R

Concerning the correspondence constructed in the above proposition, the following
statements hold.

Theorem 3.3 ([10, Theorems 3.9, 4.5, 4.7, 4.12 and 4.14]).

(1) One has the order-reversing maps

S : SpecR⇄ SpcD-(R) : s

such that {
s · S = 1,

S · s = Supp−1 Supp .

In particular, the inequality

dim(SpcD-(R)) ≥ dimR

between the Krull dimensions holds.
(2) The subset tSpcD-(R) of SpcD-(R) is dense. There is a commutative diagram

SpecR
S //

S′

&&NN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

N
SpcD-(R)

s // SpecR

tSpcD-(R)
?�

inc

OO

s′

88pppppppppppppppppppppppp

such that S ′ is an open bijection, s′ is a continuous bijection and s is a continuous
map. In particular, the image of S coincides with tSpcD-(R).

(3) There is a commutative diagram

MinR
Smin //

� _

inc

��

MxD-(R)
_�

inc
��

SpecR
S // SpcD-(R)

MaxR � � Smax //
� ?

inc

OO

MnD-(R)
?�

inc

OO

such that Smin is a homeomorphism, and the injective map Smax is also a homeomor-
phism if R is a semilocal ring.

(4) The following are equivalent.
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(a) The map S is continuous.
(b) The map S ′ is homeomorphic.
(c) The map s′ is homeomorphic.
(d) The set SpecR is finite.

Here are several comments on this theorem.

Remark 3.4.

(1) Recall that for a topological space X the Krull dimension dimX of X is by definition
the supremum of the lengths of chains of nonempty irreducible closed subsets of X.
For a tensor triangulated category T we have

dim(Spc T ) = sup{n ≥ 0 | ∃ chain {P0} ⊊ · · · ⊊ {Pn} of subsets of Spc T }
= sup{n ≥ 0 | ∃ chain P0 ⊊ · · · ⊊ Pn of points of Spc T }.

(2) Note that MaxR, MinR, Mx T and Mn T are all T1-spaces, and that, in general, any
finite subset of a T1-space is closed. Thus, to show Theorem 3.3(3), it is enough to
check that the top and bottom horizontal maps are bijective and injective, respectively
(after we verify that they are induced).

(3) The following are equivalent ([10, Lemma 4.6]).
• All specialization-closed subsets of SpecR are closed.
• There are only finitely many specialization-closed subsets of SpecR.
• There are only finitely many closed subsets of SpecR.
• There are only finitely many prime ideals of R.

Using this equivalences, we can deduce Theorem 3.3(4).
(4) More precisely than Theorem 3.3(1), we actually have a commutative diagram

tSpcD-(R)

θ inc
��

s′

))TTT
TTTT

TTTT
TTTT

T

SpecR

S̃

))TTT
TTTT

TTTT
TTTT

T
S //

S′
55jjjjjjjjjjjjjjjj
SpcD-(R)

π can
��

s // SpecR

SpcD-(R)/ Supp

s̃

55jjjjjjjjjjjjjjjj

such that sS is identity, S ′, S̃, s′, s̃, πθ are bijections, S ′, S̃ are open and closed, and
s, s′, s̃ are continuous ([10, Theorem 4.5]). Here, SpcD-(R)/ Supp denotes the quotient
topological space by the equivalence relation induced by taking Supp(−), and π the
canonical surjection. (To be precise, we define a relation ∼ in SpcD-(R) by

P ∼ Q ⇐⇒ SuppP = SuppQ
for P ,Q ∈ SpcD-(R). Then ∼ is an equivalence relation in SpcD-(R). We denote by
SpcD-(R)/ ∼ the set of equivalence classes, and by π : SpcD-(R) → SpcD-(R)/ ∼
the map sending each P ∈ SpcD-(R) to its equivalence class [P ] ∈ SpcD-(R)/ ∼.
The set SpcD-(R)/ ∼ is a topological space, where a subset S of SpcD-(R)/ ∼ is
open if and only if π−1(S) is an open subset of SpcD-(R).)

(5) More precisely than Theorem 3.3(4), the following assertion holds true ([10, Theorem
4.7]). Consider the three conditions

(a) The map S̃ is a homeomorphism,



14 RYO TAKAHASHI

(b) The map s̃ is a homeomorphism,
(c) The map πθ is a homeomorphism.

Then (a) is equivalent to (b), and (b)∧(c) is equivalent to the four conditions in
Theorem 3.3(4).

Suppose that R is artinian. Then R is semilocal, has only finitely many prime ideals
and satisfies MaxR = SpecR = MinR. Hence, Theorem 3.3 yields the following corollary.

Corollary 3.5. Let R be an artinian ring. Then the following statements hold true.

(1) The maps S : SpecR⇄ SpcD-(R) : s are mutually inverse homeomorphisms.
(2) One has dim SpcD-(R) = dimR = 0 <∞.
(3) All prime ideals of D-(R) are tame.

In fact, a more complete statement holds true; see Theorem 3.11.

3.2. Classifications of ideals of D-(R).
In this subsection, we consider making correspondences among compact, radical and tame
ideals of D-(R), and specialization-closed subsets of SpecR, SpcD-(R) and tSpcD-(R).
First of all, we explore the relationships among these three properties of ideals of D-(R).

Proposition 3.6 ([10, Lemma 5.8]). Let X be an ideal of D-(R).

(1) There are equalities of ideals of D-(R):

Xcpt = ⟨SuppX⟩,

X rad =
√
X ,

X tame = Supp−1 SuppX .
(2) There are inclusions

Xcpt ⊆ X ⊆ X rad ⊆ X tame

of ideals of D-(R), all of whose supports are equal. In particular, every tame ideal of
D-(R) is radical.

Here, X P (respectively, XP) stands for the P-closure (respectively, P-interior) of X ,
namely, the smallest (respectively, largest) P-ideal containing (respectively, contained in)
X . Also, cpt and rad denote the compact and radical properties, respectively.

The assertion (1) of the above proposition is seen to hold just by checking the defintions.
In relation to (2), the following statement holds: Let W be a specialization-closed subset
of SpecR. Then ⟨W ⟩ (respectively, Supp−1W ) is the smallest (respectively, largest) ideal
of D-(R) whose support coincides with W ; see [10, Theorem 6.6(2)].

To state the main result of this section, we introduce notation.

Notation 3.7. We use the following sets in the rest of this subsection.

Rad = {Radical ideals of D-(R)},
Tame = {Tame ideals of D-(R)},
Cpt = {Compact ideals of D-(R)},

Spcl(Spec) = {Specialization-closed subsets of SpecR},
Spcl(tSpc) = {Specialization-closed subsets of tSpcD-(R)},

Thom = {Thomason subsets of SpcD-(R)}.
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Proposition 3.6(2) implies the inclusion

Rad ⊇ Tame.

The main result of this section makes correspondences among the above six sets.

Theorem 3.8. [10, Theorems 5.13 and 5.20] One has the following diagram, which is
naturally commutative. (More precisely, the diagram with sections and bijections and the
diagram with retractions and bijections are commutative.)

Rad
Spp

∼
//

()cpt⊣

��

Thom
Spp−1

oo

S−1⊣

��

()spcl

⊣

$$J
JJ

JJ
JJ

JJ
JJ

JJ
JJ

JJ
JJ

JJ
JJ

JJ
JJ

JJ
JJ

J

Cpt

()rad

OO

∼
Supp //

∼
()tame

##F
FF

FF
FF

FF
FF

FF
FF

FF
FF

FF
FF

FF
FF

FF
Spcl(Spec)

S

OO

⟨⟩
oo ∼

S //

Supp−1∼

��

Spcl(tSpc)

()spcl

ddJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

s
oo

∼

Sp−1

zztt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
tt
t

Tame

()cpt

ccFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF

Sp

::ttttttttttttttttttttttttttttttt

Supp

OO

Here:

•

{
f ∼ g ⇐⇒ gf = 1 and fg = 1 (i.e. (f, g) is a bijection pair),

f ⊣ g ⇐⇒ gf = 1 (i.e. (f, g) is a section-retraction pair).

•

{
Aspcl = the spcl-interior of A in tSpcD-(R),

Bspcl = the spcl-closure of B in SpcD-(R).

•



S(W ) =
∪

p∈W {S(p)},
S−1(A) = {p ∈ SpecR | S(p) ∈ A},
Sp(−) = Spp(−) ∩ tSpcD-(R),

Sp−1(B) = {M ∈ D-(R) | SpM ⊆ B},
S(W ) = {S(p) | p ∈ W},
s(B) = {s(P) | P ∈ B}.

Moreover, the following are equivalent.

(1) The pair S : SpecR⇄ SpcD-(R) : s of maps is a one-to-one correspondence.
(2) The pair (()rad, ()cpt) of maps is a one-to-one correspondence.
(3) The pair (S,S−1) of maps is a one-to-one correspondence.
(4) The pair (()spcl, ()spcl) of maps is a one-to-one correspondence.
(5) The equality Rad = Tame holds.
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The spcl-interior Aspcl is the largest specialization-closed subset of tSpcD-(R) contained
in A, while spcl-closure Bspcl is the smallest specialization-closed subset of SpcD-(R)
containing B.

Here are some comments on the above theorem.

Remark 3.9.

(a) The one-to-one correspondence Rad ∼= Thom in the diagram of Theorem 3.8 is
nothing but Theorem 1.6 due to Balmer, while the one-to-one correspondence Cpt ∼=
Spcl(Spec) is nothing but Theorem 2.4. Thus this diagram connects Theorems 1.6
and 2.4, and gives rise to several related correspondences.

(b) The proof of Theorem 3.8 proceeds step by step; for example, we show and use the
equalities{

Aspcl = A ∩ tSpcD-(R),

Bspcl = {P ∈ SpcD-(R) | P tame ∈ B} =
∪
P∈Bspcl Spp(R/s(P)).

(c) Theorem 3.8 yields a commutative diagram

Rad

()cpt

vvlll
lll

lll
lll

lll
lll

lll
lll

lll
lll

ll

Supp

����
��
��
��
��
��
��
��

()tame

��9
99

99
99

99
99

99
99

Sp

((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQQ

Cpt
∼

Spcl(Spec)
∼

Tame
∼

Spcl(tSpc)

where the bottom bijections are the ones in the diagram of Theorem 3.8. Further-
more, the conditions (1)–(5) in Theorem 3.8 are also equivalent to the following three
conditions.
(6) The map Supp : Rad→ Spcl(Spec) is a bijection.
(7) The map ()tame : Rad→ Tame is a bijection.
(8) The map Sp : Rad→ Spcl(tSpc) is a bijection.
For the details, we refer the reader to [10, Corollary 5.21].

The corollary below is immediately obtained from the above theorem.

Corollary 3.10. If every radical ideal of D-(R) is compact, then Rad = Tame.

Proof. For each radical ideal X of D-(R) one has X = Xcpt = (Xcpt)
rad. Hence

()rad : Cpt⇄ Rad : ()cpt

is a one-to-one correspondence. Theorem 3.8 implies Rad = Tame. □

We are interested in what rings R are characterized by the eight conditions (1)–(8)
appearing in Theorem 3.8 and Remark 3.9.

Theorem 3.11 ([10, Theorem 6.5]). The equivalent conditions (1)–(8) are also equivalent
to the condition that

(9) the ring R is artinian.

Furthermore, when this is the case, every ideal of D-(R) is compact, tame and radical.
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The most difficult part of the proof of this theorem is to show the necessity of the
condition (9). Here, let us only check the last assertion of the theorem. Suppose that
R is artinian, and pick any ideal X of D-(R). Then Corollary 3.5(3) implies that X is
compact, and that taking Supp(−) makes an injective map. Hence the equality

Supp(X ) = Supp(Supp−1 SuppX )

implies that X coincides with Supp−1 SuppX , which shows that X is tame. In general, a
tame ideal of D-(R) is radical, and hence X is radical.

Using Theorem 3.11 and Corollary 3.10, we immediately obtain the following.

Corollary 3.12. Suppose that R is not artinian. Then there exists a non-compact radical
ideal of D-(R).

3.3. On Balmer’s conjecture for D-(R).

From now on, we consider Balmer’s conjecture stated in Section 1 for our tensor tri-
angulated category D-(R). First of all, we investigate the difference between radical and
tame ideals of D-(R). We have already learned that the following holds.

X rad ⊆ X tame.

The following theorem says that if X is compact, then the equality does not hold under
mild assumptions.

Theorem 3.13 ([10, Theorem 6.6]). Let W be a nonempty proper specialization-closed
subset of SpecR, and put X = ⟨W ⟩. Assume that R is either a domain or a local ring.
Then

X rad ⊊ X tame.

Proof. Since W is nonempty, it contains a prime ideal P . Take a system of generators
x = x1, . . . , xr of P . It is essential to think of the following complex.

C :=
⊕
i>0

K(xi)[i].

Thanks to the shifts, this infinite direct sum exists in our tensor triangulated category
D-(R). Since SuppC = V(P ) is contained in W , the complex C is in Supp−1W = X tame

by Proposition 3.6(1).

Suppose X rad = X tame. Then C belongs to X rad =
√
X . Hence there is an integer n > 0

such that

C ′ := C ⊗L
R · · · ⊗L

R C︸ ︷︷ ︸
n

belongs to X . Note that C ′ contains

D :=
⊕
i>0

K(xi)[ni]

as a direct summand. Therefore D is in X = ⟨W ⟩ = thick⊗{R/p | p ∈ W}, and we find a
finite number of prime ideals p1, . . . , pm in W such that

annD ⊇ (annR/p1) · · · (annR/pm) = p1 · · · pm.
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Krull’s intersection theorem implies

annD =
∩
i>0

xiR = 0,

and we have p1 · · · pm = 0. Thus for every prime ideal p of R there exists an integer
1 ≤ t ≤ m such that p contains pt. Since W is specialization-closed and contains pt, the
prime ideal p belongs to W . This shows that W = SpecR, contrary to the assumption
on W . □

Using the above proof, we have an observation related to Proposition 2.7.

Remark 3.14. We use the same notation as in the proof of Theorem 3.13.

(1) It holds that SuppC is contained in SuppR/P , but C does not belong to thick⊗R/P .
Indeed, we have SuppC = V(P ) = SuppR/P . Assume that C is in thick⊗R/P . Then

0 = annC ⊇ (annR/P )u = P u

for some integer u > 0. Hence the equality SpecR = V(P ) holds, which is contained
in W since W is specialization-closed. Therefore W coincides with SpecR, which is
a contradiction.

(2) It holds that V(annR) is contained in V(annC), but R does not belong to thick⊗C.
In fact, we have V(annR) = V(0) = V(annC). As SuppC = V(P ) is a proper subset
of SpecR, it is observed from Corollary 2.9(1) that R is not in thick⊗C.

Now, we consider Balmer’s conjecture (Conjecture 1.8) for our tensor triangulated cat-
egory D-(R). First of all, let us check that the triangulated category D-(R) is algebraic.
The category C-(R) of right bounded complexes of finitely generated R-modules is a
Frobenius exact category with respect to the split short exact sequences of complexes in
C-(R), and K-(R) is the stable category of C-(R). Thus K-(R) is an algebraic triangulated
category.

Recall that Conjecture 1.8 concerns the continuous map

ρ•
D-(R)

: SpcD-(R)→ Spech R•
D-(R)

.

One can actually observe that

(a) R•
D-(R)

= R0
D-(R)

= R,

(b) Spech R•
D-(R)

= SpecR, and

(c) ρ•
D-(R)

= s.

Thus, Conjecture 1.8 for D-(R) just claims the local injectivity of the map s.
We can show that under quite mild assumptions the algebraic tensor triangulated cat-

egory D-(R) does not satisfy Balmer’s conjecture.

Corollary 3.15 ([10, Corollary 6.10]). Assume that dimR > 0, and that R is either a
domain or a local ring. Then s is not locally injective. Hence, Balmer’s Conjecture 1.8
does not hold true for D-(R).

Proof. By assumption we find a nonunit x ∈ R such that the principal ideal xR of R has
positive height. We apply Theorem 3.13 to X = ⟨V(x)⟩ to get∩

X⊆P∈SpcD-(R)

P = X rad ⊊ X tame =
∩

X⊆P∈tSpcD-(R)

P .
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Hence we can choose a prime ideal P of D-(R) such that X ⊆ P ⊊ P tame.
Assume that s is locally injective at the point P . Then there exists an objectM ∈ D-(R)

with P ∈ U(M) such that s|U(M) is injective. Then U(M) contains two distinct points P
and P tame, which are sent by s to the same point in SpecR. This contradicts the injectivity
of the map s|U(M). □

We end this section by stating a bit about the case where R is a discrete valuation ring.
Since everything is clarified when R is artinian, the case of discrete valuation rings should
be the first nontrivial case, but in fact, it turns out that even in this case the structure of
D-(R) is highly complicated. For the details, we refer the reader to [10, Section 7].
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Introduction

In the theory of toric varieties, a fundamental result is the fact that a toric variety
of dimension r with an ample invertible sheaf corresponds to a convex polytope with
integral vertices in Rr. In this note, we define quasi-polyhedral sets in Rr as a general-
ization of convex polytopes. For a quasi-polyhedral set P , the cc-dimension is defined
as the dimension of the characteristic cone of P . A convex polytope is the case of
cc-dimension zero. We call P a quasi-polytope if every proper face of P is bounded.

We recall the theory of cusp singularities defined by Tsuchihashi in this view point.
This cusp singularity is defined for a pair of an open convex cone C and a discrete
linear group Γ acting on it. Since the cusp singularity is constructed by contracting a
toric divisor, it is important to consider the singularity with the toric resolution. In
Section 4, we describe the construction over an arbitrary field by using a formal scheme,
and algebraize the toric resolution to a scheme morphism. In Section 5, we consider a
quasi-polytope of maximal cc-dimension with a group action. Such a quasi-polytope
gives a cusp singularity if the action satisfies some conditions. Finally, in Section 6, we
introduce beautiful examples obtained by Tsuchihashi recently. The four-dimensional
example has a simple normal crossing exceptional divisor consisting of four irreducible
components with 48 quadruple points.

1 Quasi-polyhedral sets

Let r be a non-negative integer and let M , N be mutually dual free Z-modules of rank
r. We denote MR = M ⊗Z R and NR = N ⊗Z R, which are real spaces of dimension
r. Then there exists a natural perfect bilinear map

⟨ , ⟩ : MR ×NR −→ R .

Although M and N have standard roles in the theory of toric varieties, we may ex-
change the roles in the study of dualities (cf. [I3]). Points in M and N are called lattice
points, and those in MQ and NQ are rational points.
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Since each u ∈ NR is a linear function of MR by the bilinear map, {x ∈ MR ;
⟨x, u⟩ ≥ a} is a closed half space of MR for every a ∈ R if u ̸= 0. We denote it by
(u ≥ a). The closed half space (u ≤ a) and open half spaces (u > a), (u < a) as well as
the hyperplane (x = a) are defined similarly. We will use this notation also for u = 0,
where the set is not a half space nor a hyperplane.

A non-empty subset C ⊂ MR is called a polyhedral cone if there exist x1, . . . , xs ∈
MR with C = R0x1 + · · ·+R0xs, where R0 = {c ∈ R ; c ≥ 0}. It is known that C is
also expressed as (u1 ≥ 0)∩ · · · ∩ (ut ≥ 0) with u1, . . . , ut in NR (cf. [O, A.1]). We say
C is rational if x1, . . . , xs, or equivalently u1, . . . , ut, are rational points. In this case,
we can take these points in M and N , respectively.

For a subset E ⊂ MR and x ∈ MR, we denote E − x = {y − x ; y ∈ E}. A
subset E is said to be locally polyhedral at x if E − x is equal to a polyhedral cone in
a neighborhood of the origin. This is equivalent to the condition that x ∈ E and E is
equal to (u1 ≥ a1) ∩ · · · ∩ (ut ≥ at) for some u1, . . . , ut ∈ NR and a1, . . . , at ∈ R in a
neighborhood of x. If dimE = r, then we may assume that ⟨x, ui⟩ = ai and ui defines
an (r − 1)-dimensional face of the polyhedral cone for every i by reducing redundant
members. A non-empty convex subset P is called a quasi-polyhedral set if P is locally
polyhedral at every point x ∈ P . Then it follows that P = P , i.e., P is closed. A
quasi-polyhedral set P is rational if u1, . . . , ut and a1, . . . , at above are rational for all
x. A non-empty subset Q of a quasi-polyhedral set P ⊂ MR is called a face if there
exist u ∈ NR and a ∈ R such that P ⊂ (u ≥ a) and Q = P ∩ (u = a). If dimP = r
and P has an irredundant expression (u1 ≥ a1)∩ · · · ∩ (ut ≥ at) at a point x ∈ P , then
P is contained in (ui ≥ ai) and P ∩ (ui = ai) is a face of dimension r − 1 for each i.
We call P a quasi-polytope if every proper face of P is bounded.

For a non-empty closed convex set D, the characteristic cone cc(D) is defined by

cc(D) = {y ∈MR ; x+R0y ⊂ D}

for x ∈ D (cf. [G, p.24]). This is a closed convex cone which does not depend on
the choice of x since we assume D closed. We define cc-dimension by cc-dim(D) =
dim cc(D) which has a value between 0 and r, and is zero if and only if D is bounded
(cf. [G, p.24]).

2 Open cone with lattice

We fix Euclidean metrics on the real spaces NR and MR. The metrics are used in the
proof of Theorem 2.3 and in the definition of the characteristic function of a cone.

Let C be an open convex cone in NR, i.e., C is the interior of a full-dimensional
closed convex cone in NR. We assume the closure C of C is strongly convex. Then
the dual cone C

∨
in MR is also a strongly convex closed cone of dimension r. We set

C∗ = int(C
∨
), which is an open convex cone in MR. Note that if x ∈ C∗ then {u ∈

C ; ⟨x, u⟩ ≤ a} is bounded for any a ≥ 0. Actually, there exist linearly independent
x1, . . . , xr ∈ C∗ with x = x1 + · · ·+ xr since C∗ is an open convex cone. Then the set
is contained in (x1 ≥ 0)∩ · · · ∩ (xr ≥ 0)∩ (x1 + · · ·+ xr ≤ a) which is clearly bounded.
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For a subset S ⊂ C∗, we set

K(S) = {u ∈ NR ; ⟨x, u⟩ ≥ 1 for all x ∈ S} =
∩
x∈S

(x ≥ 1) .

Clearly, K(S) is a closed convex set of NR which might be empty.

Lemma 2.1 Assume that S ⊂ C∗ is discrete in MR. Let u be a point of C. Then
(1) u is outside K(S) if S ∩ (u < 1) ̸= ∅, (2) K(S) is locally equal to the convex set∩

x∈S∩(u=1)(x ≥ 1) at u if S ∩ (u < 1) = ∅. A point u is in the interior of K(S) if

S ∩ (u ≤ 1) = ∅. In particular, K(S) is locally polyhedral at every point of K(S) ∩ C.

Proof If there exists x ∈ S ∩ (u < 1), then u is outside K(S) ⊂ (x ≥ 1). Assume
S ∩ (u < 1) = ∅. Set S1 = S ∩ (u = 1) and S2 = S ∩ (u > 1). Since u ∈ C = int(C),
C∗ ∩ (u < c) is bounded and S ∩ (u < c) is a finite set for any c > 0. Hence S1 is
finite, and there exists a = min{⟨x, u⟩ ; x ∈ S2} > 1 if S2 ̸= ∅. Then a−1u ∈ K(S2)
and a−1u+C ⊂ K(S2). Since a

−1u+C is an open set which contains u = a−1u+(1−
a−1)u and K(S) = K(S1) ∩ K(S2), K(S) is equal to K(S1) =

∩
x∈S1

(x ≥ 1) in this
neighborhood of u. It is locally polyhedral since S1 is finite. QED

Lemma 2.2 Let A ⊂ NR be a bounded closed convex subset and u0 ∈ NR a point
such that the convex hull B = conv(A ∪ {u0}) is of dimension r. Let D be the cone
generated by A− u0. Then, for any subsets E ⊂ NR and F ⊂ (D + u0) \B, we have

B ∩ conv(A ∪ E) = B ∩ conv(A ∪ E ∪ F ) .

In particular, if conv(A ∪ E) is a polyhedron, then P = conv(A ∪ E ∪ F ) is locally
polyhedral at each point of P ∩ int(B).

Proof By a translation, we may assume u0 = 0. If 0 ∈ A, then B = A and the
assertion is obvious. We assume 0 ̸∈ A. Then B \ A is an open subset of D (see
Remark 2.3). Let u be a point of B ∩ conv(A∪E ∪F ). It suffices to show that u is in
conv(A ∪ E). We may assume u ̸∈ A. Since u ∈ conv(A ∪ E ∪ F ), there exist s > 0,
v1, . . . , vs ∈ A ∪ E ∪ F and a1, . . . , as > 0 with

a1(v1 − u) + · · ·+ as(vs − u) = 0 .

If vi ∈ F for an i, then take the maximal ci ≥ 0 with v′i = u+ ci(vi − u) ∈ B. Clearly
ci < 1 since vi ̸∈ B. Since u+ c′(vi−u) ∈ D \B for ci < c′ ≤ 1, v′i ∈ B is in the closure
of D \ B, and is in A since B \ A is open in D. In particular, ci is positive. Namely,
we can replace ai(vi− u) by (ai/ci)(v

′
i− u) in the equality. If we do it for all vi’s in F ,

we get an equality which says that u is in conv(A ∪ E). QED

Remark 2.3 Here we prove this fact. Let w be a point in B \A. Then there exist
p ∈ A and 0 ≤ a < 1 with w = ap. Since A is closed, there exists an open convex
neighborhood U of w in NR which does not intersect A. Suppose that U contains a
point z of D \B. Then there exist q ∈ A and b > 1 with z = bq. For the real numbers
0 ≤ a < 1, b > 1, the equation ta + (1 − t)b = 1 has a solution 0 < t < 1. Then
tw + (1− t)z = tap+ (1− t)bq is in U ∩ A, which is a contradiction since U ∩ A = ∅.
Hence w ∈ U ∩D ⊂ B \ A, which means B \ A is open in D.
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Let SC be the set of elements m ∈ M ∩ C∗ such that there exists u ∈ C with
⟨m,u⟩ = 1 and ⟨m′, u⟩ > 1 for m′ ∈ (M ∩C∗)\{m}. If (m1 ≥ 1)∩· · ·∩ (mt ≥ 1) is the
irredundant expression of K(M ∩C∗) at a point u, then m1, . . . ,mt are in SC . We see
easily that K(M ∩C∗)∩C = K(SC)∩C, and hence K(M ∩C∗) = K(SC) as closures.
We set Qm = K(SC) ∩ (m = 1) for m ∈ SC , which is locally equal to the hyperplane
(m = 1) at u in the definition of SC . Then, we get one-to-one correspondencesm 7→ Qm

between SC and the set of codimension one faces of K(SC). N ∩ (C \ {0}) is contained
in K(SC) since ⟨x, u⟩ is a positive integer for x ∈ M ∩ C∗ and u ∈ N ∩ (C \ {0}). In
particular, K(SC) is not necessarily contained in C (cf. [AMRT, II, 5.3]).

Theorem 2.4 Let Θ be the convex hull of N ∩ C. If C contains K(SC) and Θ
contains Kd = dK(SC) for a positive integer d, then Θ is a locally polyhedral closed
subset of NR. The vertices of Θ are in N ∩ C.

Proof Since N ∩C ⊂ K(SC), Θ is a subset of the closed convex set K(SC). Since
we assume K(SC) ⊂ C, the closure of Θ is contained in C. Hence it suffices to show
that Θ is locally polyhedral at every point u ∈ Θ with assuming u ∈ C \ int(Kd). Set
S1 = {m ∈ SC ; ⟨m,u⟩ ≤ d} and S2 = SC \ S1. Then a = min{⟨m,u⟩ ; m ∈ S2} is
greater than d.

We set b = d/a, which is a positive number less than 1. Since (1/d)u is outside
intK(SC), S1 is not empty by Lemma 2.1. Let A0 be the union of (r− 1)-dimensional
polytopes Kd ∩ (m = d) for m ∈ S1.

We set u′ = bu and will show that E = {v ∈ N ∩ C ; u′v ∩ Kd = ∅} is finite. If
it failed, we get a sequence {vi} from this set such that limi→∞ |vi| = ∞ and |vi|−1vi
converges to a unit vector w. Since vi’s are in C, w is in C \ {0}. Hence ⟨m,w⟩ > 0
for every m ∈ SC . Since ⟨m,u′ + cw⟩ = ⟨m,u′⟩+ c⟨m,w⟩ and ⟨m,u′⟩ < d for m ∈ S1,
there exists c > 0 such that min{⟨m,u′ + cw⟩ ; m ∈ S1} = d. Note that ⟨m,u′⟩ =
b⟨m,u⟩ ≥ ba = d and ⟨m,u′ + cw⟩ > d for m ∈ S2. Hence u

′+cw is a point of A0 which
is not on Kd ∩ (m = d) for any m ∈ S2. Furthermore, u′+ c′w is a point of int(Kd) for
c′ > c. Since w is also the limit of wi = |vi|−1(vi − u′), and since vi = u′ + |vi|wi, the
segment u′vi, which contains u′ + c′wi if c

′ < |vi|, intersects Kd for large i. This is a
contradiction.

Assume that v ∈ N ∩ C and u′v intersects Kd. Let c ≥ 0 be the minimal number
with v′ = u′ + c(v − u′) ∈ Kd. Since Kd = dK(S1) ∩ dK(S2) and u′v′ ⊂ dK(S2), there
exists m ∈ S1 with ⟨m, v′⟩ = d, and hence v′ is an intersection point of u′v and A0. Let
A = conv(A0) and B = conv(A∪{u′}). Then u is in the interior of B unless S1 = {m0}
and u is on Kd ∩ (m0 = d). In this case u is in the interior of Θ or locally defined by
(m0 ≥ d) at u. We assume u is in the interior of B. Set F = (N ∩ C) \ E. Then by
applying Lemma 2.2 for u0 = u′, Θ = conv(E ∪ F ) is locally polyhedral at each point
of intB ∩Θ, in particular, at u. If u is a vertex of Θ, then u ∈ E ⊂ N ∩ C. QED

The characteristic function ϕ of a strongly convex open cone C is defined by

ϕ(u) =
∫
C∗

exp(−⟨x, u⟩)dx

for u ∈ C. Important properties of ϕ are written and proved in Vinberg [V1, §2]. In
particular, ϕ(u) is a positive valued differentiable convex function satisfying ϕ(λu) =
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λ−rϕ(u) for λ > 0, here r is the dimension of NR. Furthermore, by defining ϕ(u) =∞
for u ∈ C \ C, the map ϕ : C → (0,∞] is continuous, and {u ∈ C ; ϕ(u) ≤ a} is a
closed convex subset of NR for every a > 0.

A subgroup Γ of GL(N) is also considered as the subgroup {tg−1 ; g ∈ Γ} of
GL(M), and acts on both NR and MR linearly from the left. Namely, the equality
⟨g(x), g(u)⟩ = ⟨x, u⟩ holds for g ∈ Γ, x ∈ MR and u ∈ NR. We say Γ acts on C if
g(C) = C for all g ∈ Γ. Then Γ acts also on C∗. Since g(M) = M , Γ acts on K(SC)
and K(SC) ∩ C. Note that det(g) = ±1 is uniquely defined for g ∈ Γ.

Let C/R+ be the set of half lines {R+u ; u ∈ C} with the topology as the quotient
space of C. For any λ > 0, {u ∈ C ; ϕ(u) = λ} is homeomorphic to C/R+. The
following projective transformation maps C to the cylindrical area R+ × (C/R+).

Take points n0 ∈ C and x0 ∈ C∗ with ⟨x0, u0⟩ = 1. Let p : NR → NR/Rn0 be the
natural surjection, and let DC = p(C ∩ (x0 = 1)). Then, the map

q : C −→ R+ ×DC , q(u) =

(
1

⟨x0, u⟩
,
p(u)

⟨x0, u⟩

)
,

is a homeomorphic projective transformation. For x ∈ C∗ and a > 0, the subset
C ∩ (x ≥ a) is mapped to {(t, v) ∈ R+ × DC ; at ≤ lx(v)}, where lx is the affine
function on NR/Rn0 such that lx(p(u)) = ⟨x, u⟩ for u ∈ (x0 = 1). Since x ∈ C∗, there
exist mx,Mx > 0 with mx ≤ lx ≤ Mx. For S ⊂ C∗, q(K(S) ∩ C) = {(t, v) ; t ≤
lx for all x ∈ S}. We regard DC as the quotient C/R+ through this homeomorphism.
If a linear automorphism g of NR fixes the cone C, then g induces a homeomorphism
on DC which is compatible with that on C. We see ϕq−1 is also a differentiable
convex function, which satisfies ϕq−1(λt, v) = λrϕq−1(t, v) for λ > 0. In particular,
{u ∈ C ; ϕ(u) = a} is homeomorphic to DC for any a > 0. Furthermore, q extends to
a homeomorphism C \ {0} → R+ ×DC .

Lemma 2.5 If a subgroup Γ ⊂ GL(N) acts on C and the quotient DC/Γ is com-
pact, then the condition of Theorem 2.4 is satisfied.

Proof Let ∂K(SC) be the boundary of K(SC). Then Γ acts on ∂K(SC) ∩ C
which is naturally homeomorphic to C/R+. Since ϕ is constant on each orbit of Γ
and (C/R+)/Γ is compact, ϕ is bounded on ∂K(SC) ∩ C and has the maximum λ.
Let u be a point in the interior of K(SC). Then a = min{⟨m,u⟩ ; m ∈ SC} > 1 and
(1/a)u ∈ ∂K(SC)∩C. Hence ϕ(u) = a−rϕ((1/a)u) < λ. Since K(SC) is the closure of
its interior as a convex set, ϕ is at most λ on K(SC). Hence K(SC) ⊂ ϕ−1((0, λ]) is
contained in C. The vertices of K(SC) are rational points and form a finite number
of orbits since DC/Γ is compact. Hence there exists d > 0 such that all vertices of
dK(SC) are in N . Since K(SC) is the convex hull of the union of proper faces, and
hence of vertices, dK(SC) is contained in the convex hull of N ∩ C. QED

3 Toric type cusp singularity

Let C ⊂ NR be an open convex cone such that C is strongly convex. In this section, we
assume that a group Γ ⊂ GL(N) acts on C and the quotient DC/Γ is compact. When

5



the action of Γ on C is free, a singularity, which we call a toric type cusp singularity, is
constructed by Tsuchihashi [T1, Proposition 1.7] (see also [AMRT, p.162, Appendix]).
In this paper, we call such pair (C,Γ) a Tsuchihashi pair if the action is free. We will
discuss on Γ-invariant fans and their blowups.

We define the canonical fan Π by the convex closure Θ of N ∩ C as follows. Let
F (Θ) be the set of proper faces of Θ. We get the following lemma by Theorem 2.4.

Lemma 3.1 Each Q ∈ F (Θ) is a polytope whose vertices are points of N ∩ C.

Since Q ∈ F (Θ) is a polytope in a hyperplane (x = a) with x ∈ C∗ and a > 0,
R0Q is a rational polyhedral cone generated by the set of the vertices of Q. Define

Π = {R0Q ; Q ∈ F (Θ)} ∪ {0}

where 0 = {0}, i.e., the zero cone. The following lemma is easy.

Lemma 3.2 Under the assumption of this section, Π is a fan of NR with the
support C ∪ {0}. The action of Γ on C induces an action on Π \ {0} such that
(Π \ {0})/Γ is finite and every stabilizer is finite. The action is free if and only if that
on C is free.

Similarly, we can also define a fan Π0 from the Γ-invariant quasi-polytope K(SC).
We consider the case that Γ acts on a fan Σ of NR with the support C ∪ {0} which is
locally finite at each point of C. Then Σ is said to be Γ-invarinat or Γ-admissible if
(Σ \ {0})/Γ is finite (cf. [AMRT, Chapter 2]). In our case, this finite condition follows
from the compactness of DC/Γ.

Let Σ be a Γ-invariant fan. A support function of Σ is a real-valued function h on
C ∪ {0} such that the restriction to each σ ∈ Σ is linear and Z-valued on N ∩ σ, i.e.,
there exists mσ ∈M with h = mσ as functions on σ. We call it a support Q-function if
we weaken the last condition to Q-valued on N∩σ. A support function h is continuous
on C since Σ is locally finite. We say h is convex if h(u + v) ≥ h(u) + h(v) for any
u, v ∈ C, and strictly convex if h(u + v) > h(u) + h(v) for u, v which are not in a
common cone of Σ. For example, h(u) = min{⟨x, u⟩ ; x ∈M ∩C∗} is a strictly convex
support function of Π0.

For an element ρ ∈ Σ \ {0}, we set Σ(ρ≺) = {τ ∈ Σ ; ρ ≺ τ}. Let ρ ∈ Σ be an
element of dimension at least two such that Σ(ρ≺)∩g(Σ(ρ≺)) = ∅ for every g ∈ Γ\{1}.
Let u be an element of N ∩ rel. int ρ. For each τ ∈ Σ(ρ≺), we set

F (τ, ρ) = {σ ≺ τ ; u ̸∈ σ, (R0u+ σ) ∩ rel. int τ ̸= ∅} ,

which does not depend on the choice of u. Then, the Γ-equivariant blowup, or star
subdivision, BlΓ,u Σ of Σ at u is defined by

BlΓ,u Σ = (Σ \
∪
g∈Γ

g(Σ(ρ≺))) ∪ (
∪
g∈Γ

g(∆)) ,

where
∆ = {R0u+ σ ; σ ∈ F (τ, ρ), τ ∈ Σ(ρ≺)} .
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Note that, if Γ acts on Σ freely, then ρ ∈ Σ of dimension r satisfies the condition
since Σ(ρ≺) = {ρ}. Clearly, BlΓ,u Σ is Γ-invariant. The barycentric subdivision of Σ
is done by iterating the blowups for all elements of dimensions from r to 2 in Σ in this
order. Namely, let Σ be a set of representatives of Σ/Γ, and take a primitive element
uρ ∈ N∩rel. int ρ for all ρ ∈ Σ. The Γ-equivariant blowups at uρ for all ρ ∈ Σ(r) do not
depend on the order, and all cones of Σ\Σ(r) remain in the obtained fan. Furthermore,
cones in Σ(r − 1) satisfy the condition in the new fan. Thus we can blowup Σ at all
cones of dimension greater than one. A subdivision of Σ to a non-singular fan can also
be done by these blowups if we take uρ’s properly.

Lemma 3.3 If Σ has a strictly convex support function h, then BlΓ,u Σ has also a
strictly convex support function.

Proof Let U =
∪

τ∈Σ(ρ≺) rel. int τ . If v ∈ U is in rel. int τ and v = au + u′ with
a ∈ R0 and u′ ∈ σ ∈ F (τ, ρ), then define l(v) = a. For v ∈ C, we set l(v) = l(g−1(v))
if there exists g ∈ Γ with v ∈ g(U), and define l(v) = 0, otherwise. Then l is a support
Q-function on BlΓ,u Σ which is strictly convex on the subdivision of each τ ∈ Σ(ρ≺),
while h is linear on these cones. Now, we replace l by a multiple cl of an integer c > 0
so that l has integral values on N ∩ C. Then the finiteness of Σ/Γ implies that, for
a sufficiently large positive integer d, dh + l is a strictly convex support function of
BlΓ,u Σ. QED

We assume that Σ has a Γ-invariant strictly convex support function h. For each
γ ∈ Σ(1), denote the associated prime divisor by V (γ). Since the toric variety Z(Σ)
is not of finite type, a divisor on it may be an infinite sum. Namely, an infinite sum
D =

∑
aγV (γ) is a Cartier divisor if the restriction D|U(σ) to the affine toric variety

U(σ) is principal for every σ ∈ Σ\{0}. A Cartier divisor D =
∑

aγV (γ) is Γ-invariant
if aγ = g(aγ) for all γ ∈ Σ(1) and g ∈ Γ. The associated invertible sheaf OZ(Σ)(D) is
also Γ-invariant if D is so. For a support function h of Σ, the associated Cartier divisor
is defined by Dh = −∑h(nγ)V (γ), where nγ is the primitive generator of γ (cf. [O,
p.69]). When h has only non-negative values, the coefficients of Dh are non-positive,
i.e., OZ(Σ)(Dh) is an ideal sheaf.

Lemma 3.4 For a strictly convex support function h, the restriction of OZ(Σ)(Dh)
to V (γ) is ample for all γ ∈ Σ(1).

Proof We set N(γ) = N ∩ (γ + (−γ)) and N [γ] = N/N(γ). Then V (γ) is the
(r − 1)-dimensional complete toric variety defined by the complete fan Σ[γ] = {σ[γ] ;
σ ∈ Σ(γ≺)} of N [γ]R, where σ[γ] is the image of σ in N [γ]R = NR/N(γ)R (cf. [O,
Corollary 1.7]). There exists an element m0 ∈ M such that h = m0 on γ. Then
{(h−m0)|σ ; σ ∈ Σ(γ≺)} induces a strictly convex support function h̄ of Σ[γ] which
defines an invertible sheaf isomorphic to OZ(Σ)(Dh)|V (γ). Hence it is ample by [O,
Corollary 2.14]. QED
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4 Power series ring

We fix a field k of an arbitrary characteristic from this section.
Let σ be a strongly convex rational polyhedral cone of NR, and let {n1, . . . , ns} be

the set of primitive generators of the one-dimensional faces. In particular, σ∨ = (n1 ≥
0) ∩ · · · ∩ (ns ≥ 0). We consider the topology of the ring k[M ∩ σ∨] defined by the
ideals

Id = ⟨e(m) ; m ∈M ∩ (n1 ≥ d) ∩ · · · ∩ (ns ≥ d)⟩k
for d ≥ 0. We denote by k[M ∩ σ∨]∧ the completion of k[M ∩ σ∨] with respect to this
topology.

We denote by ⟨⟨M⟩⟩k the k-vector space
∏

m∈M ke(m), which is not a ring if r ≥ 1.
An element of ⟨⟨M⟩⟩k is written as an infinite sum

∑
ame(m). We regard k[M ∩ σ∨]∧

a vector subspace for every cone σ. Then
∑

ame(m) is in k[M ∩ σ∨]∧ if and only if
am = 0 for m ̸∈M ∩σ∨ and there exist only finite m with am ̸= 0 outside m0+M ∩σ∨
for every m0 ∈M ∩ σ∨. Note that ⟨⟨M⟩⟩k has a structure of k[M ]-module.

Let (C,Γ) be a Tsuchihashi pair. We consider a Γ-invarinat fan Σ satisfying the
following conditions.

(1) For any σ, τ ∈ Σ \ {0}, there exist at most one g ∈ Γ with g(σ) ∩ τ ̸= 0. In
particular, g(σ) ̸= σ if g ̸= 1.

(2) There exists a strictly upper convex Γ-invariant support Q-function h on Σ,
i.e., h(g(u)) = h(u) for u ∈ C and g ∈ Γ, h(u + u′) ≥ h(u) + h(u′) for u, u′ ∈ C and
the equality holds if and only if u and u′ are in a common cone σ ∈ Σ, and h(u) are
rational for all u ∈ N ∩ C.

Since (Σ \ {0})/Γ is finite, we may assume that h(u) ∈ Z for every u ∈ N ∩ C by
replacing h by dh for a positive integer d, if necessary. For each γ ∈ Σ(1), let nγ be the
primitive generator and V (γ) the associated prime divisor of the toric variety Z(Σ).
Then Dh = −∑γ h(nγ)V (γ) is a Cartier divisor. The restriction of the line bundle
OZ(Σ)(Dh) to each prime divisor V (γ) is ample by Lemma 3.4.

We consider the reduced divisor D(Σ) = Z(Σ) \ TN , and let Ẑ(Σ) be the formal
completion of Z(Σ) along D(Σ). The formal scheme Ẑ(Σ) is covered by affine formal
schemes Ûσ = Spf k[M ∩ σ∨]∧ for σ ∈ Σ \ {0}.

The quotient Ẑ(Σ)/Γ is defined naturally. Namely, Ŵ = Ẑ(Σ)/Γ is covered by Ûσ

for σ in the set of representatives Σ of (Σ \ {0})/Γ, and Ûσ ∩ Ûτ is Ûρ if there exist
g1, g2 ∈ Γ with ρ = g1(σ) ∩ g2(τ) ∈ Σ and empty if otherwise. Note that the ρ here
exists uniquely by the property (1). It follows also that Ŵ is separated.

Let A(C∗) be the completion of the semigroup ring k[M ∩ C∗] with respect to the
topology defined by all monomial ideals of finite codimensions. A(C∗) is described as∏

m∈M∩C∗ ke(m), and each element is denoted as an infinite sum
∑

m∈M∩C∗ ame(m) or
simply

∑
ame(m). For g ∈ Γ, we define the automorphism g∗ of A(C∗) by

(4) g∗(
∑

ame(m)) =
∑

ame(g
−1(m)) .

Note that (g1g2)
∗ = g∗2g

∗
1, i.e., Γ acts on A(C∗) from the right. We denote the invariant

subring A(C∗)Γ by B(C∗,Γ), which is integrally closed since so is A(C∗).

8



Proposition 4.1 Ẑ(Σ) is a formal scheme over Spf A(C∗), and H0(Ŵ ,O
Ŵ
) =

B(C∗,Γ).

Proof The action of Γ on A(C∗) can be extended to ⟨⟨M⟩⟩k by applying (4). Since
Ŵ is covered by open subspaces Ûσ for σ ∈ Σ, a section of O

Ŵ
is written as (sσ)σ∈Σ

with sσ ∈ k[M ∩σ∨]∧. We will show that each sσ is in B(C∗,Γ). Let g be an arbitrary
element of Γ. Take a point x in the relative interior of σ. Since σ ̸= 0, x and g(x) are
in C. Hence the segment E = xg(x) is contained in C. Since C is the disjoint union
of rel. intσ′ for σ′ ∈ Σ \ {0} and the intersection E ∩ σ′ is a closed segment or a point
if non-empty, there exist a sequence

σ = σ0, σ1, . . . , σl = g(σ0) ∈ Σ \ {0}

such that x ∈ rel. intσ0, g(x) ∈ rel. intσl and E ∩ σi−1 ∩ σi ̸= ∅ for i = 1, . . . , l. Since
σi−1 ∩ σi is in Σ \ {0}, by adding this cone if necessary, we may assume σi−1 ≺ σi or
σi ≺ σi−1 for all i. Then we can take τ0, . . . , τl ∈ Σ and g0, . . . , gl ∈ Γ with σi = gi(τi)
for all i since Σ is a set of representatives. We have τl = τ0 since g(σ0) = σl. By
assumption, g−1i (gi−1(τi−1)) ≺ τi or g

−1
i−1(gi(τi)) ≺ τi−1, and hence (g−1i−1gi)

∗(sτi−1
) = sτi

as an element of ⟨⟨M⟩⟩k for each i. Hence

sτl = (g−1l−1gl)
∗ · · · (g−10 g1)

∗(sτ0) = (g−10 gl)
∗(sτ0) .

Since σ0 = σ ∈ Σ, we have τ0 = τl = σ, g0 = 1 and gl = g. Hence g∗(sσ) = sσ. Since g
is arbitrary, sσ is in B(C∗,Γ).

If σ, τ ∈ Σ has the relation g(σ) ≺ τ for an element g ∈ Γ, there exists a restriction
map O

Ŵ
(Ûτ ) → OŴ

(Ûσ) which is given by g∗. Hence sσ = g∗(sτ ) = sτ . Since any
two elements of Σ is connected by this relation, all sσ’s are equal. Thus we know

H0(Ŵ ,O
Ŵ
) ⊂ B(C∗,Γ).

Conversely, for any element s ∈ B(C∗,Γ), (sσ)σ∈Σ defined by sσ = s for all σ is

clearly an element of H0(Ŵ ,O
Ŵ
). We are done. QED

Assume that Σ is non-singular and has a positive valued strictly convex Γ-invariant
support function h. For each σ ∈ Σ(r), there exists a unique mσ ∈M with h = mσ on
σ. The toric variety Z(Σ) is covered by Uσ = Spec(k[M ∩ σ∨]) for σ ∈ Σ(r), and the
invertible sheaf OZ(Σ)(Dh) is the associated sheaf of the ideal k[M ∩ σ∨]e(mσ) on each

affine open set U(σ). Hence the induced sheaf O
Ẑ(Σ)

(Dh) on the formal scheme Ẑ(Σ)

is that of the ideal k[M ∩ σ∨]∧e(mσ) ⊂ k[M ∩ σ∨]∧ on each Û(σ).

Proposition 4.2 Let p̂ : Ẑ(Σ) → Ŵ be the natural morphism. Then there exists
an invertible ideal sheaf L̂ ⊂ O

Ŵ
such that p∗L̂ = O

Ẑ(Σ)
(Dh) .

Proof It is enough to show that k[M ∩ σ∨]∧e(mσ)
∼ on each Û(σ) for σ ∈ Σ form

an invertible sheaf on Ŵ . For σ, τ ∈ Σ, the intersection Û(σ)∩ Û(τ) is covered by Û(ρ)
such that there exist g1, g2 ∈ Γ with ρ = g1(σ)∩g2(τ) ∈ Σ. Since e(g1(mσ)), e(g2(mτ ))
and e(mρ) defines a same Cartier divisor on U(ρ), e(g1(mσ)− g2(mτ )) is invertible in
k[M ∩ρ∨]∧. Hence the restriction of k[M ∩σ∨]∧e(mσ)

∼ and k[M ∩τ∨]∧e(mτ )
∼ to Û(ρ)
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through (g−11 )∗ and (g−12 )∗, respectively, are equal. Hence these invertible sheaves on
the affine formal schemes are patched together to an invertible sheaf L̂. The relation
p̂∗L̂ = O

Ẑ(Σ)
(Dh) is clear by the construction. QED

Here we omit the proof of the following theorem (cf. [I4, Theorem 2.4]).

Theorem 4.3 The ring B(C∗,Γ) is a quotient of a formal power series ring of
finite variables, i.e., a complete noetherian local ring with the residue field k.

Lemma 4.4 The morphism q̂ : Ŵ → Ŝ = Spf B(C∗,Γ) of formal schemes is adic
of finite type (cf. [EGA, I, 10.12, 10.13]).

Proof Form ∈M∩C∗, the infinite sum∑
g∈Γ e(g(m)) is an element of the maximal

ideal of B(C∗,Γ). Take a positive valued Γ-invariant strictly convex support function
h of Σ. Then P = {x ∈ MR ; ⟨x, nγ⟩ ≥ h(nγ)} is a quasi-polytope contained in C∗.
For each σ ∈ Σ(r), mσ ∈M ∩C∗ with h = mσ on σ is a vertex of P such that P −mσ

is locally equal to σ∨ at the origin. We set fσ =
∑

g∈Γ e(g(mσ)). Let {γ1, . . . , γr}
be the set of edges of σ. We set xi = e(γi) for i = 1, . . . , r, then k[M ∩ σ∨]∧ is the
completion of the polynomial ring k[x1, . . . , xr] by the monomial ideal I = (x1 · · ·xr).
For g ∈ Γ \ {1}, g(mσ) is not on the face P ∩ (nγi = h(nγi)) of P for i = 1, . . . , r by
the condition (1), and hence e(g(mσ)−mσ) is in the ideal I. If we write fσ = ue(mσ)
in the k[M ]-module ⟨⟨M⟩⟩k, then u is in 1 + I∧ ⊂ k[M ∩ σ∨]∧. Hence u is a unit on
the affine formal scheme Ûσ, and fσ generates a defining ideal of Û(σ) with the residue
k[x1, . . . , xr]/(e(mσ)). Hence the morphism q̂ : Ŵ → Ŝ is adic of finite type. QED

Let q0 : Ŵ0 → Spec k be the fiber over the residue field. By this lemma, Ŵ0 is a
k-scheme and (Ŵ0)red is a union of V (γ) for γ ∈ Σ(1).

Lemma 4.5 The morphism q̂ is proper and L̂|Ŵ0 is ample.

Proof Since each V (γ) is a compact toric variety and Σ(1) is finite, Ŵ0 is also
complete. Hence q̂ is proper (cf. [EGA, III, 3.4]). Since the restriction L̂|V (γ) is
isomorphic to O

Ẑ(Σ)
(Dh)|V (γ), it is ample by Lemma 3.4. Hence L̂|Ŵ0 is ample.

QED

By this lemma, q̂ is algebraizable to a scheme morphism [EGA, III, Théorèm 5.4.5].
Namely, there exists a proper morphism q : W → SpecB(C∗,Γ) such that Ŵ is the
completion of W along the closed fiber. Furthermore, there exists an ample invertible
sheaf L on W such that L̂ is the pull-back to Ŵ . We have q∗OW = OSpecB(C∗,Γ)

by Proposition 4.1. If regard −Dh = D−h as a closed subscheme of Z(Σ), then the
quotient D = D−h/Γ is a scheme with the structure sheaf O

Ŵ
/L̂. The exact sequence

0 −→ L̂ −→ O
Ŵ
−→ OD −→ 0

is algebraized to
0 −→ L −→ OW −→ OD −→ 0 .

Let s0 be the closed point of S = SpecB(C∗,Γ). Then W0 = q−1(p0) is equal to Ŵ0,
and is a subscheme of D with the same support (Ŵ0)red.
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Theorem 4.6 Then k-scheme S \{s0} is geometrically regular at every point, i.e.,
s0 is an isolated singularity of S.

Proof Since the toric variety Z(Σ) is smooth over k, the local rings of Ŵ are
geometrically regular. Hence every point of W is also geometrically regular. The
proper morphism q′ : W \W0 → S \ {s0} is isomorphic since L|(W \W0) is trivial and
q′-ample. In other words, q is the contraction of W0 to the point s0. Hence each point
of S \ {s0} is geometrically regular. QED

By Theorem 4.6, we can apply Artin’s algebraization theorem [A, Theorem 3.8].
Namely, there exists a closed point v of an algebraic variety V , and B(C∗,Γ) is isomor-
phic to the completion of the local ring Ov by the maximal ideal. Namely, the cusp
singularity is realized as a k-rational isolated singularity of an algebraic variety.

5 Quasi-polytope with group action

We say a quasi-polyhedral set P ⊂MR non-degenerate if P contains an interior point,
and strongly convex if P contains no line (cf. [I5, §1]).

Let P be a non-degenerate strongly convex rational quasi-polyhedral set. For each
point x ∈ P , we denote by Cx the cone generated by P −x. Since P is non-degenerate,
locally polyhedral and rational, Cx is a rational polyhedral cone of dimension r. Hence
the dual cone C∨x ⊂ NR is a strongly convex rational polyhedral cone. We set

Σ(P ) = {C∨x ; x ∈ P} .

Then Σ(P ) is a fan of NR with the support |Σ(P )| such that

int(cc(P )∨) ⊂ |Σ(P )| ⊂ cc(P )∨

(cf. [I5, Theorem 1.4]). There exists a one-to-one correspondence Q 7→ σQ from the set
of faces of P to Σ(P ) such that x ∈ rel. intQ gives σQ = C∨x , and rel. intσQ is contained
in int(cc(P )∨) if and only if Q is bounded (cf. [I5, Theorem 1.5, Proposition 1.6]).
If P is a quasi-polytope, i.e., if every proper face of P is bounded, then |Σ(P )| =
int(cc(P )∨) ∪ {0} [I5, Lemma 3.2].

Let P be a quasi-polytope of cc-dimension r. We consider the case where an
affine transformation group Γ̃ of M is acting on P . Namely, each g̃ ∈ Γ̃ is an affine
transformation x 7→ g(x) +mg for x ∈MR with g ∈ GL(M) and mg ∈M . We denote
also g the element tg−1 ∈ GL(N). Then the group Γ = {g ; g̃ ∈ Γ̃} acts on both M
and N from the left. The corresponding ring isomorphism g∗ : k[M ]→ k[M ] is defined
by the map e(m) 7→ e(g−1(m)).

We define
P̂ = {(x, t) ∈MR ×R ; t ≥ 0, x ∈ tP} ,

where 0P = cc(P ). Then P̂ is a strongly convex closed cone (cf. [I5, Lemma 2.2]). For
A(P ) = (M ⊕ Z) ∩ P̂ , the semigroup ring A(P ) = k[A(P )] has a grading defined by

A(P )d =
⊕

m∈M∩dP
ke(m, d)
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for d ≥ 0. Here we denote e(m, d) for e((m, d)). The action of Γ̃ on M induces a linear
action on M ⊕Z such that g̃(x, t) = (g(x) + tmg, t) for (x, t) ∈MR×R, which fix the
cone P̂ . Then Z(P ) = ProjA(P ) is equal to the toric variety on which Γ̃ acts (cf. [I5,
Proposition 2.5]).

Now we assume that Γ̃ acts on the set of proper faces of P freely, and it has only
finite orbits. If we set C = int cc(P )∨ and Γ = {g ; g̃ ∈ Γ̃}, then (C,Γ) is a Tsuchihashi
pair and we get a cusp singularity (cf. [I5, Proposition 3.3]).

The rational support function hP on |Σ(P )| is defined by

hP (u) = min{⟨x, u⟩ ; x ∈ P}

for u ∈ |Σ(P )| = C∗ ∪ {0}. If Q is a face of P , then h(u) = ⟨x, u⟩ for x ∈ Q and
u ∈ σQ. We have hP (g(u)) = hP (u) + ⟨mg, g(u)⟩ for g̃ ∈ Γ̃. Hence hP (g(u)) − hP (u)
is an integer if u ∈ N ∩ C. Since Σ(P ) \ {0} has only finite cones modulo Γ, there
exists a positive integer d such that dhP is integral on N ∩ C. We take the minimal
d. Then dhP defines a Cartier divisor DP = DhP

= −∑γ∈Σ(P ) dhP (nγ)V (γ) and an
invertible sheaf OZ(P )(DP ). Since g−1(DP ) = DP − (e(dg−1(mg))) as divisor, we have
an isomorphism

g∗(OZ(P )(DP )) ≃ OZ(P )(DP )

of invertible sheaves by multiplying e(dg−1(mg)). We denote the formal completion
of Z(P ) along Y (P ) = Z(P ) \ TN by Ẑ(P ), and pull-back of this invertible sheaf by
O

Ẑ(P )
(DP ). If the morphism p̂ : Ẑ(P )→ Ẑ(P )/Γ is defined, there exists an invertible

sheaf L̂P such that p̂∗L̂P = O
Ẑ(P )

(DP ) by the above isomorphisms for g ∈ Γ.

Although the fan Σ(P ) might be singular and does not satisfy the condition (1)
in Section 4, the algebraization of the quotient of Ẑ(P ) by Γ to a scheme morphism
q : W → SpecB(C∗,Γ) by L̂P is possible as in Section 4. Namely, the condition (1)
is satisfied if we replace Γ by a sufficiently small normal subgroup Γ′ of finite index.
The assertion corresponding to Lemma 4.4 is also proved by taking a sufficiently small
Γ′, while Σ being non-singular is not necessary. Thus we get a projective morphism
q′ : W ′ → SpecB(C∗,Γ′) for Γ′, then q is obtained by taking the quotient by the action
of the finite group Γ/Γ′. Then q is the contraction of Y (P )/Γ to the closed point s0 of
S = SpecB(C∗,Γ). The algebraization LP of L̂P defines an invertible sheaf on S\{s0}.

Example 5.1 Let {pi ; i ∈ Z} be a set of points in MR = R2 defined by the
recurrence relation

p0 =

[
0
0

]
, pi+1 =

[
2 −3
−1 2

]
pi +

[
−2
1

]
,

and let P be the convex closure of this set. Then P is a quasi-polytope of cc-dimension
two with a cyclic group action.

Also, for any Γ-invariant subdivision Σ′ of Σ, we can algebraize q̂′ : ̂Z(Σ′)/Γ →
Ŝ = Spf B(C∗,Γ) to a scheme morphism as a toroidal modifications of q : W → S if
the toroidal embedding (W,S \ {s0}) is without self-intersection [KKMS, II, §2].
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6 Examples by Tsuchihashi

Cusp singularities in arithmetic quotient spaces of Q-rank one are classified by Satake
[S, §3]. In particular, there are 3- and 4-dimensional examples obtained from quater-
nion algebras over Q or an imaginary quadratic field. Some explicit calculations are
done in [Ch]

A beautiful 4-dimensional example of cusp singularity is obtained by Tsuchihashi
[T2, §6]. The Dynkin diagram

Λ :

◦
◦
◦

◦1
2

3

4......................................................................
......................................................................

..................................................................

......................................................................

........................................................................................................................................

,

which we denote by Λ, gives an infinite Coxeter group.
This group is realized as a linear Coxeter group [V2, Definition 2] as follows. Let

K be the simplicial cone generated by the standard basis {e1, . . . , e4} of R4. For the
vertices of this diagram labeled from 1 to 4, define the matrices by

s1 =


−1 0 0 0
1 1 0 0
2 0 1 0
0 0 0 1

 , s2 =


1 1 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1

 ,

s3 =


1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 1 1

 , s4 =


1 0 0 0
0 1 0 2
0 0 1 1
0 0 0 −1

 ,

which operate on R4 with the coordinates (x1, x2, x3, x4) from the left. Then the
subgroup G = ⟨s1, s2, s3, s4⟩ ⊂ GL(4,Z) is isomorphic to the Coxeter group. Namely,
the relations

s21 = s22 = s23 = s24 = 1 , (s1s4)
2 = (s2s3)

2 = 1 ,

(s1s2)
3 = (s3s4)

3 = 1 , (s1s3)
4 = (s2s4)

4 = 1

are checked easily. Each si fixes the facet K ∩ (xi = 0) of K for i = 1, . . . , 4. Then by
Vinberg’s result [V2, Theorem 2], G is a linear Coxeter gorup, and these are actually
the defining relations of the group. We denote the set {s1, s2, s3, s4} by S = SΛ. Then
the parabolic subgroup Hi generated by S \ {si} is a finite group of order 48 for each
i. On the other hand, the Dynkin diagram obtained by removing the edge connecting
1 and 3 (resp. 2 and 4) defines a Coxeter group of order 1152, which is isomorphic to
the automorphism group of a regular 24-cell (cf. [C2, p.148]). These groups have an
important role in the construction. It follows from [V2, Theorem 2] that there exists
an open convex cone C, and we have∪

g∈G
g(K) = C ∪ {0} .

13



Tsuchihashi found a subgroup Γ ⊂ G of index 48 such that Hi ∩ Γ = {1} for every i.
Then Γ acts on C freely, and (C,Γ) is a Tsuchihashi pair. The cone σ0 = K is non-
singular and the 4-dimensional cones g(σ0) and their faces for g ∈ Γ form a Γ-invariant
non-singular fan with the support C ∪ {0}. There exists a strictly positive h, and we
get q : W → SpecB(C∗,Γ) as in previous sections. This is a resolution of the cusp
singularity since Σ is non-singular.

Let γi = R0ei for i = 1, . . . , 4. Then Σi = Σ[γi] is a 3-dimensional complete
non-singular fan on which Hi acts. Let Vi be the complete non-singular toric variety
associated to Σi for each i. Although the canonical divisor of W is not q-ample,
−(4V1 + 3V2 + 3V3 + 4V4) is q-ample.

These 3-dimensional fans are described as follows. Let {e1, e2, e3} be the standard
basis of R3. For an order (i, j, k) of {1, 2, 3} and ϵi, ϵj, ϵk = ±1, the cone generated
by {ϵiei, ϵiei + ϵjej, ϵiei + ϵjej + ϵkek} is a nonsingular cone in R3 with the lattice Z3.
There are exactly 48 such cones and form a non-singular complete fan ∆1. Then, Σ2

and Σ3 are isomorphic to ∆1. The fan ∆2 consists of the same set of cone but in R3

with the lattice Z3 + Z(1/2, 1/2, 1/2), which is also a non-singular complete fan. The
fans Σ1 and Σ4 are isomorphic to ∆2. Hence, each of Vi has 48 torus action invariant
points corresponding to the 48 maximal cones.

The exceptional divisor of q is a simple normal crossing divisor consisting of these
four toric varieties. There are 48 quadruple points, and all four components go through
each of these points at an invariant point. For a choice of the group Γ, I have calculated
the intersection of the four irreducible components. By cutting the fan Σi with a cube
with the center at the origin, each square face is triangulated to six triangles. Figures 1
through 4 are the nets of the cubes and each triangle on the net presents an invariant
point of the component. The invariant points of each component are numbered from 0
to 47, and the four points labeled a same number form a quadruple point of the normal
crossing exceptional divisor.

Tsuchihashi also found a very nice example in dimension three. Let Ω be the
Dynkin diagram:

Ω :

◦ ◦

◦

1 2

3

..................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
.

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
.

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
.

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
.

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
.

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
.

.

Define the matrices

s1 =

 −1 0 0
1 1 0
3 0 1

 , s2 =

 1 3 0
0 −1 0
0 0 1

 , s3 =

 1 0 0
0 1 3
0 0 −1

 .

Then S = SΩ = {s1, s2, s3} generates a linear Coxeter group acting on R3, with the
base coneK generated by the standard basis ofR3. Let G̃ be the linear group generated
by S and the order 3 rotation

r =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .
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Let Σ be the fan consisting of the 3-dimensional cones g(K) and their faces for all
g ∈ G̃. Then the subgroup

H = ⟨rs1s2s3, rs2s3s1, rs3s1s2⟩ ⊂ G̃

of index 12 acts on Σ \ {0} freely. Thus we get a 3-dimensional toric type cusp
singularity. This example is analyzed more precisely in [K].

In this example, Σ(1) has only one orbit and Σ(3) has four. Hence the exceptional
set E of this cusp is a normal crossing irreducible divisor with four triples points.
Furthermore, h : C∪{0} → R defined by h(u) = min{⟨x, u⟩ ; x ∈M ∩C∗} is a strictly
convex support function of Σ. In this case, h(nγ) = 1 for the primitive generator nγ

for all γ ∈ Σ(1). Hence Dh is the canonical divisor of the toric variety Z(Σ) (cf. [O,
2.1]). The canonical divisor is defined by the Euler form

ω =
de(m1)

e(m1)
∧ de(m2)

e(m2)
∧ de(m3)

e(m3)
,

where {m1,m2,m3} is a basis of M . Hence g∗ω = det(g)ω for g ∈ GL(N). Since
det(g) = ±1, ω⊗2 is invariant by the action of Γ. Hence we know OW (−2E) ≃ ω⊗2W ,
where ωW is the canonical invertible sheaf of W . Since OW (−E) is relatively ample
for the contraction morphism q : W → SpecB(C∗,Γ), so is the canonical sheaf ωW .
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非可換環上の変形について

川又雄二郎（東大・数理）

1. introduction

非可換 Artin 環上の変形理論について述べる。議論は初等的であるが、なかなかうまくい
くところが面白いと思う。
小平・Spencerの変形理論ではパラメーター空間は複素多様体であった：コンパクト複素多

様体 X の変形とは、複素多様体 X から点付きの複素多様体（または複素解析空間） s0 ∈ S
への滑らかで固有的な正則写像 f : X → S と、s0 上のファイバー f−1(s0) への同型写像
ϕ : X → f−1(s0) の組のことである。微分可能多様体としての X 上で偏微分方程式を解く
ことによって、半普遍変形族の存在などが示された。また、半普遍変形族の底空間 S の原点
s0 における Zariski 接空間はコホモロジー群 H1(X,TX) で与えられ、S が滑らかになるこ
とに対する障害の空間が H2(X,TX) で与えられることなどが示された（東大セミナー・ノー
ト「小平邦彦述：複素多様体の構造の変形」を参照。大事な点がよくまとまっている）。

Grothendieck, Artin, Schlessingerはパラメーター空間として（可換な）Artin局所環（の
スペック）S = Spec(R) を考えた ([8] 参照)。代数多様体 X の変形とは、代数的スキーム X
からの平坦な射 f : X → S と、極大イデアルに対応する点 s0 上のファイバー f−1(s0) への
同型写像 ϕ : X → f−1(s0) の組のことである。X が特異点を持つ場合には、f は滑らかでは
なく平坦になる。半普遍変形の底空間は Artin 局所環の逆極限 R̂ として得られ、これは複
素解析空間としての半普遍変形の底空間 S の原点 s0 における完備化と一致する。R̂ は無限
小拡大の列によって逐次近似され、T i = H i(X,TX), i = 1, 2 によって制御される。多様体
の代わりに、固定した多様体上の層 F の変形を考えるときには、T i = Exti(F, F ) となる。

Laudal [5] はパラメーター空間として非可換 Artin 環を考えた。変形の定義において、R
を非可換にすればあとは同じである。Donovan, Wemyss は３次元 flop の例外曲線に対して
非可換変形を考えた。すると、非可換変形は可換変形よりもむしろ自然であり、幾何学的に
より深い意味があることがわかった。非可換 Artin 環は局所環の直積にはならないので、非
可換変形は相互作用を持つ多体問題となる。この講演では、単純組というものを定義し、そ
の非可換変形を考えると、Abel 圏における拡大の理論と一致することを見た。そして、相対
的例外対象や相対的球面対象を構成し、半直交分解や球面関手が得られることを解説した。
なお、非可換とは必ずしも可換とは限らないという意味とし、可換の場合も含むと解釈す

る。定義体は k = C とする。ただし、多くの議論はより一般の体でも成り立つ。以下の記
述の詳細は [4] にある。

2. 非可換変形の定義

まず、パラメーター空間として採用する環のカテゴリーを決める：
1



2 川又雄二郎（東大・数理）

定義 2.1. 非可換環 R が r-点付き k-代数であるとは、環準同型の列 kr → R → kr で合成
が恒等写像になっているものがあるときとする。ここで kr は r 個の k の直積環である。

kr の i 番目 (1 ≤ i ≤ r) の基本ベクトルの像を ei ∈ R と書く。これらは互いに直交する
冪零元であり、

∑r
i=1 ei = 1 が成り立つ。Rij = eiRej とおけば、R =

⊕r
i,j=1Rij であり、

R を行列表示することができる。Mi = Ker(R→ kr → k) とおく。ここで、２番目の写像は
第 i 成分への射影である。M =

∩r
i=1Mi とおくと、R/M =

⊕r
i=1R/Mi である。

R ∈ (Artr) とは、dimk R <∞ かつ M が冪零となるときとする。このとき、R/Mi はす
べての単純両側加群を尽くす。

R ∈ (Artr) 上の変形を定義する：

定義 2.2. A を k-線形なアーベル圏とする。F ∈ A の左 R-加群の構造は、環準同型 R →
End(F ) によって与えられる。F が R 上平坦であるとは、右 R-加群に対する関手 ⊗RF が
完全になることである。

F =
⊕r

i=1 Fi ∈ A の R ∈ (Artr) 上の変形とは、左平坦 R-加群 FR と、同型 ϕ : R/M ⊗R

FR
∼= F の組のことである。R に対して R 上の変形全体の同型類を対応させれば、変形関

手 DefF : (Artr)→ (Set) が得られる。

半普遍 (versal)変形を定義する：

定義 2.3. F ∈ A を固定する。(R̂, M̂) = lim(Rn,Mn) を (Artr) の対象の逆極限として得ら
れる環とする。ここで (R̂/M̂n, M̂/M̂n) = (Rn,Mn) ∈ (Artr) と仮定する。各 Rn 上に与え
られた F の変形 FRn の列と、n < n′ に対する同型 ϕnn′ : Rn ⊗Rn′ Fn′ ∼= Fn の組みが以下
の条件を満たすとき、F の半普遍変形と呼ぶ：

(1) 任意の R′ 上の変形 FR′ を与えると、ある n と環準同型 f : Rn → R′ 及び同型
R′ ⊗Rn FRn

∼= FR′ が存在する。
(2) f が誘導する写像 M̂/M̂2 →M ′/(M ′)2 はただ一つに定まる。

もしも dim Ext1(F, F ) < ∞ ならば半普遍変形が存在する ([5])。R̂ のアーベル化は、可
換な半普遍変形の底空間を与える ([8])。

3. 単純組の非可換変形

以下では単純組の非可換変形を考える：

定義 3.1. F =
∑r

i=1 Fi が単純組であるとは、Hom(Fi, Fj) ∼= kδij が成り立つときとする。

例 3.2. f : X → Y を滑らかな３次元代数多様体 X の小さな収縮射とする。つまり、f は
射影的双有理射で、例外集合が１次元であるとする。Y は末端特異点を持つ。一つの特異点
y ∈ Y 上のスキーム論的ファイバーを f−1(y) とする。f−1(y) の純１次元閉部分スキーム
Z1, . . . , Zr で、互いの台の交わりが０次元になるものを取る。このとき、Fi = OZi とすれ
ば、F =

∑
Fi は単純組になる。

単純組の半普遍変形は、普遍拡大の完全系列を繰り返し適用することによって得られる：

定理 3.3. 単純組 F =
∑

Fi に対して、普遍拡大の完全系列を帰納的に構成する：

0→
⊕

Ext1(F (n), Fi)⊗ Fi → F (n+1) → F (n) → 0
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Rn = End(F (n))、 R̂ = limRn とおく。このとき、{F (n)} は R̂ を底空間とする半普遍変形
になる。

4. 相対的例外対象

定義 4.1. 射影的多様体 X 上の連接層の有界導来圏 Db(coh(X)) を考える。
(1) F ∈ Db(coh(X)) が傾斜対象であるとは、任意の p ̸= 0 に対して Homp(F, F ) = 0 が

成り立つこととする。
(2) F の生成する三角圏 ⟨F ⟩ とは、以下の条件が成り立つ最大の三角部分圏のことであ

る：a ∈ ⟨F ⟩ において、任意の整数 p に対して Homp(F, a) = 0 が成り立つならば、a ∼= 0
となる。

定理 4.2. 傾斜対象 F ∈ Db(coh(X)) が生成する三角圏 ⟨F ⟩ において、R = End(F ) とおく
とき、三角圏の同値 ⟨F ⟩ ∼= Db(mod-R) が成り立つ ([2], [7], [11])。

相対的例外対象を定義する：

定義 4.3. 射影的多様体 X 上の連接層からなる単純組 F を考える。R ∈ (Artr) 上の変形
FR が半普遍変形になっていると仮定する。さらに、p > 0 ならば Homp(FR, F ) = 0 となる
と仮定する。このとき、FR は R 上相対的に例外対象であるという。

定義 4.4. 三角圏の半直交分解 D = ⟨A1, . . . ,An⟩ とは、
(1) Ai たちは三角部分圏であり、すべての Ai を含む三角部分圏は D しかない。
(2) ai ∈ Ai かつ i < j ならば、Hom(aj , ai) = 0 が成り立つ。

定理 4.5. 射影的多様体 X 上の連接層からなる単純組 F の半普遍変形 FR が R 上の相対
的例外対象になっていると仮定する。さらに、FR は完全複体（局所的に自由層の有界複体
と擬同型）であると仮定する。このとき、半直交分解 Db(coh(X)) = ⟨F⊥, F ⟩ と、三角圏の
同値 ⟨F ⟩ ∼= Db(mod-R) が成り立つ。

証明の概略は以下の通りである。R は非可換なので Spec(R) というものは存在しないが、
仮に空間 [R] のようなものを考える。[R] 上の連接層とは、有限生成 R-加群のことである。
すると、FR ∈ (coh(X × [R])) と考えられる。つまり FR は OX ⊗ R-加群である。二つの
射影

X
p←−−−− X × [R]

q−−−−→ [R]

がある。Fourier-Mukai型の変換 ΦF ∗
R : Db(coh(X))→ Db(mod-(R))とΦFR : Db(mod-(R))→

Db(coh(X)) が、ΦF ∗
R(a) = q∗(p

∗a ⊗OX
F ∗R) 及び ΦFR(b) = p∗(q

∗b ⊗R FR) によって定義さ
れる。ここで、F ∗R は FR の導来双対である。
半直交分解は、関手 Ψ = cone(ΦFRΦF ∗

R → Id) で与えられる。つまり、特別三角形
HomX(FR, a)⊗R FR → a→ Ψ(a) が成り立つ。
以下ではいくつかの例を述べる：

例 4.6. (1) X = P(1, 1, 2)、F = OX(−1) とする。F は可逆ではないが、その半普遍変形
FR は階数 2 の局所自由層になる。底空間は R = k[t]/t2 である。半直交分解

Db(coh(X)) = ⟨OX(−2), FR,OX⟩
が成り立つ。
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(2) X は P1 ×P1 上の豊富層 OP1×P1(1, 1) に関する射影的錐体とし、F = OX(−1, 0)⊕
OX(0,−1) とする。非自明な拡大

0→ F2 → G1 → F1 → 0

などにより、FR = G1 ⊕G2 を得る。R =

(
k kt
kt k

)
mod t2 と書ける。半直交分解

Db(coh(X)) = ⟨OX(−2,−2),OX(−1,−1), FR,OX⟩
を得る。

(3) X = P(1, 1, d)、F = OX(−1)とする。半普遍変形はR = k[t1, . . . , td−1]/(t1, . . . , td−1)
2

で与えられる。
Db(coh(X)) = ⟨OX(−d), FR,OX⟩

となる。

(4) X = P(1, 2, 3)、Fi = OX(−i) とする。
F1 の半普遍変形は、底空間が k⟨x, y⟩/(x2, y3) で与えられ、無限次元になる。可換変形に

限れば有限次元になる。
F2 と F3 の半普遍変形 G2, G3 は有限次元になり、底空間はそれぞれ R2 = k[t]/t3、R3 =

k[t]/t2 で与えられる。Db(coh(X)) = ⟨G3, G2,OX⟩ となる。

5. 相対的球面対象

Fano 多様体には例外対象が現れるが、Calabi-Yau 多様体には球面対象が現れる：

定義 5.1. 滑らかな射影的多様体 X 上に連接層からなる単純組 F を考える。n = dimX ≥ 2
とする。R ∈ (Artr) 上の変形 FR が半普遍変形になっていると仮定する。さらに、以下の仮
定が成り立つとき、FR は R 上相対的に n-球面対象であるという：

(1) p ̸= 0, n ならば Homp(FR, F ) = 0、Hom(FR, Fi) ∼= R/Mi、かつ置換 σ ∈ Sn が存在
して Homn(FR, Fi) ∼= R/Mσ(i) が成り立つ。

(2) F ⊗ ωX
∼= F が成り立つ。

X が滑らかである代わりに、より一般に Serre 関手 SX の存在を仮定しても良い。この
時は (2) の条件は S(F ) ∼= F [n] となる。

定理 5.2. 相対的 n-球面対象 FR において、R は 対称環（または 0次元の Gorenstein 環)
になる：R∗ = Homk(R, k) は階数 1 の自由右 R-加群になる。

系 5.3. 以下のような双対定理が成り立つ：有限生成右 R-加群 M に対して、Homk(M,k) ∼=
HomR(M,R)。

これは「射」[R]→ Spec(k) に対する相対的双対定理である。

定義-定理 5.4. F : A → B は導来圏の間の Fourier-Mukai 型の関手（積分関手）とする。
F が球面関手であるとは、左随伴関手 L と右随伴関手 R が存在し、さらに以下の４条件の
うちの２条件が成り立つ時とする。このとき残りの２条件も自動的に成り立つ。[9], [1], [6]。

(1) 特別三角形 C → IdA → RF によって定義される余ねじれ関手 C は A の自己同値で
ある。
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(2) 特別三角形 FR → IdB → T によって定義されるねじれ関手 T は B の自己同値で
ある。

(3) R ∼= CL[1].
(4) R ∼= LT [−1].

球面対象は球面関手を与える：

定理 5.5. 相対的 n-球面対象 FR に対して、F (•) = • ⊗R FR で与えられる関手 F :
Db(mod-R)→ Db(coh(X)) は球面関手になる。

証明の概略。F の右随伴関手は ΦR(•) = RHomX(FR, •)、左随伴関手は ΦL = ΦR[n] で
与えられる。Db(mod-R) の生成元 R に対して、C(R) ∼= R[1− n] が成り立つので、F は球
面関手になる。

例 5.6. (1) f : X → Y を滑らかな３次元代数多様体から孤立特異点を持つ正規代数多様体
への射影的双有理射で、例外集合が素因子 E であって、特異２次曲面 P(1, 1, 2) と同型にな
るものとする。Y の特異点は複素解析的には {(x, y, z, w) ∈ C4 | xy + z2 + w3 = 0} と同型
である。
OE(E) = OE(−2) ∈ Db(coh(X)) は例外対象になる。左直交部分圏 D = ⊥OE(E) ⊂

Db(coh(X)) を考える。F = OE(−1) は D の元となり、D の Serre 関手は SD(F ) = F [2]
を満たす。F の半普遍変形 FR の底空間は R = k[t]/(t2) で与えられ、2-球面対象を得る。

(2) f : X → Y を滑らかな４次元代数多様体から孤立特異点を持つ正規代数多様体への射影
的双有理射で、例外集合が素因子 E であって、P1×P1を射影空間に豊富因子O(1, 1)により埋
め込んだときの射影的錐体と同型になるものとする。このとき、(OE(−2,−2),OE(−1,−1)) ∈
Db(coh(X))は例外列となる。左直交部分圏D = ⊥⟨OE(−2,−2),OE(−1,−1)⟩ ⊂ Db(coh(X))
を考える。F = OE(−1, 0)⊕OE(0,−1) は D の元となり、D の Serre 関手は SD(F ) = F [2]

を満たす。F の半普遍変形 FR の底空間は R =

(
k kt
kt k

)
mod t2 で与えられ、2-球面対象

を得る。ここで、σ は互換である。
さらに高次元の場合でも、E が孤立特異点を持つ２次超曲面に対して、Spinor ベクトル

束を考えれば同様の結果を得る。この場合でも、いつも 2-球面対象になることは興味深い。

6. ３次元フロップ

小さな収縮（例 3.2）はフリップやフロップの片側である。

定理 6.1 ([12]). 滑らかな３次元代数多様体 X からアフィン代数多様体 Y = Spec(B) への
小さな収縮射 f : X → Y を考える。このとき、X 上の局所自由層 M で、Db(coh(X)) を生
成し、しかも H1(Hom(M,M)) = 0 が成り立つもの、つまり傾斜束が存在する。そして、自
己同型環 A = End(M) は非可換 B-代数となり、三角圏の同値 Db(coh(X)) ∼= Db(mod-A)
が成り立つ。

次の定理がこの研究の出発点であった：

定理 6.2 ([3]). 前の定理の状況で、さらに f の例外集合 C が P1 と同型になっていると仮
定する。I ⊂ A を層準同型 h : M →M のうちで M → OX →M の形に分解するもの全体
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で生成された両側イデアルとする。このとき、OC の半普遍非可換変形の底空間は、環 R/I
で与えられる。

非可換環 A は M に対応した箙で表示できるので、R = A/I は具体的に計算できる：

例 6.3. (1) Y = {(x, y, u, v) ∈ C4 | u2 + v2y = x(x2 + y3)} とする。このとき、R =
k⟨x, y⟩/(xy + yx, x2 − y3) となる。R の最大可換商環は、OC の可換変形に対応するが、
Rab = k[x, y]/(xy, x2 − y3) となる。

(2) Y = {(a, y, z, w) ∈ C4 | xy − zw(z + w) = 0} とする。このときは例外集合 C は P1

と同型な２個の曲線 C1, C2 からなり、これらが一点で交わっている。F = OC1 ⊕OC2 の半

普遍非可換変形の底空間は、非可換環 R =

(
k + kt2 kt

kt k + kt2

)
mod t3 で与えられる。

[10] は Gopakumar-Vafa 不変量と非可換変形の関係を明らかにした：

定理 6.4. 滑らかな３次元代数多様体 X からアフィン代数多様体 Y = Spec(B) への小さな
収縮射 f : X → Y を考える。Y の特異点 p 上のスキーム論的ファイバー f−1(p) は C ∼= P1

を台とし、C の一般点での長さが l になると仮定する。OC の半普遍非可換変形の底空間を
R とし、w = length(R), wab = length(Rab) とおく。nj を j 番目の Gopakumar-Vafa 不変
量とする。すなわち、X を一般的に変形したときに得られる多様体の上の (−1,−1)-曲線で
あって、X へ退化させたときのクラスが j[C] になるようなものの本数を nj とする。この
とき、以下の公式が成り立つ：w =

∑l
i=j j

2nj, w
ab = n1。
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対数的小平次元がゼロとなる開代数曲面について

小島秀雄

0. 序

飯高茂氏による対数的小平次元の理論 (cf. [7], [10]等) により, 開代数多様体 (完
備でない代数多様体) に対してもその完備化を考えることにより, 完備な場合と同様
に研究できることが期待できるようになった. これは特にアフィン代数多様体の研
究には有用であり, 代数幾何の手法を用いたアフィン代数多様体の研究が進展してい
る. 開代数曲面については, 代数曲面の研究の深化に伴い, 特に研究が進展している.

開代数曲面の研究成果については, 宮西 [24], [25], [26]に 10年位前までの主要な結
果が紹介されている. 近年も, 特に対数的小平次元が 2のQホモロジー平面 (注. Q
ホモロジー平面とは, 複素アフィン平面とQ係数ホモロジー群が等しくなる非特異
アフィン代数曲面である) に関する研究が飛躍的に進歩しており, その応用として,

尖点平面有理曲線 (全ての特異点が解析的に既約となる平面有理曲線) の研究がK.

Palka氏を中心に精力的に進められている.

本稿は対数的小平次元がゼロとなる開代数曲面の研究成果に関する概説である. 対
数的小平次元がゼロとなる代数多様体のクラスは特殊なもののように思われるかも
知れないが, 小平次元がゼロとなる代数多様体のクラスには興味深い性質を持つも
のが多くあることと同様に, 対数的小平次元がゼロとなる開代数曲面にも興味深い
ものがある, と筆者は考えている. また, 対数的小平次元がゼロとなる代数多様体は
飯高ファイバー空間の一般ファイバーとして現れる.

シンポジウムでの発表では, 対数的小平次元がゼロでない場合の構造定理も紹介
したが, 本稿ではそれは掲載しない. 尚, 本稿は既に筆者が発表した報告 [17]と [19]

とかなり重複している. 本稿では, [17]と [19]で触れられていない結果も紹介する.

特に, 正標数の場合の結果にも言及している. 更に, [17]と [19]には分類結果に不備
があった結果も含まれているので, それも修正する.

1. 基本的結果と極小モデルの構成

いくつか用語を定義する. kを代数閉体とし, 以下, 基礎体として固定する. Sを
非特異開代数曲面とする. このとき, 非特異射影代数曲面X とその上の被約単純正
規交差因子 (今後, SNC因子と呼ぶ) Bで, X \ SuppB ∼= Sとなるものが存在する.

この対 (X,B)を Sの SNC完備化と呼ぶ. Sの対数的 n種数 P n(S)と対数的小平次
元 κ(S)を次のように定義する:

P n(S) := h0(X,n(B + KX)) (n ∈ N), κ(S) := κ(X,B + KX).
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ここで, κ(X,B + KX)はXの (B + KX)次元である. 上記の定義は Sの SNC完備
化のとり方には依存しない. pg(X) = P 1(S)と書いて, これを対数的幾何種数と呼ぶ
こともある. ここまでは, 基礎体 kの標数が正となる場合も定義される (上林 [11]).

Sを研究するためには Sの SNC完備化 (X,B)を研究すると有用であることが多
い. また, (X,B)を研究するためには, (X,B)の (ある種の) 極小モデルを考えると
構造を調べやすい. 非特異射影代数曲面とその上の SNC因子の対に関する極小モデ
ル理論は川又氏, 藤田氏, 角田氏等によって確立された. また, この極小モデル理論
は 3次元以上の場合や, SNC因子ではなくR因子との対の場合等に拡張されている.

ただ, 非特異射影代数曲面とその上の SNC因子の対に関する極小モデル理論は (一
見すると大分異なる) いくつかのヴァージョンがある. ここでは, 非特異射影代数曲
面とその上の SNC因子の対に関する極小モデル理論は [25, Chapter 2]にあるもの
を利用する. [25, Chapter 2]は角田 [35]で展開されているものを, 対数的小平次元が
−∞の場合にも成り立つようにしたものである. [25, Chapter 2]にあるものは極小
モデルの構成方法が具体的であるため, 極小モデルから元の曲面の状況を知るのに
は便利である. その反面, やや複雑な組み合わせ論的議論が含まれているため, 一見
すると難しく感じられるかも知れない.

Sの対数的小平次元はゼロ以上であると仮定する. このとき, B + KX は pseudo-

effectiveであるので, B + KX の Zariski分解が存在する. B + KX の Zariski分解を
次のように表す:

B + KX = (B + KX)+ + (B + KX)−.

ここで, (B+KX)+はnef Q因子で (通常, B+KXのnef部分と呼ばれる), (B+KX)−

は 0でなければ正因子でその交叉行列は不定値行列となる. 次の定理は対数的小平
次元がゼロ以上となる開代数曲面を調べる上で, 基本的な結果である.

定理 1.1. (川又 [12], 藤田 [6]) 上記の仮定と記号の下, (B + KX)+は半豊富である.

特に, κ(S) = 0ならば, 正の整数 nで n(B + KX)+ ∼ 0となるものが存在する.

尚, 定理 1.1は kの標数がゼロの場合は [12]で, 一般の場合は [6]で示されている.

このとき, (X,B) の極小モデルは次のようにして構成される. f : X → W

を Supp(B + KX)− 内の (−1) 曲線を順次ブローダウンしたものとする (つまり,

Suppf∗((B + KX)−) が (−1) 曲線を含まなくなるまでブローダウンを繰り返す).

C := f∗(B)と置く. このとき, 次が成り立つ.

補題 1.2. (cf. [35], [25, Chapter 2, §3]) 上記の仮定と記号の下, 次の (1)–(4) が成り
立つ.

(1) Cは SNC因子である.

(2) 任意の n ∈ Z>0に対して, P n(W \ SuppC) = P n(X \ SuppB)となる. 特に,

κ(W \ SuppC) = κ(X \ SuppB)となる.

(3) f∗((B + KX)+) = (C + KW )+ となり (注. C + KW は (2) より pseudo-

effectiveとなるので,そのZariski分解のnef部分を (C+KW )+とする), C# :=

C − (C + KW )− ≥ 0となる.
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(4) π : W → W を Supp(C +KW )−の縮約とすると, (W,π∗(C))は高々対数的末
端特異点しか持たない.

上記の対 (W,C)は (X,B)の極小モデルで, 通常, 概極小モデル (almost minimal

model)と呼ばれる. 尚, [35]では基礎体の標数がゼロであることを仮定しているが,

上記は正標数の場合も成り立つことを注意する.

κ(S) = 0の場合, 定理 1.1と補題 1.2 (3)により n(C + KW )+ ∼ 0となる正の整
数 nが存在する. 特にそのような nの最小値を求めることは重要である. 今の場合,

n(C + KW )+ ∼ 0となることと P n(S) = 1となることが同値である. (注. κ(S) = 0

の場合, Sの対数的 n種数は 0または 1である.) 以下, I(S)を P n(S) > 0となる正
の整数 nの中で最小のものとする. (この記号は以降でも用いる.) kの標数がゼロの
場合は, 次の結果がある.

定理 1.3. κ(S) = 0で, kの標数はゼロであると仮定する. このとき, 次の (1) と (2)

が成り立つ.

(1) (Blache [4]) 1 ≤ I(S) ≤ 21.

(2) ([35]) ⌊C#⌋ ̸= 0 (⌊C#⌋はQ因子C#の切り下げ) ならば, I(S) ≤ 6.

さて, 上記の (W,C)について, ⌊C#⌋ = 0となる場合はCの各連結成分は対数的末
端特異点につぶれる. この場合は, これで極小モデルが得られたと考えて良い. しか
し, ⌊C#⌋ ̸= 0となる場合では, (W,C)はそれほど極小的ではないことが分かる. こ
れは, 概極小モデルの構成方法から分かるのだが, その感覚を次の例で説明する.

例 1.4. V を非特異射影代数曲面, Dを V 上の非特異既約曲線で, κ(V \ D) ≥ 0で更
に, Dは有理曲線ではないと仮定する. (V,D)が概極小的ではないとすると, D +KV

は nefではないことになるので, E · (D + KV ) < 0となる既約曲線Eが存在する. こ
のとき, Dが有理曲線でないこととD + KV が pseudo-effectiveであることから, E

は (−1)曲線で, E ·D = 0となる. つまり, この場合は (V,D)の概極小モデルはDと
交わらない (−1)曲線を順次ブローダウンすることにより得られる. しかしながら,

この場合にはE · D = 1となる (−1)曲線をつぶしても (像を (V ′, D′)とする), 任意
の正の整数 nに対して P n(V \ D) = P n(V ′ \ D′)となることが分かる.

強極小モデルの構成

(W,C)を上記のSのSNC完備化 (X,B)の概極小モデルとする. C ′ := C−⌊C#⌋と
おく. 補題1.2 (4)より, C ′の各連結成分は対数的末端特異点につぶれる. π : W → W

をSuppC ′の縮約とする. ここで, W に対して対数的極小モデルプログラムを実行し,

W の対数的極小モデルをV とする. g : W → V を対応する双有理射とする. C ′ = C

ならば (つまり, ⌊C#⌋ = 0ならば), κ(S) ≥ 0よりW の標準因子は nefなので, gは
恒等写像である.

もっと詳しく言うと, 上記の V は次のようにして構成される. W 上の曲線 C で,

C
2

< 0かつC ·KW < 0 (KW はW の標準因子で, 交点数は特異点解消した上での引
き戻したものの交点数のことである (詳しくは [34]をみよ)) となるものが存在した
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とする. Cの自己交点数は負であることから, Cを縮約することができるが, Cを縮
約することによりできる曲面W 1は (W が高々対数的末端特異点しか持たないこと
から) 高々対数的末端特異点しか持たない正規射影代数曲面であることが分かる (詳
しくは極小モデル理論を説明している文献を参照せよ. [25, Chapter 2, §4]にもあ
る). V はC

2
< 0, C · KW < 0となる曲線Cを順次縮約することによって得られる.

π1 : V → V をV の最小特異点解消とすると,双有理射 g : W → V で, g◦π = π1◦g

となるものが存在する. D := g∗(C)とおく. 通常, Dは SNC因子ではなくなるが,

次の補題が成り立つ.

補題 1.5. Sが κ(S) = pg(S) = 0となる非特異開有理曲面であると仮定する. この
とき, 次の (1)–(4) が成り立つ.

(1) Dは SNC因子である.

(2) 任意の n ∈ Z>0に対して, P n(V \ SuppD) = P n(W \ SuppC)となる. 特に,

κ(V \ SuppD) = κ(W \ SuppC)(= 0)となる.

(3) (V,D)は almost minimal (つまり, (V,D)自身が (V,D)の概極小モデルにな
る) で, D# + KV ≡ g∗(C

# + KW ) ≡ 0になる. (D#の定義は補題 1.2のC#

と同じ.)

本稿では,上記の対 (V,D)を (X,B)の強極小モデルと呼ぶ. 実は, (V,D)は (W,C)

からどのような曲線を縮約することにより得られるか, ということも分かる.

2. 極小モデルはどの位分類されているか?

§1で, 対数的小平次元が非負の非特異開代数曲面に対して, その SNC完備化の概
極小モデルと強極小モデルの構成を説明した. 本節では, 対数的小平次元がゼロの
場合に, それらの極小モデルの分類がどの位分かっているかについて説明する. 分類
結果が複雑であるので, 個々の分類結果を紹介するのではなく, 大雑把な紹介をする
だけにする. また, 筆者の能力不足で, 全ての結果を紹介できていない (特に対数的
Enriques曲面に関する結果).

以後, kを標数 p(≥ 0)の代数閉体とし, 基礎体として固定する. Sを対数的小平次
元ゼロの非特異開代数曲面とし, (X,B)を Sの SNC完備化とする. (W,C)と (V,D)

をそれぞれ, (X,B)の概極小モデルと強極小モデルとする. (複雑になってしまうが,

個々の設定において, (W,C)を決定する場合と (V,D)の方を決定する場合に分かれ
るので, 分けて書く.) C#, D#の記号については, 補題 1.2と補題 1.5をみよ.

κ(S) = 0より, Xの小平次元はゼロ以下である. Xの小平次元がゼロのときは, 定
理 1.1と補題 1.2により, 次の結果を得る.

命題 2.1. Xの小平次元がゼロのとき, (W,C)について, 次の結果が成り立つ.

(1) W は極小的である. 従って, KW ≡ 0となる.

(2) C# = 0である. 特に, Cの各連結成分は標準特異点につぶれる (Cの各既約
成分は (−2)曲線である).

この場合の Sの分類は小平次元ゼロの非特異射影代数曲面の分類に帰着される.
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以後, Xの小平次元が−∞であるとする. この場合, これまでのところ, 次の場合
の概極小モデル (W,C)の分類が完成している.

(1) 有理曲面でない曲面 (つまり, 非有理線織曲面) の分類. p = 0の場合は飯高
[8] [9], 酒井 [33]等で分類されている. 最近, p > 0の場合も分類された. 詳し
くは, [20, §2]をみよ.

(2) p = 0で pg(S) > 0となる場合の分類. (飯高 [9], Zhang [36].) 有理曲面でな
い場合は上記 (1) で分類されているので, ここでは, Sが有理曲面であること
を仮定している. [36]では論文の題名にある通り, この場合の対 (W,C)を飯
高曲面と呼んでいる.

(3) Cが連結 (SuppCが連結)となる場合の分類. (藤田 [5, §8], [14].) 例えば, S

がアフィン代数曲面の場合は, Sの無限遠境界Bが連結になり, 自動的に C

も連結になるので, この仮定をつけても意味がある. 尚, この場合は p > 0の
場合も確立している ([14]).

尚, 上記の分類結果は膨大であるため, 分類結果の詳細は省略する.

以後, Sは有理曲面で pg(S) = 0 (つまり, 定理 1.3の前で定義した I(S)を使うと,

I(S) > 1) となる場合を考える. また, この節では以後, p = 0であると仮定する. (以
下の部分では部分的には p > 0のときも成り立つ結果があるが, 全て分かっている訳
ではないので, p = 0とする.) この場合, 次の 2つの場合が考えられる.

I. ⌊C#⌋ = 0となる場合. この場合は, 補題 1.2 (4)により, Cの各連結成分は対数的
末端特異点につぶれる. π : W → W を SuppCの縮約とする. このとき, W の標準因
子は数値的に自明である. このような曲面W は対数的Enriques曲面と呼ばれ, 現
在まで様々な興味深い研究が行われている. 詳しくは, Blache [4], Kudryavtsev [21]

[22], 小木曽–Zhang [29] [30] [31], Zhang [37] [38] [39] [40] [41]等を参照せよ. 簡単
にいうと, W の標準被覆はアーベル曲面か高々有理 2重点のみを持つK3曲面とな
る. 標準被覆がアーベル曲面になる場合は Blache [4]で分類されており, K3曲面の
場合も, 分類は完全には分かっていないものの, とても興味深い研究成果が得られて
いる.

II. ⌊C#⌋ ̸= 0となる場合. 本節では以後, この場合の考察を行う. この場合は先の I

の場合よりも面白くない対象のように思われる. しかし, この場合もある程度意味が
ある. 例えば, Sを高々対数的末端特異点のみを持つ正規アフィン代数曲面でSの非
特異部分 S \ SingSの対数的小平次元と対数的幾何種数が共にゼロであったと仮定
する. S = S \ SingSとして, 上の記号を用いると, この場合の概極小モデル (W,C)

は IIの仮定をみたす.

この場合は, 強極小モデル (V,D)を考えると上手くいく. §1でも書いたが, (W,C)

からどのような曲線をつぶして (V,D)が得られるかが大体分かっているので, (V,D)

が分類できれば, (W,C)も分かる. 更に, 補題 1.5により, Dは SNC因子で対 (V,D)

は概極小的であるので, 考察しやすい. 以後, (V,D)を調べることにする.
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π1 : V → V は前節でのものだが, V からみると, D − ⌊D#⌋の縮約になっている.

D := π∗(D)とおくと, D ̸= 0で, D + KV ≡ 0となる. よって, KV ≡ −Dは nefでな
い. V は対数的極小モデルプログラムの結果生じたものであるので, V は対数的森
ファイバー空間の構造を持つことが分かる. よって, 次の (A), (B)のいずれかの場合
が成り立つ.

(A) V は曲線上の log conic bundle structureを持つ. 今の場合, P1ファイブレー
ション (一般ファイバーが P1となるファイブレーション) h : V → P1で, h

の全てのファイバーが既約となるものが存在する.

(B) V のピカール数は 1で, V の反標準因子−KV は豊富である. このような曲面
V は対数的 del Pezzo曲面と呼ばれる.

(A)の場合を考察する. F を hの一般ファイバーとすると, D ≡ −KV であること
から, D · F = 2となる. 従って, h := h ◦ π1とおくと, hは V の P1上の P1ファイブ
レーションとなり, hの V − Dへの制限 h|V −Dは一般ファイバーがA1

∗ (アフィン直
線A1から一点を除いたもの)となるファイブレーション (A1

∗ファイブレーションと
呼ぶ)となる. つまり, 次の結果が成り立つ.

命題 2.2. (V,D)は上記の (A) をみたすと仮定する. このとき, V −Dから曲線への
A1

∗-ファイブレーションが存在する.

この場合の (V,D)の分類は完成しているが, 分類結果がかなり複雑なので, 省略
する.

対数的 2種数が正になる, つまり, I(S) = 2となる場合は, 指数 2以下の対数的 del

Pezzo曲面の分類結果 ([1], [27], [16]等) により次のことが分かる.

命題 2.3. ([18]) I(S) = 2ならば, (B)の場合は起こらない.

従って, I(S) = 2の場合は対 (V,D)の分類が完成する. 詳しくは [18]をみよ.

さて, (B)の場合の分類結果は次のようになる.

定理 2.4. (V,D)は上記の (B) をみたすと仮定する. このとき, (V,D)は次の例 1–例
5のようにして構成される.

例 1. (cf. [14, Example 2.5]) H1, H2, H3を P2内のH1 ∩ H2 ∩ H3 = ∅となる直線と
し, P1 := H1 ∩ H2, P2 := H2 ∩ H3, P3 := H3 ∩ H1とおく. H4をどの Pi (1 ≤ i ≤ 3)

も通らない直線とする. µ0 : V1 → P2を 3点 Pi (i = 1, 2, 3)でのブローアップとし,

Ei := µ−1
0 (Pi) (i = 1, 2, 3)とおく. µ1 : V → V1を 3点 µ′

0(Hi) ∩ Ei (i = 1, 2, 3)での
ブローアップとし,

D := µ′
1(E1 + E2 + E3 + µ′

0(
4∑

i=1

Hi))

とおく. Dは以下の図 1-(i)のようになっている. この対 (V,D)を [5, §8]に従って,

Y {3, 3, 3}と呼ぶこともある. 尚, この例では I(S) = 3となる.
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例 2. (cf. [14, Example 2.6]) V0 = P1 × P1とする. ℓ1, ℓ2, ℓ3を第一射影 V0 → P1

の 3つのファイバーとし, ℓ1, ℓ2, ℓ3を第二射影 V0 → P1の 3つのファイバーとする.

P1 := ℓ1∩ℓ1, P2 := ℓ2∩ℓ1, P3 := ℓ2∩ℓ3, P4 := ℓ3∩ℓ3とおき, µ0 : V1 → V0をP1, . . . , P4

でのブローアップとする. E1 := µ−1
0 (P1), E4 := µ−1

0 (P4)とおく. µ1 : V → V1を 2

点E1 ∩ µ′
0(ℓ1), E4 ∩ µ′

0(ℓ3)でのブローアップとし,

D := µ′
1(E1 + E4 + µ′

0(
3∑

i=1

(ℓi + ℓi)))

とおく. Dは以下の図 1-(ii)のようになっている. この対 (V,D)を [5, §8]に従って,

Y {2, 4, 4}と呼ぶこともある. 尚, この例では I(S) = 4となる.

例 3. (cf. [14, Example 2.7]) V0 := P1 × P1, ℓi (i = 1, 2, 3), ℓj (j = 1, 2, 3)は例 2と
同じものとする. P1 := ℓ1 ∩ ℓ2, P2 := ℓ2 ∩ ℓ3, P3 := ℓ3 ∩ ℓ1, P4 := ℓ1 ∩ ℓ3とおき,

µ0 : V1 → V0を P1, . . . , P4でのブローアップとする. Ei := µ−1
0 (Pi) (1 ≤ i ≤ 3)とお

く. µ1 : V → V1を 3点E1 ∩ µ′
0(ℓ2), E2 ∩ µ′

0(ℓ2), E3 ∩ µ′
0(ℓ3)でのブローアップとし,

D := µ′
1(E1 + E2 + E3 + µ′

0(
3∑

i=1

(ℓi + ℓi)))

とおく. Dは以下の図 1-(iii)のようになっている. この対 (V,D)を [5, §8]に従って,

Y {2, 3, 6}と呼ぶこともある. 尚, この例では I(S) = 6となる.

例 4. C を P2内の既約 2次曲線, H1, H2, H3を P2内の直線で, 次の性質をみたすも
のとする.

(1) H1, H2, H3は 1点 P で交わり, P ̸∈ Cとなる.

(2) Hi (i = 1, 2)はCのある点 Piでの接線となり, H3はCと異なる 2点 (P3, P ′
3

とする)で交わる.

µ : V → P2 を P, P1, P2, P3 およびそれらの無限小近傍上の点のブローアップで,

µ−1(C ∪ H1 ∪ H2 ∪ H3)が図 2のようになっているものとする. Dを µ−1(C ∪ H1 ∪
H2 ∪ H3)から図 2で点線で表されている (−1)-曲線を除いたものとする. Dは 2つ
の連結成分よりなり, その片方は Y のように見え, もう片方はA1型有理二重点につ
ぶれることに注意せよ. この例では I(S) = 4となる.

例 5. (cf. [32, Construction 5.4]) 射影平面 P2の斉次座標を (x, y, z)とする. P1 =

(0, 1, 1), P2 = (1, 1, 0), Q1 = (1, 0, 0), Q2 = (0, 0, 1)とし, 4本の直線 Q1P1, Q1P2,

Q2P1, Q2P2を考える. 1の原始 3乗根 ζ を一つ固定し, P3 = (1, ϵ, ϵ − 1) (ここで,

ϵ = −ζ) とする. Q1P1 ∩ Q2P2 = (1, 1, 1), Q1P2 ∩ Q2P3 = (ϵ, ϵ − 1, 0), Q1P3 ∩
Q2P1 = (0, 1, ϵ)となり, これらの点は直線E2 = V ((1− ϵ)x+ ϵy− z)上にある. 更に,

Q1P1 ∩ Q2P3 = (1, ϵ, ϵ), Q1P2 ∩ Q2P1 = (0, 1, 0), Q1P3 ∩ Q2P2 = (1, 1, ϵ)となり, こ
れらの点は直線E1 = V (z− ϵx)上にある. Q1, Q2をそれぞれ 1回ブローアップして,

最初のブローアップに関する例外曲線を Bとする. 更に, 直線QiPj (1 ≤ i, j ≤ 3)

とE1 +E2の交点となる 6点をそれぞれ 1回ずつブローアップする. こうしてできた
曲面を V , DをB, P2上の 8本の直線QiPj (1 ≤ i, j ≤ 3), E1, E2 の V 上の固有変換
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像の和とする. Dは以下の図 3のようになる. E1 + E2の固有変換像はA2型有理二
重点につぶれ, それ以外のDの成分は連結で Y のように見えることに注意せよ. こ
の例では, I(S) = 3となる.

以下の図では, Dの既約成分は線分で表され, 線分の近くにある数字は, 対応する
Dの既約成分の自己交点数を表している. また, 図 2では C,H1, H2, H3の固有変換
像がどれになるのかを同じ記号で表している.

図 1
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例1～例3ではDは連結であるので, [14]で考察した場合に含まれている. Y {3, 3, 3},
Y {2, 4, 4}, Y {2, 3, 6}の名前の由来はDの図より想像がつくかと思う.

定理 2.4の証明はかなり長くなることと, 論文執筆中であるので詳しくは書かない
が, ピカール数 1の対数的 del Pezzo曲面に関する結果 ((B)では V はピカール数 1

の対数的 del Pezzo曲面であったことを注意せよ) を用いる. 例えば, Belousov [2] [3]

([3]は [2]の主結果の別証明を与えている) より, ピカール数 1の対数的 del Pezzo曲
面の特異点の個数は 4以下であることが分かる. 更に, Palka [32]の結果も使う.
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3. 任意標数での結果

§2の後半では, 基礎体の標数がゼロであることを仮定していた. §2での IIでは,

(A) と (B) のいずれかが成り立つことは正標数の場合も成り立つが, その後を分類
するのは, 特に (B) の場合は難しくなる. だが, 特殊な場合は分類できたので, 本節
ではその結果を報告する.

Sを非特異開代数曲面とし, (X,B)を Sの SNC完備化 (cf. §1)とする. このとき,

r(S) = ρ(X)−#Bと定義する. ここで, ρ(X)はXのピカール数で#Bは SuppBに
含まれる既約曲線の個数とする. 勿論, r(S)は Sの SNC完備化のとり方にはよらず
に定まる.

ここでは, 対数的小平次元がゼロで, r(S)の値が小さくなるような非特異開代数曲
面 Sについて考える. Shokurov氏等によるトーリック曲面の特徴づけ (文献につい
ては, 中山 [28]の参考文献をみよ), および中山 [28]による不足数 1の擬トーリック
曲面 (pseudo-toric surface) と半トーリック曲面 (half-toric surface) の分類に関する
結果をみて, この開代数曲面版に相当する結果も得られるのではないかと思ったこ
とがこのようなことを考えた動機である. [28]での不足数の−1倍が上記の r(S)に
相当する.

このことに関して得られた結果を紹介する.

定理 3.1. Sを対数的小平次元がゼロとなる非特異開代数曲面とする. このとき, 次
が成り立つ.

(1) r(S) ≥ −2となる. 更に, r(S) = −2となる必要十分条件は, Sが 2次元代数
的トーラスG2

mから n点 (n ≥ 0) を除いてできる曲面とと同型であることで
ある.

(2) 更に, Sの対数的幾何種数が 0であるとする. このとき, r(S) ≥ −1で, r(S) =

−1となる必要十分条件は, SがH[−1, 0,−1]という曲面 (H[−1, 0,−1]の定
義は [5, (8.5)]をみよ) から n点 (n ≥ 0) を除いてできる曲面とと同型である
ことである.

定理 3.1の証明の概略を述べる. (X,B)を Sの SNC完備化とし, (W,C)を (X,B)

の概極小モデルとする. すると, r(S) ≥ r(W \ SuppC)となり, 更に, r(S) = r(W \
SuppC)となるための必要十分条件は, (W,C)がSuppB内の曲線のブローダウンだけ
で得られることである, ということが直ぐに分かる. 従って, 概極小モデル (W,C)に
ついて定理3.1を確かめれば十分である. ここで, Hodgeの指数定理により, ⌊C#⌋ = 0

となる場合は r(W \ SuppC) ≥ 1となる. (⌊C#⌋ = 0となるときは, Cの各連結成分
は対数的端末特異点につぶれることを注意せよ.) 同様な理由で, Sが有理曲面でそ
の対数的幾何種数がゼロである場合は, (X,B)の強極小モデル (V,D)に対して定理
3.1を確かめれば十分である. §2の後半で述べたこれらの概極小モデルや強極小モデ
ルに関する分類は r(S) < 0という条件が付くことで, 正標数の場合も実行できる.

最後に, 定理 3.1の応用として, 次の結果が得られることを報告する.
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定理 3.2. B ⊂ P2を射影平面曲線で, その補集合 S := P2 \Bの対数的小平次元がゼ
ロであるものとする. このとき, 次が成り立つ.

(1) Sの対数的幾何種数が 1になる.

(2) 更に, Bが非特異 3次曲線でないとすると, Sは 2次元代数的トーラスG2
mを

Zariski開集合として含む.

上記の結果の (1)と (2)は, 標数ゼロのときはそれぞれ [13], [14]で証明されている.

それらの証明の中で, 標数ゼロの結果を使っている部分を定理 3.1を用いることによ
り, 基礎体の標数に関する仮定をとることができた.

定理 3.2は大したことは示していないように見えるかも知れないが, 例えば, Sの
代数的基本群がアーベル群になることが (2) よりすぐに分かる. また最近, Q上で定
義された射影平面曲線の補集合の整数点に関する結果がLevin–安福 [23]によって研
究され, 補集合の対数的小平次元がゼロの場合は, 定理 3.2 (2) より, その整数点の集
合は potentially denseであることが示された.
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1. はじめに

本稿において，多様体とは複素数体上定義された非特異代数多様体を意味
する．多様体Xが群多様体の推移的な代数的作用をもつとき，Xを等質多様
体と呼ぶ．以下，等質多様体とは射影的な等質多様体を意味する．A. Borelと
R. Remmertの結果（定理 2.1）により，全ての等質多様体はアーベル多様体と
有理等質多様体の積として記述されることが知られている．本稿ではHwang，
Mokを中心に構築された有理曲線の接ベクトルの理論（VMRT理論）の観点
から得られる種々の等質多様体の特徴付けについて概説する．
本稿は以下のように構成されている．まず第 2章で等質多様体の分類に関す

る古典的な結果をまとめる．第 3章では単線織多様体上の有理曲線の変形理論
の復習をしたのち，それを用いてVMRTの定義を述べる．さらに，ピカール
数 1の有理等質多様体に対して，そのVMRTの構造を具体的に記述する．第
4章において，VMRTの観点から種々の等質多様体の特徴付けについて概説す
る．基本的には [4]の記号や用語を用いる．特に，多様体X上の局所自由層 E
に対し，P(E)はグロタンディックの意味での射影化 Proj(Sym(E))とする．

2. 等質多様体の分類について

この章では等質多様体の分類について述べる．A. BorelとR. Remmertによ
り，以下の等質多様体の構造定理が知られている：

定理 2.1 ([2]). 任意の等質多様体はアーベル多様体と有理等質多様体の積と同
型である．さらに，任意の有理等質多様体は半単純線形代数群Gの閉部分群
P による幾何学的商G/P と同型である．

g次元のアーベル多様体はリーマンの条件を満たす階数 2gの格子 Λによる
g次元複素ベクトル空間Cgの商空間Cg/Λとして記述される．一方，有理等質
多様体は印付きディンキン図形により分類される．この章では後者の分類につ
いて復習する．
線形代数群Gに対し，そのリー代数 g = Lie(G)はG上の左不変代数的ベク

トル場全体の集合として定義される（例えば，[6, 9.1]参照）．幾つか定義を思
い出そう．

定義 2.2. Gを連結線形代数群，gをそのリー代数とする．
(i) gが非自明なイデアルを含まず，かつ導来イデアルDg := [g, g]が 0で
ないとき，Gと gはそれぞれ単純という．

代数学シンポジウムにおける講演の機会を下さったプログラム責任者の石井亮先生，伊藤
浩行先生とシンポジウム責任者の市川尚志先生に感謝いたします．本研究は科学研究費「若手
研究 B（研究課題番号 ♯17K14153）」のサポートを受けています.
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(ii) gが単純イデアル giの直和 g =
⊕

giとかけるとき，Gと gはそれぞ
れ半単純という．

定理 2.1により，有理等質多様体を分類するためには，半単純線形代数群G
とその放物的部分群P の商G/P を分類すればよい．ここで，G/P が射影多様
体となるGの閉部分群 P をGの放物的部分群と呼ぶ．Gの普遍被覆 G̃ → G
をとると，G̃は Lie(G̃) ∼= Lie(G)を満たす半単純線形代数群である．さらに，
G/P は G̃の作用に関して等質になる．従って，Gを初めから単連結半単純線
形代数群としてよい．このようにとることにより，単連結半単純線形代数群G
と半単純リー代数 gは一対一に対応する．以下，単連結半単純線形代数群Gに
対応する半単純リー代数 Lie(G)を gと記す．
単連結半単純線形代数群Gの極大連結可解閉部分群BをGのボレル部分群

と呼ぶ．ボレル部分群と放物的部分群に関して次の結果が知られている．

命題 2.3 ([6, Theorem, Corollary B, 21.3]). 単連結半単純線形代数群Gに対
し，以下が成立する．

(i) ボレル部分群は放物的部分群である．
(ii) Gの連結閉部分群 P に対し，P がボレル部分群を含むことと P が放
物的部分群であることは同値である．

(iii) Gの任意のボレル部分群は互いに共役である．

Gのボレル部分群Bを固定する．P をGの任意の放物的部分群とする．命
題 2.3 (ii)より，P はあるボレル部分群B′を含む．BとB′は互いに共役なの
で，ある g ∈ Gが存在して，B = g−1B′gとなる．このとき，Q := g−1Pgと
定めると，G/P ∼= G/QかつQはBを含む放物的部分群である．
一方，半単純リー代数 gに対し，その極大可解部分リー代数 bを gのボレル

部分代数，ボレル部分代数 bを含む gの部分リー代数 pを放物的部分代数と呼
ぶ．このとき，次が成立する．

命題 2.4 ([6, Theorem 13.1], [25, 命題 9.31]). 半単純線形代数群Gとそのリー
代数 gに対し，

{Gの閉部分群 } → {gの部分リー代数 };H 7→ h := Lie(H)

なる写像は単射である．さらに，この写像の下，Gのボレル部分群と gのボレ
ル部分代数，Gの放物的部分群と gの放物的部分代数はそれぞれ一対一に対応
する．

以上をまとめると，有理等質多様体を分類するためには，各半単純リー代数
gに対し，そのボレル部分代数 bを一つ固定し，bを含む放物的部分代数 pを
分類すればよい．
半単純リー代数 bを含む放物的部分代数 pを分類するために，gのカルタ

ン部分代数 hを一つ固定する．カルタン部分代数は可換なので，gの随伴表現
ad : g→ gl(g)による像 ad(h)も可換である．従って，ad(h)に含まれる g上の
線形変換は同時対角化可能であり，gは同時固有空間分解可能である．これに
より，gのルート空間分解を得る（例えば，[7, Chap. 8]参照）：

g = h⊕
⊕
α∈Φ

gα



ただし，
gα = {x ∈ g| ad(h)(x) = α(h)x for all h ∈ h},

Φ = {α ∈ h∨ \ {0}|gα ̸= 0}
とする．さらに，Φの基底∆ := {α1, α2, · · · , αℓ}を固定し，Φを正のルートの
集合と負のルートの集合へ分解する：Φ = Φ+ ∪ Φ−．このとき，以下が成立
する．

命題 2.5. 上記記号の下，以下が成立する．

(i) b := h⊕
⊕

α∈Φ+ gαは gのボレル部分代数である．
(ii) (i)の bを含む任意の放物的部分代数 pに対し，I ⊂ ∆が存在し，

p = b⊕
⊕

α∈Φ+(I)

g−α

と表される．ただし，Φ+(I) := {
∑

αi∈∆\I kαi
αi ∈ Φ|kαi

∈ Z}とする．
以下，この pを pI とかく．さらに，pI に対応する放物的部分群を

PI とかく．

証明. (i) ルート α, β ∈ Φに対して [gα, gβ] = gα+β が成り立つことに注意す
る．このとき，導来イデアルDb := [b, b], Dib := D(Di−1b)に対して，Db =⊕

α∈Φ+ gαとなる．このことから，十分大きい正整数 nについて，Dnb = 0と
なることが簡単に分かる．従って，bは可解リー代数である．極大性を示すた
めに，bを真に含む gの可解部分リー代数 b′が存在したと仮定する．このとき，
b′は ad(h)-不変なので，ルート空間分解と同様に，ある Φの部分集合 Sが存
在し，b′ = h⊕

⊕
α∈S gαとかける．仮定より，Φ+ ⊂ Sかつ Sは少なくとも一

つの負のルート−α ∈ Φ−を含む．このとき，

sl2(C) ∼= gα ⊕ g−α ⊕ [gα, g−α] ⊂ b′

となるが，sl2(C)は可解でないので矛盾．
(ii) bを含む任意の放物的部分代数 pに対し，pが ad(h)-不変なので，(i)と

同様にあるΦの部分集合 T が存在し，p = h⊕
⊕

α∈T gαとかける．このとき，
Φ+ ⊂ T が成り立つ．さらに，α, β, γ ∈ Φ+が α = β + γかつ−α ∈ T を満た
すならば−β,−γ ∈ T が成り立つ．このことから主張は従う．

これにより，有理等質多様体G/P は推移的に作用する群Gも込めて，半単
純リー代数 gと単純ルートの集合∆の部分集合 Iの組 (g, I)により決まる．半
単純リー代数は単純ルートを頂点として得られるディンキン図形により分類さ
れるので，有理等質多様体G/P は (D, I)により群作用も込めて一意的に定ま
る．ただし，Dは gから定まるディンキン図形であり，I ⊂ ∆はその頂点の
部分集合である．以下，場合に応じて単純ルート αkを k，ルートの基底∆を
{1, 2, · · · , ℓ}と略記する．ディンキン図形の頂点の番号付けは [7, P. 58]に従
う．以下，印付きディンキン図形 (D, I)に対応する有理等質多様体をD(I)と
かく．

例 2.6. (i) Aℓ(r)は複素ベクトル空間 Cℓ+1の r次元線形部分空間をパラ
メータ付けするグラスマン多様体G(r,Cℓ+1)に対応する．



(ii) 正整数の組 (r1 < r2 < · · · < rs ≤ ℓ)に対し，Aℓ(r1, r2, · · · , rs)は旗多
様体

{(Vr1 , Vr2 , · · · , Vrs)|Vri ⊂ Vri+1
, VriはCℓ+1の ri次元線形部分空間 }

に対応する．
(iii) ωを Cnの非退化対称双線形形式とする．このとき，グラスマン多様

体G(r,Cn)の部分集合

OG(r,Cn) := {[W ] ∈ G(r,Cn) | ω(W,W ) = 0}

を考える．n = 2ℓ+1かつ 1 ≤ r ≤ ℓのとき，Bℓ(r)はOG(r,C2ℓ+1)に
対応する．また，n = 2ℓかつ 1 ≤ r ≤ ℓ−2のとき，Dℓ(r)はOG(r,C2ℓ)
に対応する．一方，OG(ℓ,C2ℓ)は二つの互いに同型な既約成分Sℓ−1か
らなり，D2ℓ(ℓ− 1)とD2ℓ(ℓ)は Sℓ−1と同型である．OG(r,Cn)を直交
グラスマン多様体，Sℓ−1をスピノール多様体という（OG(ℓ+1,C2ℓ+2)
の既約成分としてSℓを定義することもあるが，ここでは [18]の記号に
従う）．

(iv) ωを C2ℓの非退化反対称双線形形式（シンプレクティック形式）とす
る．このとき，グラスマン多様体G(r,C2ℓ)の部分集合

LG(r,C2ℓ) := {[W ] ∈ G(r,C2ℓ) | ω(W,W ) = 0}

を考える．1 ≤ r ≤ ℓのとき，Cℓ(r)はLG(r,C2ℓ+1)に対応する．LG(r,C2ℓ)
をシンプレクティックグラスマン多様体，もしくはラグランジアング
ラスマン多様体という．

注意 2.7. 上記例から，例えば A2ℓ−1(1), A2ℓ−1(2ℓ − 1), Cℓ(1)は全て (2ℓ − 1)
次元の射影空間 P2ℓ−1と同型である．多様体としては全て同型だが，最初の二
つは互いに双対の関係にあり，ともに対応する群は特殊線形群 SL(2ℓ)である．
一方，Cℓ(1)に対応する群はシンプレクティック群 Sp(2ℓ)である．

命題 2.8. dimD(I) = ♯(Φ+ \ Φ+(I))

証明. 任意の点 o ∈ D(I)に対しD(I)の oにおける接空間をTo(D(I))と書くと，
dimD(I) = dimTo(D(I)) = dim g/pI が成り立つ．命題 2.5により，ベクトル
空間として g/pI ∼=

⊕
Φ+\Φ+(I) g−αとなり，任意のルート αに対し dim gα = 1

であることから主張は従う．

I ⊂ J ⊂ ∆に対して，対応する放物的部分代数 pJ ⊂ pI ⊂ gとそれらに
対応する放物的部分群 PJ ⊂ PI ⊂ Gを考える．このとき，自然な射影 πJ,I :
G/PJ → G/PI は代数多様体の射となる．この射に対して以下が成立する．

命題 2.9. 上記記号の下，πJ,I の任意のファイバーは (D \ I, J \ I)なる印付き
ディンキン図形に対応する有理等質多様体である．ただし，D \ Iはディンキ
ン図形Dから Iに対応する頂点を取り除いて得られるディンキン図形とする．

証明. πJ,Iの任意のファイバーはPI/PJと表すことができる．放物的部分群PI

のレヴィ分解を考えると，PI のユニポテント根基Ru(PI)による PI の商は簡



約代数群となる（[6, Theorem 30.2]）．さらにその簡約代数群をその中心で割
ることにより半単純線形代数群GIを得る．GIに対応するリー代数Lie(GI)は⊕

α∈Φ+(I)

(gα ⊕ g−α ⊕ [gα, g−α])

とかける．これはディンキン図形D \ I に対応するリー代数である．さらに，
自然な射影 pI → Lie(GI)による pJ ⊂ pI の像 pJ は( ⊕

α∈Φ+(I)

([gα, g−α]⊕ gα)

)
⊕

⊕
α∈Φ+(J)

g−α

とかける．これは Lie(GI)の放物的部分代数である．そこで，pJ に対応する
GIの放物的部分群を PJ とかくと，PI/PJ

∼= GI/PJ となる．上記 pJ の記述か
ら主張が従う．

有理等質多様体D(I)のピカール群や曲線の錐，因子の錐，コホモロジーの
計算についても多くのことが知られている（例えば，[24]参照）．特に，D(I)
のピカール数 ρ(D(I))は ♯Iと一致する．
3章以降のために 2つ定義を述べる．

定義 2.10. 有理等質多様体X が長いルート αk（定義は [7, 10.4]を参照）を
用いてD(αk)と表されるとき，X を長いルートに対応する有理等質多様体と
呼ぶ．

定義 2.11. 有理等質多様体D(∆)を完全旗多様体と呼ぶ．D(∆)はG/Bに他
ならない．

命題 2.12. 長いルートに対応しないピカール数 1の有理等質多様体D(k)はシ
ンプレクティックグラスマン多様体Cℓ(k) (ただし，1 < k < ℓ)と F4(k)（ただ
し，k = 3または 4）である．

証明. 長いルートに対応しないピカール数 1の有理等質多様体 D(k)に対し，
ディンキン図形Dは連結であり，αkは短いルートである．従って，連結ディ
ンキン図形の分類 [7, 11.4]により，D(k)は以下のいずれかである：

Bℓ(ℓ), Cℓ(k) (k < ℓ), F4(k) (k = 3, 4), G2(1).

Bℓ(ℓ)は多様体としてDℓ+1(ℓ+1)と同型である．実際，Bℓ(ℓ)は非特異２次超曲
面Q2ℓ−1に含まれる (ℓ−1)次元線形部分空間をパラメータ付けする直交グラス
マンOG(ℓ−1, Q2ℓ−1)であり，Dℓ+1(ℓ+1)は非特異２次超曲面Q2ℓに含まれる ℓ
次元線形部分空間をパラメータ付けする直交グラスマンの既約成分OG(ℓ,Q2ℓ)o

である．ここで，Q2ℓが張る射影空間の超平面Hを用いてQ2ℓ−1 = Q2ℓ ∩Hと
みることにより，

OG(ℓ,Q2ℓ)o → OG(ℓ− 1, Q2ℓ−1); [Pℓ] 7→ [Pℓ ∩H]

なる射を得るが，これは同型射である．また，注意 2.7で述べた通り，Cℓ(1) ∼=
A2ℓ−1(1)である．最後に，G2(1)はQ5と同型であることが知られている（例え
ば，[3, 23.3]参照）．従って，G2(1) ∼= B3(1)である．以上により，Bℓ(ℓ), Cℓ(1), G2(1)
はそれぞれDℓ+1(ℓ+ 1), A2ℓ−1(1), B3(1)とみなすことができるので，長いルー
トに対応する有理等質多様体である．



多様体間の非特異射 f : X → Y の全てのファイバーが P1と同型なとき f を
P1束という．完全旗多様体は多くの P1束構造をもつ．

命題 2.13. 完全旗多様体D(∆) = G/Bは ♯∆個の P1束構造をもつ．

証明. 命題 2.9により，任意の αk ∈ ∆に対して，D(∆) → D(∆ \ {αk})は P1

束である．

3. VMRTについて

この章では有理曲線の変形理論とVMRTについて知られていることをまと
める．有理曲線の変形理論に関しては [13]を，VMRTの一般論に関しては，
[8, 12, 15, 17, 18]を参照されたい．

3.1. 有理曲線の変形理論とVMRTの定義. 有理曲線の族により覆われる多様
体を単線織多様体と呼ぶ．また，反標準因子−KXが豊富な多様体をファノ多様
体と呼ぶ．よく知られている通り，ファノ多様体は単線織多様体である．この章
では断りがない限り，Xを単線織（非特異）射影多様体とする．P1からXへの
射をパラメータ付けするHomスキームをHom(P1, X)とかく．また，非定値射
f : P1 → Xに対し，対応するHomスキームの点を [f ] ∈ Hom(P1, X)とかく．
有理曲線C ⊂ Xに対しその正規化をとることにより非定値射fC : P1 → C ⊂ X
が定まる．グロタンディックの定理（例えば [23, Chap. 1, Theorem 2.1.1]参
照）により P1上の任意のベクトル束は直線束の直和としてかけるので，Xの
接束 TX の fC による引き戻し f ∗CTX に対しある整数 a1 ≥ a2 . . . ≥ amが存在
して，

f ∗CTX = OP1(a1)⊕ OP1(a2)⊕ . . .⊕ OP1(am)

とかける．

定義 3.1. 上記記号のもと，全ての iに対し ai ≥ 0が成り立つとき，C を自
由有理曲線（free rational curve）という．また，a1 = 2 > a2を満たす自
由有理曲線 C を標準的有理曲線（standard rational curve）という（[13,
Definition IV.2.8]では「極小有理射」と呼んでいることに注意する）．

像と双有理同値な射 f : P1 → Xをパラメータ付けするHom(P1, X)の開部分
スキームをHombir(P1, X) ⊂ Hom(P1, X)とかく．さらに，Hombir(P1, X)の正
規化をHomn

bir(P1, X)とかく（肩付きの nは正規化 (normalization)を意味し，次
元を表しているわけではない）．自己同型群Aut(P1)は自然にP1×Homn

bir(P1, X)
とHomn

bir(P1, X)へ作用し，それらの幾何学的商をそれぞれ

Univ(X), RatCurvesn(X)

と記す（[13, Comment II.2.7, Definition-Proposition II.2.11]参照）．有理曲線
C ⊂ Xに対し，対応する点を [C] ∈ RatCurvesn(X)とかく．



定理 3.2 ([13, Corollary II.2.12, Theorem II.2.15]). 上記記号のもと，以下の
可換図式が成り立つ

P1 × Homn
bir(P1, X)

��

U //

⟲

Univ(X)

p

��
Homn

bir(P1, X)
u // RatCurvesn(X).

さらに，U と uはそれぞれ主Aut(P1)束であり，pは P1束である．

注意 3.3. 一般に，RatCurvesn(X)からX のチャウスキームへの自然な有限
射 RatCurvesn(X) → Chow(X)が存在する．この射はほとんどの点で単射
（generically injective）であるが，一般には必ずしも単射ではない．

評価写像 P1 × Homn
bir(P1, X)→ Xに対応し，Univ(X)の評価写像

Univ(X)→ X

が定まる．以下，RatCurvesn(X)の既約成分Mを固定し，p : U →Mにより
Univ(X)→ RatCurvesn(X)の引き戻しを，ι : U → Xにより評価写像を表す．

U
p
��

ι // X

M

定義 3.4. 上記記号のもと，ι : U → Xが支配的となるとき，既約成分Mを支
配的という．支配的な既約成分のうち反標準次数が最小のものを極小有理成分
（minimal rational component）という．さらに，極小有理成分Mがスキー
ムとしてC上固有的ならば，Mを非分裂（unsplit）という．また，極小有理成
分Mと任意の x ∈ Xに対し p(ι−1(x))の正規化をMxと記し，px : Ux →Mx

と ιx : Ux → Xにより対応する普遍族を表す．[13, Corollary II.2.12]により px
は P1束である．

注意 3.5. 極小有理成分Mに対し，Mが C上固有的であることと C上射
影的であることは同値である．実際，Mが C上固有的ならば，有限射 π :
RatCurvesn(X) → Chow(X)による像 π(M)も C上固有的である．一般に，
Chow(X)がC上射影的なので π(M)も射影的となり，π :M→ π(M)が有限
であることからMの射影性も従う．

例 3.6. X ⊂ P3を非特異 3次曲面とする．Xに含まれる直線は 27本のみであ
り，Xは直線では覆われない．この場合，Xの極小有理成分Mはコニックの
族である．また，2本の直線の和集合が極限として現れるコニックの列が存在
するので，Mは一般にスキームとしてC上固有的ではない．

定理 3.7. MをXの極小有理成分とする．一般の点 x ∈ Xと [C] ∈ Mxに対
し，以下が成立する．

(i) Cは自由である．
(ii) Mxは非特異かつC上射影的であり，dimMx = −KX .C−2を満たす．
(iii) [C] ∈MxがMxの既約成分の一般元であれば，Cは標準的である．



(iv) fC(o) = x (o ∈ P1)とすると，fは oにおいてはめ込みである．すなわ
ち，fC の oにおける微分 (dfC)oは零写像でない．

(v) Mxは ι−1(x)と同型である．

証明. (i)は [13, Theorem II.3.11]と同様の議論により従う．(ii)の射影性以外
の主張は [13, Theorem II.1.7, Theorem II.2.16]から従う．Mxが射影的である
ことは [13, Proposition II.2.2]と極小有理成分の次数の最小性から従う．(iii)
は [13, Corollary II.2.9]より従う．(iv)と (v)は [11, Theorem 3.3]より従う．

定義 3.8. Xの極小有理成分Mと一般の点 x ∈ Xに対し，定理 3.7 (iv)によ
り，次の射が定まる：

τx :Mx → P(ΩX,x); [C] 7→ [Im((dfC)o)]

この射を xにおける接写像（tangent map at x），

Cx := Im(τx) ⊂ P(ΩX,x)

をXの点 xにおけるVMRT (Variety of Minimal Rational Tangents at
x)という．さらに，一般の点 x ∈ X に対し τxが定まることと定理 3.7 (v)に
より，有理写像

τ : U · · · → P(ΩX)

が定まる．この有理写像をグローバル接写像（global tangent map）という．

P(ΩX)

projection
��

U

τ

77

ι // X

定理 3.9 ([11, Theorem 3.4], [9, Theorem 1, Corollary 1]). 定義 3.8の仮定の
もと，以下が成立する．

(i) τx :Mx → Cxは有限射である．
(ii) τx :Mx → Cxは双有理射である．

従って，τx :Mx → Cxは正規化である．

命題 3.10 ([1, Proposition 2.7]). 定義 3.8の仮定のもと，τx : Mx → Cx が
[C] ∈ Mx においてはめ込みであることと，C が標準的であることは同値で
ある．

例 3.11. 多様体X ⊂ PN が直線で覆われている場合を考える．このとき，X
の極小有理成分Mは直線の族である．定理 3.7 (i)により，一般の x ∈ Xと任
意の [ℓ] ∈Mxに対し，ℓは自由有理曲線である．また，2つの単射

TP1 ↪→ TX |ℓ, TX |ℓ ↪→ TPN |ℓ
により，ℓは標準的有理曲線であることが分かる．よって，命題 3.10により，
τxははめ込みである．また，固定点 xを通る直線は xにおける接方向により一
意的に定まるので，τxは単射である．以上により，τx :Mx ↪→ P(ΩX,x)は閉埋
め込みであり，従ってMx

∼= Cxとなる．



注意 3.12. X上の極小有理成分Mと一般の点 x ∈ Xに対し，px : Ux →Mx

と ιx : Ux → X を普遍族に付随する射，TUx/Mx とKUx/Mx をそれぞれ Ux →
Mxの相対接束と相対標準因子とする．自然な射 TUx/Mx |q−1(x) ⊂ TUx|q−1(x)と
TUx |q−1(x) → TX,x⊗Oq−1(x)の合成を考えると，[11, Theorem 3.3, Theorem 3.4]
により TUx/Mx |q−1(x)は TX,x ⊗Oq−1(x)の部分束である. この束により定まる射
q−1(x)→ P(ΩX,x)が接写像 τxである．よって，接写像 τxは次を満たす：

(1) τ ∗xOP(ΩX,x)(1) = Oq−1(x)(KUx/Mx).

3.2. ピカール数 1の有理等質多様体のVMRT. Xをピカール数 1の有理等質
多様体とする．このとき，X のピカール群の豊富な生成元 Lは非常に豊富な
ので，完備線形系 |L|によりXを射影空間に埋め込むことができる（例えば，
[24, Theorem 6.5]参照）．さらに，この埋め込みに関してXは直線により覆わ
れる（例えば，[13, Theorem V.1.15]参照）．従って，例 3.11により，接写像
τxは埋め込みになり，Mx

∼= Cxが成り立つ．また，注意 3.12により，Cxの埋
め込みの情報が得られる．一般の多様体に対してVMRT Cxは一般の点 x ∈ X
においてのみ定義されるが，X が等質ならば推移的群作用により任意の点で
VMRTは定義され，それらは互いに射影同値であることに注意する．
一般に，ピカール数 1の有理等質多様体のVMRTの構造は完全に決定され

ている（例えば，[8, 14, 15]などを参照）．まず，長い単純ルートに対応する
有理等質多様体（定義 2.10）について考える．連結なディンキン図形Dに対
し，その第 r番目の頂点と辺を共有する頂点の集合をN(r) ⊂ Dとおく．この
とき以下が成り立つ．

命題 3.13 ([14, Theorem 4.9]参照). 連結なディンキン図形 Dに対し，X を
有理等質多様体D(r)とする．r番目の頂点が長い単純ルートならば，X の任
意の点における VMRTは Dから r番目の頂点を取り除いて得られるディン
キン図形D \ {r}とその頂点の部分集合N(r)の組に対応する有理等質多様体
(D \ {r})(N(r))である．

この命題を用いて長い単純ルートに対応する有理等質多様体のVMRTの構
造を次頁のTable 1にまとめる．ただし，O(1)により対応する多様体のピカー
ル群の豊富な生成元を表す．また，多様体の積 Y1× Y2× . . . とその第 i射影 pi
に対し，p∗1O(a1) ⊗ p∗2O(a2) ⊗ . . . をO(a1, a2, . . . )により表す．全ての場合に
おいて，VMRTの埋め込みは対応する直線束の完備線形系による埋め込みと
する．
命題 2.12により，長い単純ルートに対応しない等質多様体はシンプレクティッ

クグラスマン多様体Cℓ(k) (ただし，1 < k < ℓ)と F4(k)（ただし，k = 3また
は 4）の 3種類のみである．それらに関しては次が成立する．

命題 3.14. (D, r) = (Cℓ, r), r = 2, . . . , ℓ− 1, (F4, 3), (F4, 4)に対応する有
理等質多様体D(r)のVMRTはそれぞれ以下により与えられる:

(Cℓ, r) P(OPr−1(2) ⊕ OPr−1(1)2ℓ−2r)とそのトートロジー的直線束による完備
線形系 |O(1)|.

(F4, 3) P1上の階数 4のあるベクトル束 E により定まるグラスマン束G(2, E)
とそのプリュッカー直線束による完備線形系．

(F4, 4) スピノール多様体 S4 ⊂ P15の超平面切断.



D 頂点 r X VMRT 埋め込み
Aℓ ≤ ℓ G(r,Cℓ+1) Pr−1 × Pℓ−r O(1, 1)
Bℓ ≤ ℓ− 2 OG(r,C2ℓ+1) Pr−1 ×Q2(ℓ−r)−1 O(1, 1)

ℓ− 1 OG(ℓ− 1,C2ℓ+1) Pℓ−2 × P1 O(1, 2)
ℓ Sℓ G(ℓ− 1,Cℓ+1) O(1)

Cℓ 1 P2ℓ−1 P2ℓ−2 O(1)
≤ n− 1 LG(r,C2ℓ) (命題 3.14参照)

ℓ LG(ℓ,C2ℓ) Pℓ−1 O(2)
Dℓ ≤ ℓ− 3 OG(r,C2ℓ) Pr−1 ×Q2(ℓ−r−1) O(1, 1)

ℓ− 2 OG(ℓ− 2,C2ℓ) P1 × P1 × Pℓ−3 O(1, 1, 1)
ℓ− 1, ℓ Sℓ−1 G(2,Cℓ) O(1)

Ek 1 Ek(1) Sk−2 O(1)
2 Ek(2) G(3,Ck) O(1)
3 Ek(3) P1 ×G(2,Ck−1) O(1, 1)
4 Ek(4) P1 × P2 × Pk−4 O(1, 1, 1)
5 Ek(5) G(2,C5)× Pk−5 O(1, 1)
6 Ek(6) S4 × Pk−6 O(1, 1)
7 Ek(7) E6(1)× Pk−7 O(1, 1)
8 E8(8) E7(7) O(1)

F4 1 F4(1) LG(3,C6) O(1)
2 F4(2) P1 × P2 O(1, 2)
3 F4(3) (命題 3.14参照)
4 F4(4) (命題 3.14参照)

G2 1 Q5 Q3 O(1)
2 G2(2) P1 O(3)

Table 1. ピカール数 1の有理等質多様体のVMRT

特に，VMRTは等質多様体でない．

証明. 例えば [14]参照．また，Cℓ(r)と F4(4)のVMRTやその射影幾何学的性
質に関しては，それぞれ [19, 20]にも記述がある．F4(3)のVMRTに関しては
[10]に詳しい記述が載っている．

4. VMRTによる等質多様体の特徴付け

この章ではVMRTの観点からピカール数 1の有理等質多様体の特徴付けにつ
いて考える．前章において有理等質多様体のVMRTの構造をみたが，N. Mok
[16]と J. Hong, J. M. Hwang [5]により，長い単純ルートに対応する有理等質
多様体はVMRTにより特徴付けられることが知られている：

定理 4.1 ([16, 5]). ピカール数 1のファノ多様体Xに対し，X上の一般の点に
おけるVMRT Cx ⊂ P(ΩX,x)が長い単純ルートに対応する有理等質多様体G/P
のVMRTと射影同値であれば，XはG/P と同型である．　

命題 3.13により，長い単純ルートに対応する有理等質多様体のVMRTは再
び有理等質多様体になることに注意する．このことが上記定理 4.1の証明でも



用いられている．一方，命題 2.12により，長い単純ルートに対応しないピカー
ル数 1の有理等質多様体はシンプレクティックグラスマン多様体と 2つのF4型
の多様体のみである．これらの場合，VMRTは有理等質多様体でない．しかし，
これらに対しても定理 4.1と同じことが成り立つことがMok, Hong, Hwangに
より予想されている：

予想 4.2. ピカール数 1のファノ多様体X に対し，X 上の一般の点における
VMRT Cx ⊂ P(ΩX,x)がピカール数 1の有理等質多様体G/P のVMRTと射影
同値であれば，XはG/P と同型である．　

また，定理 4.1に関連して，G. Occhetta, L. E. Solá Conde, J. A. Wísniewski
による次の結果も知られている：

定理 4.3 ([22]). Xをピカール数 1のファノ多様体とする．Xは非分裂極小有
理成分 p : U →Mをもち，その評価写像 ι : U → Xが非特異射であると仮定
する．さらに，任意の x ∈ X に対し，ι−1(x)が（固定された）有理等質多様
体Zと同型ならば，Xは有理等質多様体である．　

注意 4.4. 定理 4.1と定理 4.3は似ているが，どちらか一方からもう一方が（直
ちに）従うわけではない．定理 4.1の利点は一般の点における VMRTの構造
のみを仮定すれば良い点である．一方で，定理 4.3は任意の点における ι−1(x)
の等質性を仮定しているが，接写像による埋め込み方を仮定する必要がない点
が優れている．

定理 4.3の証明において次の結果が本質的に重要である．

定理 4.5 ([21], [22, Theorem A.1]). 射影多様体Xに対し，以下は同値である．
(i) Xはピカール数 ρ(X)と同じ数のP1束構造をもち，それらの張る端射
線はN1(X)において線形独立である．

(ii) Xはあるディンキン図形Dに付随する完全旗多様体D(∆) = G/Bと
同型である．

系 4.6. ファノ多様体Xが有理等質多様体であることと以下の条件を満たす射
影多様体Zが存在することは同値である:

(i) ZからXへ収縮射が存在する．
(ii) 射影多様体 Z は ρ(Z)個の P1 束構造をもち，それらの張る端射線は

N1(Z)において線形独立である．

証明. Xを有理等質多様体とする．定理 2.1により，半単純線形代数群Gとそ
の放物的部分群P が存在しX = G/P となる．このとき，P に含まれるボレル
部分群Bを用いて Z = G/Bとすればよい．逆に，Zが条件 (i), (ii)を満たす
ならば，定理 4.5により Z = G/Bとなる．条件 (i)よりX は有理等質多様体
G/Bの収縮射の像であるが，それは有理等質多様体である．

この系を用いて定理 4.3をどのように示すか，証明のアイデアのみ述べる：

定理 4.3の証明のアイデア. 定理の仮定のもと，ι : U → Xの任意のファイバー
は有理等質多様体Zと同型である．GをAut(Z)の単位元を含む既約成分とす
ると，Z = G/P とかける．ここで，Gは半単純線形代数群，P はその放物的部
分群である．このとき，解析的位相に関して ι : U → XはG/P をファイバー



としてもつファイバー束となる．ファイバー束 ιはコサイクル θ ∈ H1(X,G)
を定める．このコサイクルを用いて，X上の主G束EG → Xを構成すること
ができる．さらに，任意の放物的部分群 P ′ ⊂ Gに対し，G/P ′束を考えるこ
とができる：

qP ′ : EP ′ := EG ×G G/P ′ := (EG ×G/P ′)/ ∼G→ X.

ただし，任意の h ∈ Gに対し，(x, gP ′) ∼G (xh, h−1gP ′)とする．このように
定めると，任意の放物的部分群 P1 ⊂ P2 ⊂ Gに対し，qP2 ◦ qP1,P2 = qP1を満た
す自然な射 qP1,P2 : EP1 → EP2が存在する．特に，P に含まれるボレル部分群
Bをとり，ι : U := EB → Xとおくと，次の可換図式を満たす：

U
ι

��?
??

??
??

?

��
U ι

// X

また，命題 2.13により，Bを真に含む最小の放物的部分群 Piが ρ(G/B)個あ
り，G/B → G/Piはそれぞれ P1束である．従って，U := EBは ρ(G/B)個の
P1束 U → EPi

を持つ．
いま，ρ(U) = ρ(G/B) + 1なので，系 4.6を適用するにはさらにもう 1つ独

立な P1束構造が必要である．定理 3.7により，U は P1束構造 p : U → Mを
もつが，この P1束構造が U 上に持ち上がることを示すことができる．その結
果，Uは ρ(G/B)+ 1個のP1束構造を持つことが分かる．それらが定める端射
線がN1(U)において独立であることは簡単に確認できるので，系 4.6によりX
の等質性が従う．

定理 4.3の証明と同様のアイデアを用いると，予想 4.2の弱型がシンプレク
ティックグラスマン多様体とF4(4)に対して成立することを示すことができる：

定理 4.7 ([19, 20]). X をピカール数 1のファノ多様体とする．X は非分裂極
小有理成分 p : U →Mをもち，グローバル接写像 τ : U → P(ΩX)が閉埋め込
みであると仮定する．任意の x ∈ Xに対し，ι−1(x)がシンプレクティックグラ
スマン多様体または F4(4)のVMRTと射影同値であれば，Xはそれぞれシン
プレクティックグラスマン多様体または F4(4)と同型である．　

注意 4.8. 先にも触れた通り，Cℓ(k) (1 < k < ℓ)や F4(4)の VMRTは等質多
様体ではない．しかし，それらのVMRTは有理等質多様体をある群の作用に
関する閉軌道として含んでおり，その軌道を用いてX上にG/P 束を構成する
ことができる．しかし，このG/P 束を構成する箇所や，その後の議論におい
て，しばしば定理 4.3と同じ手法を適用することができないため，個別に扱う
必要がある．詳細は [19, 20]を参照されたい．
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エタール層とアイソクリスタル

志甫　淳 ∗

1 序
位相幾何学，代数幾何学や数論幾何学においては，複素多様体あるいは様々な体

上の代数多様体Xに対する様々なコホモロジー理論が研究の重要な道具であり，研
究対象となるが，更に，X上のある種の層がコホモロジー理論の係数層として考え
られ，係数層自体も興味深い研究対象となる．そして，多様体が連結なとき，この
係数層を分類する群 (あるいは副有限群，副代数群)として様々な基本群の概念が定
義される．本稿では，以下の状況で多様体，その上の係数層および基本群を考える．

(A) Xを連結射影的複素多様体とするとき，X上の局所系 (X上の局所定数層)が
Bettiコホモロジーの係数層として考えられる．x ∈ Xとするとき，xを基点
とするXの位相的基本群 π1(X, x)が，次の圏同値を満たすような群として定
義される．

{X上の局所系 }
∼=−→ {π1(X, x)-集合 }; E 7→ Ex.

但しExはEの xにおけるファイバーであり，π1(X, x)-集合とは π1(X, x)の作
用を持つ集合のことである．

(B) X を体 k上の連結射影的で滑らかな代数多様体とするとき，X のエタールサ
イトXet上の局所定数構成可能層がエタールコホモロジーの係数層として考え
られる．xをX の幾何的点とするとき，xを基点とするX のエタール基本群
πet
1 (X, x)が，次の圏同値を満たすような副有限群として定義される．

{Xet上の局所定数構成可能層 }
∼=−→ {πet

1 (X, x)-有限集合 }; E 7→ Ex.

但し，ExはEのxにおけるファイバーであり，πet
1 (X, x)-有限集合とはπet

1 (X, x)

の連続作用を持つ有限集合のことである．

∗東京大学大学院数理科学研究科．科学研究費補助金 (基盤 (C)17K05162および基盤 (A)15H02048)
の援助を受けております.
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(C) X を標数 0の体 k上の連結射影的で滑らかな代数多様体とするとき，X 上の
OX 連接DX 加群が de Rhamコホモロジーの係数層として考えられる．なお，
DX はX上の微分作用素環であり，局所的にXの座標系 t := (t1, . . . , td)をと
るとき，DX =

⊕
i∈Nd OX

1
i!

(
∂
∂t

)i
と表せる．Xが k有理点 xを持つとき，xを

基点とするXの de Rham基本群 πdR
1 (X, x)が，次の圏同値を満たすような k

上の副代数群として定義される．

{X上のOX 連接DX 加群 }
∼=−→ Repk(π

dR
1 (X, x)); E 7→ Ex.

但し，ExはEの xにおけるファイバーであり，右辺は πdR
1 (X, x)の k上の (副

代数群としての)有限次元表現のなす圏である．

(D) Xを標数 p > 0の体 k上の連結射影的で滑らかな代数多様体であるときも，X

上のOX連接DX加群がde Rhamコホモロジーの係数層として考えられる．な
お，DX はX 上の微分作用素環であり，局所的にX の座標系 t := (t1, . . . , td)

をとるとき，やはりDX =
⊕

i∈Nd OX
1
i!

(
∂
∂t

)i
と表せるものである．Xが k有理

点 xを持つとき，xを基点とするXのストラティファイド基本群 πstrat
1 (X, x)1

が，次の圏同値を満たすような k上の副代数群として定義される．

{X上のOX 連接DX 加群 }
∼=−→ Repk(π

strat
1 (X, x)); E 7→ Ex.

但し，記号の意味は (C)と同様である．

(E) X を標数 p > 0の完全体 k上の連結射影的で滑らかな代数多様体とし，W =

W (k)を kのWitt環，K = Frac(W )をW の商体とするとき，X/W の上のア
イソクリスタルの圏 (定義は後ほど述べる)がクリスタリンコホモロジーの係
数層として考えられる．X が k有理点 xを持つとき，xを基点とするX のク
リスタル基本群2 πcrys

1 (X, x)が，次の圏同値を満たすようなK上の副代数群と
して定義される．

{X/W 上のアイソクリスタル }
∼=−→ RepK(π

crys
1 (X, x)); E 7→ Ex.

但し，記号の意味は (C)と同様である．

(A)～(E)における基本群は，異なる状況において異なる方法で定義されたもので
あるが，適当な状況下では２つ以上の基本群が定義され，それらの間に関係がある．
例えば，基本群の Abel化の双対である 1次コホモロジー群を考えたときは，(A),

(B), (C), (E)の比較定理は (高次のコホモロジーの場合も含めて)良く知られている

1この記法は Esnault-Mehta [EM10], Esnault-Srinivas [ESr16]等による.
2これは [Sh00]におけるクリスタル基本群とは異なる：[Sh00]におけるクリスタル基本群は本稿

のものの最大副冪単商である.
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ものであるし，また，基本群の最大副冪単商を考えたときは，(A), (B), (C), (E)の
比較定理は，例えばHain [Ha87], Deligne [D89]，筆者 [Sh00], [Sh02]，Olsson[Ol11]

等により研究されたものである．以上に例示した比較定理はコホモロジーや基本群
の最大副冪単商がモチーフ的なものであることの現れとみなせる．本稿の主目標は，
Xの形状が簡単な場合に，エタール層とアイソクリスタルを分類する基本群，つま
り (B)と (E)における基本群のより細やかな関係を考えることであるが，そこには
モチーフ的な問題ではない難しさも含まれているように思われる．
本稿では，２節において，XがC上の連結射影的で滑らかな代数多様体の場合に，

(B), (C)の基本群のある関係について述べたMalcev-Grothendieckの定理を紹介す
る．次に，３節において，Malcev-Grothendieckの定理の正標数版である Gieseker

予想と，Esnault-Mehtaによる予想の解決について述べる．これは (B), (D)の基本
群の関係についての結果である．４節では，アイソクリスタルの定義を述べたあと，
Gieseker予想の p進版である de Jong予想について述べる．これは (B), (E)の基
本群の関係についての予想である．５節では，de Jong予想に関する阿部-Esnault,

Kedlayaや Esnault-筆者の結果について述べる．
最後に，代数的シンポジウムにおいて，本稿の内容に関する講演の機会を与えて

くださった関係者の皆様，特にシンポジウム責任者の市川尚志先生，会場責任者の
渡部隆夫先生と数論のプログラム責任者の中村健太郎先生，成田宏秋先生に感謝を
申し上げる．

2 Malcev-Grothendieckの定理
XをC上の連結射影的で滑らかな代数多様体とし，xをXのC有理点とすると，

Xは連結射影的な複素多様体ともみなせる．従って，１節の (A), (B), (C)で述べた
方法で位相的基本群 π1(X, x), エタール基本群 πet

1 (X, x), de Rham基本群 πdR
1 (X, x)

が定義されるが，自然な同型および圏同値

(2.1) πet
1 (X, x) ∼= π1(X, x)∧, RepC(π

dR
1 (X, x)) ∼= RepC(π1(X, x))

がある．ここで，π1(X, x)∧はπ1(X, x)の副有限完備化で，RepC(π1(X, x))はπ1(X, x)

の C上の (抽象群としての) 有限次元表現のなす圏である．(前者は [SGA1]で示さ
れており，また後者は Riemann-Hilbert対応の帰結である.) これらは，πet

1 (X, x),

πdR
1 (X, x)が π1(X, x)に「最も近い」副有限群，副代数群であることを示している．
位相的基本群 π1(X, x)は，その定義にXの複素多様体としての位相を用いるので代
数的に定義されたものではないが，エタール基本群 πet

1 (X, x)あるいは de Rham基
本群 πdR

1 (X, x)の定義は代数的であり，従って，位相的基本群のある種の「近似」は
代数的に定義されるということになる．
上の状況で，エタール基本群 πet

1 (X, x)と de Rham基本群 πdR
1 (X, x)の関係はど

うなっているだろうか？ Xet上の局所定数構成可能層を与えることは，Xの有限エ
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タール被覆 g : Y −→ Xを与えることに他ならないが，このとき自明なDY 加群OY

の gによる順像 g∗OY はOX連接DX加群となる．gが自明な被覆 (
⨿

X −→ Xの形
の被覆)でない場合，g∗OY は定数 (ある rに対するO⊕rX と同型なもの )にはならない
ので，πet

1 (X, x)が非自明なとき πdR
1 (X, x)も非自明になる，つまり πdR

1 (X, x)が自明
ならば πet

1 (X, x)も自明になる．次の定理は，この事実の逆を主張するものである：

定理 2.1 (Malcev-Grothendieck [Ma40], [Gr70]). XをC上の連結射影的で滑らかな
代数多様体，xをX のC有理点とし，πet

1 (X, x)が自明であるとすると，πdR
1 (X, x)

も自明である．つまり任意のOX 連接DX 加群は定数 (ある rに対するO⊕rX と同型
)である．

定理2.1の証明の概略は次の通りである：もし定数でないOX連接DX加群があった
とすると，それは自明でないRepC(π

dR
1 (X, x)) の対象を定めるので，圏同値 (2.1)に

より，自明でない表現 ρ : π1(X, x) −→ GLr(C)を定める．π1(X, x)は有限生成なの
で，あるZ上有限生成なCの部分代数Rに対して，ρは ρ : π1(X, x) −→ GLr(R) ↪→
GLr(C)と分解する．更に，Rのある剰余環R −→ Rで，|R|が有限かつ合成

ρ : π1(X, x)
ρ−→ GLr(R) −→ GLr(R)

が自明でないようなものがとれる．このρは自明でない有限エタール被覆Y −→ X(従
ってXet上の自明でない局所定数構成可能層)を定めるので，πet

1 (X, x)が自明であ
るという仮定に反する．
なお，定理 2.1の主張には πet

1 (X, x)と πdR
1 (X, x) しか現れないので，これは代数

的な主張である．一方，上に述べた証明は，π1(X, x)が現れているので，代数的で
はない．定理 2.1に純代数的な証明を与えることは興味深い課題である．

3 Gieseker予想 (Esnault-Mehtaの定理)

本節では，定理 2.1の正標数版を考える．kを標数 p > 0の完全体，kをその代数
閉包とする．Xを k上の幾何的連結射影的で滑らかな代数多様体，xをXの k有理
点とし，Xk, xkをX, xの kへの基底変換とする．このとき，１節の (B)の方法によ
り，xkを基点とするXkのエタール基本群 πet

1 (Xk, xk)が定義される．一方，１節の
(C)の方法により，xを基点とするXのストラティファイド基本群 πstrat

1 (X, x)が定
義される．
自明でないXkの有限エタール被覆 g : Y −→ Xkが与えられたとき，ある kの有

限次拡大 k′が存在して gはある有限エタール被覆 g′ : Y ′ −→ Xk′ の基底変換とし
て得られ，このとき，合成 h : Y ′ −→ Xk′ −→ X による自明なDY ′ 加群OY ′ の順
像 h∗OY ′は定数 (ある rに対するO⊕rX と同型 ) でないOX連接DX加群となるので，
πet
1 (Xk, xk)が非自明なとき πstrat

1 (X, x)も非自明になる，つまり，πstrat
1 (X, x)が自明

ならば πet
1 (Xk, xk) も自明になる．
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Giesekerは 1975年の論文 [Gi75]で，この事実の逆，つまり次のようなMalcev-

Grothendieckの定理の正標数版が成り立つと予想した．

予想 3.1 (Gieseker予想). kを標数 p > 0の完全体，kをその代数閉包とする．Xを k

上の幾何的連結射影的で滑らかな代数多様体，xをXのk有理点とし，Xk, xkをX, x

の kへの基底変換とする．このとき，πet
1 (Xk, xk)が自明であるとすると，π

strat
1 (X, x)

も自明である．つまり任意のOX 連接DX 加群は定数 (ある rに対するO⊕rX と同型
)である．

注 3.2. なお，Gieseker予想は k = kの場合に示せば充分である：実際，k = kのと
きのGieseker予想を仮定して，一般の場合にOX連接DX加群Eをとると，自然な
写像HomDX

(OX , E)⊗k OX −→ Eは，⊗kk を施すと同型になるので，これ自身同
型であり，従ってEは定数になる．

正標数の代数多様体X上で考えている場合，位相的基本群 π1(Xk, xk)は存在しな
いので，２節で述べたMalcev-Grothendieckの定理の証明をそのまま真似すること
はできない．Gieseker予想が正しいことは Esnault-Mehta [EM10]により 2010年に
証明された：

定理 3.3 (Esnault-Mehta). Gieseker予想は正しい．

以下，Esnault-Mehtaの定理の証明の概略を説明する．注 3.2より kは代数閉体と
仮定してよいので，以下そう仮定する．F : X −→ Xを Frobenius写像とし，次の
圏を考える．

Strat(X) := {(En, σn)
∞
n=0 |En: 連接OX 加群, σn : F ∗En+1

∼=−→ En}.

この圏 Strat(X)の対象をストラティファイド束と呼ぶ．このとき，圏同値

{OX 連接DX 加群 } ∼= Strat(X)

がある [Gi75, Thm. 1.3]．従って，πet
1 (Xk, xk)が自明であるという仮定の下で，任意

の Strat(X)の対象 (En, σn)
∞
n=0が定数 (ある rに対する (OX , id)

⊕rと同型 )であるこ
とを示せばよい．なお，(En, σn)

∞
n=0を途中で切ったもの (En, σn)

∞
n=n0

が定数である
ことを示せば充分であることに注意しておく．
以下，X上の豊富な直線束OX(1)を固定し，X上の0でない連接無捻OX加群Eに

対してEの勾配をµ(E) := deg(E)/rk(E) := (c1(E)c1(OX(1))
dimX−1)/rk(E) ∈ Z

rk(E)

と定め，Eの最大勾配を

µmax(E) := max{µ(E ′) | 0 ⊊ E ′ ⊆ E：部分連接OX 加群 }
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と定める．(これは有限であることが知られている.) また pE(t)をEの被約Hilbert

多項式 (pE(m) = rk(E)−1χ(X,E(m)) (m≫ 0)となるQ係数多項式)とする．また，
Eの任意の部分連接OX 加群E ′ ̸= E, 0に対して

µ(E ′) < µ(E) (resp. pE′(m) < pE(m) (m≫ 0))

が満たされているとき，Eは µ安定 (resp. χ安定)であるという．Eの任意の部分
連接OX 加群E ′ ̸= 0に対して

µ(E ′) ≤ µ(E) (resp. pE′(m) ≤ pE(m) (m≫ 0))

が満たされているとき，Eは µ半安定 (resp. χ半安定)であるという．これらの間
には

µ安定 =⇒ χ安定 =⇒ χ半安定 =⇒ µ半安定

という関係がある．
さて，(En, σn)

∞
n=0 ∈ Strat(X)を任意にとる．このとき，実は各Enは (階数が一

定の)局所自由OX 加群となることが知られている．階数を rとおく．
まず，EnのChern類 ci(En)(を代数的サイクルの数値的同値類として考えたもの)

について，(F ∗)mEn+m
∼= Enであることより pmci(En+m) = ci(En)という関係があ

る．従って，i > 0のとき，ci(En)はpで何回でも割れることとなり，よって ci(E) = 0

となる．特に，µ(En) = 0, pEn(t) = pOX
(t)となる．

更に，ある n0 に対し，En (n ≥ n0)は全て µ半安定になる：実際，E ′ ⊆ En,

µ(E ′) > µ(En) = 0だとすると (F ∗)nE ′ ⊆ E0よりpnµ(E ′) = µ((F ∗)nE ′) ≤ µmax(E0)

となるので，0 < µ(E ′) ≤ µmax(E0)/p
n となり，µmax(E0)/p

n < 1/rとなるような n

に対してこれは矛盾を与える．
更にやや複雑な議論により，n0を大きくとりかえると，(En)

∞
n=n0

は，Strat(X)の
対象たち {(E ′i,n)∞n=n0

}i で各E ′i,nが µ安定であるようなものの拡大として書けること
が言える．従って，各Enが µ安定である場合に定理が言えれば，一般の Strat(X)

の対象は (OX , id)
∞
n=0の拡大の繰り返しとして書けることが言える．(OX , id)

∞
n=0の

(OX , id)
∞
n=0による拡大類は lim←−F ∗ H

1(X,OX)の元となる．kが代数閉体であること
から，

H1(X,OX) = H1(X,OX)ss ⊕H1(X,OX)nilp

(但しH1(X,OX)ss = H1(X,OX)
F ∗=1 ⊗Fp kで，H1(X,OX)nilpには F ∗が冪零に作

用)という分解を持つことが知られている．すると，仮定 πet
1 (X, x) = {1}より

H1(X,OX)
F ∗=1 = H1

et(X,Fp) = Hom(πet
1 (X, x),Fp) = 0

となるので，H1(X,OX)にはF ∗が冪零に作用することになる．従って lim←−F ∗ H
1(X,OX)

= 0となり，よって (OX , id)
∞
n=0の拡大の繰り返しとして書ける対象は (OX , id)

∞
n=0
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の直和となる．以上より，定理を示す際に，各 Enが µ安定であると仮定してよい
ことになるので，そう仮定する．
階数 rが 1のときは，証明は次のようになる：pと異なる素数 ℓに対する 1次 ℓ

進エタールコホモロジーの消滅H1
et(Xk,Qℓ) = Hom(πet

1 (Xk, xk),Zℓ) ⊗Z Q = 0によ
り，Picardスキームの単位成分の被約化 Pic0,redX が 0となるので，Picardスキーム
の数値的 0部分 PicτX は有限となる．各Enは PicτX の点 [En]を定めるので，無限個
の n ∈ Nに対して，[En] = [En−mn ]となる 0 < mn ≤ nが存在する．このとき同型
Φ : (F ∗)mnEn

∼=−→ En−mn

∼=−→ Enが存在する．するとF := Ker(En,et
1−Φ−→ En,et) は

Xet上の階数 1の局所定数構成可能Fp加群を定めるので，定理の仮定より定数層Fp

となる．するとEn
∼= OXとなる．これより全てのn ∈ Nに対してEn

∼= OXとなるこ
とが言え，さらに多少の議論により，(En)

∞
n=0が Strat(X)の対象として (OX , id)

∞
n=0

と同型になることが言える．
r ≥ 2のときは，証明は次のようになる．Mを階数が r で被約 Hilbert多項式

が pOX
(t) と一致する χ安定OX 加群のモジュライとする．(これは Adrian Langer

[Lan04a], [Lan04b]により構成された.) このとき，[E] 7→ [F ∗E]により有理写像F∗ :

M 99KMが定まる．各Enがµ安定であると仮定したので，µ安定ならばχ安定であ
ることから，EnたちはMの点 [En]を定める．Anを {[Em] |m ≥ n} ⊆ MのZariski

閉包とし，N :=
∩

n∈NAnとする．このとき，F∗は支配的有理写像F∗ : N 99K N を
誘導する．
kが有限体の代数閉包のときは，Hrushovskiの結果 [Hr]3 により，あるN の閉点

uとm > 0で (F∗)
m(u) = uとなるものの存在が言える．uに対応する µ安定OX 加

群をEとすると同型Φ : (F ∗)mE
∼=−→ Eが存在する．すると r = 1のときと同様の

議論によりEは定数層O⊕rX となるが，これはEの µ安定性に矛盾し，定理の証明
が終わる．
kが一般の体のときは，有限体上滑らかな多様体 S上でX,M,N の適当なモデル

をとって，Sの適当な閉点上の幾何学的点 sでのファイバーXs,Ms,Ns をとり，特
殊化写像の全射 πet

1 (X, x) ↠ πet
1 (Xs, xs) の存在より π1(Xs, xs) = {1}であることに

注意すると，前段落のような u = [E] ∈ Nsがとれ，やはり矛盾がおこり，定理の証
明が終わる．
極めて大雑把にまとめると，Chern類の消滅とµ安定な場合への帰着によりNoether

なモジュライM上での議論ができ，Hrushovskiの結果により矛盾を導出する，と
いう感じである．

3Hrushovskiの証明はモデル理論を用いるものであるが，純代数幾何的な証明がVarshavsky [V18]
により与えられている.
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4 de Jong予想
この節では (アイソ)クリスタルの定義を説明し，Gieseker予想の p進版である de

Jong予想の主張を述べる．
kを標数 p > 0の完全体，W = W (k)を kのWitt環，Wn := W/pnW とする．ま

ずクリスタリンサイトを定義する．(詳しくは [BO78, §5–§7]参照.)

定義 4.1. k上の代数多様体Xに対して，(X/W )crys (resp. (X/Wn)crys)をX/W 上
(resp. X/Wn上)のクリスタリンサイトとする：その対象は組 (i : U ↪→ T, δ)である．
但し，iはX の開部分スキームUからあるnに対するWnスキームT (resp. Wnスキー
ムT )へのWn上の閉埋め込みで，δはKer(OT → i∗OU)上のPD構造でpWn ⊆ Wn上
の自然なPD構造と整合的なものである．(PD構造については [BO78, §3]参照.) 対象
間の射の概念は自然に定まるものとする．また，対象 (i : U ↪→ T, δ)の被覆はスキー
ム T の Zariski位相から自然に定まるものとする．また，(i : U ↪→ T, δ) 7→ Γ(T,OT )

により定まる (X/W )crys (resp. (X/Wn)crys)上の層をOX/W (resp. OX/Wn)と書き，
これを構造層と呼ぶ．なお，W1 = kなので，(X/W1)crys,OX/W1のことをそれぞれ
(X/k)crys,OX/kと書く．

詳細は省略したが，大事な点は，クリスタリンサイトの定義は X/W あるいは
X/Wnのみにしかよらず，従ってX/W あるいはX/Wn に関して関手的であるとい
うことである．
(X/W )crys上のOX/W 加群の層Eを与えることは，各対象 (i : U ↪→ T, δ)に対して
OT 加群ET を与え，射φ : (U ′ ↪→ T ′, δ′)→ (U ↪→ T, δ)に対して層の射φ∗ET → ET ′

を関手的に，かつ φが開埋め込みのときは同型となるように定めることと同値であ
る．(X/Wn)crys上のOX/Wn加群の層についても同様である．クリスタルの概念を次
のように定める．

定義 4.2. (X/W )crys上のOX/W 加群の層 (resp. (X/Wn)crys上のOX/Wn加群の層)E

がクリスタルであるとは，上記の射φ∗ET → ET ′が常に同型となることである．クリ
スタルEが有限表示であるとは，任意の (U ↪→ T, δ)に対してETが有限表示OT加群
となることである．(X/W )crys上の (resp. (X/Wn)crys上の)有限表示クリスタルのな
す圏をCrys(X/W )(resp. Crys(X/Wn))と書く．また，W1 = kなので，Crys(X/W1)

のことをCrys(X/k)と書く．

Xを k上滑らかな代数多様体とし，SpfW 上滑らかな p進形式スキームX に持ち
上げ可能であると仮定すると，Xn := X ⊗Zp Z/pnZとおくとき，X ↪→ Xnは自然に
(X/W )crys の対象となる．従って，E ∈ Crys(X/W )が与えられると連接OXn 加群
EXnが定まり，従って連接OX 加群EX がEX := lim←−n

EXnにより定まる．
更に，X が局所座標 t = (t1, . . . , td)を持つとする．XnのXn ×Wn Xn内の１次無

限小近傍をX 1
n とおき，πi : X 1

n −→ Xn (i = 1, 2)を射影とすると，クリスタルの定

8



義により，同型
ϵ : π∗2EXn

∼=−→ EX 1
n

∼=←− π∗1EXn

が定まる．θnを合成

EXn ↪→ π∗2EXn

ϵ−→ π∗1EXn
∼= EXn ⊕

(
d⊕

i=1

EXndti

)

とすると，EX への ∂
∂xi
の作用が合成

EX
lim←−n

θn

−→ EX ⊕

(
d⊕

i=1

EXdti

)
↠ EXdti = EX

により定まる．X 上のレベル 0の微分作用素環 D̂(0)
X を

(4.1) D̂(0)
X :=

⊕
i∈Nd

OX
(

∂

∂t

)i

の p進完備化

と定めると，上の ∂
∂ti
の作用によりEX はOX 連接準冪零 D̂(0)

X 加群の構造を持つ．そ
して，関手

Crys(X/W ) −→ {OX 連接準冪零 D̂(0)
X 加群 }; E 7→ EX

は圏同値となる．(準冪零性の定義および上記の同値の証明については [BO78, §4]参
照.)

k上滑らかな多様体Xは，局所的には，上記のような SpfW 上の p進形式スキー
ムX への持ち上げを持つ．従って，圏Crys(X/W )は局所的にはある種のD加群の
圏と同値である．しかしながら，X 上大域的に持ち上げ X があることは一般には
期待できないので，大域的にD加群で表されるわけではない．また，(4.1)におけ
る D̂(0)

X の定義には，
1
i!

(
∂
∂t

)i
ではなく

(
∂
∂t

)i
が使われている4ことにも注意する必要

がある．
同様の議論はCrys(X/Wn)に対しても成り立つ．特に，n = 1のときは (このとき

はX の SpecW1 = Spec kへの持ち上げはX 自身である)，D(0)
X をX 上のレベル 0

の微分作用素環 (局所的にはD(0)
X =

⊕
i∈Nd OX

(
∂
∂t

)i
となる)とすると，圏同値

(4.2) Crys(X/k) −→ {OX 連接準冪零D(0)
X 加群 }; E 7→ EX

がある．D(0)
X の定義には

1
i!

(
∂
∂t

)i
ではなく

(
∂
∂t

)i
が使われているので，これは１節 (D)

におけるDXとは異なり，従って，4.2の右辺の圏は１節 (D)のOX連接DX加群の
圏とは異なることに注意する必要がある．実際，ここで考えている圏の方が大きい．
アイソクリスタルの圏を次のように定義する．
4これが「レベル 0」という修飾語が意味することである.
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定義 4.3. Crys(X/W )QをCrys(X/W )のQ線型化とする，すなわち，Crys(X/W )Q
はCrys(X/W )の対象を対象とし，射の集合を

HomCrys(X/W )Q(E,E ′) := Q⊗Z HomCrys(X/W )(E,E ′)

と定めてできる圏とする．そして，Crys(X/W )Qの対象をX/W 上のアイソクリス
タルという．

以下，Crys(X/W )の対象EをCrys(X/W )Qの対象とみなすときは，それをQ⊗E

と書くことにする．
以上の準備の下で，Gieseker予想の p進版である de Jong予想の主張を述べる．k

を標数 p > 0の完全体，kをその代数閉包とする．X を k上の幾何的連結射影的で
滑らかな代数多様体，xをX の k有理点とし，Xk, xkをX, xの kへの基底変換と
する．このとき，１節の (B)の方法により，xkを基点とするXkのエタール基本群
πet
1 (Xk, xk)が定義される．一方，１節の (E)の方法により，xを基点とするXのク
リスタル基本群 πcrys

1 (X, x)が定義される．
自明でないXkの有限エタール被覆 g : Y −→ Xkが与えられたとき，ある kの有

限次拡大 k′が存在して gはある有限エタール被覆 g′ : Y ′ −→ Xk′ の基底変換とし
て得られ，このとき，合成 h : Y ′ −→ Xk′ −→ X による自明なアイソクリスタル
Q⊗OY ′/W の順像Q⊗ h∗OY ′/W は定数 (ある rに対するQ⊗O⊕rX/W と同型 ) でない
アイソクリスタルとなるので，πet

1 (Xk, xk)が非自明なとき πcrys
1 (X, x)も非自明にな

る，つまり，πcrys
1 (X, x)が自明ならば πet

1 (Xk, xk) も自明になる．
de Jong予想はこの事実の逆が成り立つことを主張するものである．

予想 4.4 (de Jong予想). kを標数 p > 0の完全体，kをその代数閉包とする．Xを k

上の幾何的連結射影的で滑らかな代数多様体，xをXのk有理点とし，Xk, xkをX, x

の kへの基底変換とする．このとき，πet
1 (Xk, xk)が自明であるとすると，πcrys

1 (X, x)

も自明である．つまり任意のX/W 上のアイソクリスタルは定数 (ある rに対する
(Q⊗OX/W )⊕rと同型 )である．

注 4.5. (1) de Jong予想を de Jong自身が述べた論文は (おそらく)存在しない．
[ESha]によると，2010年秋に定式化されたようである．
(2) de Jong予想も k = kの場合に示せば充分である：実際，k = kのときのde Jong

予想を仮定して，一般の場合にX/W上のアイソクリスタルEをとり，EのXk/W (k)

への引き戻しを Ek と書くと，クリスタリンコホモロジーの基底変換定理により同型

H0
crys(X/W, E)⊗K (Q⊗W (k)) = H0

crys(Xk/W (k), Ek)

がある．従って，自然な写像

H0
crys(X/W, E)⊗K (Q⊗OX/W ) −→ E
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はXk/W (k)へ引き戻すと同型となるので，これ自身同型となり，従って E は定数
になる．
(3) de Jong予想の仮定の下で，任意のX/W上のアイソクリスタルが定数の拡大の繰
り返しで書けることが言えれば，de Jong予想が示される：実際，ℓ ̸= pなる素数 ℓに対
する1次ℓ進エタールコホモロジーの消滅H1

et(Xk,Qℓ) = Hom(πet
1 (Xk, xk),Zℓ)⊗ZQ =

0により，Picardスキームの単位成分の被約化Pic0,redX が 0となるので，Pic0,redX に対
応するDieudonné加群である 1次クリスタリンコホモロジーH1

crys(X/W,OX/W )も
0となる．これより定数であるアイソクリスタルの拡大も定数であることが言える．

5 de Jong予想に関する諸結果
この節では，de Jong予想に関する阿部-Esnault, Kedlayaや Esnault-筆者の結果

について述べる．この節でも kは標数 p > 0の完全体，W は kのWitt環，KはW

の商体であるとし，Xは k上幾何的連結射影的で滑らかな代数多様体とする．
まず，X/W 上のアイソクリスタルの圏Crys(X/W )Qの部分圏を２つ定義する．ま

ず，σ : W −→W を k上のFrobenius写像の持ち上げとし，F : X −→ XをX上の
(絶対)Frobenius写像とする．このとき，(F, σ)による引き戻しの関手

F ∗ : Crys(X/W ) −→ Crys(X/W ), F ∗ : Crys(X/Wn) −→ Crys(X/Wn)

が定義され，前者は

F ∗ : Crys(X/W )Q −→ Crys(X/W )Q

をひきおこす．これを用いて，X/K上の収束アイソクリスタルの圏Conv(X)を

Conv(X) :=
∩
n∈N

Im((F ∗)n : Crys(X/W )Q −→ Crys(X/W )Q)

と定める5．また，圏Crys(X/W )FQを

Crys(X/W )FQ := {E ∈ Crys(X/W )Q |F ∗E ∼= E}

とおく．定義より

(5.1) Crys(X/W )FQ ⊆ Conv(X) ⊆ Crys(X/W )Q

という包含関係がある．このとき，次が成り立つ．

5これは本来の定義とは異なる：本来の定義については [B], [LS07] (リジッド解析空間を用いた定
義)，[Og84], [Og90](収束サイトを用いた定義)を参照．ここでの定義との同値性は Frobenius降下
[B00]による．
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定理 5.1 (阿部-Esnault [AE], Kedlaya [K]). k を有限体とする．πet
1 (Xk, xk)が自

明ならば，任意の E ∈ Crys(X/W )FQ は定数である．(つまり，k が有限体ならば，
Crys(X/W )FQの対象に対する de Jong予想は正しい.)

この定理の証明の概略を述べる6．f : X −→ Spec kを構造射とし，また，|k| = pa

とおく．E ∈ Crys(X/W )FQをとると同型 ΦE : (F
∗)aE

∼=−→ E がある．このような同
型ΦE を E上の Frobenius構造といい，また，組 (E ,ΦE)をX/W 上の F アイソクリ
スタルという．注 4.5(3)より (E ,ΦE)がF アイソクリスタルとして既約な場合に，E
が定数であることを示せばよい．階数 1の f ∗(L,ΦL)の形の F アイソクリスタルと
テンソル積をとることにより，(det E , detΦE)が有限位数である (何回かテンソルを
とると自明になる)と仮定してよいので，以下そう仮定する．すると，Lafforgueに
よる関数体の Langlands対応 [Laf02]と阿部によるその p進版 [A]を用いた議論によ
り，(E ,ΦE)とXの各閉点でのFrobeniusの固有多項式が等しいような既約で滑らか
なQℓ層F が構成される ([AE], [K]). 仮定 πet

1 (Xk, xk) = {1}よりF = f ∗F0となる
Spec k上の滑らかなQℓ層F0が存在する．すると (E ,ΦE)も f ∗(E0,ΦE0)の形に書け
ることがわかり，E0は定数なので E も定数となる．
kを一般の標数 p > 0の完全体の場合に戻す．g : Y −→ Xを固有で滑らかな射と

すると，相対クリスタルコホモロジーQ⊗Rig∗OX/W がX/W 上のアイソクリスタ
ルとして定義され，Crys(X/W )FQに属する (Ogus [Og84], Morrow [Mo]). このとき，
次が成り立つ．

定理 5.2 (Esnault-S. [EShb]). πet
1 (Xk, xk)が自明ならば，任意の固有で滑らかな射

g : Y −→ Xに対してQ⊗Rig∗OX/W は定数である．(つまり，相対クリスタルコホ
モロジーとして定まるCrys(X/W )FQの対象に対する de Jong予想は正しい.)

この定理は，kが有限体のときは定理 5.1から従い7，kが一般のときは，適当に
有限体上の滑らかなスキーム上のモデルをとって，kが有限体の場合に帰着させる
ことにより証明される．
以上の結果は，Frobenius構造やLafforgue/阿部のLanglands対応などを用いてい

るという意味で，数論幾何学的な手法による結果であると言える8．それに対して，
以下に紹介する Esnaultと筆者による２つの結果はより代数幾何学的であると言え
る．定理を述べる．

定理 5.3 (Esnault-S. [ESha], [EShb], S. [Sh]). πet
1 (Xk, xk)が自明で µmax(Ω

1
X) ≤ 0

ならば，任意の E ∈ Crys(X/W )Qは定数である．(つまり，µmax(Ω
1
X) ≤ 0ならば de

Jong予想は正しい.)

6以下の議論においては，必要に応じて F アイソクリスタルの「係数拡大」をしなければいけな
いが，そのあたりは省略して書くことにする.

7[EShb]においては少し異なる議論により示されている
8もっとも，何をもって「数論幾何学的」と呼ぶかということについては，人により意見が分かれ

るかと思うが.
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注 5.4. より正確には，πet
1 (Xk, xk)が自明で，かつ次のいずれかが成り立つ場合に

E が定数であることが示されている．
(a) E の任意の既約成分の階数が 1のとき．
(b) µmax(Ω

1
X) < 2かつ E の任意の既約成分の階数が 2以下のとき．

(c) µmax(Ω
1
X) < 1かつ E の任意の既約成分の階数が 3以下のとき．

(d) r ≥ 4, µmax(Ω
1
X) < N(r)−1かつ E の任意の既約成分の階数が r以下のとき．但

し，N(r) = maxa,b≥1,a+b≤r lcm(a, b)とする．
なお，p ≥ 3のとき，(a)の場合の de Jong予想のコホモロジーを用いた証明が

Esnault-Ogusにより知られている [ESha, Proposition 2.10]．

定理 5.5 (Esnault-S. [EShc]). kを有限体とする．もし，任意のConv(X)の対象が
定数ならば，任意の E ∈ Crys(X/W )Q は定数である．

kが有限体のとき，圏の包含関係 (5.1)において，一番左の圏Crys(X/W )FQの対象
に対しては定理 5.1より de Jong予想は正しく，また de Jong予想 (これは一番右の
圏Crys(X/W )Qの対象に対する予想である)は定理 5.5により真ん中の圏Conv(X)

の対象に対する de Jong予想に帰着される．従って，Crys(X/W )FQ ⊆ Conv(X)の差
が残された問題となる．Conv(X)には関手 F ∗が作用し，Crys(X/W )FQはその固定
点となるので，３節のEsnault-Mehtaの定理の証明におけるHrushovskiの定理の類
似のようなものがあればよいと思われるが，そのようなものは知られていない．
定理 5.5は次の系を持つ．

系 5.6. kが有限体のとき，曲面に対する de Jong予想が正しければ，de Jong予想
は正しい．

dimX ≥ 3として Y ↪→ Xを滑らかな超平面切断とするときにエタール基本群の
射 πet

1 (Yk) −→ πet
1 (Xk)が同型であること (エタール基本群の Lefschetz定理)と，引

き戻し関手 Conv(X) −→ Conv(Y )が忠実充満であること (Lazda-Pál [LP])を用い
れば，Y に対する de Jong予想からX に対する de Jong予想が従うことが定理 5.5

を用いて言えるので，系 5.6が従う．
定理 5.3と定理 5.5の証明の概略を述べるための準備をする．まず，アイソクリス

タル E ∈ Crys(X/W )Qに対して E = Q⊗ EとなるW 上平坦なE ∈ Crys(X/W )の
ことを，Eの格子とよぶことにする．(なお，Eの格子はいつも存在する：E = Q⊗E ′

となるE ′ ∈ Crys(X/W )は常に存在し，E := E ′/Ker(pn : E ′ → E ′)は n ≫ 0のと
きW 上平坦になる．) また，n ∈ N (resp. n,m ∈ N, n ≤ m)に対して，自然な関手

Crys(X/W ) −→ Crys(X/Wn) (resp. Crys(X/Wm) −→ Crys(X/Wn))

があるが，これによる E ∈ Crys(X/W ) (resp. E ∈ Crys(X/Wm)) の像を Enと書
く．また，Crys(X/W )またはCrys(X/Wn)の対象Eの (X ↪→ X) ∈ (X/Wn)crysで
の値をEX と書く．(これは連接OX 加群になる.)
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以下，定理 5.3の証明の概略を述べる．まず，次の定理 (クリスタリンChern類の
消滅)を示す．

定理 5.7 (Esnault-S. [ESha], [EShb], S. [Sh], Bhatt-Lurie [BL],クリスタリンChern-Weil

定理). kを標数 p > 0の完全体，Xを k上の滑らかな代数多様体とする．このとき，
W 上平坦なE ∈ Crys(X/W )に対して

ccrysi (EX) = 0 ∈ Q⊗Z H
2i
crys(X/W )

が成り立つ．

この定理の標数 0における類似はChern-Weil理論の帰結である．
定理 5.7はQ ⊗ E ∈ Conv(X)のときには [ESha]において証明された．この場合

は，圏 Conv(X)の定義より，任意の n ∈ Nに対して (F ∗)n(Q ⊗ E(n)) ∼= Q ⊗ Eを
満たすQ ⊗ E(n) ∈ Conv(X)が存在し，この事実を用いることにより，比較的容易
に証明される．次に，E ∈ Crys(X/W ) が局所自由なときには，定理 5.7は [EShb]

において２通りの方法により証明された：一つは [E88]に始まるmodified splitting

principleと呼ばれる手法を用いた証明で，もう一つはBGLrのクリスタリンコホモ
ロジー，普遍クリスタリンChern類を用い，クリスタリンコホモロジーのPoincaré

の補題およびCech-Alexander分解による計算を利用した証明である．なお，以上の
場合にはクリスタリンChern類 ccrysi (EX)はH2i

crys(X/W )において既に 0になってい
る．[Sh]においては，[EShb]における１つ目の方法の一般化とみなせる手法でXが
射影的な場合に定理 5.7を証明している．(定理 5.3の証明のためにはこれで充分で
ある.) Bhatt-Lurieの証明は [EShb]の証明の２つ目の方法の一般化とみなせる手法
であるらしい．
次に，E ∈ Crys(X/W )Qの良い格子の存在を主張する次の定理を示す．

定理 5.8 (Esnault-S. [ESha], [EShc], クリスタリンLangton定理). kを標数 p > 0の
完全体，Xを k上の滑らかな代数多様体とする．このとき，E ∈ Crys(X/W )Qに対
して，ある E の格子Eで，E1 ∈ Crys(X/k)が µ半安定になるものが存在する．

但しここで，E1 ∈ Crys(X/k)がµ半安定であるとは，E1の (X ↪→ X) ∈ (X/k)crys
における値E1,X が無捻OX 加群であり，かつ，E1の任意の 0でないCrys(X/k)に
おける部分対象E ′に対して，それらの (X ↪→ X) ∈ (X/k)crysにおける値の勾配に関
して µ(E ′X) ≤ µ(E1,X)が成り立つこととする．この定理は Langtonの定理 [Lang75]

のクリスタルに対する類似である．
この定理を示すには，まず E の格子 E を任意にとり，それを変形して (ア)E1,X

を無捻OX 加群にできること，更に (イ)E1 ∈ Crys(X/k)を µ半安定にできること
を示せばよい．(ア)，(イ)を示す方法はほとんど同じなので以下，同時にその方法
を述べる．E1 ∈ Crys(X/k)が (ア)または (イ)に述べた通りになっていないときに，
E1 ⊋ B ∈ Crys(X/k)を，(ア)を考えているときには最大捻れ部分対象，(イ)を考
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えているときには最大不安定部分対象として，ℓ(E) := Ker(E → E1 → E1/B)と
おく．すると，ℓ(E)は再び E の格子となる．この操作を繰り返すとある a ∈ Nに
対して ℓa(E)が (ア)または (イ)の条件を満たすことが示される．なお，あとの説
明で必要になるので，E1,X が無捻O 加群であるようなE ∈ Crys(X/W )に対して，
E 7→ ℓ(E)という操作を Langton操作と呼ぶことにする．
定理 5.3の証明の説明に戻る．注 4.5より kは標数 p > 0の代数閉体であると仮定

してよいので，以下そう仮定する．Xを k上の射影的で滑らかな代数多様体として，
µmax(Ω

1
X) ≤ 0であると仮定する．そして，E ∈ Crys(X/W )Qとし，定理 5.8を用

いて，Eの格子EでE1 ∈ Crys(X/k)が µ半安定であるようなものをとる．すると，
仮定 µmax(Ω

1
X) ≤ 0を用いてMehta-Ramanathan [MR83]の議論をすることにより，

EX = E1,X が連接 OX 加群として強 µ半安定 ((F ∗)nEX (n ∈ N)が全て µ半安定)

となることが言える．更に定理 5.7の帰結 ccrysi (EX) = 0 (i > 0)を用いて，Adrian

Langerの結果 [Lan11, Thm. 4.1]を用いると，ある b ∈ Nに対して，(F ∗)bEXが局所
自由かつ強 µ安定 ((F ∗)n (n ∈ N)による引き戻しが全て µ安定)で ccrysi = 0 (i > 0)

であるようなOX 加群たち {Gj}jの拡大で書けることが言える．
ここで πet

1 (X) = {1}であると仮定する．jを一つ固定し，Gj の階数を rとしよ
う．Mを３節で定義したモジュライとし，F∗ :M 99KM も３節で定めた有理写像
とする．Mnを (F∗)

nによる (定義域の)像とする．すると，Esnault-Mehtaの定理
(Strat(X)の対象が定数しかないこと) とMのNoether性を用いて，r = 1ならば充
分大きな nに対してMn = {[OX ]}, r > 1ならば充分大きな nに対してMn = ∅で
あることが言える．一方，Gj の性質より [(F ∗)nGj] ∈ Mnとなるので，結局 r = 1

で，ある c ∈ Nに対して (F ∗)cGj = OX となることが言える．この cは jに依らな
いようにとれるので，ある c ∈ Nに対して (F ∗)cEX がOX の拡大の繰り返しで書け
ることになる．３節で見たように，F ∗は拡大類が含まれるH1(X,OX)に冪零に作
用するので，cを大きく取り直せば (F ∗)c−1EXはOXの直和となる．すると (F ∗)cE1

はOX/kの直和となる．
(F ∗)cE1 = O⊕sX/kとおく．また，n,m ∈ Nに対して

Dn,m := {(G,φ) |G ∈ Crys(X/Wn+m), φ : Gn

∼=−→ O⊕sX/Wn
}

とおく．変形理論により，m ≤ nのとき，Frobeniusによる引き戻し F ∗と整合的な
全単射

(5.2) Dn,m

∼=−→ H1
crys(X/Wm)

⊕s2

が存在する．m = 1のときは，H1
crys(X/k)への F ∗の作用が冪零であることが３節

のH1(X,OX)の場合と同様に言えるので，(5.2)の両辺へのF ∗の作用は冪零である．
従って，任意のDn,1の元は，F ∗を何回か施すと自明な変形 (O⊕sX/Wn+1

, id)となるこ
とがわかる．
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(F ∗)cE2は (F ∗)cE1 = O⊕sX/kの変形なのでD1,1に属し，(n,m) = (1, 1)に対する上
の事実から，cを大きくとりかえると (F ∗)cE2

∼= O⊕sX/W2
となることがわかる．する

と (F ∗)cE3はD2,1に属し，(n,m) = (2, 1)に対する上の事実から，cを更に大きくと
りかえると (F ∗)cE3

∼= O⊕sX/W3
となることがわかる．これを繰り返していく．

注 4.5(3)で述べたようにH1
crys(X/W ) = 0である．従って，

H1
crys(X/W ) = lim←−

n

H1
crys(X/Wn)

において，右辺の射影系における射H1
crys(X/WN)→ H1

crys(X/k)が零射になるような
N ∈ Nが存在する．前段落の議論よりある c ∈ Nに対して (F ∗)cEN

∼= O⊕sX/WN
となる．

すると，(F ∗)cE2N ∈ Crys(X/W2N)のCrys(X/WN+1)への制限が (F ∗)cEN+1 である
から，(F ∗)cEN+1はDN,N → DN,1の像の元を定める．(n,m) = (N, 1), (N,N)に対す
る全単射 (5.2)を通じて見ると，これはH1

crys(X/WN)→ H1
crys(X/k)の像の元であり，

それは 0である．従って，(F ∗)cEN+1は (cをこれ以上大きくしなくても) O⊕sX/WN+1
と

同型となる．この議論を繰り返すことにより (F ∗)cEがO⊕sX/W と同型，よって (F ∗)cE
が (Q⊗OX/W )⊕sと同型であることが言える．F ∗ : Crys(X/W )Q −→ Crys(X/W )Q
は忠実充満なので，これより E ∼= (Q⊗OX/W )⊕s となり，定理 5.3の証明が完了する．

次に定理5.5の証明の概略を述べる．k,Xを定理の主張の通りとし，r ∈ Nを任意に
一つとって固定する．n ∈ Nに対して，SnをWn上平坦な階数 rのE ∈ Crys(X/Wn)

でE1 ∈ Crys(X/k)が µ半安定かつ ccrysi (E1,X) = 0 (∀i > 0) を満たすものの同型類
の集合とする．このとき Snは有限集合になる：実際，n = 1のときはこのような集
合の有界性がAdrian Langerの結果 [Lan04a, Thm. 4.1, 4.2] (と Simpsonによる多少
の議論 [Si94, Lem. 3.3, Cor. 3.4]) から従い，nが一般のときは自然な射 Sn → Sn−1
のファイバーが有限であることが変形理論から従う．S := lim←−n

Snとおくとこれは
階数 rの E ∈ Crys(X/W )で E1 ∈ Crys(X/k)が µ半安定なものの同型類の集合と
なる．
階数 rの E ∈ Crys(X/W )Qを任意にとると，定理 5.8より，あるE ∈ Sを用いて
E = Q ⊗ E と書ける．このとき，F ∗E ∈ Crys(X/W )は S に属するとは限らない
が，Langton操作 F ∗E 7→ ℓ(F ∗E)を何回か繰り返した結果 ℓa(F ∗E)は Sに属する．
そこで LF(E) := ℓa(F ∗E)とおき，これをEの Langton-Frobenius引き戻しと呼ぶ．
Langton-Frobenius引き戻しはFronbenius引き戻しをアイソクリスタルQ⊗F ∗E と
みたときの格子 F ∗Eを適切に変えるという操作である．
族 (LFm(E))m∈Nを考える．各 Sn が有限集合なので，対角線論法より，あるNの

部分数列N = {m1,m2, ...}に対して，E := lim←−n∈N LF
mn(E)n ∈ Crys(X/W )がwell-

defined となる．e ∈ Nに対して，族 (LFm−e(E))m∈N,m≥eから始めて同じ議論をす
ると，あるN の部分数列N ′ = {m′1,m′2, ...}に対して，E(b) := lim←−n∈N LF

m′
n(E)n ∈

Crys(X/W )もwell-defined となるが，構成からLFeE(e) = Eとなることを示すこと
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ができる．従って

Q⊗ E = (F ∗)e(Q⊗ E(e)) ∈ Im((F ∗)e : Crys(X/W )Q −→ Crys(X/W )Q)

となる．これが全ての e ∈ Nに対して成り立つのでQ⊗ E ∈ Conv(X)となる．
定理の仮定よりQ ⊗ Eは定数となる．これとE ∈ S であることからE1 = O⊕sX/k

であることを示すことができる．すると，構成よりE1 = LFm′
1(E)1であることから

LFm′
1(E)1 = O⊕rX/kとなる．定理5.3の証明における変形理論を用いた議論をLFm′

1(E)

に適用すると，ある c ∈ Nに対して (F ∗)c(Q ⊗ LFm′
1(E)) = (F ∗)m

′
1+c(Q ⊗ E) =

(F ∗)m
′
1+cEが定数であることが言え，従って Eは定数となる．これで定理 5.5の証明

が完了する．
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保型L函数の特殊値の代数性について
-極私的総括-

古澤 昌秋 ∗
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第 62回 代数学シンポジウム 2017年 9月 6日
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はじめに

「極私的総括」という若干おどろおどろしい副題を付けた理由：

• 従来の正則保型形式の枠組みではない，新しい枠組みでの発展（cohomological
な保型表現, ...）が最近著しいように思われる．しかし残念ながら，これら
については，講演者の力量不足で余り言及できず，総括としては物足りない
ものになることをご容赦頂きたい．

• 正則保型形式の枠組みにおいても広く深く結果があるわけだが，これもあま
りに広大・深遠な分野であり，それを総括することも私の力に余る．これま
での講演者の本研究課題との関わりに基づいた，あくまで個人的な視点から
の総括しか出来ないことを，あらかじめ御寛恕頂きたい．

∗これは，当日の発表資料をほぼそのまま原稿におこしたものです．そのためにあいまいな点，
説明の不十分な点が多々あると思いますが，何卒御寛恕くださいますよう御願い致します．なお、
本研究は JSPS科研費 JP16K05069の助成を受けたものです．
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1 原型：Riemannのゼータ函数

Riemannのゼータ函数 ζ (s)は，Re (s) > 1において絶対収束する級数

ζ (s) =
∞∑
n=1

1

ns

によって定義され，次の解析的性質を持つ：

• ζ (s)は，複素平面全体Cで定義された s = 1のみを極に持つ有理型函数に解
析接続される．

• さらに，ξ (s) = π−
s
2 Γ
(
s
2

)
ζ (s)とすると，

函数等式 : ξ (s) = ξ (1− s)

が成立する．

ζ (s)の特殊値

整数 k ≥ 1に対して，Bernoulli数 Bkを

x

ex − 1
= 1− x

2
+
∞∑
k=1

(−1)k+1 Bk
x2k

(2k)!

によって定める．明らかに，Bk ∈ Qである．最初の幾つかを計算してみると，

B1 =
1

6
, B2 =

1

30
, B3 =

1

42
, B4 =

1

30
, B5 =

5

66
, B6 =

691

2730
, B7 =

7

6
, . . .

となっている．

定理 1 (Euler, 1742) 整数 k ≥ 1に対して，

ζ (2k) =
22k−1

(2k)!
Bk π

2k, 特に，
ζ (2k)

π2k
∈ Q.

函数等式を用いれば，次が言える．

系 1 負の整数mに対して，ζ (s)は s = mにおいて，Qに値をとる．
より詳しく言うと，整数 k ≥ 1に対して，

ζ (1− 2k) =
(−1)k Bk

2k
, ζ (−2k) = 0（自明な零点）.
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負の奇数での値について，Lichtenbaum [8]は次の予想を提出した．

予想 1 (Lichtenbaum, 1973) 整数 k ≥ 1に対して，2の冪を除いて，ζ (1− 2k)

は，(−1)k · #K4k−2 (Z)
#K4k−1 (Z)

に等しい．ここで，Kn (Z)は Zの higher K群を表す．

この予想は次のように解決された．

定理 2 (Borel, Voevodsky, Rost, ... , 最終的には，Rognes-Weibel [9])

ζ (1− 2k) = 2 · (−1)k · #K4k−2 (Z)
#K4k−1 (Z)

.

実際に，例えば，

#K22 (Z) = Z/691Z, ζ (12) =
691π12

36 · 53 · 72 · 11 · 13

となっている．

2 Critical Value

まず，

加藤和也：「数論の現在」（数学セミナー 1992年 4月号）

に述べられている，「ゼータ函数の値の理解の３段階」を思い起こす．

ゼータ函数の値の理解の３段階

• ゼータ函数の値の理解　第１段階：有理性・代数性
L (s)の s = n ∈ Zでの値を適当な periodまたは regulatorで割ったとき
に適切な数体（Qの有限次拡大体）に属することを示す．ただし，L (s)が
s = nで零点や極を持つときは，leading termを考える．

• ゼータ函数の値の理解　第２段階：p進性質

適切な合同関係式を示し，p進 L函数を導入・構成する．

• ゼータ函数の値の理解　第３段階：数論的意味
periodまたは regulatorで割って正規化されたL(s)の特殊値及び第２段階で
得られた p進L函数の特殊値は大変重要であり，Diophantine dataと結び付
けられるであろう．
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Tate, Birch, Swinnerton-Dyer, 志村, Deligne, Beilinson, 岩澤, Bloch, 加藤, 肥
田, Fontaine, Perrin-Riou, ..... といった方々が特殊値の研究に大きな足跡を残し
てきた．
とはいうものの，まだ，ほとんどのゼータ函数について，理解は第３段階まで

進んでいないのではないだろうか．それどころか実際のところは，第１段階にも
達していない場合がほとんどではないだろうか．

Critical Value

以下においては，regulatorが現れてくるような特殊値は除いて，critical valueを
考えることにする．

Motive
M を（簡単のため）Q上定義されたmotiveとする．

M の L函数 : L (M, s) :=
∏
p<∞

Lp (M, s) （Euler積）

を考える．ただし，

Lp (M, s) = det
(
1− p−s · Frobp |MIp

ℓ

)−1
, ℓ ̸= p

で，これは素数 ℓのとり方によらないと予想されている．ここで，

• MℓはM の ℓ進 realization

• Ipは pにおける惰性群

である．
さらに，無限因子 L∞ (M, s)が，M の Hodge realization によって定まり，そ

れは本質的に Γ函数の積である．
いま，Λ (M, s) := L∞ (M, s) · L (M, s)がC上の有理型函数に解析接続され，

函数等式 : Λ (M, s) = ϵ (M, s) · Λ
(
M̌, 1− s

)
を満たすとする．ただし，

• M̌ : M の dual motive

• ϵ (M, s)は定数と sの指数函数の積

とする．

定義 1 (Critical value) このとき，k ∈ Zが M について criticalであるとは，
L∞ (M, s)と L∞

(
M̌, 1− s

)
がどちらも s = kを極に持たないことをいう．

k ∈ ZがM について criticalであるとき，L (M,k)を critical valueという．
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Critical valueに関する，次のDeligneの予想 [2]は有名である．

予想 2 (Deligne, 1979) Motive M についてある幾何学的 invariant c± (M)が存
在して，k ∈ Zが criticalならば，

L (M,k)(
2π
√
−1
)d(k) · c± (M)

∈ Q

となる d (k) ∈ Zが存在する．ただし，± = (−1)k.

Remark

• Deligne period c± (M)は，M の de Rham realizationと Betti realization
の比較から定義される．

• Deligne予想は幾つかの特別な場合を除いて，いまだに wide openであると
思われる．

• 適当な不変量で critical valueを割った比の有理性が示されたとしても，その不
変量がDeligne periodと等しいことを示すのは，一般には highly non-trivial
な問題である．

3 保型L函数のcritical value

大まかに言えば:

• Langlands予想によれば，motivic L函数 L (M, s)は保型 L函数によって表
すことができる．

よって，予想を信じるならば，保型 L函数の特殊値を調べることが，すなわち，
motivic L函数の特殊値を調べること，ということになる．実際のところ，

• 対応する（または，そう予想される）保型L函数の特殊値を調べるのが，現
在のところ特殊値を調べるための唯一の方法であるように思われる．

Motive理論の非専門家としての素朴な疑問：

• Motive理論の方で大きな進展があれば，motivic L函数の特殊値の研究に，
保型形式を経由しないか，もしくは保型形式の利用が軽減される，といった
ことになる可能性はあるのだろうか？
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原型

Ramanujan’s ∆: z ∈ H = {w ∈ C | Im (w) > 0}に対して，

∆(z) := q
∞∏
n=1

(1− qn)24 =
∞∑
n=1

an q
n, q = exp

(
2π
√
−1 z

)
とすると，∆は重さ 12の SL2 (Z) に関する cusp formである．

L (s,∆) :=
∞∑
n=1

an n
−s

とする．

定理 3 (志村 [10])

∃“periods” c± (∆) such that
L (n,∆)(

2π
√
−1
)n

c± (∆)
∈ Q, 1 ≤ n ≤ 11, ± = (−1)n .

志村は，Eichler-Shimura cohomology理論の応用としてこれを示した．志村の方
法は，後にManinによってmodular symbolの理論として一般化された．
次の定理は，その後の数論の発展に極めて大きな影響を与えた．説明の簡単の

ため full modularの場合に限定して述べる．

定理 4 (志村 [11], Rankin-Selberg methodを用いて)

f =
∞∑
n=1

an (f) q
n ∈ Sk (SL2 (Z))

がHecke固有形式でa1 (f) = 1であるとする．このとき，σ ∈ Aut (C) (=体Cの自己同群)
に対して，(

L (n, f)(
2π
√
−1
)n

c± (f)

)σ

=
L (n, fσ)(

2π
√
−1
)n

c± (fσ)
, 1 ≤ n ≤ k − 1, ± = (−1)n .

ただし，

L (s, f) :=
∞∑
n=1

an (f) n
−s, fσ (z) =

∞∑
n=1

an (f)
σ qn ∈ Sk (SL2 (Z)) .

特に，
L (n, f)(

2π
√
−1
)n

c± (f)
∈ Q (f) := Q ({an (f) | n ≥ 1}) .
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基本原理

講演者の知る限り，正則保型形式の保型 L函数の特殊値の代数性の証明は，以下
の原理（またはその変種）に基づくものが殆どである．
まず，

• AΛ (H) (resp. SΛ (H))で領域H上の type Λの保型形式 (resp. cusp form)の
空間を表す．

次のような状況を考える：

• 領域H, H′について，H ⊂ H′とする．

• AΛ′ (H′), SΛ (H) は Q̄-structureを持つ，すなわち Q̄部分空間 AΛ′
(
H′, Q̄

)
,

SΛ
(
H, Q̄

)
で，

AΛ′ (H′) = AΛ′
(
H′, Q̄

)
⊗Q̄ C, SΛ (H) = SΛ

(
H, Q̄

)
⊗Q̄ C

となるものが存在する．ただし，Q̄はQの代数閉包．

• Φ ∈ AΛ′ (H′)のHへの制限Φ |Hの cuspidal componentが SΛ (H)に属し，特
にΦ ∈ AΛ′

(
H′, Q̄

)
ならば，それが SΛ

(
H, Q̄

)
に属する．

• SΛ
(
H, Q̄

)
はHecke固有形式からなる直交基底を持つ．

さらに，

• L函数の積分表示の理論により，Eisenstein級数E ∈ AΛ′ (H′) は，Hecke固
有形式 ϕ ∈ SΛ (H) に対して，Petersson内積 ⟨ϕ,E |H⟩H が ϕのL函数の特殊
値 L (n, ϕ)を与える．

• 上記の Eisenstein級数 Eについて，E ∈ AΛ′
(
H′, Q̄

)
である．

以上のような状況にあるとせよ．このとき，{ϕi}を SΛ
(
H, Q̄

)
のHecke固有形

式からなる直交基底とし，ϕ1 = ϕとするならば，

E |Hの cuspidal part =
∑
i

ai ϕi, ai ∈ Q̄

と表せるから，
L (n, ϕ) = ⟨ϕ,E |H⟩H = ā1 · ⟨ϕ, ϕ⟩

となり，L (n, ϕ)の代数性：
L (n, ϕ)

⟨ϕ, ϕ⟩
∈ Q̄

が成り立つ．
以上の議論からうかがえるように，保型L函数の特殊値の代数性を示すための

重要な構成要素として:
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• 保型形式の空間の Q̄-structure，もしくは，保型形式の算術性の概念

• 対象となる保型 L函数の積分表示

• 積分表示に現れるEisenstein級数の算術性

が表出している．そして，これらがうまく絡み合うと特殊値の代数性を示すこと
ができる．

Hermitian tube domain上の正則保型形式に関しては，志村多様体の canonical
modelの理論により，Fourier係数（すなわち q展開）を用いて Q̄-structureを保型
形式の空間に導入することができる．しかし，このFourier係数による Q̄-structure
と compatibleな L函数の積分表示で，知られているものは限られている．

新しい流れ (Mahnkopf, Ash, Ginzburg, Raghuram, Shahidi,
Harder, Grobner, Harris, Lin, ... )

上記のような正則保型形式の枠組みに入らない，Whittaker model等を使った保型
L函数の積分表示が色々と知られている．

Langlands functorialityを考えると，基本になるのはGLnの保型L函数なのだ
から，GLnの algebraic automorphic representationの保型 L函数の特殊値に真正
面から取り組むことこそ本筋である，という考え方もあり得る．

• 正則保型形式の場合は Fourier係数を使ったが，かわりにWhittaker model
や Shalika modelを使って rational structureを導入することができる．

• 保型L函数の積分表示の無限素点上の局所積分 p (m,Π∞)が消えてしまうと，
0 = 0となり全てが無に帰してしまうおそれがあったが，Sun [12]によって，
広いクラスに対して，p (m,Π∞) ̸= 0が示された．

• L (m,Π) /p (m,Π) ∈ Q̄ の形の定理が証明されているが，p (m,Π)をDeligne
period と関係付けるのは大変難しい問題であると思われる．

この新しい流れの研究は注視すべき方向ではあるが，残念ながら，講演者は極
めて浅くしか理解できていない．興味のある方は，例えば，Grobner-Lin [7]や，そ
れの引用論文たちを参照されたい．

4 森本和輝（神戸大学）との結果の紹介

最後に，講演者と森本和輝氏（神戸大学）との共同研究によって得られた結果を
簡単に紹介する．
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SO (V )×GL (2)のL函数の特殊値について [3, 4]

定理 5 (古澤-森本 [3]) • h ∈ Sk (Γ0 (N) , ε), newform

• π: hに付随するGL2 (AQ)の既約 cuspidal表現

• V : R上定符号な 2次形式が定義されたQ上のベクトル空間

• τ : SO (V,AQ)の既約保型表現で τ∞は自明な 1次元表現

• n = dimQV ≥ 4かつ k > 2n

このとき，

P (π, τ) =
(
π2k−n ⟨h, h⟩

)[n2 ] , tn,k =
k − n+ 1

2

とおくと，Qの素点の有限集合 Sで∞を含み，partial L函数

LS (s, π ⊗ τ) =
∏
p/∈S

Lp (s, π ⊗ τ)

が次をみたすものが存在する：

LS (tn,k, π ⊗ τ) · P (π, τ)−1 ∈ Q̄.

Remark

• L (s, π ⊗ τ)は SO (V )×GL (2)の L函数である．

• L (s, π ⊗ τ)は s 7→ 1− sに関して函数等式を持つように sを normalizeして
ある．（automorphic normalizationでありmotivic normalizationではないの
で，tn,k ∈ 1

2
Zになっている．）

この論文の続編 [4]において：

• 基礎体をQから総実代数体に，

• SO (V,A)の保型表現 τ について，τ∞を一般の有限次元表現に，

• 右端（すなわち最大）の critical pointだけではなく他の critical pointに（残
念ながら，いくつかの critical pointは除外），

それぞれ拡張した．
また，上記論文 [4]にある森本によるAppendixでは，示された代数性がDeligne

の予想と compatibleであることが示されている．
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n = dimQ V = 4のとき

DはQ上の 4元数環で definite, i.e. D ⊗Q R ≃ H (Hamilton quaternion)とする．
Accidental isomorphism:

SO (D) ≃
{
(d1, d2) ∈ D× ×D× | N(d1) = N (d2)

}
/diagQ×

を思い起こす．これに注意することによって，次のRankin triple L函数のいわゆ
る unbalanced caseの非中心特殊値に関する代数性が上記の定理から得られる．

系 2 (古澤-森本 [3]) • fi ∈ Sk (Γ0 (N) , εi), newform, i=1,2,3.

• πi: fiに付随したGL2 (AQ) の既約 cuspidal表現．
いま，

• k1 > 8, k2 = k3 = 2, ε2ε3 = 1,

• ∃D: definiteなQ上の 4元数環で π2, π3はD× (AQ)への Jacquet-Langalands
transferを持つ

と仮定すると，次が成り立つ：

L (k1 − 1, f1 ⊗ f2 ⊗ f3) · π8−4k1 ⟨f1, f1⟩−2 ∈ Q̄.

定理の証明の大筋

• SO (V,AQ)の既約保型表現 τに対して，V の codimension 1の部分空間W と
SO (W,AQ) の既約保型表現 σ で，τ |SO(W,AQ) に現れるものをとる．

• この σとGL2 (AQ) の既約 cuspidal表現 πから，G ≃ SO (n+ 1, 2)のEisen-
stein seriesを構成する．Gのmaximal parabolic subgroup P で，その Levi
component がGL2 × SO (W )になるものを Eisenstein seriesの構成に使う．

• Gのもう一つのmaximal parabolic subgroup Qのunipotent radical (abelian)
に関して，その stabilizerが SO (V )になるような Fourier係数をとり，さら
に τ に属する保型形式の値を重みとする有限和をとる．それは，積分表示の
理論により，L函数の特殊値で表される．

• 本質的には，Eisenstein seriesの Fourier係数の代数性と compact群上の保
型形式が有限個の値をとる函数であることから，L函数の特殊値の代数性が
従う．
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Böcherer予想 [5, 6]

H2 :=
{
Z = X +

√
−1Y ∈ M2×2 (C) | Z = tZ, Im (Y ) > 0

}
とする．このとき，正則函数 Φ : H2 → Cが重さ kの Sp2 (Z)に関する Siegel cusp
formであるとは，

Φ (γ ⟨Z⟩) = det (CZ +D)k · Φ (Z)

が，Z ∈ H2, γ =

(
A B
C D

)
∈ Sp2 (Z), γ ⟨Z⟩ = (AZ +B) (CZ +D)−1, に対して成

り立ち，その Fourier展開が

Φ (Z) =
∑
T>0

a (T, Φ) exp
[
2π
√
−1 tr (TZ)

]
,

T =

(
a b/2
b/2 c

)
, a, b, c ∈ Z となることをいう．

Eは虚 2次体で，−DEをその判別式とする. このとき，Hecke固有形式Φに対
して，B (Φ;E)を次の様に定義する：

B (Φ;E) =
1

w (E)

∑
{T |detT=DE/4}/∼

a (T, Φ) .

ここで，
T1 ∼ T2 ⇐⇒ ∃γ ∈ SL2 (Z) such that T1 =

tγT2γ,

w (E)はEに含まれる 1の冪根の個数を表す．
Böchererは 1986年に次の予想を提出した．

予想 3 (Böcherer, 1986) Φのみに依存する定数 CΦが存在して，全ての虚 2次
体Eに対して，

L

(
1

2
, π (Φ)× χE

)
= CΦ ·D−k+1

E · |B (Φ;E)|2

が成り立つ．ただし，π (Φ)はΦに付随するGSp2 (AQ)の保型表現，L (s, π (Φ))は
π (Φ) のスピノル L函数，χEはEに対応する 2次指標である．

これに関係して，論文 [5]では次の定理が証明されている．

定理 6 (古澤-森本 [5])

L

(
1

2
, π (Φ)

)
L

(
1

2
, π (Φ)× χE

)
̸= 0⇐⇒ B (Φ;E) ̸= 0.
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Explicit refinement of Böcherer’s conjecture

さらに，preprint [6]においては，Böcherer予想が次の精密化された形で証明され
ている．

定理 7 (古澤-森本 [6]) いま，Φは齋藤-黒川リフトではないとする．このとき，

|B (Φ;E)|2

⟨Φ,Φ⟩
= Dk−1

E · 22k−5 ·
L
(
1
2
, π (Φ)

)
L
(
1
2
, π (Φ)× χE

)
L (1, π (Φ) ,Ad)

.

この定理の系として，次の結果が従う．

系 3 (スピノル L函数の中心特殊値の代数性) Φを，全ての Fourier係数 a (T, Φ)
が代数的整数のなす環 Z̄に含まれるように normzlizeする．このとき，全ての虚 2
次体Eに対して，

w (E)2 ·Dk−1
E · 22k−5 ·

L
(
1
2
, π (Φ)

)
L
(
1
2
, π (Φ)× χE

)
L (1, π (Φ) ,Ad)

· ⟨Φ,Φ⟩ ∈ Z̄

が成り立つ．
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1 はじめに
Euler系の理論は「高階（higher rank）」の場合に一般化されるべきだ，という考え方
は，90年代後半に Perrin-Riou [Per98]によって提唱されていたが，その後あまり進展は
なかった．最近になって筆者は，David Burnsと坂本龍太郎との共同研究 [BSS]で，高階
Euler系の理論をかなり満足のいく形で作り上げることができたので報告する．
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1.1 古典的な Euler系

まず，古典的な「Euler 系の議論（Euler system argument）」の概略について説明す
る（[Rub00]参照）．K を代数体とし，pを素数とする．T を有限階数自由 Zp 加群で，K
の絶対ガロア群 GK := Gal(K/K)の連続作用が入っているものとする（いわゆる「p進
表現」）．

Euler系とは，ガロア・コホモロジーの元の集まり

c = (cn)n ∈
∏
n

H1(K(n), T )

であって，適切な「ノルム関係式」を満たすものである（ここで nはK の square-freeな
イデアルを走り，K(n)は mod nの射類体である*1）．

Euler系の議論の流れは以下の通りである．

Step 1. Euler系 cの「Kolyvagin導分（derivative）」を作る：pべきM を固定し，各
nに対して，「Kolyvagin作用素*2」Dn を cn に施して mod M をする．

(Dn · cn mod M) ∈ H1(K(n), A)Gn = H1(K,A)

（ここで A := T/MT , Gn := Gal(K(n)/K)）*3．このようにして cn の Kolyvagin導分

κ(c)n := (Dn · cn mod M) ∈ H1(K,A)

ができた*4．
Step 2. Kolyvagin導分の集まり κ(c) := (κ(c)n)n が「finite-singular関係」

∀n : square-free, ∀q | n : prime, vq(κ(c)n) = φfs
q (κ(c)n/q)

を満たすことを示す．定義はしないが，vq と φfs
q は H1(K,A)から Z/MZへの準同型で

ある（φfs
q は「finite-singular比較写像」と呼ばれる）．finite-singular関係を満たす元の

集まりは「Kolyvagin系」と呼ばれる*5．つまり，κ(c)は Kolyvagin系である．

*1 正確には少し違うが，K = Qのときの円分体にあたるものとイメージしてもらえばよい．
*2 定義はしないが，Dn は Z[Gn]の元である．
*3 制限写像 H1(K,A)→ H1(K(n), A)Gn が同型になるような状況を考えている．
*4 “K(n) 上”にある cn から “K 上”の元 κ(c)n を作った，ということがポイントである．この操作は
「Kolyvagin降下（descent）」と呼ばれることもある．

*5 本当は少し違う．
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Step 3. finite-singular関係と Tchebotarev密度定理を巧みに用いることで，κ(c)に
より T の Selmer群の上からの評価（あるいは構造決定）を与える．

以上の議論により，Euler系 cと Selmer群を結びつけるのである．
ここで重要なのは，L関数の値と関係する Euler系がしばしば存在することである．そ
のような Euler系に対して以上の議論を行えば，

L関数の値と Selmer群の間の関係

という，数論において非常に興味深い結果が得られることになる．Euler系が重要と言わ
れる所以はここにある．
しかしながら，L 関数の値と関係する元は，いつでも “H1”の中に存在することは期
待できない．一般には，外積 “

∧r
H1”の中に存在する*6と期待されている（r は適切な

（T に依存する）非負整数で，しばしば「階数（rank）」と呼ばれる）．（このことの根拠は
Rubin-Stark 予想 [Rub96] や（同変）玉河数予想 [BuFl01] にある．）したがって，上の
Step 1～3は「r = 1の場合の理論」と解釈し，それを r > 1の場合に一般化することが
期待されるのである*7．
このことを整理するために，「階数 rの Euler系」を “

∧r
H1”の元の集まりとして定義

し，古典的な Euler系を「階数 1の Euler系」と解釈するのが自然である．このように一
般化された Euler系を「高階 Euler系」と呼ぶ．

1.2 高階 Euler系

L 関数の値と関係する元が「住んでいる所」についてより詳しく説明する．p 進表
現 T に対して，r = rT := rankZp

(⊕
v|∞ H0(Kv, T

∗(1))
)
とおく（ここで T ∗(1) :=

HomZp
(T,Zp(1))）．このとき，玉河数予想からの簡単な帰結として，T の L関数の値*8

に対応する元（いわゆる「ゼータ元」）が

Qp ⊗Zp

∧r

Zp[Gn]
H1(K(n), T ) (1)

*6 より正確には，後で説明するように，“
∩r H1”の中に存在する．

*7 ちなみに，r = 0 の場合も起こりえる．「階数 0 の Euler 系」は考えることができるが，「階数 0 の
Kolyvagin系」なるものは（少なくとも現在では）考えることはできない．この場合はまた別個に扱うべ
きかと思われる．

*8 より正確には，T ∗(1)の L関数の s = 0における先頭項（leading term）．
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の中に存在すると予想される*9（[Kat93, Remark 4.14]参照）．ゼータ元が単純に∧r

Zp[Gn]
H1(K(n), T ) (2)

の中に住んでいると予想するのは（少なくとも T = Zp(1) の場合には）間違いである
（[Rub96, §4]参照）．Rubinはこの微妙な「整性（integrality）」を T = Zp(1)の場合に
きちんと考察し，彼は

{
a ∈ Qp ⊗Zp

∧r

Zp[Gn]
H1(K(n), T )

∣∣∣∣ ∀Φ ∈
∧r

Zp[Gn] HomZp[Gn](H
1(K(n), T ),Zp[Gn]),

Φ(a) ∈ Zp[Gn]

}
(3)

の中にゼータ元が住んでいると予想した*10（[Rub96, Conjecture B′]参照）．これは (1)

の latticeになっていて，(2)より大きい*11（[Rub96, Proposition 1.2]参照）．T = Zp(1)

の場合の L 関数は古典的な Artin L 関数で，ゼータ元は「Stark 元」と呼ばれる*12．
Rubin の予想 [Rub96, Conjecture B′] は Stark 予想の精密化であり，「Rubin-Stark 予
想」と呼ばれる．
一般の T に対しても，ゼータ元が (3)の中に住んでいると予想することは正しいと思わ
れる．実際，玉河数予想を仮定して，ゼータ元が (3)に入っていることは自然に証明する
ことができる（[BuSa, Remark 2.9と Theorem 2.17]参照）．(3)は一見奇妙だが，実は
色々なよい性質を持っていて，自然な対象なのである．
以上より，高階 Euler系は (3)の元の集まり（で適切なノルム関係式を満たすもの）と
して定義すべきだろう．(3)を ∩r

Zp[Gn]
H1(K(n), T )

と表すことにする．高階 Euler系

c = (cn)n ∈
∏
n

∩r

Zp[Gn]
H1(K(n), T )

が与えられたとき，これに対して §1.1の Step 1～3を行いたい．それを実際に自然な形
でやったというのが今回の研究結果である．

*9 より正確には，H1(K(n), T )ではなくH1(OK(n),S , T )である（S は悪い素点（bad places）を含む有
限集合をとり，S の Euler因子を除いた L関数を考える）．

*10 “Φ(a)”の定義は，a = a1 ∧ · · · ∧ ar, Φ = φ1 ∧ · · · ∧ φr の形のときは
Φ(a) := det(φi(aj))

であり，一般の場合にはこの定義を線形に延長する（§2参照）．
*11 r = 0, 1のときは (2)と同じ．
*12 「Rubin-Stark元」とも．
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1.3 Mazur-Rubinの高階 Kolyvagin系の理論

先行結果として，§1.1 の Step 3 の「高階版」は最近 Mazur と Rubin [MaRu16a] に
よってなされていた（が，問題点があった）． 彼らは「高階 Kolyvagin 系」の定義を与
え，それによって Selmer群の構造決定を行う一般論を作り上げた．しかし，彼らの理論
は「stub Kolyvagin系」という特殊な高階 Kolyvagin系にしか適用できないもので，高
階 Euler系からどう高階 Kolyvagin系を作るか（Step 1と 2の「高階版」），また作れた
としてもそれが stub Kolyvagin系であることをどうやって確かめるのか，という点が全
く考察されていなかったので，理論としてはかなり不十分と言えるものであった．
彼らの「失敗」の要因は，高階Kolyvagin系を “

∧r
H1”の元の集まりとして定義したこ

とにある．一方で我々は “
∩r

H1”の元の集まりとして高階 Kolyvagin系を定義した．す
ると，高階Euler系から高階Kolyvagin系が自然に作れ，Mazur-Rubinの stub Kolyvagin

系に相当するものは高階 Kolyvagin 系そのものに他ならないことも示せるなど，非常に
うまく事が運んだのである．その意味で，我々の “

∩r
H1”による高階 Kolyvagin系の定

義は「正しい」と言ってよいと思う．
本稿では，“

∧r
H1”ではなく “

∩r
H1”を考えることでどのような点でうまくいったの

か，その代数的な鍵を中心に解説したい．

2 外積代数
本節では，§1.2で述べた重要な lattice (3)の代数的な一般化を与え，その性質について
の一般論を展開する．
Rを可換環とし，X を R加群とする．
準同型 φ : X → Rが与えられているとする．このとき，φが誘導する準同型∧r

R
X →

∧r−1

R
X

x1 ∧ · · · ∧ xr 7→
r∑

i=1

(−1)i+1φ(xi)x1 ∧ · · · ∧ xi−1 ∧ xi+1 ∧ · · · ∧ xr

も記号 φで表すことにする（ここで r は正の整数）．
次に，s個の準同型 φ1, . . . , φs : X → Rが与えられているとする（ただし s ≤ r）．こ
のとき，準同型

φs ◦ · · · ◦ φ1 :
∧r

R
X →

∧r−s

R
X

5



を記号 φ1 ∧ · · · ∧ φs で表すことにする．この構成は準同型∧s

R
HomR(X,R)→ HomR

(∧r

R
X,
∧r−s

R
X
)

φ1 ∧ · · · ∧ φs 7→ φs ◦ · · · ◦ φ1

を定めていることに他ならない（この準同型による Φ の像も Φ で表す，ということで
ある）．
次が成り立つことに注意する：

(φ1 ∧ · · · ∧ φr)(x1 ∧ · · · ∧ xr) = det(φi(xj)).

このことは帰納法と余因子展開を用いてすぐに確かめられる．

2.1 余外積の定義

以下，関手 HomR(−, R)を (−)∗ と略記することにする．

定義 2.1 ([BKS, Definition 3.1]). r を非負整数とする．R 加群 X の r 次余外積（r-th

coexterior power）*13を ∩r

R
X :=

(∧r

R
(X∗)

)∗
と定義する．

注意 2.2. (i) Rがネーター環で，X が有限生成射影 R加群のとき，自然な射

δr :
∧r

R
X →

∩r

R
X

x 7→ (Φ 7→ Φ(x))

は同型である*14．
(ii) 余外積は §1.2で述べた lattice (3)の自然な一般化である．実際，R = Zp[G]（G

は有限アーベル群）*15で X が有限生成のとき，δr が誘導する射

δr :
{
x ∈ Qp ⊗Zp

∧r

R
X
∣∣∣ ∀Φ ∈∧r

R
(X∗), Φ(x) ∈ R

}
→
∩r

R
X (4)

*13 この名前は仮のものである．Burnsは「外二重双対（exterior bidual）」と呼ぶことを提案している．本
稿で「余外積」という名前をつけた理由については後で述べる（注意 2.6参照）．

*14 証明：局所化することで自由加群の場合に帰着でき，自由加群の場合は容易に示せる．
*15 R = Z[G]などでもよい．
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は同型である*16（[BuSa, Proposition A.7]参照）．(4)の左辺を初めて考えたのは
Rubin [Rub96, §1.2]で，彼は{

x ∈ Qp ⊗Zp

∧r

R
X
∣∣∣ ∀Φ ∈∧r

R
(X∗), Φ(x) ∈ R

}
≃
(
ι
(∧r

R
(X∗)

))∗
であることを指摘している（ここで ιは

ι :
∧r

R
(X∗)→

(∧r

R
X
)∗

φ1 ∧ · · · ∧ φr 7→ (x1 ∧ · · · ∧ xr 7→ det(φi(xj)))

である）．よって我々の余外積
∩r

RX に近いものを考えていたが，ιによる像をとっ
ているところが微妙な違いであり*17，また，彼は一般の可換環上で考えることを
しなかった．一般の可換環上で考えることの利点は，例えば，R = Z/pnZのよう
な環上でも

∩r
RX を考えることができることである．このような環上では Qp をテ

ンソルすると消えてしまうので，(4) の左辺によって定義すると意味をなさない．
Kolyvagin系を考える際は Z/pnZのような環上の加群を扱うので，「Qp をテンソ
ルしなくても通用する定義」に拡張したことが，我々の高階 Kolyvagin系の定義の
代数的な鍵である．

*16 証明：Q := Qp[G]とおくことにすると，{
x ∈ Qp ⊗Zp

∧r

R
X

∣∣∣ ∀Φ ∈∧r

R
(X∗), Φ(x) ∈ R

}
= ker

(
Qp ⊗Zp

∧r

R
X → HomR

(∧r

R
(X∗), Q/R

))
≃ ker

(
HomR

(∧r

R
(X∗), Q

)
→ HomR

(∧r

R
(X∗), Q/R

))
=

∩r

R
X,

ここで同型

Qp ⊗Zp

∧r

R
X =

∧r

Q
(Qp ⊗Zp X)

δr≃ HomQ

(∧r

Q
HomQ(Qp ⊗Zp X,Q), Q

)
= HomR

(∧r

R
(X∗), Q

)
を使った（Qは半単純環であり，Qp ⊗Zp X は有限生成射影 Q加群になることに注意）．

*17 実際には ι の像をとらなくてもよい，というのが我々の観察である（ker ι は torsion であり，よって
(im ι)∗ ≃

((∧r
R(X∗)

)
/ ker ι

)∗ ≃ (∧r
R(X∗)

)∗）．
7



2.2 余外積の性質

以下の命題 2.3と 2.5で，余外積の重要な性質を見る．

命題 2.3 ([BuSa, Proposition A.2(i)]). ι : X → Y を R加群の単射とし，

Ext1R(coker ι, R) = 0

と仮定する．このとき，任意の非負整数 r に対して，ιが誘導する準同型∩r

R
X →

∩r

R
Y

は単射である．

証明. 仮定 Ext1R(coker ι, R) = 0より，ιの双対

ι∗ : Y ∗ → X∗

は全射である．よって，ι∗ から誘導される準同型∧r

R
(Y ∗)→

∧r

R
(X∗)

も全射である．よってこれの双対 ∩r

R
X →

∩r

R
Y

は単射である．

注意 2.4. 命題 2.3の仮定 Ext1R(coker ι, R) = 0は，例えば次のいずれかの場合に満たさ
れる：Gを有限アーベル群とするとき，

(i) R = Z/pnZ[G],

(ii) R = Zp[G]で，coker ιが torsion-free（Zp 加群として自由）．

これらは応用上自然に考える設定である（Gとして代数体のアーベル拡大のガロア群をと
る）．もっと一般に

(i)′ Rは 0次元 Gorenstein環，
(ii)′ Rは Gorenstein Zp-orderで，coker ιが torsion-free（Zp 加群として自由）．
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でも満たされる（[BuSa, §A.3]参照）．応用上想定しているものは Hecke環である．
このような設定は，双対関手 (−)∗ := HomR(−, R) が「2 回やったら元に戻る」と
いう（いかにも双対らしい）性質が成り立つような設定である．つまり，「R が 0 次元
Gorenstein環」または「Rが Gorenstein Zp-orderで X が torsion-free」のとき，

X → X∗∗; x 7→ (φ 7→ φ(x))

は同型になる*18．余外積は双対関手 (−)∗ を用いて定義されるので，このような設定は余
外積を考える上で自然なのである．

命題 2.5 ([BuSa, Proposition A.4]). Rを 0次元 Gorenstein環とし，Gを有限アーベル
群とする．このとき，任意の R[G]加群 X と非負整数 r に対し，自然な同型(∩r

R[G]
X

)G

≃
∩r

R
(XG)

がある．

証明. まず，関手 HomR[G](−, R[G]) は関手 HomR(−, R) と同一視できることに注意す
る*19．よって，これらの関手の略記 (−)∗ は誤解の恐れがない．また，任意の R[G]加群
Y に対して

(Y ∗)G = HomZ[G](Z, Y ∗) ≃ HomR[G](Y ⊗Z[G] Z, R[G]) = (YG)∗

が成り立つことに注意をしておく．
Rが 0次元 Gorenstein環のとき，R[G]もそうである．注意 2.4で述べたように，0次
元 Gorenstein環上の加群は反射的である．よって，

(XG)∗ ≃ ((X∗∗)G)∗ ≃ ((X∗)G)∗∗ ≃ (X∗)G

*18 つまり，X が反射的（reflexive）ということ．これは
∩1

RX ≃ X ということでもある．
*19 HomR(X,R)→ HomR[G](X,R[G]); φ 7→

∑
σ∈G φ(σ(−))σ−1 は全単射．
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が成り立つ．これを用いると，(∩r

R[G]
X

)G

=

((∧r

R[G]
(X∗)

)∗)G

≃
((∧r

R[G]
(X∗)

)
G

)∗

≃
(∧r

R
(X∗)G

)∗
≃
(∧r

R
(XG)∗

)∗
=
∩r

R
(XG).

注意 2.6. 命題 2.3と 2.5が言っていることはそれぞれ

(i) 余外積は単射を保つ，
(ii) 余外積は G不変部分（invariant）をとる操作と可換

ということである．これらの証明の本質はそれぞれ

(i)′ 外積は全射を保つ，
(ii)′ 外積は G不変商（coinvariant）をとる操作と可換

という事実である．余外積は，外積と双対な概念になるように定義されているのである
（このことから「余外積」という名前は自然であると思う）．
我々は余外積を ∩r

R
X :=

(∧r

R
(X∗)

)∗
と定義したが，本当は，

∩r
RX の「別の定義」があって，「双対性」によって同型∩r

R
X ≃

(∧r

R
(X∗)

)∗
が得られる，という理論の展開の仕方の方が自然である*20．R = Zp[G]のときには，こ
の「別の定義」として Rubinの lattice{

x ∈ Qp ⊗Zp

∧r

R
X
∣∣∣ ∀Φ ∈∧r

R
(X∗), Φ(x) ∈ R

}

*20 我々の余外積の定義は，例えるなら，G不変部分 XG を ((X∗)G)∗ で定義するようなものである．
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がとれるが（注意 2.2(ii)参照），やや ad hocな印象を受ける．一般に「別の定義」が存
在するのか今のところわかっていないが，もっと考えれば色々理論的な整備ができそうで
ある．
個人的に，外積は「ホモロジー的なもの」，余外積は「コホモロジー的なもの」という
印象を受ける*21．§1.2で述べたように，ゼータ元は（外積ではなく）余外積の中に住ん
でいると予想するのが正しいと思われるが，これはやはり「数論においてホモロジーより
もコホモロジーの方が大事」という哲学の現れと見ることができるのではないかと思う．

本節の最後に，本節の冒頭で構成した自然な準同型∧s

R
(X∗)→ HomR

(∧r

R
X,
∧r−s

R
X
)

φ1 ∧ · · · ∧ φs 7→ φs ◦ · · · ◦ φ1

の「余外積版」の定義を与えておく．次のように自然に定めることができる：∧s

R
(X∗)→ HomR

(∩r

R
X,
∩r−s

R
X
)

Φ 7→ (f 7→ (Ψ 7→ f(Φ ∧Ψ)))

（ここで f :
∧r

R(X∗)→ R, Ψ ∈
∧r−s

R (X∗), Φ ∧Ψ ∈
∧r

R(X∗)である）．この準同型によ
る Φ ∈

∧s
R(X∗)の像も，記号 Φで表す．すると，次の図式が可換であることが定義より

確かめられる： ∧r
RX

Φ //

δr

��

∧r−s
R X

δr−s

��∩r
RX Φ

// ∩r−s
R X.

注意 2.7. 本稿では詳しく述べないが，余外積の次の性質も大事である（[BuSa, Propo-

sition A.3]参照）．

*21 外積と余外積の関係は，（命題 2.3と 2.5を考慮すると）G不変商と G不変部分の関係に似ていると思う
（⊗と Homの関係とも言える）．この類似の下で，注意 2.2(i)の準同型

δr :
∧r

R
X →

∩r

R
X; x1 ∧ · · · ∧ xr 7→ (φ1 ∧ · · · ∧ φr 7→ det(φi(xj)))

は，ノルム写像

XG → XG; x 7→
∑
σ∈G

σx

に相当すると思う．
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「Rを 0次元 Gorenstein環とし，R加群の完全系列

0→ X → Y
φ→ R

があるとする．このとき，任意の非負整数 r に対して

im

(
φ :
∩r+1

R
Y →

∩r

R
Y

)
⊂
∩r

R
X

が成り立つ（ここで
∩r

RX は
∩r

RY の部分とみなしている（命題 2.3 参照））．特に，
φ : Y → Rは準同型

φ :
∩r+1

R
Y →

∩r

R
X

を誘導する．」
これに相当するものをMazur-Rubinは [MaRu16a, Proposition A.1]で考えていたが，
彼らは（余外積ではない通常の）外積で考えたため証明が苦しく*22，「Rが単項イデアル
環」というかなり強い仮定をおいていた．
このような性質は「Stark系」の定義をする際に必要になる．Stark系は §1.1の Step 3

で重要な役割を果たすものである．
上の性質は Burnsと筆者 [BuSa]とは独立に坂本 [Sak]によっても発見されていたこと
に注意しておく．

3 高階 Euler系の理論
本節では §1.1で述べた Euler系の議論 Step 1～3の「高階版」について解説し，最後に
応用について少し述べる．まず記号の復習をする．K を代数体とし，pを素数，T を Zp

係数の GK の p 進表現とする．n で K の square-free なイデアルを表し，K(n) で mod

n の射類体，Gn で K(n)/K のガロア群を表すのであった．また，p べき M を固定し，
A := T/MT とおく．簡単のため，H1(K(n), A)Gn = H1(K,A)が成り立っているとす
る．「階数」rは，Step 1と 2の高階版においては任意の正の整数でもよい（もちろん，応
用上は r として rT をとる（§1.2参照））．
本稿ではアイデアを中心に説明することとし，厳密には多少の間違いを含む説明をする
ということに注意をしておく（講演における説明の仕方に近いものと思っていただきた

*22 外積は単射を保たないという事実に困難がある．余外積は単射を保つので（命題 2.3 参照），その点簡単
である．
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い）．また，ここでは簡単のため，設定を最も簡単なものにしているが，T の係数環はもっ
と一般に Gorenstein Zp-orderでもよい*23．その場合，Aの係数環は 0次元 Gorenstein

環になる．係数環が群環や Hecke環でも以下の議論は通用するということである．

3.1 Step 1の高階版

Step 1の内容は，「Kolyvagin作用素Dn を Euler系（の n成分）cn に施してからmod

M をすることで，Kolyvagin導分 κ(c)n を H1(K,A)の中に作る」ということであった
（[Rub00, Definition 4.4.10]参照）．
これの高階版は命題 2.5を用いると簡単にできる．高階 Euler系

c = (cn)n ∈
∏
n

∩r

Zp[Gn]
H1(K(n), T )

が与えられているとし*24，

(Dn · cn mod M) ∈
∩r

Z/MZ[Gn]
H1(K(n), A)

を考える*25．すると，Gn 不変部分に入ること

(Dn · cn mod M) ∈
(∩r

Z/MZ[Gn]
H1(K(n), A)

)Gn

はすぐにわかる（[Rub00, Lemma 4.4.2(i)]参照）．命題 2.5より(∩r

Z/MZ[Gn]
H1(K(n), A)

)Gn

≃
∩r

Z/MZ
(H1(K(n), A)Gn) =

∩r

Z/MZ
H1(K,A)

が成り立つので，
∩r

Z/MZH
1(K,A)の中の元

κ(c)n := (Dn · cn mod M) ∈
∩r

Z/MZ
H1(K,A)

ができたことになる．これが「高階 Kolyvagin 導分」と呼ぶべきものである．通常の外
積は「G不変部分をとる操作と可換」という性質を持たないためこのような議論はできな
い．余外積を考えることが鍵となっているのである．

*23 さらに Zp を Qp の有限次拡大の整数環にとりかえてもよい．
*24 正確な定義は [BuSa, Definition 2.3]参照．
*25「mod M」とは，「自然な射 T → Aが誘導する射

∩r
Zp[Gn]H

1(K(n), T )→
∩r

Z/MZ[Gn]H
1(K(n), A)

による像をとる」という意味である．T → Aが余外積に射を誘導することは自明ではなく，H1(K(n), T )

が torsion-freeという仮定が必要である（この仮定は注意 2.4で述べたように自然である）．
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3.2 Step 2の高階版

Step 2の内容は，「Kolyvagin導分の集まり κ(c) := (κ(c)n)n が「finite-singular関係」

∀n : square-free, ∀q | n : prime, vq(κ(c)n) = φfs
q (κ(c)n/q)

を満たすことを示す」ということであった（[Rub00, Theorem 4.5.4]参照）．ここで，定
義はしないが，vq と φfs

q は H1(K,A) から Z/MZ への準同型である（[BuSa, §§3.1 と
4.1]参照）．これの高階版を示すことは，実は，階数 1の場合に帰着される．その「トリッ
ク」について以下で説明する．
まず，「finite-singular関係」の高階版とは何かということを明らかにしておく．Step 1

の高階版で見たように，κ(c)n は ∩r

Z/MZ
H1(K,A)

の元である．§2の終わりに構成した準同型∧s

R
(X∗)→ HomR

(∩r

R
X,
∩r−s

R
X
)

Φ 7→ (f 7→ (Ψ 7→ f(Φ ∧Ψ))).

を思い出すと，（R = Z/MZ, X = H1(K,A), s = 1として）vq, φ
fs
q ∈ H1(K,A)∗ はそ

れぞれ準同型 ∩r

Z/MZ
H1(K,A)→

∩r−1

Z/MZ
H1(K,A) (5)

を誘導する（この準同型もそれぞれ vq, φ
fs
q と表す）．このことから，「finite-singular 関

係」の高階版は

∀n : square-free, ∀q | n : prime, vq(κ(c)n) = φfs
q (κ(c)n/q) in

∩r−1

Z/MZ
H1(K,A) (6)

と述べられる（これを満たす元の集まりが「高階Kolyvagin系」である（[BuSa, Definition

4.1]参照））．
(6)は次のようにして示すことができる．まず，

∩r−1
Z/MZH

1(K,A)の元とは，定義から，
写像

∧r−1
Z/MZ(H1(K,A)∗)→ Z/MZであることに注意する．よって，等式

vq(κ(c)n) = φfs
q (κ(c)n/q) in

∩r−1

Z/MZ
H1(K,A)
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が成り立つことは，任意の Φ ∈
∧r−1

Z/MZ(H1(K,A)∗)に対して

vq(κ(c)n)(Φ) = φfs
q (κ(c)n/q)(Φ) in Z/MZ

が成り立つことと同値である．これの左辺は，vq が誘導する準同型 (5)の定義から，

vq(κ(c)n)(Φ) = κ(c)n(vq ∧ Φ) = (−1)r−1κ(c)n(Φ ∧ vq) = (−1)r−1vq(Φ(κ(c)n))

であり，同様に右辺は

φfs
q (κ(c)n/q)(Φ) = (−1)r−1φfs

q (Φ(κ(c)n/q))

である．以上より，

vq(Φ(κ(c)n)) = φfs
q (Φ(κ(c)n/q)) (7)

を示せば十分であることがわかった．
ここで，実は，(Φ(κ(c)n))n は階数 1の Kolyvagin系なのである*26（！）．よって，(7)

は（古典的な）階数 1の場合の Step 2によって示される，というわけである．これが，高
階の場合が階数 1の場合に帰着されるトリックである．

3.3 Step 3の高階版

Step 3の内容は，「Kolyvagin系 κ(c)を用いて T の Selmer群の構造決定をする」とい
うことであった．本稿ではこれの高階版の概略だけを述べる．
古典的な Kolyvagin と Rubin の方法では，Kolyvagin 導分の finite-singular 関係と

Tchebotarev密度定理を駆使して巧みに Selmer群の上からの評価を与える，というかな
り技術的な方法がとられていた（[Rub00, Chapter 5] 参照）．Mazur-Rubin はこの方法
を洗練させて，Kolyvagin系の理論を作ったが（[MaRu04]参照），そこには「Stark系」
の考え方の萌芽が見られた*27．Stark系とは，次の性質を持つものである：

*26 証明の概略：Φ ∈
∧r−1

Z/MZ(H
1(K,A)∗)の lim←−n

∧r−1
Zp[Gn]

(H1(K(n), T )∗)における持ち上げ Φ̃ = (Φ̃n)n

をとると，Φ̃ を用いて階数 1 の Euler 系 Φ̃(c) := (Φ̃n(cn))n が作れる（このような「階数 r の Euler

系から階数 1 の Euler 系を作る方法」はよく知られている（[Rub96, Corollary 6.3], [Per98, §1.2.3
の Lemme], [Rub00, Proposition 8.5.2] 参照））．この Euler 系 Φ̃(c) の Kolyvagin 導分 κ(Φ̃(c)) は
(Φ(κ(c)n))n に一致することがわかる．よって特に，(Φ(κ(c)n))n は階数 1の Kolyvagin系になるとわ
かる．

*27 Stark 系の考え方は Howard の方法 [MaRu04, Appendix B] に端を発する．このアイデアは Mazur

と Rubin が「Darmon 予想」を大幅に解決する際にも用いられた（[MaRu11, §8] 参照）．筆者はこ
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(i) Stark 系から（自然に）Kolyvagin 系が作れる（[MaRu16a, Proposition 12.3],

[BuSa, Proposition 4.3]参照），
(ii) Stark系を用いて（自然に）Selmer群の構造決定（Fittingイデアルの決定）がで
きる（[MaRu16a, §8], [BuSa, Theorem 3.19], [Sak, Theorem 4.10]参照）．

この Stark系を導入することで，Step 3は次のように整理できる：

Step 3-1. Stark系を用いて（自然に）Selmer群の Fittingイデアルを決定する，
Step 3-2. Stark系と Kolyvagin系の間に自然に一対一対応があることを示す，
Step 3-3. Step 3-1と 3-2を合わせて，Kolyvagin系を用いて Selmer群の Fittingイデアル

を決定する．

このうち最も難しいのは Step 3-2 である（ここで Tchebotarev 密度定理も用いる）．こ
の Stepの内容は，階数 rの Stark系のなす加群 SSr(A)から階数 rの Kolyvagin系のな
す加群 KSr(A)への自然な準同型（上の性質 (i)）

SSr(A)→ KSr(A) (8)

が同型であることを示すことである．Step 1と 2の高階版では r は任意の正の整数でよ
かったが，ここでは r として rT := rankZp

(⊕
v|∞ H0(Kv, T

∗(1))
)
をとる必要がある

（§1.2参照）．
Mazur-Rubinの高階 Kolyvagin系の理論では，通常の外積を用いて高階 Kolyvagin系
が定義され（[MaRu16a, Definition 10.3] 参照），その定義では (8) が同型であることを
示せなかった*28．一方で我々は余外積を用いた定義を採用した（[BuSa, Definition 4.1]

参照）．すると，(8)が同型であることが示せたのである．

3.4 応用

高階 Euler 系の興味深い具体例は現時点で一つも構成されていない．しかし，Rubin-

Stark予想を仮定すれば，L関数の値と関係する高階 Euler系が構成できることが知られ

の方法を整理するために「unit 系」というものを [San14, Definition 5.3] において導入したが，これ
が Stark 系の原型と言える．より整理された形で Stark 系を導入したのは Mazur-Rubin [MaRu16a,

Definition 6.5]である．（「Stark系」という名前も彼らによってつけられた．名前の由来は，Stark系の
具体例が Stark 元を用いて構成できるから，ということのようである（[MaRu16b, Proposition 9.10]

参照）．）
*28 彼らは単射性を示し（[MaRu16a, Theorem 12.4]参照），全射性については r = 1の場合にのみ示した
（[MaRu16a, Remark 11.5]参照）．全射性は r > 1の場合には一般に期待できないことにも注意をして
いる（[MaRu16a, Remark 11.9]参照）．
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ている（この高階 Euler系は Rubin-Stark元からなるものである）．
我々の理論の応用として，次の式が示せる：

|Aχ
L| ≤

(∩r

Zp[Gal(L/K)]
(O×

L ⊗Z Zp)χ : ⟨εχL/K⟩
)
, (9)

ここで

• p: 奇素数，
• L/K: 代数体の有限次アーベル拡大で，K のすべての無限素点が Lで完全分解す
るもの，
• r: K の無限素点の個数，
• χ : Gal(L/K)→ Z×

p : 自明でない指標，
• (−)χ: χ部分をとる関手，
• εχL/K ∈

∩r
Zp[Gal(L/K)](O

×
L ⊗Z Zp)χ: L/K に対する Rubin-Stark元の (p, χ)部分

（Rubin-Stark予想を仮定），
• AL: Lのイデアル類群の p部分．

Büyükboduk [Büy09, Theorem A]は (9)を，Lが Leopoldt予想を満たす総実代数体の
場合に証明していた．彼の方法は，Rubin-Stark 元から階数 1 の Euler 系を作り，階数
1の Kolyvagin系の理論を利用する技術的なものであった．我々は高階 Euler-Kolyvagin

系の理論を構築して，その直接的な系としてより一般の場合に（Leopoldt予想も仮定せ
ず）証明したというわけである．

(9)の「岩澤理論版」も証明されることが期待される．高階 Euler系の理論の岩澤理論
版についても今後研究を進めていく予定である．
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Artin 表現に付随する保型表現の特徴付け∗

山内 卓也 (東北大学)

1 序論

保型形式と数論との関わりの歴史は深くこれまでに蓄積された研究は膨大ではあるが一

度, 正則楕円保型形式の範疇を超えるとまだまだ分かっていないことが多い. 正則楕円保

型形式の良い所はそれらは一変数の「正則」関数であるという点そして重さ k(∈ Z>0)が

k > 1のときはモジュラー曲線と呼ばれる代数曲線の係数付き Weil コホモロジーの中に

様々な形で実現できる点にあり, 代数曲線特有の利点を生かした解析により保型形式の数

論的性質をある程度満足いく形で捉えられる. ここで重さ k > 1という条件は保型表現の

regularity conditionに対応する. 楕円保型形式の場合は k = 1のときは対応するGL2(R)
のユニタリ表現が limit of discrete series と呼ばれ discrete series の limit に実際になって

いる. このことが背景にもあって重さ k = 1の場合の解析に k > 1の研究が使えることが

多々ある. この場合 (k = 1)はWeil コホモロジーには実現できないがあるモジュラー曲線

上の正則ベクトル束のコホモロジーの元として (実際には大域切断として)実現されるため

代数幾何が援用できる. 一度関数としての「正則」という性質 (regularityのことではない)

を外すと問題は劇的に難しくなる. 問題は (有限次の)コホモロジーに実現できなかったり,

また実現できたとしてもフーリエ展開の応用上有用な具体的公式があまり整備されていな

いなど整数論との相性が悪く純解析的手法にのみ頼らざるを得ないというのが現状である.

より一般に代数体K上定義された簡約連結代数群Gを考えるときG(AK)の代数的尖点

保型表現 πに対してその無限素点におけるユニタリ表現 π∞は Langlands によって完全に

分類されている [21]. 一般に保型形式 F とは表現 π = ⊗′vπvの表現空間のベクトル vF のこ

とである. ここから関数を取り出すにはG(K∞)の表現 π∞ = ⊗v|∞πvの具体的な実現が必

要となる. ベクトル vF がどのような性質を持つ関数として実現できるかは π∞の情報に集

約され, その実現に応じてフーリエ展開, Hecke作用素, 佐竹固有値等の情報を絡めた数論

∗第 62回 代数学シンポジウムにおける講演 (2017年 9月 6日 (水)). 講演タイトルと題目が異なるが本稿
の内容は講演の前半部分に相当する.後半の内容については [18],[17],[19]とその文献を参照されたい.
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的性質を導く事が容易かどうかをある程度理解することができる. この周辺の話は [28] が

参考になるので興味ある方は是非とも一読されたい.

本稿における我々の興味は保型 L関数 L(s, π)が (有限個を除くすべての素点で)定義

されているとき, これがあるArtin表現の L関数と有限個を除く局所因子の差を除いて一

致するとき, π∞ の性質を解析することである. とくに Gの対称領域が複素構造を持つ

とき, π∞を実現する関数として正則なものが取れるかどうかも議論する. より具体的に

G = GSp4/Q, GLn/QおよびGL2/K(K/Q虚2次体)のとき, Artin表現に対応するπ∞の性

質についてHenry H. Kim (トロント大)との共著で議論された結果について述べる [15],[16].

まず，我々の研究の動機となった楕円保型形式の場合の簡単にまとめ，次に我々の扱っ

た問題を紹介する. 最後に今後の課題・展望などを述べる.

2 Artin表現

この節に関する一般論は [7]を参照されたい. 有理数体Qの絶対ガロア群GQ = Gal(Q/Q)

の複素係数有限次元連続表現

ρ : GQ −→ GLn(C)

のことをArtin表現という1. 絶対ガロア群GQはKrull位相に関してコンパクトな位相群

であり, GLn(C)には Cから定まる通常の位相を入れる. このとき, GQのコンパクト性か

ら ρは有限商を経由する即ちある有限次ガロア拡大 L/Qがあって,

GQ

resL $$JJ
JJJ

JJJ
JJ

ρ // GLn(C)

Gal(L/Q)
+ �

ρL

8qqqqqqqqqq

のように ρは Lへの制限を経由する. 以下では簡単のため ρLも ρで表すことにする.

Lの整数環をOLとし素数 pを割る素イデアル vに対して, Dp,v := {σ ∈ Gal(L/Q) | σv =

v}を pでの分解群という. 別の v′を取ると, τ ∈ Gal(L/Q)であって v′ = τv成るものが存

在するのでGal(L/Q)内で τ−1Dp,vτ = Dp,v′ が成立する. さて, σ ∈ Gal(L/Q)は vの剰余

体Fv := OL/vの間の体準同型 σ : Fv −→ Fvを引き起こすので準同型Dv,p −→ Gal(Fv/Fp)

を誘導するがこれは全射となることが知られている. そこでこの射の核を Ip,vと表す:

1 −→ Ip,v −→ Dp,v −→ Gal(Fv/Fp) −→ 1.

群 Ip,vを pでの惰性群という. この群も vに依存しているがDp,v同様その差は共役である.

フロベニウス射 Fv −→ Fv, x 7→ xpのDp,vへの持ち上げを一つ固定しFrobpで表す. Artin
1代数体K の絶対ガロア群 GK でも同様に定式化できるが主に今回はK = Qのみ扱う.
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表現 ρが ρ(Ip,v) = {1}を満たすとき pで不分岐であるという. これは vの取り方によら

ない. L/Qは有限次拡大であるので, ρは有限個を除く素数 pに対して ρは不分岐である.

Artin 表現 ρを考えることはGQの V := CnへのC線形連続作用が与えられていると見る
ことができる. 惰性群 Ip,vは ρを通して V に作用し, その固定部分を

V Ip,v := {x ∈ V | ρ(σ)x = x for all σ ∈ Ip,v}

とする. ここには Frobpが作用し, その固有多項式は vの選択によらないことが確認でき

る. このとき ρに付随する L関数を次で定義する:

Definition 2.1. 上記 Artin表現 ρに対して,

L(s, ρ) :=
∏
p

Lp(s, ρ), Lp(s, ρ) := det(idV Ip,v − p−sρ(Frobp)|V Ip,v )−1

を ρのArtin L関数という. ただし, sは複素変数.

Artin L関数 L(s, ρ)はRe(s) > 1の範囲で絶対収束することが容易に証明でき, さらに,

Brauerによって全平面に有理型に解析接続されることが証明されている [2].

Example 2.1. 有理数体Q上の 3次多項式 f(x) := x3 − x − 1の分解体を L = Qf とす

る. S3の生成元 σ = (123), τ = (12)を用いて群準同型 (S3の表現) ι : S3 −→ GL2(C)を

ι(σ) =

(
ζ3 0

0 ζ−13

)
, ι(τ) =

(
0 1

1 0

)
によって定義する. ただし, ζ3 = e

2π
√

−1
3 . このとき,

ρ : GQ
L への制限−→ Gal(L/Q) ≃ S3

ι−→ GL2(C)

は oddかつ既約 2次元Artin表現となる. ここで odd とは複素共役 cの作用の判別式が−1
となるときをいう (つまり, det(ρ(c)) = −1 ). 体 L/Qは p = 23以外では不分岐であり,

p ̸= 23のときは fp(x) := f(x) mod pは分離多項式で ρ(Ip,v) = {1}となる. また, fp(x)の

既約因子の数 1, 2, 3 に応じてそれぞれDp.v ∼ ⟨σ⟩, ⟨τ⟩ および 1となる. 従って, 前述の状

況に応じて ap := tr(ρ(Frobp)) = −1, 0, 2となる. また, det(ρ(Frobp)) =
( p

23

)
が分かる.

よって, p ̸= 23のときは

Lp(s, ρ) =
1

1− app−s +
( p

23

)
p−2s

となる. 分岐する素数 p = 23のときはDp,v = Ip,v ∼ ⟨τ⟩となり, a23 := tr(Frobp|V Ip,v ) = 1

を確認することができる. よって,

L23(s, ρ) =
1

1− 23−s

3



Definition 2.2. ( Artin予想 ) 自明でない既約Artin表現 ρは全平面に正則に解析接続さ

れる.

Definition 2.3. ( 強Artin予想 ) 自明でない既約Artin表現 ρ は保型的, 即ち, GLn(AQ)

のある尖点的保型表現 π = ⊗′pπp が存在して有限個を除く pに対して L(s, πp) = Lp(s, ρ)

が成り立つ. ただし, L(s, πp)は局所表現 πpの L関数である (cf. [12]). また,

Example 2.2. 上半空間H上の正則関数 f23(τ) = q
∏

n≥1(1 − qn)(1 − q23n), q = e2π
√
−1τ

を考える. これは重さ 1, レベル 23, 指標
( ∗
23

)
の尖点的楕円保型形式と呼ばれている.

f23(τ) =
∑

n≥1 bnq
nとおくと, Example 2.1の apに対して ap = bpがすべての素数 pに対し

て成り立つ. これはL(s, ρ)が保型的であることを導く. 後で説明するように保型性と尖点

性より L(s, ρ)は全平面に解析接続される.

πの尖点性から保型 L関数L(s, π) :=
∏

p L(s, πp)が全平面に正則に解析接続されること

が従うので (cf. [12]) 強Artin 予想はArtin予想を導く. Artin予想を証明する方針として

保型性を証明することが今の所有力な手段であるが, ρの像が小さい群からの誘導になって

いるような良い状況 (例えば像が可解であるなど)になければ保型性を証明することは難し

いと思われる. そこで状況を逆手にとって, もし保型表現であってそれがArtin表現に対応

するならばその表現の何等かの性質が反映されていると推測するのは至極当然のことと思

われる。

そのような動機の下, 本稿における我々の興味はほとんどすべての素数 pで L(s, πp) =

Lp(s, ρ)となっているような πの無限素点 π∞を調べることにある. GLn, n ≥ 3の場合は対

称空間が複素構造を持たないので冒頭で説明したように π∞を実現する関数の正則性自体

を論じることはできないがG = GL2/Q または GSp4/Qの場合は対称空間が複素構造を持
つのでその余地がある. 結果的にはGL2/Qの場合とは違いGSp4/Qの場合には正則形式
はArtin表現に対応し得ないことを説明する.

3 GL2/Qの場合
この節の内容は専門家にはwell-knownであるが文献は [6]や [10]等が挙げられる. GL2(AQ)

の尖点的保型表現を π = ⊗′pπpとする. このとき, ある既約Artin 表現 ρ : GQ −→ GL2(C)
が存在して, π, ρが不分岐となる素数 pに対してLp(s, ρ) = L(s, πp) が成り立っているとす

る2. n± =
2± tr(ρ(c))

2
とおくとき, 無限素点における ρの局所 L因子を

L∞(s, ρ) := ΓR(s)
n+

ΓR(s+ 1)n
−
, ΓR(s) = π−

s
2Γ(s)

2より正確には「π, ρが不分岐となる有限個を除くすべての素数 p」に対して Lp(s, ρ) = L(s, πp) なる π
を考える.
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と定義すると (Artin motive に対するガンマ因子の定義に従う [9]), 標準的な L関数を用い

た議論により (cf. Appendix of [24]),

L(s, π∞) = L∞(s, ρ)

が分かる. 一方でGL2(R)の既約ユニタリ表現の局所 L因子は良く知られており (cf [22]の

3.3節), ここから, パラメーターを比べることで

π∞ ≃


π(1, sgn) if (n+, n−) = (1, 1)

π(1, 1) if (n+, n−) = (2, 0)

π(sgn, sgn) if (n+, n−) = (0, 2)

が分かる. ここで,連続指標χi : R× −→ C×, i = 1, 2に対して, π(χ1, χ2) := Ind
GL2(R)
B(R) χ1⊗χ2

は上半ボレルB(R)上の指標 χ1 ⊗ χ2

(
a b

0 d

)
7→ χ1(a)χ2(d)の正規化された誘導表現で

ある. また, sgnは 0でない実数に対してその符号を与える関数である. 表現 π(1, sgn)は

離散系列表現の極限と呼ばれ, 重さ 1の正則保型形式を実現する. その一方で, π(1, 1)や

π(sgn, sgn)は正則でも反正則でもなく緩増加するC∞級関数の成す空間にしか実現できな

い. どの表現も Casimir 作用素の固有値は
1

4
であり, これだけでは表現を実現する関数の

性質は決まらない. これと指標 sgnが表現のパラメータに現れる数 (n±のこと)をみること

で正則性が導かれる. 以上の事は代数体K上のGL2/Kに対しても容易に考察できる.

無限素点での表現が π(1, sgn)となるGL2(AQ)の尖点的保型表現には odd な既約 2次元

Artin表現 ρ : GQ −→ GL2(C)が対応する [8]. 逆に odd な既約 2次元Artin表現は保型的

であることがKhare-Wintenbergerによるセール予想の解決 ([14])の帰結として証明されて

いる (cf. [20]). その一方で, 既約 2次元Artin表現 ρ : GQ −→ GL2(C)で even なもの (odd

でない場合)は予想として無限素点での表現が π(1, 1)や π(sgn, sgn)となる尖点的保型表現

が対応すると予想されているが解決には至ってない. またそのような保型表現から Artin

表現を構成する手段も今の所ない. このような表現は代数幾何と関連付けることができな

いため何らかの抜本的なアイデアが必要である. π(1, 1)や π(sgn, sgn)となる尖点的保型表

現は重さ 0のMaass wave form と呼ばれている. このようなMaass wave form に対して

Blasius-Ramakrishnan は [1]においてガロア表現が構成できたと主張したが途中の議論で

致命的なミス ([1]の Proposition 6.6 )を犯していることに気付き主張を撤回している. こ

この部分はGSp4/Qの節で再び論じる.

evenな既約Artin表現ρのPGL2(C)への射影像が二面体群のとき,これに対応するMaass

wave form は具体的に構成できる (cf. [3]のTheorem 19.1, p.112). より一般にArtin表現

の像が可解である場合は底変換 (base chnage)を用いて対応する保型表現を構成すること

ができるが具体的に form を構成できるかどうかは表現の具体的実現と関連しており容易

な問題ではない.
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4 GLn/Q, n ≥ 3の場合

この場合もGL2/Qの場合と同様であるが対称空間が自然な複素構造 (エルミート構造)

を持たない. GLn(AQ)の尖点的保型表現を π = ⊗′pπpとする. 前節と同様にして, ある既約

Artin 表現 ρ : GQ −→ GLn(C)が存在して, π, ρが不分岐となる素数 pに対して L(s, ρ)p =

L(s, πp)が成り立っているとする. n± =
n± tr(ρ(c))

2
とおく. このとき, L(s, π∞) = L∞(s, ρ)

であり,

π∞ ≃ π(ϵ1, . . . , ϵn) := Ind
GLn(R)
B(R) ϵ1 ⊗ · · · ⊗ ϵn, ϵi ∈ {1, sgn}.

ただし, ϵi = 1となる数は n+, ϵi = sgnとなる数は n−と一致する. GL2/Qのときと同じよ
うにGL3/Qの場合に Artin表現に対応する保型形式を具体的に構成する方法はあるのか

興味深い所である.

5 GSp4/Qの場合
この節が論文 [15]の 5節と命題 9.4に関連する.

5.1 正則形式とArtin表現

G = GSp4/Qとする (記号は [15],[29]を参照). Gの導来群 G′ = [G,G] = Sp4 の対

称空間は次数 2のジーゲル上半空間 H2 = {Z ∈ M2(C) | tZ = Z, Im(Z) > 0}とな
り複素構造を備える. 正則なジーゲル形式には重さという概念があり, それは整数の組

(k1, k2) ∈ Z2, k1 ≥ k2 ≥ 1に対応している3. 重さ (k1, k2) の正則尖点ジーゲル形式 F に保

型表現 πが対応していると仮定する. このとき, πに既約なArtin表現 ρ : GQ −→ GSp4(C)
が対応し得るかどうか考察する. 先ず, CAP 表現と endoscopic 表現の分類より, このよう

な表現は既約Artin表現に対応しえないことが分かる. よって, πは CAPでも endoscopic

でもないとしてよい. このときArthurの分類からGSp4の globally generic 表現 πgが存在

して, πと πgは有限個を除くすべての素点で同値かつ {π∞, πg
∞}は L-packetとなる ([15]の

5節または [30]の 2節). もちろん π∞ = πg
∞の場合もある. この場合 L-packetは singleton

である. πgは generic transferによりGL4へ尖点的保型表現Πとして lift されるからGL4

の時の議論が使えて, π∞, π
g
∞ のラングランズパラメーター τ : WR −→ GSp4(C)と自然

な包含関係 GSp4(C) ⊂ GL4(C) との合成は Π∞のラングランズパラメーターと一致する

(GSp4(R)のラングランズパラメーターについては例えば [26]を参照). ΠはArtin表現に

対応するという仮定なので, 前節の結果より, Π∞ = π(ϵ1, ϵ2, ϵ3, ϵ4), ϵi ∈ {1, sgn}. この内,

3GL2(C)の代数的表現 Symk1−k2 ⊗ detk2 St2 と対応.
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共役でGSp4(C)に値をとるものと同値になる場合は (n+, n−) = (4, 0), (2, 2), (0, 4)のとき

であり,

π∞ ≃


π(1, sgn, sgn), π(1, 1, sgn), or π(sgn, sgn, sgn) if (n+, n−) = (2, 2)

π(1, 1, 1) if (n+, n−) = (4, 0)

π(sgn, sgn, 1) if (n+, n−) = (0, 4)

が分かる. ただし, 右辺はGSp4の上半ボレル部分群B上の指標

χ1 ⊗ χ2 ⊗ χ3 : B(R) −→ C×,


a ∗ ∗ ∗
0 b ∗ ∗
0 0 a−1c ∗
0 0 0 b−1c

 7→ χ1(a)χ2(b)χ3(c)

に関する (正規化された)誘導表現 Ind
GSp4(R)
B(R) χ1⊗χ2⊗χ3である. 右辺に現れる誘導表現は

すべて既約であることはR群の計算からわかる. 一方 [29]の結果 (Corollary 3.2.3)より π∞
は上記のいずれとも一致しないことが分かるので正則ジーゲル形式はArtin表現に対応し

得ないことが分かる. 以上纏めると,

Theorem 5.1. ( [15]の 9節 ) 如何なる次数 2の正則ジーゲル形式にもArtin表現は対応

しない.

表現 π(1, sgn, sgn), π(1, 1, ϵ), π(sgn, sgn, ϵ), ϵ ∈ {1, sgn}の極小Kタイプの最高ウェイ

トはそれぞれ (1, 0), (0, 0), (−1,−1)である. 古典的な重さ (KC = GL2(C)の代数的表現)と

してはそれぞれ Sym1St2, 1, det−1 St2である.

g = LieSp4(R)とし, Z(g)を複素化 gCの普遍包絡環 U(gC)の中心とする. Z(g)は C上
の 2変数多項式でありその生成元を∆1, ∆2とする ([15]の 4節参照). 整数 k1 ≥ k2に対し

てGL2(C)の代数的表現をW(k1,k2) := (ρ(k1,k2), Sym
k1−k2 ⊗ detk2 C2) と定める.

複素数 c1, c2 および Sp4(Z)の合同部分群 Γに対して, S(k1,k2)(Γ, c1, c2)をC∞級緩増加ベ

クトル値関数F : H2 −→W(k1,k2)であって, F (γZ) = ρ(k1,k2)(CZ+D)F (Z)かつ∆iF = ciF

を満たしかつ尖点的であるもの全体の成す集合とする. Harish-Chandraの結果よりこれは

有限次元Cベクトル空間となる. 表現 π(1, sgn, sgn), π(1, 1, ϵ), π(sgn, sgn, ϵ), ϵ ∈ {1, sgn}
はそれぞれ

S(1,0)(Γ,−
5

12
, 0), S(0,0)(Γ,−

5

12
, 0), S(−1,−1)(Γ,−

5

12
, 0)

に関連する. 微分作用素を用いると, Hecke 作用素と可換な同型

S(1,0)(Γ,−
5

12
, 0) ≃ S(2,1)(Γ,−

5

12
, 0)
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が得られ別のK-typeへの実現が構成できる. S(2,1)(Γ,− 5
12
, 0)を考えるメリットは L関数

が (adelic formと classical formの間に生じる)正規化をすること (Hecke作用素を正規化す

ること)なしにArtin L関数と対応するという点がある ([15]のRemark 4.3と Section 6を

参照). S(0,0)(Γ,− 5
12
, 0)の元は [11], [27], [23]で研究されている.

6 GL2/K, K/Q虚2次体の場合 ([16]の9節参照)

K/Qを虚 2次体とし, Gal(K/Q) = {1, θ}とする. KのCへの埋め込みを∞1,∞2とす

る. πをGL2(AK)の尖点的保型表現とし, ある既約Artin表現 ρ : GK −→ GL2(C)があっ
て, ほとんどすべてのK の有限素点 vに対して, L(s, πv) = Lv(s, ρ)となっているとする.

このとき前の議論と同様にして,

L(s, π∞1) = L(s, π∞2) = 2(2π)−sΓ(s)

が分かる. これは π∞i
= π(1, 1), i = 1, 2を導く.

πの中心指標がノルム写像NK/Qを経由するとき, πはGL4(AQ)の保型表現に transferさ

れそれをAsai lift といいAsai(π)で表す. さらに, π ̸≃ π ◦ θでないとき, Asai(π)は尖点的

であることが分かり, 中心指標の条件からGSp4(AQ)の尖点的保型表現に descend する. そ

れをΠと記すと, ラングランズパラメーターの計算により,

Π∞ ≃ π(1, sgn, sgn)

が分かる. 特に, Πには正則ジーゲル形式は対応しない.

[1]の著者らが採った方針は次の通りである. GL2(AQ)の尖点的保型表現 πで重さ 0の

Maass wave formに対応するものをとる. ここから even Artin表現 ρ : GQ −→ GL2(C)を
作りたい訳である. 先ず, 虚 2次体Kを適切に選び, 底変換でGL2(AK)の尖点的保型表現

BC(π)を作る. これを上記方法でGSp4(AQ)に decend し, それをΠとすると, 上述したよ

うにやはりΠ∞ ≃ π(1, sgn, sgn)となり正則形式はどうがんばっても対応し得ないことがわ

かる. 特に [1]の命題 6.6 は誤りである.

7 今後の課題

GSp4/Qの場合にArtin表現に対応する保型形式の type を分類したが結局それらには正

則ジーゲル形式は対応し得ないことが分かった. このことが引き起こす問題点は代数幾何

が援用できないということにある. しかし [4] [13]の著者らはこのような代数幾何が直接

使えないような状況において, ペンローズ変換という複素解析的な対応を用いて, 上記の
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Artin表現に対応すべき保型形式が正則な保型形式のある種のペアリングとして記述でき

ることを証明した ([4]では U(2, 1)/Qが扱われている).

G = GSp4/Qの場合, D = Sp4(R)/H, H := U(1) × U(1)とおくとこれは 4次元複素多

様体の構造が入ることが分かる. Lie(H)C = CH∗1 ⊕ CH∗2 とおく. ただし,

H∗1 =


0 0 −

√
−1 0

0 0 0 0√
−1 0 0 0

0 0 0 0

 , H∗2 =


0 0 0 0

0 0 0 −
√
−1

0 0 0 0

0
√
−1 0 0


µ = (µ1, µ2) ∈ X∗(LieHC) = ZH1 ⊕ ZH2 ≃ Z2に対して,

Lµ := Sp4(R)×H Cµ/(ge
h, z) ∼ (g, e⟨µ,h⟩z)

の様にD上の直線束を定める. ただし, ペアリング ⟨∗, ∗⟩は ⟨Hi, H
∗
i ⟩ = 2π

√
−1, i = 1, 2

となるように定められる. またCµはH の 1次元表現Cで h′ = exp(h) ∈ H, h ∈ Lie(H)C
の作用が e⟨µ,h⟩で与えられるものである. Section 5で論じた GSp4(R)の既約ユニタリ表
現 π(1, sgn, sgn)を Sp4(R)に制限したものは (完全)可約でありその既約因子のminimal K-

type が (1, 0)のものを V(0,CII)とする. 一方, π(1, 1, 1)を Sp4(R)に制限したものは既約であ
り, それを V(0,CI)とする. この場合のminimal K-typeは前に見た通り (0, 0)である (記号

の意味は [13]の命題 3.11等参照). このとき次が知られている:

Theorem 7.1. ( [13]の定理 5.4,p.224 ) Γを Sp4(Z)の cocompact lattice, すなわち Γ\H2

がコンパクトとなる arithmetic subgroup とする. このとき次が成り立つ:

1. H3(Γ\D,L(−2,−1))に V(0,CI), V(0,CII)が寄与する.

2. k ≥ 5に対して (C,C)双線形な同型

S(k,k)(Γ)⊗ S(k+1,k)(Γ) ≃ H3(Γ\D,L(−2,−1))

が存在する.

ただし, 右辺は層係数のコホモロジーであり左辺は正則ジーゲル形式である.

このように, 解析的な対応を通して Artin表現に対応すると期待される保型形式を正則

ジーゲル形式で記述することができる. 問題をここから以下にして代数的な量を抽出する

かである. Carayolは U(2, 1)の場合にCM点を用いてこれを試みている. ジーゲルの場合

にも様々な部分志村多様体が存在するのでそこの値での評価で関数の代数性を調べる方法

が考えられるであろう. 何にせよ関数の実現とそのなんらかのフーリエ展開 (実解析的な
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のでWhittaker functionの明示公式)が必要で V(0,CI)の場合に [11], [27]等により確立され

た理論を [25]を用いて V(0,CII)の場合 (この場合は 2次元ベクトル値関数)に拡張しそれを

用いてフーリエ展開や L関数の理論を確立することが取り敢えずやるべきことであるとい

うのが私見である (cf. [28]の spilit も参照されたい).

Remark 7.2. Section 5で論じた GSp4(R)のユニタリ表現は Totally degenerate limit of

discrete series (略してTDLDS)と呼ばれている [5].

8 Artin表現構成に必要な条件

この節の内容は [15],[16]の主な内容と関連する. Artin表現に対応する保型表現の無限素

点のタイプは理解できたので, そのような無限素点をもつ保型表現 πからスタートして実

際にArtin表現を作るには今の所, 次の (厳しい)条件が必要となる;

1. Hecke固有値の代数的整数性

2. 保型表現のガロア捻りの存在

3. 有限個を除く ℓに対して mod ℓ ガロア表現の存在

いずれの条件もGL2/Q, π∞ ≃ π(1, sgn)の場合を除いて証明することが現在の技術では非

常に難しいというのが私見である. これらの条件を仮定すればRankin-Selberg L関数と有

限群の部分群の構造に関する一般論からArtin表現の存在が従う (cf. [15],[16]).
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休眠乍の l進コホモロジー的場の理論
若林泰央1（東京大学数理科学研究科）

Yasuhiro Wakabayashi (Graduate School of Mathematical Sciences, The University of Tokyo)

概 要
休眠乍（dormant oper, do’per）とは, 正標数体上定義された代数曲線上の然るべき接続付き

主束であり, 特別な場合は（代数的）解を最大限に多く持つ然るべき線型常微分方程式に対応する
ものである. 本稿では, 論文 [23]にて展開された「休眠乍の数え上げ幾何学」に関連する話題を取
り上げる. 半単純代数群 Gに対して, 点付き捻れ安定曲線上の「休眠忠実捻れ G乍」なる概念を
導入し, これらを分類することにより休眠 G乍のモジュライをコンパクト化する. これは Gが随
伴型の場合を扱った先行研究の拡張といえる. このコンパクトモジュライ上の仮想基本類を用いた
コホモロジー的場の理論（CohFT）の構成およびその帰結として得られるWitten予想の類似を
紹介する.

1 はじめに: 素敵♪な微分方程式
本稿は第 62回 代数学シンポジウムで行った筆者自身による講演内容に基づき, 「休眠乍の数え上

げ幾何学」に関連する話題と諸結果について紹介したい. 主には論文 [23]で論じた次の結果を紹介
する:

1. 休眠乍を分類する（仮想基本類をもつ）コンパクトモジュライの構成;

2. 休眠乍によるコホモロジー的場の理論の構成;

3. Witten予想の「休眠乍」類似.

ところで休眠乍とはいったい何だろうか. 休眠乍の定義に触れる前に, まずは関連する素朴な数学的
対象について議論することから始めよう. X を複素数体 C上定義された連結, 非特異, そして固有な
代数曲線（あるいは連結かつコンパクトな Riemann面）とし, K をその関数体とする. いま, 高々有
限個の点で確定特異点を持つX 上のモニックな n (> 1)階斉次線型常微分方程式について考えよう:

Dy = 0, D :=
dn

dxn
+ q1

dn−1

dxn−1
+ · · · + qn−1

d

dx
+ qn. (1)

ただし, 上記の Dにおいて q1, · · · , qn ∈ K であり, xは X の局所座標とする. 常微分方程式の基礎
理論が私たちに教えてくれることを思い出そう. それは, このような微分方程式Dy = 0の解は解析
的位相に関して局所的に C上の n次元ベクトル空間をなす, ということである. 「C上のベクトル空
間をなす」ことだけなら確かめるのは容易い. 実際, 解空間が加法で閉じていることは斉次性から従
い, そしてCによるスカラー乗法で閉じていることは微分作用素 d

dx の核（あるいは普遍導分 dの核）
が定数 Cと一致することから従う. 局所的に与えられる解たちは（もちろん）一般には解析的な関
数によって表されるものであるから, 解が（然るべき意味で）代数的になるような事態は非常に特別
である2. このような微分方程式は, 言い方を変えるならば, 代数解からなる部分ベクトル空間の次元
が, とり得る最大の値, すなわち nとなるようなものである. このように解が全て代数的な線型微分
方程式に関する研究は 1870年代に始まり, 多くの数学者達（H. A. Schwarz, L. I. Fuchs, P. Gordan,
C. F. Klein, C. Jordan, et al.）によって進められてきた. この話題についてはここでは詳しく説明
しない. 私たちが本稿の導入にて本当に取り上げたい対象とは, このような微分方程式ではなく, そ
の「正標数類似物」である.
ということで, まずは k を標数 p > nの代数閉体とし, 前出の X を（C上ではなく）k 上定義さ

れた連結, 非特異, そして固有な代数曲線に置き換えて再び (1)のような微分方程式 Dy = 0を考え
よう. X の種数を g (≥ 0)とし, Dy = 0の確定特異点は σ1, · · · , σr ∈ X(k) (r ≥ 0)の上にあるとす

1wkbysh@ms.u-tokyo.ac.jp
2代数学シンポジウムに集まるような私たちにとっては, もはやこのような微分方程式は「良い」, 「素敵な」方程式であ

ると言い切ってしまいたい!
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る. このとき, XF := (X, {σi}r
i=1)を (g, r)型の点付き代数曲線とみなし, この状況のもとで微分方

程式Dy = 0は「XF 上定義された微分方程式」と呼ぶことにする. ところで, C上で考える微分方
程式Dy = 0と正標数体上でのそれとの基本的な違いは何だろうか. それは, 正標数の場合の解空間
は, 関数体K の元の p冪全体のなす部分体Kp (結構デカい！)を係数とするベクトル空間として見
るべきものである, ということであろう. というのも, dxp

dx = pxp−1 = 0からも分かるように, K にお
ける普遍導分 d : K → ΩK/kの核はKpであるために, 解空間は（kのみならず）Kpによるスカラー
乗法で閉じているのである. 解空間の次元は（Kp 上のベクトル空間として）やはり高々n次元であ
る. そこで, XF 上定義された (1)のような n階線型微分方程式のうち, 解空間の次元が nとなるも
のを（簡単のため）「素敵♪な微分方程式」と呼ぶことにしよう（もちろんこれは本稿に限った不真
面目な呼び方であることに注意されたい）. そう, 「素敵♪な微分方程式」とはまさに先ほどの話で
触れた「代数解を最大限にもつ微分方程式」の正標数類似物である. このような微分方程式は滅多に
存在しないことが想像されるが,（少なくとも筆者には）Dがどのようなルックスをしているときに
素敵♪なのか, そしてどれくらい素敵♪な微分方程式が存在するのか簡単には分からない. C上の話
しに比べるとこのような微分方程式に関する研究はあまり（というか全然）進展していないようであ
る. ということで私たちの当座の目標として 「（各代数曲線上の）素敵♪な微分方程式がどれくら
いあるのかを明示的なかたちで答える」ことを掲げることにしよう. 以下では, 2g− 2 + r > 0（かつ
n > 1）の場合について考える.

2 超幾何微分方程式の場合
先行研究のなかで素敵♪な微分方程式の個数が明示的に計算されているケースは多くない. 明示

的に個数が求められている超幾何微分方程式の場合で得られている結果について紹介しよう. P :=
Proj(k[s, t])を k上の射影直線とする. kの 3元 a, b, cによって定まる超幾何微分方程式とは次のよ
うな微分方程式であった:

Da,b,cy = 0, Da,b,c :=
d2

dx2
+
(
c

x
+

1 − c+ a+ b

x− 1

)
d

dx
+

ab

x(x− 1)
(2)

（ただし, x := s/t）. これは 3点 0, 1,∞において確定特異点を持つので, (0, 3)型の点付き代数曲線
PF := (P, {0, 1,∞})上の微分方程式と呼ぶべきものである. では, a, b, cがどのような組み合わせの
ときにDa,b,cy = 0が素敵♪になるだろうか. この問いに対する答えは Y. Iharaによって次のように
与えられている（cf. [5], § 1.6）:

Da,b,cy = 0が素敵♪ ⇐⇒「a, b, c ∈ Z/pZ」かつ「b̃ > c̃ > ãまたは ã > c̃ > b̃」. (3)

ここで, (̃−)は自然な商 Z � Z/pZを制限して得られる全単射 {1, · · · , p} ∼→ Z/pZの逆写像とする.
もしDa,b,cy = 0が素敵♪ならば, 関数

ya,b,c(x) := 1 +
a · b
1 · c

x+
a · (a+ 1) · b · (b+ 1)

1 · 2 · c · (c+ 1)
x2 + · · · (4)

（ただし, 和は分子が 0となる時点までとるものとする）および x1−ecya−c+1,b−c+1,2−c(x)からなる 2
元は解空間の基底となる. そして (3)から, 素敵♪な超幾何微分方程式はちょうど p3−p

3 個あることが
簡単に計算される. (0, 3)型の点付き代数曲線上の (1)で与えられるような微分方程式は（適切な変
数変換により） 超幾何微分方程式で表されるため, (g, r, n) = (0, 3, 2)の場合はこれにより既に理解
されたといってよいだろう.
その他に知られている例として (g, r, 2) = (2, 0, 2)の場合があるが, これは本質的に上の結果の言

い換えにすぎない. 古典的には（筆者の知る限りでは）この程度しか分かっていないのである3. は
たして一般的な場合における素敵♪な微分方程式はいったいどれくらいあるのだろうか.

3他にもまだ計算されていたら申し訳ありません m( )m
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3 素敵♪な微分方程式から休眠乍へ
より一般的な場合を扱うことために, ひとまず (1)のような微分方程式を接続付きの主束として書

き換えよう. (1)で与えられるかたちの微分作用素Dは然るべきベクトル束上の

∇ =
d

dx
−A, A =



−q1 −q2 −q3 · · · −qn−1 −qn
1 0 0 · · · 0 0
0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 0


. (5)

と表される接続と対応する. 今しがた「対応する」と言ったが, これは次のような意味である: もし
yが微分方程式Dy = 0の解であるとき t( dn−1y

dxn−1 , · · · , dy
dx , y)によって与えられるベクトル束の切断は

∇に関して水平になり, 逆に任意の水平切断はこのようにして Dy = 0の解から得られる. 特に, 私
たちが今考えているような解を最大限に多く持つ（＝「素敵♪な」）微分方程式は, 水平切断を最大
限に多く持つ（つまり, 水平切断全体のなす部分層の階数が nになる）接続と対応する. 一方, ベク
トル束上の接続の水平切断の多さは, その接続の「p曲率」によって測ることができる. p曲率なる
不変量についてはここでは詳しく述べない（正確な定義は [15], Proposition 1.2.1などを参照された
い）が, 一言で言うと「接続（＝接束から下部ベクトル束（あるいは主束）に付随する随伴ベクトル
束への射）に関する, p冪構造の可換性への障害」として定義されるものである. 接続において, 「p
冪構造が可換」という非凡な対称性をもつ（＝「p曲率が零になる」）ことと, 水平切断を最大限にも
つことが同値であることが（一見すると全く非自明な事実だが）よく知られている. 以上より, 微分
方程式Dy = 0が素敵♪かどうかは, 対応する接続∇の p曲率によって判別できることが分かった:

Dy = 0が素敵♪である（解を最大限に持つ）⇐⇒ ∇が最大限に多くの水平切断を持つ

⇐⇒ ∇の p曲率が零. (6)

ちなみに上記の∇のように或る種の Griffiths横断性をみたす接続を伴ったベクトル束（GLn主束）
のことを「GLn乍」と呼ぶ. より具体的に言うと, 接続の表現行列（つまり (5)における A）の対角
成分より一段下のラインが全て可逆であり, そこから左下にある三角形内の成分は全て零となる（残
りの成分は任意）ような接続を伴った GLn主束を GLn乍と呼んでいる. しかし実際は, 上三角行列
によるゲージ変換により, 任意のGLn乍は (5)のかたち（つまり上三角においても一番上の行を除い
て零となる）をした GLn 乍として表される. 結局のところ, GLn 乍とはまさに (1)のかたちをした
微分方程式と対応する接続付き GLn主束に他ならない. 技術的な理由により, 以下では GLn乍では
なく, GLn 乍から誘導される接続付き PGLn 主束 E♠ := (E ,∇E)として定義される「PGLn 乍」を
扱うことにする4.
休眠乍とはいったい何だろうか, と冒頭に問いかけた. 構造群が PGLnとなる場合の定義には（一

応）辿り着いたことになる. 休眠 PGLn 乍とは, PGLn 乍 E♠ := (E ,∇E)であり, 接続∇E の p曲率
が零になるものとして定義される正標数固有の対象である. 素敵♪な微分方程式なる素朴かつ素敵な
対象について理解することは休眠 PGLn 乍について理解することであると言ってしまっても（今ま
での議論から）差し支えないだろう. 特に私たちが掲げた目標は次のように（より広範な射程をもっ
て）言い換えられる:

（各代数曲線上の）休眠乍がどれくらいあるのかを明示的なかたちで答える. (7)

4GLn 乍ではなく PGLn 乍を扱う理由は主に次の二つからなる: 1.（休眠）GLn 乍は自己同型を多くもつため, そのよう
な対象を分類するモジュライを「扱いやすい空間」として表現することが出来ない. 2. 各 XF 上の休眠 GLn 乍は無限個存
在してしまうため, 数え上げ問題を考えるうえで適切な対象ではない. 「休眠 PGLn 乍の数え上げ」はまさに「休眠 GLn 乍
のモジュライの連結成分の数え上げ」に対応しており, 各連結成分の素性は簡単に把握できるものである. したがって「休眠
PGLn 乍の数え上げ」のほうを考えるだけでも, 素敵♪な微分方程式を知りたいという動機を見失うことは無い.

3



第 62回 代数学シンポジウム 休眠乍の l進コホモロジー的場の理論

例えば先ほどの超幾何微分方程式の場合について振り返ってみよう. (2)のような素敵♪な超幾何
微分方程式 Da,b,cy = 0から誘導される PF 上の休眠 PGL2 乍を E♠

a,b,c と表記することにする. 超幾
何微分方程式の特性指数を比較することにより, 2つの休眠 PGLn 乍 E♠

a,b,c, E
♠
a′,b′,c′ が同型であるた

めには, 次の条件をみたすことが必要十分であることが簡単に確かめられる:

(1 − c)2 = (1 − c′)2, (c− a− b)2 = (c′ − a′ − b′)2, (b− a)2 = (b′ − a′)2. (8)

特に, Da,b,c 7→ E♠
a,b,cは素敵♪な超幾何微分方程式の集合から PF上の休眠PGL2乍の（同型類全体の

なす）集合への 23対 1対応を与える. したがって前述の計算から, (0, 3)型の点付き代数曲線上の休眠
PGL2乍の同型類集合はちょうど 1

23 · p3−p
3 = p3−p

24 個あることが分かる. 実はこの (g, r, n) = (0, 3, 2)
（同値なことだが (g, r, n) = (2, 0, 2)の場合も）に対する明示的計算は数学者達により様々な視点と方
法によって与えられている (cf. [14], Chap.V, § 3.2, Corollary 3.7; [11], Theorem 2; [17], Theorem
1.2). 様々な視点と方法が可能なこと自体が休眠乍に多様な側面が備わっていることへの傍証であり,
関連する他の対象の研究とともに相互的発展を期待せずにはいられない. 兎にも角にも特別な場合の
「休眠乍の数え上げ」が分かった以上, もっと一般的な状況はどうなっているのか知りたくてたまら
なくなるだろう5.

補足 1. この和文記事において「
さ

乍」と呼んでいるものは, A. Beilinson-V.Drinfeld （cf. [1], Def-
inition 3.1.3）により “oper”との呼び名で導入された概念を指している6. C上定義された代数曲線
上の乍は, 可積分系やループ群の表現論において中心的な対象として登場する. それらは一般化KdV
階層の状態空間を構成するものとして [2]で扱われた接続であり, [1]においては幾何的ラングラン
ズ問題の文脈において（座標に依存しない記述のもと）導入された. 先に議論したように, 乍は（G
が然るべき場合においては）或る種の直線束間の微分作用素と対応することがその名 “oper”の由来
となっているようである. とはいえ, 例えば PGL2乍などは R. C. Gunningより [3]において扱われ
た（Riemann面上の）「射影構造」もしくは「固有束」なる概念に他ならない. このように乍はその
名が与えられるより以前から既に常に存在していた基本的実存であり, 歴史の長さゆえに多面的な表
情を持っている.
一方, 正標数の乍を扱う私たちの議論は, S. Mochizukiにより基礎付けられた p進 Teichmüller理

論に端を発する文脈に沿っているといえるだろう. 誤解を恐れず述べるならば, p進 Teichmüller理
論とは正標数体上定義された双曲的代数曲線の「然るべき PGL2乍（＝固有束）を用いた」p進持ち
上げに関する理論である. 他の文脈においても近年注目されつつあるが, それらの眼目はいずれにせ
よ, 「（乍を定義する）接続の p曲率の研究」に集約される. 後ほど紹介するが, 点付き安定曲線上の
休眠 PGL2 乍（＝休眠固有束）やそのコンパクトモジュライの構成は p進 Teichmüller理論の研究
なかで行われた.

補足 2. 上の補足 1で一言触れたので, 少しだけ「射影構造」について説明しておこう. Σを向き付
け可能で連結な種数 g > 1の位相的閉曲面とする. Σの射影構造とは, Σの座標近傍系 U := {(Uα ⊆
Σ, ϕα : Uα ↪→ C)}αであり, その座標変換が「一次分数変換」で表されるものの（然るべき自然な同
値関係による）同値類 [U]である. Σ上の射影構造 [U]のうち誘導する複素構造が種数 gのコンパク
ト Riemann面 X と同型になるとき, [U]は X 上の射影構造であると呼ぶことにしよう. X 上の射
影構造 [U]が一つ与えられたとき, Uを構成している座標変換関数は X の基本群の PGL2 表現を定
める. （Riemann-Hilbert対応を介して）この表現に対応する X 上の接続付き PGL2 主束がまさに
PGL2 乍となる. この構成により, X 上の射影構造全体の集合と X 上の PGL2 乍の同型類全体の集
合との間の一対一対応が得られる.

5あくまで個人的な感想です.
6“oper”は “operator（＝作用素）”に因んでいる（operator の語根）ため, 対応する漢字「作」の初文としての「乍」を

oper の和名とすることにした.
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4 コンパクトモジュライの構成
以上の流れから, （代数的）解を多く持つ微分方程式に対する興味から休眠乍の数え上げ問題へと

議論が繋がった（繋げたつもりである）. 「休眠乍の数え上げ幾何学」を展開するうえで欠かせない
登場人物こそ「休眠乍のモジュライ」に他ならない. 固定した代数曲線上の休眠乍を分類するモジュ
ライを考える（一般的な）文脈と異なり, p進 Teichmüller理論（補足 1を参照のこと）のそれにお
いては「代数曲線とその上の休眠乍の組を分類するモジュライ」を取り扱う. 下部代数曲線の変形や
退化にしたがって休眠乍がどのように振る舞うのかを理解することが重要だからである. 特にその観
点（および後ほど紹介するコホモロジー的場の理論を構成する点においても）から, 休眠乍を分類す
るモジュライを適切かつ自然にコンパクト化する必要に私たちは迫られる. 半単純代数群 Gが随伴
型の場合については, 既に [21]のなかでコンパクトモジュライの構成およびそのモジュライに関す
る様々な研究がなされた. Mg,r を (g, r)型の点付き安定曲線を分類するモジュライスタックとする
（良く知られているように, Mg,r は連結, 非特異, そして固有な k上の Deligne-Mumfordスタックに
より表現される）と, 当該モジュライはMg,r 上の有限スタックとして表現される. これは点付き安
定曲線が自然に備えている対数構造 (これにより下部代数曲線が非特異な場合においても対数的な意
味で非特異 (log smooth)な対象と見做すことができる) を用いて乍の概念を対数幾何的対象へと一
般化し, それらを分類することにより構成される. ところが Gが随伴型でない場合は, そのような構
成ではモジュライは適切にコンパクト化されない. このような困難を解消するために [23]のなかで
「点付き捻れ安定曲線上の休眠忠実捻れ G乍」なる対象を導入し, それらを分類するモジュライを考
えた. まずはじめに「点付き捻れ安定曲線」について復習したい（正確な定義および関連する議論に
ついては [23]を参照されたい）.

定義 3. （k上の）（平衡）捻れ曲線（(balanced) twisted curve）とは, 高々結節点のみを特異
点として持つ連結, 従順（tame）, そして k上固有な 1次元Deligne-Mumfordスタック Xであり, 次
の条件をみたすものである:

• |X|smをXの粗モジュライ |X|のなかの非特異部分からなる開部分概型とするとき, X×|X| |X|sm

(⊆ X)は Xの非特異部分と一致する.

• 自然な射影 coaX : X → |X|は |X|の或る稠密な開部分スタック上で同型となる.

• xを |X|にある結節点の一つとする. このとき, xの任意のエタール近傍 Spec(A) → |X|と任意
のエタール射

η : Spec(A) → Spec(k[s0, t0]/(s0t0 − u0)) (9)

（ただし, u0 ∈ k）に対して7, 引き戻しX×|X| Spec(A)は以下のような商スタックと同型となる:

[Spec(A[s1, t1]/(s1t1 − u1, s
l
1 − η∗(s0), tl1 − η∗(t0)))/µl], (10)

ただし, u1は kの元, lは kにおいて可逆な正整数, µlは 1の l冪根からなる群であり, µlの作
用は (s1, t1) 7→ (ζs1, ζ−1t1) (∀ζ ∈ µl)によって与えられる.

定義 4. （k上の）(g, r)型の点付き捻れ安定曲線とは次のようなデータである：

XF := (X, {σX,i : Si → X}r
i=1), (11)

ただし,

• Xは（k上の）捻れ曲線であり, 粗モジュライ |X|によって与えられる固有代数曲線の種数が g

となるもの,
7このようなエタール近傍とエタール射の組は各 x に対して少なくとも一つ（したがって沢山）存在する.
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• σX,i : Si → X (i ∈ I)は互いに交わらない Xの閉部分スタック,

であり,次の条件をみたす:

• 各 Im(σX,i)は Xの非特異部分に含まれる;

• 各Si は k上エタールなジャーブ（gerbe）;

• Xgen を Xの非特異部分から Im(σX,i) (i = 1, · · · , r)の和を取り除いて得られる Xの開部分ス
タックとすると, この Xgen は概型により表現される.

点付き捻れ安定曲線 XF := (X, {σX,i}i)が与えられたとき, X およびその下にある Spec(k)には（捻
れてない場合と同様に）自然な対数構造が入り, 結果として得られる対数スタック X log は対数的な
意味で Spec(k)log 上非特異なスタック的曲線となる.
次にこのように導入した点付き捻れ安定曲線の上で定義される（忠実）捻れ乍を定義しよう. その
ためにいくつか準備をしなければならない. Gを k上定義された連結な半単純代数群とし, T をGの
極大トーラス, B を T を含む Gの Borel部分群とする. t, b, gをそれぞれ T , B, Gの Lie環とし, T
の各指標 β : T → Gm に対して

gβ :=
{
x ∈ g

∣∣ ∀t ∈ T , ad(t)(x) = β(t) · x
}

(12)

とおこう. Γを B内の T に対する単純ルート全てからなる集合とすると, gには次の 2条件を満たす
ような一意的な降下フィルトレーション {gj}j∈Z が定まる：

• g0 = b, g0/g1 = t, g−1/g0 =
⊕

α∈Γ g−α;

• 任意の j1, j2 ∈ Zに対して [gj1 , gj2 ] ⊆ gj1+j2 .

Gの階数が pに対して十分大きいときには様々な不都合に直面してしまう. そのような事態を避ける
ためにも, 以下のような条件 (∗)G,p, (∗∗)G,p を考え, それらを適宜課す必要がある.

(∗)G,p : hを Gの Coxeter数とするとき, 不等式 p > 2hが成り立つ;

(∗∗)G,p : Gは An (2n < p− 2), Bl (4l < p), もしくは Cm (4m < p)型古典群と同型.

((∗∗)G,pは (∗)G,pより強い条件であることに注意されたい.) 差し当たって以下の議論では,条件 (∗)G,p

を仮定しよう.
さて, XF := (X, {σX,i}r

i=1) を (g, r) 型の点付き捻れ安定曲線とし, πB : EB → X を X 上の
B 主束とする. 自然な埋め込み B → G による構造群の変換を施すことにより, EB から G 主束
πG : EG (:= EB ×B G) → Xを得る. Xlog 上の対数構造を πB , πG を通して引き戻すことにより EB,
EGにそれぞれ対数構造を入れる（結果として得られる対数スタックをそれぞれ E log

B , E log
G とおく）.

順像 πG∗(TElog
G /klog)の G不変な切断からなる OX 加群 T̃Elog

G /klog := πG∗(TElog
G /klog)G にはフィルト

レーション {gj}j∈Z から誘導される降下フィルトレーション {T̃ j

Elog
G /klog}j≤−1 が自然に定まるが. こ

のときOX商加群 T̃ −1

Elog
G /klog/T̃ 0

Elog
G /klog は g−1/g0 =

⊕
α∈Γ g−αにしたがって直線束の有限直和へと分

解する:

T̃ −1

Elog
G /klog/T̃

0
Elog

G /klog =
⊕
α∈Γ

g−α
E . (13)

また, ∇E を EG 上の対数的接続とする. つまり∇E は, OX 線型射 TXlog/klog → T̃Elog
G /klog のうち, πG

を微分して得られる射影 T̃Elog
G /klog � TXlog/klog との合成が TXlog/klog 上の恒等写像になるものである.

定義 5. (i) XF 上の捻れ G乍は上のような組 E♠ = (EB ,∇E)のうち, 次の条件をみたすもので
ある:

6
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• ∇E(TXlog/klog) ⊆ T̃ −1

Elog
G /klog ,

• 各 α ∈ Γに対して, 次の合成射は同型である:

TXlog/Slog
∇E−−→ T̃ −1

Elog
G /klog � T̃ −1

Elog
G /klog/T̃

0
Elog

G /Slog � g−α
E , (14)

ただし, 最後の射は直和分解 (13)により得られる射影である.

(ii) 捻れG乍 E♠ := (EB,∇E)が忠実であるとは, T 主束 EB ×B T の分類射X → BT（ただし, BT
は T の分類スタックとする）が表現可能であるときをいう.

(iii) 休眠忠実捻れ G乍とは忠実捻れ G乍 E♠ := (EB,∇E)であり, ∇E の p曲率が零となるもので
ある.

上によって定義した点付き捻れ安定曲線上の休眠忠実捻れ G乍こそが私たちが扱いたい基本的対象
である. 簡単に確かめられるように, Gが随伴型のときは忠実捻れ G乍の下に敷かれた点付き捻れ
安定曲線は（忠実性により）実際は（捻れてない）点付き安定曲線であり, つまるところ忠実捻れG

乍なる概念は古典的な G乍と変わるところがない.
さてここで,

Op
Zzz...

G,g,r (15)

を (g, r)型の点付き捻れ安定曲線XF := (X, {σX,i}r
i=1)とその上の休眠忠実捻れG乍E♠の組 (XF, E♠)

を分類する 2圏8とする. 各 (XF, E♠)に対して XFの粗モジュライを割り当てることにより射 πg,r :
Op

Zzz...

G,g,r → Mg,r が定まる. [23]で証明した主定理のひとつは次の主張である:

定理 6 (cf. [23], Theorem A). (i) Op
Zzz...

G,g,r は仮想次元 3g − 3 + r の完全障害理論を持つ（特に,
仮想基本類 [Op

Zzz...

G,g,r]
virを持つ）空でない k上固有なDeligne-Mumfordスタックで表現される.

また, 射影 πg,r : Op
Zzz...

G,g,r → Mg,r は有限射となり, この射のそれへの制限が支配的になるよう
なOp

Zzz...

G,g,r の既約成分が少なくとも一つ存在する.

(ii) さらに条件 (∗∗)G,pを仮定する. このとき, Op
Zzz...

G,g,r はMg,r 上生成的エタールとなる（つまり,
Mg,r への射影が支配的になるOp

Zzz...

G,g,r の任意の既約成分は, その上でMg,r 上エタールになる
ような稠密な開部分スタックが存在する）.

したがってこの結果により, 休眠 G乍のモジュライの標準的といえるコンパクト化を得た. 繰り返
すが, Gが随伴型の場合はこのコンパクトモジュライは既に先行研究で得られているものと一致する
(cf. [21], Theorem C). 特に G = PGL2 の場合はさらに強い結果として, Op

Zzz...

G,g,r が非特異（かつ連
結）であることが S. Mochizukiによって示されている. 一般の場合にそのような強い結果が成り立
つのかまだ分かっていないが, 個人的にはあまり期待していない. しかし, （その替わりというべき
ものとして）Op

Zzz...

G,g,r の仮想基本類 [Op
Zzz...

G,g,r]
vir によって或る程度は適切に Op

Zzz...

G,g,r 上で交叉理論を
展開できる. 仮想基本類はGromov-Witten不変量やDonaldson-Thomas不変量といった変形不変量
の構成において重要な役割を持ち, このような数え上げ幾何においては重要な役割を担っていること
は言うまでもないだろう. 以下では, この仮想基本類 [Op

Zzz...

G,g,r]
vir を用いてコホモロジー的場の理論

を構成しよう.

5 コホモロジー的場の理論と休眠乍の数え上げ
コホモロジー的場の理論（以下, CohFT）はM. Kontsevichと Y. Maninによって導入された概念
(cf. [9])であり, 与えられたターゲット空間のGromov-Witten類がみたす分解性質を公理化したもの

8実際は, この 2 圏は圏と同値になる.
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である. 実際はGromov-Witten理論に由来するものだけではなく, Witten rスピン類や Fan-Jarvis-
Ruan-Witten (FJRW)理論に由来するものなどがある. いずれの場合も C上定義された代数曲線の
モジュライに対する C係数コホモロジー群によって与えられるが, ここでは Ql (=Ql の代数閉包, l
は pとは異なる素数)を係数とする（k上の）Mg,r に対する l進エタールコホモロジー群

H̃∗
ét(Mg,r,Ql) :=

∞⊕
i=0

Hi
ét(Mg,r,Ql(b i

2c)) (16)

に値を持つコホモロジー的場の理論を導入しよう. Φtree, Φloop, Φtailはそれぞれ以下のような, 点付
き代数曲線を標点に沿って張り合わせる操作によって定まる（いわゆる “clutching morphism”と呼
ばれる）射とする:

Φtree : Mg1,r1+1 ×k Mg2,r2+1 → Mg1+g2,r1+r2 , (17)

Φloop : Mg3,r3+2 → Mg3+1,r3 , (18)

Φtail : Mg4,r4+1 → Mg4,r4 (19)

（ただし, g1, · · · , g4, r1, · · · , r4はそれぞれ非負整数であり, 2gi − 1 + ri > 0 (i = 1, 2), 2g3 + r3 > 0,
および 2g4 − 2 + r4 > 0をみたす）.

定義 7. （l進）コホモロジー的場の理論（CohFT）とは, 次のようなデータのこととする:

Λ := (H, η,1, {Λg,r}g,r≥0,2g−2+r>0), (20)

ただし,

• Hは Ql 上の有限次元ベクトル空間（e := {e1, · · · , edim(H)}を基底とする）;

• η は非退化対称ペアリング H × H → Ql（η を基底 e に関して行列表示したものの逆行列を
(ηeaeb)a,b とする）;

• 1はHの元,

• 各 g, rに対して Λg,r は Ql 線型射H⊗r → H̃∗
ét(Mg,r,Ql)（H⊗0 := Ql）,

であり, 次の性質を満たす9:

• 各 Λg,rはH⊗rおよび H̃∗
ét(Mg,r,Ql)上にそれぞれ与えられる r次対称群Srの自然な作用10と

可換である;

• 任意の v1, v2 ∈ Hに対して, 次の等式が成り立つ:

η(v1, v2) =
∫

[M0,3]

Λ0,3(v1 ⊗ v2 ⊗ 1). (21)

• 任意の v1, · · · , vr1+r2 ∈ Hに対して次の等式が成り立つ:

Φ∗
tree(Λg1+g2,r1+r2(v1 ⊗ · · · ⊗ vr1+r2)) (22)

=
∑

e1,e2∈e

Λg1,r1+1(v1 ⊗ · · · ⊗ vr1 ⊗ e1)ηe1e2 ⊗ Λg2,r2+1(e2 ⊗ vr1+1 ⊗ · · · ⊗ vr1+r2),

ただし, Φ∗
tree は Φtree から誘導される以下のような射

H̃∗
ét(Mg1+g2,r1+r2 ,Ql) → H̃∗

ét(Mg1,r1+1,Ql) ⊗Ql
H̃∗

ét(Mg2,r2+1,Ql) (23)

とする.
9これらの性質は実際は基底 eの取り方に依らない.

10H⊗r への作用は各テンソル積成分の置換, eH∗
ét(Mg,r,Ql) に関してはMg,r 上の普遍代数曲線が持つ r 個の標点の置換

により誘導される作用のことを指している.

8
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• 任意の v1, · · · , vr3 ∈ Hに対して次の等式が成り立つ:

Φ∗
loop(Λg3+1,r3(v1 ⊗ · · · ⊗ vr3)) =

∑
e1,e2∈e

Λg3,r3+1(v1 ⊗ · · · ⊗ vr3 ⊗ e1 ⊗ e2)ηe1e2 , (24)

ただし, Φ∗
loop は Φloop から誘導される射 H̃∗

ét(Mg3+1,r3 ,Ql) → H̃∗
ét(Mg3,r3+2,Ql)とする.

• 任意の v1, · · · , vr4 ∈ Hに対して次の等式が成り立つ:

Φ∗
tail(Λg4,r4(v1 ⊗ · · · ⊗ vr4)) = Λg4,r4+1(v1 ⊗ · · · ⊗ vr4 ⊗ 1), (25)

ただし, Φ∗
tail は Φtail から誘導される射 H̃∗

ét(Mg4,r4 ,Ql) → H̃∗
ét(Mg4,r4+1,Ql)とする.

それでは次に休眠乍の CohFTを定義しよう. tのなかの Frobenius不変な正則元からなる有限閉部
分スキームを tFreg とする. W を (G,T )のWeyl群とすると, tの自然なW 作用を制限することによ
り tFreg へのW 作用が定まる. 結果として得られる商スキーム tFreg/W をGの中心 Z による自明作用
で割った商スタックを [(tFreg/W )/Z]としよう. さらに, Iµ([(tFreg/W )/Z])を [(tFreg/W )/Z]における
円分ジャーブのスタック (stack of cyclotomic gerbes)とする. これは Z の分類スタック BZ の有限
直和であることが分かる. つまり, 直和の添え字集合を∆G として, 次のように表される:

Iµ([(tFreg/W )/Z]) =
∐

ρρρ∈∆G

BZρρρ (26)

(ただし, BZρρρ := BZ). この添え字集合∆Gには特別な元があり, これを εεεと書くことにする. 各休眠
忠実捻れ G乍 E♠ := (EB,∇E)と下部捻れ安定曲線の標点 σi (i ∈ {1, · · · , r})に対して, E♠ の σi 上
のファイバーから（然るべき方法により）決まる境界不変量 ρρρi ∈ ∆G を, E♠ の σi での半径として
定義する. これは例えば C上の G = PGL2（つまり古典的な Teichmüller理論に対応する）の場合,
今しがた定義した半径とはまさに（PGL2乍から誘導される Riemann面上の距離構造による）標点
の周りの（通常の意味での）半径と対応すべきものになっている. 半径を与える割り当て E♠ 7→ ρE

♠

i

は, より精密には以下の図式にあるような（つまり幾何的なレベルで与えられる）射 eviから誘導さ
れるものである:

Op
Zzz...

G,g,r

πg,r−−−−→ Mg,r

evi

y
Iµ([(tFreg/W )/Z]).

(27)

次に, Iµ([(tFreg/W )/Z])の l進エタールコホモロジー群を考えよう:

V := H̃∗
ét(Iµ([(tFreg/W )/Z]),Ql). (28)

V は直和分解 (26)にしたがって直和分解する: V =
⊕

ρρρ∈∆G
Qleρρρ. ここで, 各 ρρρ ∈ ∆Gに対する eρρρは

直和因子における 1 ∈ H̃∗
ét(BZρρρ,Ql)とする. また, 2g − 2 + r > 0をみたす非負整数の組 (g, r)に対

して, Ql 線型射 Λ
Zz.

G,g,r を次のように定義する:

Λ
Zz.

G,g,r : V⊗r → H̃∗
ét(Mg,r,Ql) (29)

∈ ∈

r⊗
i=1

vi 7→

(
πhom

g,r∗

((
r∏

i=1

ev∗i (vi)

)
∩ cl([Op

Zzz...

G,g,r]
vir)

))�

ただし,

• πhom
g,r∗は射影πg,rに誘導される順像射 H̃BM

∗ (Op
Zzz...

G,g,r,Ql) → H̃BM
∗ (Mg,r,Ql)を表す（H̃BM

∗ (−,Ql)
は Borel-Mooreホモロジー群

⊕∞
i=0 H̃

BM
i (−,Ql)(−d i

2e)を表す）;

9
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• clはサイクル射 A∗(Op
Zzz...

G,g,r)Q → H̃BM
2∗ (Op

Zzz...

G,g,r,Ql)（A∗(Op
Zzz...

G,g,r)Q は Op
Zzz...

G,g,r の有理 Chow
群）を表す;

• (−)� は Poincaré双対同型 H̃BM
∗ (Mg,r,Ql)

∼→ H̃6g−6+2r−∗
ét (Mg,r,Ql)を表す.

また, η : V × V → Ql を「ρρρ1 = ρρρY
2 ∈ ∆G のとき η(eρρρ1 , eρρρ2) = 1

](Z) , ρρρ1 6= ρρρY
2 のとき η(eρρρ1 , eρρρ2) = 0」

によって定まる Ql 双線型ペアリングとする. このとき, 次の定理が成り立つ:

定理 8 (cf. [23], Theorem B). 条件 (∗∗)G,pを仮定する. このとき, 次のデータはコホモロジー的場
の理論となる:

Λ
Zz.

G := (V, η, eεεε, {Λ
Zz.

G,g,r}g,r≥0,2g−2+r>0) (30)

また, 付随して得られる Frobenius代数 (V, η)は半単純になる.

このように（本質的に）正標数固有の対象による CohFTの例は, 少なくとも筆者が知る限りではこ
れが初めてである. しかしながら, 下記の定理 9 (i), (ii)からも分かるように, C上の対象に由来する
他の CohFTとの関連性が見出されるのも興味深い. 他の CohFTと比較することにより様々なGに
おける休眠 G乍の CohFTや付随する Frobenius代数の構造などの理解が期待される. 例えば, SL2

Wess-Zumino-Witten模型のフージョン環の結合係数と比較することにより, 休眠 PGL2乍における
Frobenius代数の環構造を具体的に理解することが出来る （補足 10を参照のこと）.
ところで, この CohFTが指し示す量 Λ

Zz.

G,g,r(
⊗r

i=1 eρρρi)にははたしてどんな意味があるのだろうか.
実はこれらの値は全て H̃0

ét(Mg,r,Ql)に収まることが分かる（このようなデータは「2次元位相的量
子場の理論」と見做すことができる）. さらに, XF を (g, r)型の一般的な点付き（非特異）代数曲
線とするとき, 各 (ρρρi)r

i=1 ∈ ∆×r
G に対して次の等式が成り立つ:

Λ
Zz.

G,g,r(
r⊗

i=1

eρρρi) =
1

](Z)
· ]
{
XF 上の半径 (ρρρi)r

i=1 の休眠 G乍の同型類
}
. (31)

したがって, 目標として掲げた (7)を達成するため, つまり休眠乍の個数を具体的に求めるためには,
この左辺の（一見するとよくわからないような）不変量を求めればよいことになる. そしてこれは
CohFTのもつ分解性質を適用することにより, 小さい (g, r)（特に (g, r) = (0, 3)）に対する休眠乍
の個数（あるいは量 Λ

Zz.

G,g,r(
⊗r

i=1 eρρρi)）を調べることに帰着される. CohFTとはまさにこのような
数え上げ不変量を小さい (g, r)から大きいそれへと思い出す（復元する）ためのレシピのようなもの
といえる. では実際に私たちが今までに示すことが出来た「休眠乍の数え上げ」に関する明示的な結
果を紹介しよう11.

定理 9 (cf. [23], Corollary 6.3.1; [21], Theorem H; [22], Theorems A and B ; [4], Theorem 2.1).

(i) （休眠 PGL2 乍の数え上げ明示公式）自然な同一視 ∆PGL2 =
{
0, 1, · · · , p−3

2

}
のもとで, 各

(ni)r
i=1 ∈ ∆×r に対して次の等式が成り立つ:

Λ
Zz.

PGL2,g,r(
r⊗

i=1

eni) =
pg−1

22g−1

p−1∑
j=1

∏r
i=1 sin

(
(2ni+1)jπ

p

)
sin2g−2+r

(
jπ
p

) . (32)

(ii) （休眠 PGLn 乍の数え上げ明示公式）p > n · max{g − 1, 2}とする. このとき, 次の等式が成
り立つ:

Λ
Zz.

PGLn,g,0(1) =
p(n−1)(g−1)−1

n!
·

∑
(ζ1,··· ,ζn)∈C×n

ζ
p
i
=1, ζi 6=ζj(i 6=j)

(
∏n

i=1 ζi)
(n−1)(g−1)∏

i 6=j(ζi − ζj)g−1
. (33)

11定理 9 (iii), (iv) においては条件 (∗∗)G,p を満たしていないが, [21], § 4 における議論からこの場合にもコンパクトモ
ジュライや CohFT を同様に構成することができる.

10
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(iii) （休眠 PGLn乍と休眠 PGL(p−n)乍の間の双対性）1 < n < p− 1とする. このとき, 自然な全
単射 ι : ∆PGLn

∼→ ∆PGL(p−n) が存在し, このもとで各 (ρρρi)r
i=1 ∈ ∆×r

PGLn
に対して次の等式が成

り立つ:

Λ
Zz.

PGLn,g,r(
r⊗

i=1

eρρρi) = Λ
Zz.

PGL(p−n),g,r(
r⊗

i=1

eι(ρρρi)). (34)

(iv) （休眠 PGL(p−1) 乍の場合）∆PGL(p−1) = {•} （一点集合）であり, 次の等式が成り立つ:

Λ
Zz.

PGL(p−1),g,r(e
⊗r
• ) = 1. (35)

補足 10. 上の定理で述べた各結果について少し補足したい.
まず (i)については, （前に触れたように）休眠 PGL2 乍の CohFTに付随する Frobenius代数の

環構造と SL2 Wess-Zumino-Witten模型のフージョン環の結合係数とを比較することにより示され
る. （しかし, 幾何学的なレベルでの休眠 PGL2乍とWZW模型の共形ブロックとの対応は依然とし
て分かっていない.）そして少し面倒くさい計算を実行したのち, 前述の超幾何微分方程式を介した
数え上げの結果と整合することが確かめられる.
また (ii)については, 先ほど構成した休眠乍の CohFTを適用した結果ではないことに注意された

い. この明示公式を示すための鍵となっているのは、定理 6 (ii)で主張した Op
Zzz...

PGLn,g,0/Mg,0 の生
成的エタール性である. 実際, 固定された非特異代数曲線 X 上の休眠 PGLn 乍を分類するモジュラ
イは（X の Frobenius捻り X(1) 上の）然るべき相対 Grassmann多様体と同型であることが示され
る. 生成的エタール性によりそれは, W (k) (:=kのWitt環)上定義された代数曲線（つまりX(1)の
W (k)上への変形）上の然るべき「W (k)上平坦な」相対Grassmann多様体へと変形される. 従って
C上の相対Grassmann多様体のGromov-Witten不変量に関する既知の計算結果（Vafa-Intriligator
公式)を適用することで所望の明示的公式を得る.

(iii)で与えた等式は二つの CohFTが等価であることを主張するものである. より強い主張とし
て, 「休眠 PGLn乍のモジュライ」と「休眠 PGL(p−n)乍のモジュライ」の間の（幾何的なレベルで
の）双対性が示される. つまり, それらのモジュライの間の（ev1, · · · , evr と可換な）標準的な同型
Op

Zzz...

PGLn,g,r
∼→ Op

Zzz...

PGL(p−n),g,r が構成される. この結果と (i), (ii)を組み合わせることにより, 階数が
大きい場合における休眠 PGLn 乍の個数を明示的に数え上げることが出来る.

(iv)で主張していることは, 各代数曲線上に存在する休眠 PGL(p−1)乍は（同型類の違いを除いて）
唯一つである, ことである. 言い換えるならば, 休眠 PGL(p−1)乍の CohFTは自明な CohFTと同型
である.

6 Witten予想の類似
休眠乍の CohFT を適用してWitten予想（Witten-Kontsevichの定理）の類似について考えよう.

Witten予想 (cf. [25], [8], [6], [7], [12], and [16])は近年において発展目覚ましい代数曲線（また
はリーマン面）のモジュライの交叉理論における一つの標柱であり, 然るべき位相的重力理論と行列
模型が等価であることを主張するものである. このことから, 自明な CohFTの分配関数はKdV階層
のタウ関数となることが導かれ, モジュライ上の ψ類の交点数たちが無限個の連立方程式によって結
ばれることが分かる. ここで私たちが考えたい休眠 G乍の分配関数は次のようにして定義される関
数である:

Z
Zz.

G := exp

∑
g,r≥0

~2g−2

r!

∑
d1,··· ,dr≥0,

ρρρ1,··· ,ρρρr∈∆G

(∫
[Op

Zzz...
G,g,r ]vir

r∏
i=1

ev∗i (eρρρi)ψ̂
di
i

)
n∏

i=1

tdi, ρρρi

 (36)

= exp

∑
g,r≥0

~2g−2

r!

∑
d1,··· ,dr≥0,

ρρρ1,··· ,ρρρr∈∆G

(∫
[Mg,r]

Λ
Zz.

G,g,r(
r⊗

i=1

eρρρi)
r∏

i=1

ψdi
i

)
n∏

i=1

tdi, ρρρi


 , (37)

11
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ただし, ψ̂i及び ψi (i = 1, · · · , r)はそれぞれOp
Zzz...

G,g,r およびMg,r の第 i番目の ψ類を表す. [23]の
最後の主定理は以下のようなWitten予想の「休眠乍」類似である:

定理 11 (cf. [23], Theorem C). 条件 (∗∗)G,p を仮定し, lは g, r, pに関して十分大きいとする12.
各 n ≥ −1に対し, 次のような微分作用素を考えよう:

Ln := − (2n+ 3)!!
2n+1

∂

∂tn+1, εεε
+

∞∑
i=0

(2i+ 2n+ 1)!!
(2i− 1)!!2n+1

 ∑
ρρρ∈∆G

ti,ρρρ
∂

∂ti+n,ρρρ

 (38)

+
](Z)~2

2

n−1∑
i=0

(2i+ 1)!!(2n− 2i− 1)!!
2n+1

 ∑
ρρρ∈∆G

∂2

∂ti,ρρρ∂tn−1−i,ρρρY


+ �n,−1

~−2

2](Z)

 ∑
ρρρ∈∆G

t0, ρρρt0, ρρρY

+ �n,0
](∆G)

16
.

このとき, 任意の n ≥ −1に対して次の等式が成り立つ:

LnZ
Zz.

G = 0. (39)

7 終わりに
本稿では半単純代数群 Gに対する休眠 G乍の数え上げ幾何学に関する結果をいくつか紹介した.

最後のWitten予想の類似に関しては, 結果の意義や今後どのように話しが展開されるか（位相的漸
化式など）について少しは説明したほうが良かったかもしれない. しかし, そもそも筆者自身がその
周辺分野について十分に理解していないこともあり, あまり（間違ったことを書くよりかは）余計な
ことを書かないでおこうと遠慮させていただいた. また, 定理を主張する際に条件 (∗∗)G,p を仮定し
た箇所がいくつかあるが, これは (∗∗)G,p が成り立たない Gにおいて反例があったり, 本質的にうま
くいかない事態なのではなく, 現時点ではこのように条件を狭めた状況でしか示すことが出来ていな
い, という事情による. 今後, このように余計（?）な条件を取り除いて定理を示すことが必要だろう.
代数学シンポジウムでの講演で紹介したにもかかわらず本稿では扱わなかった話題について少し

だけ触れたい. 然るべき特別な乍としてMiura乍なる概念がある13. 例えば Riemann面上の PGL2

乍は（補足 2で言及したように）射影構造に対応する一方, Miura PGL2乍はいわゆるアフィン構造
と呼ばれるものと対応する (cf. [3]). [24]では, Miura PGL2乍と代数曲線上の丹後構造と呼ばれる
直線束とが一対一対応することを示し,　これにより（小平消滅定理の反例となるような）正標数の
病理的な代数多様体の高次元変形族を構成した.
この他にも, 完全退化曲線上の休眠 PGL2乍は組み合わせ論的対象（スピンネットワーク, 有理凸

多面体内にある格子点）と対応付けられることが知られており (cf. [10], [14], [19]), また, [19]で
は休眠 PGL2乍のモジュライに関する（C上の類似としての）シンプレクティック幾何的性質につい
て調べている. 定理 9 (i)の明示的公式も含めて, 休眠 PGL2 乍の理論やその他分野との関連性につ
いては, かなり視界が開けてきたといえるだろう. しかし一般の Gに対する休眠 G乍のモジュライ
はまだ（どのような観点においても）多くのことが分かっていないといえる. 今後こうした一般化を
含め, 「休眠 G乍の数え上げ幾何学」のさらなる発展を目指していく予定である.
最後に, 第 62回 代数学シンポジウムにて講演の機会を与えてくださったオーガナイザーの皆様に,
この場を借りてお礼申し上げたい. そして, 時間があまり割けないなかで本稿を書いたこともあり,
誤字・脱字や数学的間違いなどが散見されるかもしれないことを予めお詫び申し上げたい.

12cf. [23], Remark 6.2.3
13例えばMiura GLn 乍を ∇ = d

dx
−A　（ただし Aは n× n行列）として表すならば, Aは「対角成分より一段下のラ

インが全て可逆であり, それ以外は対角成分を除いて全て零である」ものによって定まるものである.
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p進簡約群の既約法 p表現の分類定理

阿部 紀行 ∗

1 はじめに
Gを群，C を代数閉体とする．

定義 1.1 Gの C ベクトル空間への線型な作用を表現という．つまり，Gの C 上の表現とは，C

ベクトル空間 V と準同型写像 π : G → GL(V )の組 (π, V )である．ただし，GL(V )は V の自己
線型同型からなる群である．

与えられた群 Gと C に対してその表現を理解するのが表現論の目的であり，特に既約表現を理
解することが表現論における中心的な問題となる．この問題は（当然ながら）群 Gと体 C（特に
その標数）に強く依存する．本稿では，Gが p進簡約群，C の標数が pである場合（この場合の表
現を法 p表現と呼ぶ）に既約表現の分類に関して知られている結果について述べる．
p 進簡約群の表現論は，主に整数論，特に Langlands 対応をその動機とする．大域 Langlands

対応は代数体の絶対 Galois 群の n 次元表現と GLn の保型表現との間に自然な対応が存在する
ことを主張する．また，その局所版である局所 Langlands 対応は，p 進体 F の絶対 Galois 群
Gal(F/F ) の n 次元表現と GLn(F ) の既約表現との間に自然な対応が存在することを主張する．
この局所 Langlands対応は様々な進展の上，最終的に Harris-Taylor [HT01]により解決がなされ
た．（Henniart [Hen00]や Scholze [Sch13]による別証明も存在する．）
以上の，特に局所 Langlands対応で考えている表現は，C上またはQℓ（ℓは pと異なる素数）上
のものである．今世紀に入ってしばらくしてから，これらの係数を Fp または Qp

*1にしようという
考え方が，p進保型形式の理論などを動機として起こってきた．これにより Fp 上の Langlands対
応（法 p Langlands対応）や Qp 上の Langlands対応（p進 Langlands対応）の考え方が生み出さ
れ，n = 2，F = Qp においては満足のいく理論が存在する [Col10, Paš13, CDP14]．一般の nや
F に対する p進/法 p Langlands対応を考えることは自然でありやはり重要な意味を持つと考えら
れるが，様々な障害が存在することがわかっており，完成までは時間がかかりそうである [Bre10]．

∗ 北海道大学 大学院理学研究院，abenori@math.sci.hokudai.ac.jp

*1 Qp の標数は Cや Qℓ と同様 0であるため，代数的なものを考えている限り表現論は似たような振る舞いをする．し
かし Gal(F/F )や GLn(F )は自然な位相を持つ位相群であり，また Langlands対応などで考える表現は連続な表
現である．このように連続な表現を考える場合，係数が C や Qℓ の場合と，Qp の場合では大きく表現論が異なる．
例えば，Qp 上の表現は，Cや Qℓ 上の表現よりも遙かに多い．
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いずれにせよ，そのような一般化を目指す上で，本稿で述べるような法 p表現論は重要な役割を果
たすはずである．
一方で，Langlands 対応は GLn のみならず一般の連結簡約群に対しても考えることができる．
また異なる群の間の Langlands対応の関係（Langlands関手性）を考えることもでき，この考え
方は GLn の Langlands対応を示す際にも有効活用される．このように一般の連結簡約群に対する
Langlands 対応は，単なる一般化以上の意味を持つ．そのような事情に基づき，法 p 表現論でも
GLn のみでなく一般の連結簡約群を考えることにする．

注意
表現は定義 1.1にあるように正しくは組 (π, V )であるが，しばしば π や V のどちらかは略され
る．つまり v ∈ V の代わりに v ∈ π と書いたり，π(g)v の代わりに gv（g ∈ G，v ∈ V）と書いた
りする．本稿でもこのような省略を断らずに使う．

2 放物型誘導表現
以下 F を剰余標数が pの非アルキメデス的局所体，つまり Qp の有限次拡大か Fq((t))（q は p

の冪で，Fq は位数 q の有限体）とし，Gを F 上の連結簡約代数群とする．例えば G = GLn がそ
の例である．G の F 有理点のなす群 G(F ) も同じ記号 G で書く．これは位相群になる．また C

を標数 pの代数閉体とする．

定義 2.1 π を Gの表現とする．

(1) 任意の v ∈ π に対して v の固定部分群 StabG(v) = {g ∈ G | π(g)v = v}が G内で開とな
るとき π はスムーズであるという．これは π に離散位相を入れたとき G× π → π が連続に
なることと同値である．

(2) スムーズ表現 π が許容表現であるとは，任意の開部分群 H ⊂ G に対してその固定部分
πH = {v ∈ π | π(h)v = v (h ∈ H)}が有限次元となることである．

スムーズであることはこの場合における自然な連続の概念である．許容表現は有限性に関する条
件が課された表現であり，この有限性を使うことで様々な議論が可能になる．応用上出てくる表現
は許容表現であるので，この表現に限定しても障害にはならない．以下では許容表現に関する分類
について述べる．
一般に Gの表現 π に対して，

πsm = {v ∈ π | StabG(v)は開 }

とおくと πsm は π の部分表現となり，定義から Gのスムーズ表現を与える．π がスムーズである
ことは，π = πsm と同値である．以下，単に表現と言えばスムーズ表現を指すこととする．
さて，既約表現の分類を試みるならばまずは表現を構成する必要がある．多くの場合と同様，こ
の場合も誘導により部分群の表現から G の表現を構成することができる．H ⊂ G を閉部分群と
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し，σ を H の表現としたとき，誘導表現 IndG
H σ を

IndG
H(σ) = {f : G→ σ | f(hx) = σ(h)f(x) (x ∈ G,h ∈ H)}sm

と定める．ただし g ∈ G の作用は (gf)(x) = f(xg) で与えられる．この表現は次の Frobenius

相互律を満たす．

命題 2.2（Frobenius相互律） σ を H の表現，π を Gの表現とすると，

HomG(π, IndG
H(σ)) ≃ HomH(π, σ)

が成り立つ．同型写像は HomG(π, IndG
H(σ)) ∋ φ 7→ (v 7→ φ(v)(1)) ∈ HomH(π, σ)により与えら

れる．

注意 2.3 相互律から Indは制限関手 π 7→ π|H の右随伴関手である．制限関手の右随伴関手は有
限群の表現論の文脈では coinductionと呼ばれることがある．有限群の表現論の文脈における誘導
とは制限関手の左随伴関手のことである．なお，p進群の表現に対しても H や C が特別な条件を
満たすときは左随伴関手が存在し，その構成法からコンパクト誘導と呼ばれ，しばしば c-Indと書
かれる（節 4を参照）．ここでの cは Compactの cであり，Coinductionの cではない．

例えば σ = 1 = 1H が自明表現の時を考えよう．つまり σ = C かつ σ(h) = id (h ∈ H) とす
る．このとき f ∈ IndG

H(1H)は f(hx) = f(x) (x ∈ G,h ∈ H)を満たす G上の関数であり，従っ
てH\G上の関数と見なすことができる．つまり，この場合 IndG

H(1H)はH\G上のスムーズな関
数*2のなすベクトル空間である．一般の場合も IndG

H(σ)は H\G上のある G不変ベクトル束のス
ムーズな切断のなすベクトル空間であると見なせる．特にH が大きくなると（H\Gが小さくなる
ため）IndG

H(σ)も小さくなる．
さて，H をうまく選び Gのよい表現を構成したい．このH の選び方には次のようなジレンマが
ある．

• H を小さくとると IndG
H(σ)が大きくなり既約表現から離れた表現ができてしまう．

• H を大きくとると H の表現論の解析が難しくなり，σ をとるのが難しくなる．

簡約群に対しては放物型部分群がこのジレンマを解決する．

例 2.4 G = GLn の放物型部分群とは，次のような形の部分群 P と共役な部分群のことである．

*2 sm に属する関数．
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ただし n1 + n2 + · · ·+ nr = n．

P =



n1︷︸︸︷ n2︷︸︸︷ · · · nr︷︸︸︷
n1

{
∗ ∗ · · · ∗

n2

{
0 ∗ · · · ∗

... 0 0
. . . ∗

nr

{
0 0 · · · ∗


.

P の部分群M,N を

M =


∗ 0 · · · 0
0 ∗ · · · 0

0 0
. . . 0

0 0 · · · ∗

 , N =


1 ∗ · · · ∗
0 1 · · · ∗

0 0
. . . ∗

0 0 · · · 1


と定めると N ⊂ P は正規部分群であり，P ≃M ⋉N となる．

一般の簡約群に対しても，放物型部分群 P の概念が定義され，P = M ⋉ N と部分群の積に
分解され，M はより小さな簡約群となる．M を P の Levi 部分群，N を P の冪端根基といい，
P = M ⋉N を Levi分解という．この部分群は以下のようにして先ほどのジレンマを解決する．

• P は「大きい」．例えば G/P はコンパクトである．
• M は G より小さい簡約群である．従って dimG に関する帰納法により，M の表現論は
すべてわかっていると仮定して良い．一方，P の表現の中で N 上自明なものを考えると，
P/N ≃M よりこれは簡約群M の表現を考えることと同等である．

このことを踏まえて，次のように定義する．

定義 2.5 M の表現 σ に対して，P の表現を P → P/N ≃ M
σ−→ GL(σ)と定め，同じ記号 σ で

書く．これに対する誘導表現 IndG
P (σ)を放物型誘導表現という．

注意 2.6 σ が許容表現ならば IndG
P (σ)も許容表現になることが示される．

この構成によりすべての表現が得られれば事情は簡単であるのだが，残念ながらそうは行かな
い．得られない表現に名前をつけておくことにする．

定義 2.7 Gの既約許容表現 π が超尖点であるとは，任意の放物型部分群 P = M ⋉N ⊊ Gと任
意のM の既約許容表現 σ に対して，π が IndG

P (σ)の部分商に現れないことである．

これらの概念に基づき，既約表現の分類を次の二段階に分割できる．

(1) 既約超尖点表現を分類する．
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(2) Gの放物型部分群 P = M ⋉N とM の超尖点表現 σ に対して，IndG
P (σ)の既約部分商を

分類することで，既約表現の分類を既約超尖点表現の分類に帰着させる．

現在のところ (2)はほぼ完全に解決されているが，(1)は殆ど理解されていない．本稿の残りで
は，この現状についてより詳しく解説を行う．

3 放物型誘導表現の構造
放物型誘導表現の構造を記述するという問題は，様々な場合における研究を経て [AHHV17]に
おいて完全解決された．この節ではその主定理を述べよう．P = M ⋉N を放物型部分群とし，σ

をM の既約超尖点表現とする．次の例を念頭においていただきたい．

例 3.1 σ = 1M が自明表現の時を考える．このとき IndG
P (1M ) = IndG

P (1P )は P\G上のスムー
ズな関数全体であり，{定数関数 }はその部分表現を定めるため，P ̸= Gならば既約ではない．よ
り一般に，P を含む部分群 Q（これは自動的に放物型部分群になる）に対して，

IndG
Q(1Q) ⊂ IndG

P (1P )

となる．これを踏まえて，

StP = IndG
P (1P )/

∑
P⊊Q

IndG
Q(1Q)


と定める．StP を Steinberg表現という．Große-Klönne [GK14]および Ly [Ly15]により，StP

は既約であることが知られている．このことから，{StQ | Q ⊃ P}が IndG
P (1)の既約成分を与え

ることがわかる．

同様のことを一般の σ に対して考えるために，P (σ) を P を含む σ が P (σ) まで伸びるよう
な最大の放物型部分群とする．このような P (σ) は存在し，また σ の P (σ) への拡張は一意であ
ることが示される [AHHV17, II.7. Corollary 1]．σ の P (σ) への拡張を eP (σ)(σ) と書く．Q を
P ⊂ Q ⊂ P (σ)を満たす部分群とし，eQ(σ) = eP (σ)(σ)|Q とおく．これは P の表現 σ の Qへの
拡張であり，そのような拡張はやはり一意的である．P ⊂ Q ⊂ Q1 ⊂ P (σ)なるとき Indの定義か
ら IndG

Q1
(eQ1

(σ)) ⊂ IndG
Q(eQ(σ))が成り立つことがわかる．これを踏まえて，

I(P, σ,Q) = IndG
Q(eQ(σ))/

 ∑
Q⊊Q1⊂P (σ)

IndG
Q1

(eQ1(σ))


とおく．σ = 1の時は I(P,1, Q) = StQ となる．以下の定理が既約表現の分類におけるステップ
(2)の答えを与える．
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定理 3.2（[AHHV17]） I(P, σ,Q)は既約であり，IndG
P (σ)の既約成分は {I(P, σ,Q) | P ⊂ Q ⊂

P (σ)}で与えられ，その重複度はすべて 1である．また (P, σ,Q) 7→ I(P, σ,Q)は全単射

{(P, σ,Q) | (P, σ,Q)は上の通り }/∼ ≃ {Gの既約許容表現の同型類 }

を与える．ただしここで同値関係 ∼は次のように定義される：

• P ′ = gPg−1，Q′ = gQg−1．
• P ′ の二つの表現 σ′ と p 7→ σ(g−1pg) (p ∈ P ′)は同型．

の二つを満たす g ∈ Gが存在する時に (P, σ,Q) ∼ (P ′, σ′, Q′)である．

このように，例 3.1のような単純な理由によってのみ放物型誘導表現は既約でなくなる．この定
理は，G = GL2 の場合に Barthel-Livné [BL95, BL94]により初めて示された．その後 [Her11a]

（GLn），[Abe13]（分裂型），[Ly]（GLn(D) (n ≤ 3)，D は F 上の中心斜体）などの研究を経て
[AHHV17]にて上記の形で完全解決された．

注意 3.3 C = C ではこの定理は成立しない．たとえば，G = GL2，P を上三角元からな
る部分群（例 2.4 において n = 2, n1 = n2 = 1 の場合），M を対角行列からなる部分群と
する．t ∈ F× に対してその正規化された付値を v とし，|t| = q−v とおく．σ : M → C× を
σ(diag(t1, t2)) = |t1||t2|−1 と定めると，ω ∈ IndG

P (σ)に対してその積分値
∫
ω ∈ Cが定義され，∫

: IndG
p (σ)→ Cは G準同型写像を与える．従って Ker(

∫
)は IndG

P (σ)の非自明な部分表現とな
るため，IndG

P (σ)は既約ではない．一方 P (σ) = P である．

定理 3.2の系として以下を得る．

系 3.4 P = M ⋉N を放物型部分群，σ をM の既約許容表現とする．このとき IndG
P (σ)は長さ

有限である．

P (σ)は次のようにルート系によって具体的に記述することができる．S ⊂ Gを極大分裂トーラ
スとし，Σを (G,S)に関するルート系とする．正ルート系 Σ+ ⊂ Σを一つ固定し，単純ルートか
らなる集合を ∆とする．Σ+ から定まる極小放物型部分群を B，その冪単部分群を U とし，また
Z を S の G における中心化群とする．Z は B の Levi 部分群である．B を含む放物型部分群は
∆ の部分集合と一対一に対応する．放物型部分群 P に対応する ∆ の部分集合を ∆P と書く．各
α ∈ ∆に対して，{α}に対応する放物型部分群を Pα = Mα ⋉Nα とし，M ′

α を U ∩Mα を含む最
小のMα の正規部分群とする．このとき，P (σ)に対応する∆の部分集合 ∆P (σ) は

∆P (σ) = {α ∈ ∆ |M ′
α ∩ Z は σ に自明に作用する } ∪∆P

により与えられる．
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4 超特異表現
すでに述べた通り，簡約群の表現論において放物型部分群が重要な役割を果たす．もう一つ重要
な役割を果たす部分群がコンパクト部分群である．一般にコンパクト群の表現論は比較的調べやす
く，Gの表現 π をコンパクト群に制限することで π を調べることができる．
K を Gのコンパクトかつ開な部分群とする*3．もし C の標数が 0ならば，コンパクト群の表現
は完全可約となり，従って π の K への制限は既約表現への分解 π ≃

⊕
V V mV を持つ．（V は K

の既約表現全体を走る．）また Schurの補題から mV = dim HomK(V, π)であり，従って π|K は
HomK(V, π)から決まる．つまり，π|K を調べることは，各 V に対して HomK(V, π)を調べるこ
とと等価となる．
これをまねて，C の標数が pである場合にも，K の既約表現 V に対して HomK(V, π)を考えよ
う．この空間は次のようにして，Hecke環と呼ばれる環上の加群となる．V を K の既約表現とす
る．G上の関数 f に対して supp(f)を f の台とし，

c-IndG
K(V ) = {f ∈ IndG

K(V ) | supp(f)はコンパクト }

とおく．これは IndG
K(V )の部分表現であり，コンパクト誘導表現と呼ばれる．

注意 4.1 IndG
K(V )の定義から，supp(f)は左K 不変であることがわかる．また，K が開なこと

から，supp(f)がコンパクトならばK\ supp(f)は有限集合となる．逆にK\ supp(f)が有限なら
ば K のコンパクト性から supp(f)はコンパクトとなる．よって c-IndG

K(V )における supp(f)の
条件は「K\ supp(f)が有限である」と書き換えても良い．

次の命題も Frobenius相互律と呼ばれる．

命題 4.2 V をK の表現，π を Gの表現とすると，

HomG(c-IndG
K(V ), π) ≃ HomK(V, π)

が成り立つ．

同型写像は次のように与えられる．v ∈ V に対して，fv ∈ c-IndG
K(V )を

fv(x) =

{
xv (x ∈ K),

0 (x /∈ K)

と定めると，v 7→ fv はK 準同型 V → c-IndG
K(V )を与える．このとき，HomG(c-IndG

K(V ), π) ∋
φ 7→ (v 7→ φ(fv)) ∈ HomK(V, π)が命題 4.2の同型写像を与える．

*3 G はこのような部分群を豊富に持つ．例えば，その単位元の基本近傍系としてコンパクトかつ開な部分群をとるこ
とができる．

7



ここで，HK(G,V ) = EndG(c-IndG
K(V ))とおこう．するとGの表現 πに対してHomK(V, π) ≃

HomG(c-IndG
K(V ), π) は右 HK(G,V ) 加群となる．環 HK(G,V ) を Hecke 環という．この

Hecke環を通じて空間 HomK(V, π)を調べる．
特に重要な場合が，K がスペシャルコンパクト群と呼ばれる場合である．例えば G = GLn の場
合は，O を F の整数環（F = Qp の場合は O = Zp，F = Fq((t))の場合は O = Fq[[t]]）とする
と，K = GLn(O)ととれる．さらに，放物型部分群 P = M ⋉N に対して K を「良い位置」に
とっておけば，

• G = PK（岩澤分解）
• P ∩K = (M ∩K) ⋉ (N ∩K)

が成り立つ．このことから，σ をM の表現とすると，制限写像 f 7→ f |K により

IndG
P (σ)|K ≃ IndK

P∩K(σ|M∩K)

が成り立つことが容易にわかる．このことと Frobenius相互律を使うと，次の同型の連鎖を得る：

HomG(c-IndG
K(V ), IndG

P (σ)) ≃ HomK(V, IndG
P (σ)) ≃ HomK(V, IndK

P∩K(σ)) ≃ HomP∩K(V, σ).

さらに P ∩ K = (M ∩ K) ⋉ (N ∩ K) であり，また N ∩ K は σ に自明に作用することから，
P ∩K 準同型 V → σ は常に (N ∩K)余不変部分*4への射影 V → VN∩K を経由する．つまり同
型 HomP∩K(V, σ) ≃ HomM∩K(VN∩K , σ)を得る．さらに同型を続けて

HomP∩K(V, σ) ≃ HomM∩K(VN∩K , σ) ≃ HomM (c-IndM
M∩K(VN∩K), σ)

を得る．まとめると，

HomG(c-IndG
K(V ), IndG

P (σ)) ≃ HomM (c-IndM
M∩K(VN∩K), σ)

となる．
ところで米田の補題により，

EndFunctor(HomG(c-IndG
K(V ), · )) ≃ EndG(c-IndG

K(V )) = HK(G,V )

である．この引数に IndG
P (σ)という特別な形の表現を入れることを考えれば，準同型写像

EndFunctor(HomG(c-IndG
K(V ), · ))→ EndFunctor(HomG(c-IndG

K(V ), IndG
P ( · )))

を得るが，上で得た同型とまた米田の補題を使うことで

EndFunctor(HomG(c-IndG
K(V ), IndG

P ( · ))) ≃ EndFunctor(HomM (c-IndM
M∩K(VN∩K), · ))

≃ EndM (c-IndM
M∩K(VN∩K)) = HM∩K(M,VN∩K)

*4 V を {nv − v | n ∈ N ∩K, v ∈ V }の生成する部分空間で割ったもの．N ∩K が自明に作用する最大の商である．
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であるので，まとめて準同型写像

SGM : HK(G,V )→ HM∩K(M,VN∩K)

を得る*5．これを（法 p）佐武変換と呼ぶ．Q = L⋉U を P を含む放物型部分群であって，M ⊂ L

となるものとすると，推移律 SGM = SLM ◦ SGL が成り立つ．P が極小なとき，HM∩K(M,VN∩K)

は可換にかなり近い環となる．これと上の佐武変換を使うことにより，HK(G,V )の構造を特定す
ることができる．

注意 4.3 古典的な理論により VN∩K はM ∩K の既約表現となることが知られている．

一般にHK(G,V )の中心をZK(G,V )と書く．以下の定理がHK(G,V )の構造を明らかにする．

定理 4.4（法 p佐武同型 [Her11b, HV15]） 次が成り立つ．

• SGM は単射であり，その像を具体的に記述できる．
• SGM (ZK(G,V )) ⊂ ZM∩K(M,VN∩K)．
• ある τ = τM ∈ ZK(G,V )が存在し，SGM は同型HK(G,V )[τ−1]

∼−→ HM∩K(M,VN∩K)お
よび ZK(G,V )[τ−1]

∼−→ ZM∩K(M,VN∩K)を導く．

例 4.5 G = GLn とし，P を極小放物型部分群，つまり上半三角行列全体のなす部分群とする．
P = M ⋉ N と分解すると，M は対角行列全体のなす群（特に可換群）である．また VN∩K は
M ∩K の既約表現であるので，一次元表現である．簡単のため，VN∩K が自明であると仮定しよ
う．このとき c-IndM

M∩K(VN∩K)はM/(M ∩K) ≃ (F×/O×)n 上の有限台を持つ関数のなす空間
となる（注意 4.1）．t ∈ (F×/O×)n を f ∈ c-IndM

M∩K(VN∩K)に作用させよう．f は (F×/O×)n

上の関数と見なせるため，x ∈ (F×/O×)n に対して (tf)(x) = f(tx)と定めることができる．これ
により群環 C[(F×/O×)n]から EndM (c-IndM

M∩K(VN∩K)) = HM∩K(M,VN∩K)への準同型写像
が定まるが，これが同型となる．(F×/O×)n ≃ Zn であるから，

HM∩K(M,VN∩K) ≃ C[Zn] ≃ C[S±1
1 , . . . , S±1

n ]

を得る．ただし，Si は不定元であり，i番目のみが 1で他が 0である Zn の元に対応する．（このよ
うな簡単な記述が得られるのは，M/(M ∩K)が群構造を持っていること，つまりM ∩K がM

の正規部分群であることによる．）Ti = S1 · · ·Si とおくと，C[S±1
1 , . . . , S±1

n ] = C[T±1
1 , . . . , T±1

n ]

が容易にわかる．この記述において，SGM の像は C[T1, . . . , Tn−1, T
±1
n ]で与えられる．この場合は

Hecke環 HK(G,V )は可換であり，従って ZK(G,V ) = HK(G,V )である．定理 4.4の τ として
は T1 · · ·Tn−1 がとれる．

さて，G の表現 π に戻ろう．V を K の既約表現とすると，HomK(V, π) は右 HK(G,V ) 加
群になる．さらに π が許容であると仮定すると，HomK(V, π) は有限次元となる*6．従って，

*5 SGM はM だけでなく P の取り方に依存する．
*6 K の開部分群K0 で V に自明に作用するものが存在することを使えば，許容表現の定義から従う．
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HomK(V, π) は ZK(G,V ) の一般固有空間へと分解される．ここに現れる固有値を佐武パラメー
タまたは Hecke 固有値という．K に関して良い位置にある極小放物型部分群 B を固定し，
B = Z ⋉ U と分解する．ただし Z ⊂ B は Levi部分群，U ⊂ B は冪端根基である．

定義 4.6 π を Gの許容表現とする．

(1) C 代数の準同型 χ : ZK(G,V ) → C が超特異であるとは，任意の B ⊂ P = M ⋉ N ⊊
G, Z ⊂M なる放物型部分群 P に対して，χが SGM を経由しないことである．

(2) π が超特異*7であるとは，任意のK の既約表現 V に対して，ZK(G,V )の HomK(V, π)に
おける固有値 χ（つまり，ある 0 ̸= φ ∈ HomK(V, π)が存在して任意の T ∈ ZK(G,V )に
対して φT = χ(T )φとなるような χ : ZK(G,V )→ C）が常に超特異となることである．

例 4.7 例 4.5 において，χ : ZK(G,V ) → C は (χ(T1), . . . , χ(Tn−1), χ(Tn)) ∈ Cn−1 × C×

により定まる．このとき，χ が SGM（M は例 4.5 と同様）を経由するための必要十分条件は
χ(T1), . . . , χ(Tn−1)がすべて 0でないことである．また χが超特異であるための必要十分条件は
χ(T1), . . . , χ(Tn−1)がすべて 0となることである．

次が成り立つ．

定理 4.8（[AHHV17, I.5. Theorem 5]） 既約許容表現 π が超特異であることと超尖点である
ことは同値である．

注意 4.9 実際には，定理 3.2および 4.8は次の手順で示される．

(1) まず定理 3.2内の「超尖点」をすべて「超特異」に変えた定理を示す．
(2) その結果（特に既約表現の分類定理）により定理 4.8が従う．
(3) よって定理 3.2が成立する．

分類定理の帰結として，次も従う．

定理 4.10 既約許容表現 π に対して，次は同値である．

(1) π は超特異．
(2) あるK の既約表現 V に対して，ZG(K,V )の HomK(V, π)における超特異な固有値が存在
する．

*7 より正確には，(K,B,Z)に関して超特異であると言うべきである．後述の定理 4.8から，この概念は (K,B,Z)に
よらない．
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5 既約超特異表現の分類
定理 3.2により，既約許容表現の分類は既約超尖点表現，または定理 4.8から既約超特異表現の
分類に帰着される．しかし，現段階では既約超特異表現は殆ど理解されていない．それに関する現
状を本節で述べる．
超特異表現に関する一つの注意から始める．π を既約超特異表現とし，V ⊂ π を π の部分既約

K 表現とする．また φ : V ↪→ π は ZK(G,V ) に関する固有ベクトルであると仮定し，その固有
値を χ とする．超特異表現の定義から χ は超特異となる．φ に Frobenius 相互律を適用すると，
c-IndG

K(V )→ π を得るが，φが固有値 χの固有ベクトルであることから，この準同型写像は

χ⊗ZK(G,V ) c-IndG
K(V )→ π

を引き起こし，πの既約性から全射になる．（ZK(G,V )の定義から c-IndG
K(V )は左ZK(G,V )加群

であることに注意する．）逆にこのような全射があれば，c-IndG
K(V )→ χ⊗ZK(G,V )c-IndG

K(V )→ π

に Frobenius相互律で対応する V → π は固有値 χの固有ベクトルとなる．以上から，既約許容表
現 πが超特異であることは，あるK の既約表現 V と超特異指標 χに対して χ⊗ZK(G,V )c-IndG

K(V )

の商となることと同値である．
さて，既約超特異表現の分類に関する現状について述べる．以下 G = GL2(F )とする．いくつ
か記号を用意しよう．K = GL2(O)（O は F の整数環）とし，

P =

{(
a b
0 c

) ∣∣∣∣ a, c ∈ F×, b ∈ F

}
, M =

{(
a 0
0 c

) ∣∣∣∣ a, c ∈ F×
}
, N =

{(
1 b
0 1

) ∣∣∣∣ b ∈ F

}
とおく．P = M ⋉N は Gの極小放物型部分群である．κを F の剰余体とし，q = #κr ∈ Zとお
く．0 ≤ r ≤ q− 1なる整数 rに対して，GL2(C)は C2 の r次対称積 Symr(C2)に自然に作用し，
唯一の部分既約表現 Vr を持つ．具体的には，r の p進表示を r =

∑f−1
i=0 rip

i（q = pf）とし，ま
た変数をとって Symr(C2) = CXr ⊕ CXr−1Y ⊕ · · · ⊕ CY r と書いておくと，

Vr =

∑
ki≤ri

akX
kY r−k | ak ∈ C


となる．（ただし ki ≥ 0，k =

∑f−1
i=0 kip

i．）κ ↪→ C を固定すると，K = GL2(O) → GL2(κ) →
GL2(C)を得る．これにより Vr はK の既約表現となる．さらに 0 ≤ a− b ≤ q − 1を満たす整数
の組 (a, b)に対して Va,b = Va−b ⊗ detb とおく．すると Va,b は K の既約表現を与え，また K の
既約表現はこれで尽くされることが知られている．Va,b と Va′,b′ が同型であるための必要十分条件
は，(a− a′, b− b′) ∈ (q − 1)Z(1, 1)となることである．
O の極大イデアルの生成元 ϖ を固定すると，例 4.5 と同様に，Hecke 環 HK(G,Va,b) は

C[T1, T
±1
2 ] と同型になる．（一般には同型は ϖ の取り方に依存する．）λ ∈ C× に対して

χλ : HK(G,V ) → C を χλ(T1) = 0，χλ(T2) = λ で定める．HK(G,Va,b) の超特異指標はこ
れらで尽くされる．
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F = Qp の場合には Breuilにより既約超特異表現は分類されている．

定理 5.1（Breuil [Bre03]） F = Qp とする．このとき χλ ⊗HK(G,Va,b) c-IndG
K(Va,b) は既約許

容表現であり，よって全ての既約許容超特異表現を尽くす．また χλ ⊗HK(G,Va,b) c-IndG
K(Va,b) ≃

χλ ⊗HK(G,Vp−1+b,ac) c-IndG
K(Vp−1+b,a)であり，同型はこれのみである．

注意 5.2 χλ ⊗HK(G,Va,b) c-IndG
K(Va,b)には diag(ϖ,ϖ)が λ倍で作用する．

なお Barthel-Livnéおよび Breuilは許容表現とは限らない表現も対象に扱っている．分類結果
およびそれを用いた Berger [Ber12]の議論から，次が成立する．（C = Cの場合には任意の Gに
対してこの事実が成立する．C の標数が p である場合にこの事実が一般に成立することを期待し
てよいかは筆者にはわからない．）

系 5.3 G = GL2(Qp)の既約法 p表現はすべて許容表現である．

以上（またはこの場合と本質的に同等な場合）が理解されている全ての場合である．F ̸= Qp の
場合の現状を述べよう．まず Breuilの分類が壊滅的に破壊されることを述べる．

命題 5.4（[Mor12, Theorem 1.3]） F が Qp の不分岐拡大であるとする*8．a− b ̸= 0, q − 1と
すると，ある K の既約表現 V と埋め込み c-IndG

K(V ) ↪→ χλ ⊗HK(G,Va,b) c-IndK(Va,b)が存在す
る．特に（c-IndG

K(V )がそうであるので）χλ ⊗HK(G,Va,b) c-IndG
K(Va,b)は許容表現ではなく，ま

た無限の長さを持つ．

つまり，F = Qp の場合と異なり χλ ⊗HK(G,Va,b) c-IndG
K(Va,b)は既約許容表現からかけ離れた

ものになっている．次の定理は，そもそも GL2(Qp)の場合よりも多くの既約超特異表現が存在す
ることを示している．定理 5.1とその後の注意から，diag(ϖ,ϖ)の作用を固定すると GL2(Qp)の
既約超特異表現は有限個であることに注意しよう．

命題 5.5（[BP12, Proposition 10.2]） F を Qp の二次拡大とする．このとき，diag(ϖ,ϖ)が
自明に作用する Gの既約超特異表現が無限個存在する．より詳しく，任意の n ∈ Z>0 に対して，
dim HomK(Vp2−p,p−1, π) = nとなる既約超特異表現 π が存在する．

なお，F = Qp の場合には，0 ≤ a′ − b′ ≤ p− 1に対して

dim HomK(Va′,b′ , χλ⊗HK(G,Va,b) c-IndG
K(Va,b)) =

{
1 (Va′,b′ ≃ Va,b または Va′,b′ ≃ Vp−1−a,b),

0 (それ以外)

となることが定理 5.1の証明よりわかる．
命題 5.5 の証明における既約超特異許容表現の構成には，Paškūnas [Paš04] により考えられた

G同変 coefficient system（または diagram）による議論と，コンパクト誘導表現 c-IndG
K(V )の精

密な解析を用いる．関連して Huによる canonical diagramの理論 [Hu12]などもあるが，より詳

*8 以下 F にしばしば仮定が着くが，おそらく本質的な仮定ではなく，F ̸= Qp ならば起きる現象であると思われる．
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細な情報を得ることはできていないようである．
また，次も成立する．

命題 5.6（[Sch15]） F を Qp の二次拡大とすると，Gの既約超特異表現は有限表示ではない．

c-IndG
K(Va,b)が Va,bで生成され，従って有限生成であることに注意しよう．同型HK(G,Va,b) ≃

C[T1, T
±1
2 ]を思い出す．完全系列

c-IndG
K(Va,b)

⊕2 (T1,T2−λ)−−−−−−→ c-IndG
K(Va,b)→ χλ ⊗HK(G,Va,b) c-IndG

K(Va,b)→ 0

と定理 5.1から F = Qp の場合には Gの既約超特異表現は有限表示となる．
以上のように，G = GL2(F )の場合に限ってすら既約超特異表現はその「悪そうな様相」がいく
つか判明しているのみであり，分類はおろかその具体的な例すらほぼない状況である．今後の研究
が待たれる．
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有限群の表現論における局所大域予想
– 最近5年間の大きな進展

越谷 重夫 (こしたに) 千葉大学 先進科学センター

1. 序文

今回の話題は、有限群のモジュラー表現論についてである。「有限群の表現論」とただ

言ったら、一般的にまず思い浮かべることは、複素数体C上の有限群Gの表現論であろ

う。これは群代数CG上の加群を考えることと、同値である。ふつうは、はっきり記述さ
れないが、いわゆる 随伴 (adjoint, adjunction)

HomC-algebara(CG, Matn(C)) ∼= Homgroups(G, GLn(C))

により、どちら側から出発しても同じである1。以下ここでは、有限次数の表現のみを扱

うので、考える加群たちは皆、有限生成（基礎体上ベクトル空間と考えると有限次元）で

あるもののみを考える、ということになる。今回の話は（もちろんC上表現も考えるが）
ポイントは、正標数 p （したがって、pはある素数）の体 k上の表現論を考える、という

ことである。もちろん、上の随伴性は Cを kに置き換えても成立する。Gの位数が pで

割り切れれば、Maschkeの定理 (1898)より、kGは半単純代数ではないので、直既約性と

既約性は異なる。一番易しい例は、

C(Z/2) ∼=

(
C 0

0 C

)
C-代数として, k(Z/2) ∼= k[x]/(x2) k-代数として。ただし p = 2

ここで、Z/2は位数 2の巡回群、k[x]は 1変数多項式代数である。このような表現論は、

「有限群のモジュラー表現論」と呼ばれている。以下、有限群の表現論と言ったら、この

モジュラー表現論を意味することにする。この理論は I. Schur (1875–1941) の弟子であっ

た Richard Brauer(1901–77) がそのほとんどの基礎理論を作り上げた。1920－ 50年代頃

の話である [7, Chapters VI, VII], [8] 。彼は、総括的報告講演でいくつかの、非常に興味

ある問題、そして予想を多く発表した [3]。そこでの問題/予想のうち、幾つかは肯定的に

解かれ、そして否定的に解かれたものもある。だが大きな問題は、部分的な肯定的解答

は得られていても、完全に解かれた、というものが多くなく、ある意味、問題の言い換え

e-mail address: koshitan@math.s.chiba-u.ac.jp.
1[34, p.234]
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（別の解釈を与えること）が多かったように思う2。そして、2012年ころの「Brauer の高

さゼロ予想の一方向の解決」 [18]、2015年の「p = 2のときのマッカイ予想解決」 [25] 3

あたりから、「有限単純群の分類定理」を用いて、ある意味力づくで、すべての場合を虱

潰しに調べる、という方法で、いろいろな問題/予想を解いてしまう、というスタイルの

論文が表れ始めた。もっとも正確に言うと Gerhard Michler などは 1980年代からすでに

その方向で定理を証明してはいたが [27]。この 2つに、Gunter Malle の名前が出て来る。

これはある意味自然である。もしもある予想/問題がほぼ単純群（準単純群）をチェック

すれば十分、という風に帰着されたとする。すると、5次以上の交代群に関してチェック

することは大体できる。26個の散在型単純群についても何とか頑張る。リー型有限群で

定義標数が pのものは、結構いろいろなことがわかっている。すると残りはリー型単純群

で定義標数 ℓが pとは異なる場合である。この群の表現論に関しては、G. Malle は非常に

詳しい。これが上記で 2回も彼の名前が出て来る理由だと私は推察している。いずれにし

ても、重要な未解決予想のうちマッカイ予想、およびアルペリンの重み予想の 2つに関し

てはここ 10年くらいの大発展のきっかけになった、一番の重要な結果は I.M. Isaace, G.

Malle, G. Navarro の論文 [17] だと思う。これは有り体に言って、「マッカイ予想を解くに

は単純群の場合に帰着される」を正確に記述した最初の正式に公開された論文である4。

前置きが長くなってしまったが、今回の講演のポイントは

有限単純群の分類を十二分に使って、場合ごとのチェックで、とにかく力ずくで

有限群の表現論での未解決問題を解いてしまう

である。ということは、最終的に解いた人たちは疑いもなくすごいが、単純群の場合に帰

着できる、を証明した人たちの貢献度も非常に高いと思う5。

2. 局所大域予想　その１

以下、素数 p は止めておく。Gは常に有限群である。ここで大域理論とは有限群Gの

表現論を意味する。一方、局所理論とはGの部分群NG(P ) (ここで P はGの非自明な p-

部分群）の表現論を意味することにする。

2 手前味噌ではあるが [19]に 7年前くらい前までの情報が書いてある
32015年 4月ドイツ・オーバーヴォルファッハでの研究集会で初めて発表された。Malle はその瞬間の写

真を自分のホームページに置いている。私もたまたまその場にいたが、結構感動した。ちなみにこの論文の

共著者 Britta Späth は彼の元学生で、私も彼女と共著論文を 3つ書いた。[22, 23, 24].
4彼らも本文の中で言っているが「マッカイ予想よりずっと強いデイド予想を解くには、単純群の場合に

帰着することができる、とデイド E.C.Dade 自身が幾つかの論文の中で述べているが ([10, 11, 12, 13])、彼

ら 3人の言い分は、その帰着定理の Dade による証明は未だに発表されていないじゃないか」と
5これで思い出すのは、例のフェルマーの定理は Andrew Wiles によって証明されたが、Gerhard Frey

(フライ曲線)の貢献度も大きいはず
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大域 · · · · · · mod-kG

↕
局所 · · · · · · mod-kNG(P )

ここで、mod-kGは有限生成右kG-加群たちからなるアーベル圏のことである。以下 Irr(G)

でGの通常 (C上）既約指標全体の集合（指標を表す時の数字は、次数）、Irrp′(G) で、次

数が pと素である既約指標たちの集合、|X|で集合Xの元の個数を意味する。

(2.1) McKay予想.[26] P をGの Sylow p-部分群とする。

|Irrp′(G)| = |Irrp′(NG(P ))| は本当だろうか？

実例を考えてみる。

(2.2)例.　まずは、G ≩ NG(P )となる世の中で一番小さい例から。

(1) G := S3（3次対称群), p := 2, P := ⟨(12)⟩ とする。P はGの位数 2の Sylow 2-部

分群。すると N := NG(P ) = P だから Irr(G) = {1G, 1′ := sign character, 2}, し
たがって、|Irr2′(G)| = |{1G, sign}| = 2 = |Irr2′(N)| = |Irr(N)|. 確かに、(2.1)は

成立している。

(2) （もう少し群を大きくして） G := M (モンスター群), p = 11とする6 。このと

き、Gの Sylow 11-部分群を P とすると、P ∼= Z/11× Z/11, そしてN := NG(P )

= P⋊(Z/5×SL(2, 5))（半直積）がわかる。そして Atlas[6]などから |Irr11′(G)| =
50 = |Irr11′(N)| が出て来る。このように大きな群でも (2.1) は成立している。

(2.3) 定理. Isaacs-Malle-Navarro [17]　 G に対しての McKay予想を確かめるには、

G が　帰納的マッカイ条件 inductive McKay condition (以後 iMc と略記) を満たしてい

るかをチェックすれば十分である。

この条件は複雑すぎで、ここでは到底述べられない。大雑把に言って、Gの外部自己同型

Out(G), そして Out(G) を含むGより大きい群へのGの通常既約指標の拡張などの言葉

で、述べられている。ただ特別に、Gが準単純 (quasi-simple)で、Out(G)が巡回群であ

れば

G は iMc を満たしている

⇔ 次の二つの条件を満たす全単射Ω : Irrp′(G)→ Irrp′(NG(P )) が存在する。

(1) Ω は Out(G)の作用と可換 (Out(G)-equivariant)

6ちなみに、|G| = 246 · 320 · 59 · 76 · 112 · 133 · 17 · 19 · 23 · 29 · 31 · 41 · 47 · 59 · 71 ≒ 8× 1053. [15].
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(2) Ω は、Z(G) (Gの中心) への制限と可換. ただし、Ωに出て来る 2つの集合の係数

を Z≧0で拡大しておかねばならないが。

がわかる。さて、我々、モジュラー表現論に関心がある者は、上の様に群G全体での表

現論があると、それを直ぐにブロック版に拡張したくなる習性がある。そこで、ブロック

の復習をする。

kG は有限次元 k上代数であるから有限個の（両側加群としての）直既約成分に一意的

に分解される。

kG = B0 ×B1 × · · · ×Bn

つまり、各 Biは両側加群 (両側イデアル）として直既約で、kGのブロックと呼ばれる。自明

な単純加群 kGは必ずどこか一つのブロックBiに含まれている（言い換えると kG·Bi ̸=0と

なるBiがただ一つだけある）が、これをkGの主ブロックと呼び上の記号で、B0 =: B0(kG)

がそれだとする。以後単に B で kGのブロックを意味することとする。すると、Bの不

足群 (defect group) D がG-共役を除いて一意的に存在する。不足群とは、Sylow p-部分

群の一般化で、いろいろ同値な定義、特徴づけがあるが、そのうちの一つは

Dは自然な両側B代数としての全射B ⊗kH B ↠ B,

β1 ⊗ β2 7→ β1β2 が分裂全射となるGの部分群Hのうちで極小のもの

で定義される。ここにはDが p-群　という条件は入っていないがマシュケの定理より自

動的に p-群となる。このD はG-共役を除いて一意的に定まる。全ての直既約B-加群X

（つまり、Xは直既約 kG-加群で、XB ̸={0}となるもの）は、ある直既約 kD-加群を kGま

で誘導した加群の直和因子になっている因みに、主ブロック B0の不足群とはG の Sylow

p-部分群に他ならない。不足群 Dの表現論がB の表現論を大きく統制（支配）している

と言える。（不足群は、有限群と素数で決まる Sylow p部分群の一般化である）。(このあ

たりのことは [29]参照）。

Bはもちろん k上有限次元代数であるが、更に強い性質として対称代数になっている。

以下、簡単のために、kは代数的閉体とする。マシュケの定理のブロック版（一般化）と

して

B は半単純（したがって単純）代数⇔ Bの不足群 (defect group) は自明

次に、ブロック理論での Brauer対応の話が必要。Gの p-ブロックB (kGのブロック・イデ

アルのこと）が不足群Dを持つとする。N := NG(D)とする。Brauerの第一主定理から、

kNのブロック bが唯一つ決まる。この bをBのブラウアー対応子 (Brauer correspondent)

と呼ぶ。その定義は、
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b は、制限両側加群B↓G×GN×N の直和因子として重複度 1で現れる kN のブロック

(bの不足群もDになる）。

今回の主題「局所大域」の観点で言えば、

大域 · · · · · · mod-B

↕
局所 · · · · · · mod-b

さて、これで漸くMcKay予想のブロック版が定義できる。すなわち、

(2.4) Alperin-McKay予想. [1] B, D, b を上の通りとする。また N := NG(D)とす

る。この時、

|Irr0(B)| = |Irr0(b)| は成立するであろうか?

ここで Irr(B) := {χ ∈ Irr(G) |χは B に属する }（正確な定義を与えていない。[29, p.231]
を参照）。また、Irr0(B) := {χ ∈ Irr(B)

∣∣∣ pa−d|χ(1), pa−d+1 ̸ |χ(1)}. ここで、Gの Sylow p-

部分群の位数を pa, |D| = pd で、a, d は定義されている。Irr0(B)に属する指標 χは Bに

属する高さ height ゼロの指標、と呼ばれる。唐突ではあるが、DがGの Sylow p-部分群

のときは a = dなので、χの高さゼロ⇔ p ̸ |χ(1) となり、したがって、Alperin-McKay予

想は、McKay予想の一般化になっている。そしてこれに関しても「帰納的Alperin-McKay

アルペリン・マッカイ条件」 iAMcが定義される。すなわち

(2.5) 定理. iAMc. Späth [32] Gのブロック Bが iAMcを満たせば、B に関して

(2.4)は成立する7。

3. 局所大域予想　その 2

以下記号は前節でのものを踏襲する。G, p, B, D, b, N := NG(D)などである。ここで

はまず最初に（前節でも名前が出てきた同じ）アルペリンによる重み予想、を扱う。更な

る記号が必要。ℓ(G)で kGの非同型な既約（単純）加群の個数、そしてGの重み weight

とは、対 (Q,S)のことである。ここで Q はGの p-部分群をすべて動く。Sは単純かつ射

影的 k(NG(Q)/Q)-加群。Sは非同型なもののみを取っておく。また、(Q,S)に対して、G

7余談をもうひとつ。私のこの結果の貢献 (?)は、Britta Späth に 2012年 Oberwolfachで会った時、何

度も「アルペリン・マッカイ予想だって、帰納的条件があるはずだ!」とけしかけたことである。実際彼女

はこの時の講演で、Shigeo に何度も言われた、と発言している。
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は共役で自然に作用しているが、G-共役である重みたちは同じもの、とみなすことにす

る。以上の下で、以下の予想が述べられた。

(3.1) 予想　Alperinの重み予想 (Alperin’s Weight =AW conjecture) [2]

ℓ(G) = |G の重み (Q,S) たち | は正しいだろうか?

iMc の類似である、この予想の帰納的条件は Gabriel Navarro と Tiep によって与えられ

た。すなわち

(3.2) 定理. Navarro-Tiep [31]　 G に対しての Alperinの重み予想を確かめるには、G

に対して　帰納的アルペリン重み条件 inductive Alperin Weight condition iAWc をチェッ

クすれば十分である。

この2つのことに対しても、当然のことながら、そのブロック版がある。予想自体は Alperin

によって同時に既に提唱されている。記号と言葉の準備が必要。ℓ(B)はBに属する非同

型単純 kG-加群の個数、そして「重み (Q,S)がBに属する」とは、「Sを kNG(Q)-加群と

思った時、SはNG(Q)のあるブロック βに属するが、この βのGへのブラウアー誘導 βG

がBになっている」ということである（本当は言葉足らず。[29]を参照）。

(3.3)予想.　ブロック版Alperinの重み予想 (Block-wise Alperin’s Weight =BAW

予想) [2]

ℓ(B) = |B の重み (Q,S) たち | は正しいだろうか?

そしてこれに対しても、やはり「帰納的ブロック版アルペリンの重み予想の条件」iBAWc

が定義できる。またまた、Britta Späth の登場である8。

(3.4) 定理. iBAWc Späth [33] GのブロックBが iBAWcを満たせば、B に関して

(3.3)は成立する。

あと最後に、Brauer の高さゼロ予想を述べる。

(3.4) Brauerの高さゼロ予想. Height Zero Conjecture=HZC [3] B をGのブロッ

ク、DをBの不足群とする。この時、次は正しいだろうか？

Irr0(B) = Irr(B) ⇔ D は可換.

8彼女はこれら一連の素晴らしい仕事で、2015年 10月からドイツ・Wuppertal 大学で教授のである
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次に、Brauerの高さゼロ予想と iAMc が不思議に結びついていることが次でわかる。後

程もう一度述べるが、この事実には、実は村井正文による非常に大きな貢献がある9 。さ

て、下記の定理で必要な言葉使いの定義。ここで、「群 Sが有限群Gに involve されてい

る」とは、「Gの部分群H とそれの正規部分群N が存在してH/N ∼= S となっているこ

と」の意味だとする。

(3.5) 定理. (Brauerの高さゼロ予想と iAMc). Navarro-Späth [30] 素数 p と有限群 G

を考える。ここで、Gに involve　されているすべての非可換単純群 Sに対して iAMcが

成立しているとする。するとBrauerの高さゼロ予想　 (3.4)⇒ は正しい。

4. 局所大域予想に関する結果

(4.1) 定理. (Kessar-Malle [18]) ブラウアーの高さゼロ予想 (3.4)において、⇐ は正
しい。

これも、有限単純群の分類を十二分に使って力業でねじ伏せた、といった感じの証明で

ある。

(4.2) 定理. (Malle-Späth [25]) p = 2の場合のマッカイ予想 (2.1) は正しい10。

証明は、もちろん iMc を使って、そして有限単純群の分類定理を十二分に使って解いて

いる（ようだ）。

筆者が関わった定理についても紹介したい11。

9 下記の Navarro-Späth の定理、そして Späth による 2つのブロック版（準）単純群への帰着定理定理

(2.5), (3.4)は実は、元々のアイデアは　村井正文による。村井氏は不幸な事故で、2012年 7月に亡くなっ

た。[37]参照。2011年ころからずっと Navarro, Späth は ”I/We admire Murai’s results!”と筆者に向かっ

て、何度も言っていたことを思い出す。
10マッカイ予想 (2.1)において、マッカイ自身の論文での原型は p = 2かつ Gは有限単純群に限られて

いた。もちろん、Malleと Späth によるこの場合は、p = 2という条件が付くものの、Gは任意の有限群で

ある。
11裏話をすれば、この一連の 3つの論文のきっかけは、これも「村井正文さんの論文 [28] を使えばDade

が考え出した群 G[b] [9, Corollary 12.8] を上手く使うことができる！」と Britta Späth が見抜いたことが、

始まりであった。
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(4.3) 定理. (Späth-越谷). [22, 23, 24]

(1) Gをある有限非可換単純群S の普遍被覆 (universal covering) であって、Bを不足

群Dを持つGのブロックとする。もしも Dが巡回群であれば、B に対して iAMc

は成立する。

(2) Bは、準単純群Gのブロックとする。更にもしも Bがベキ零 (nilpotent) ブロッ

クであれば、iBAWcは成立する。

(3) Sをある非可換単純群、Gを Sの普遍被覆とする。更にGの Sylow p-部分群は巡

回群で、なおかつ Out(S)は非巡回群だとする。すると、GのすべてのブロックB

に対して、iAMc, iBAWc の両方が成立する。

上記の定理は、ベキ零とか、不足群は巡回群、などの条件が付くわけだが、実はいろいろ

な一般的な条件の下でのの定理の証明の際には、実はいろいろなステップで必要となるの

で、結構使い勝手は悪くはない（と自負している）。

5. 局所大域予想　その 3—より構造的なもの

過去 5年ではなくて、既に 20年くらい続けてきている仕事はもちろん、局所大域予想

の一つではあるのだが、今まで出て来たもののように、「指標の数を数える」に留まらず、

より構造的な（したがって、より難しい？）予想に関係している。つまり、「ブルエの可

換不足群予想 Broué’s Abelian Defect Group Conjecture ADGC」である（ [4, 5]参照）。

ここでは ADGC に関してあまり詳しくは述べない。次の定理のみを紹介しておくにとど

める。

(5.1) 定理. 功刀-越谷 (2002) [21, 20] Gを勝手な有限群で Sylow 3-部分群 Dは可換

だとする。そして、B, b をそれぞれ G, NG(D)の主ブロックとする。すると、次の２つ

の三角圏は同値である。

Db(mod-B) ∼= Db(mod-b).

ここでDb(A) はアーベル圏A の有界 (bounded) 導来圏 (derived category) を意味してい

る。見てお分かりの通り、これだってまさしく「大域、局所」の関係になっている。ちな

みに上の　B, bは、互いにブラウアー対応子になっている。

謝辞 千葉大学 澤辺正人さん、および会場関連で御世話になった大阪大学の関係の方々に深く

感謝の意を表します。

–8–



References

[1] , J.L. Alperin, The main problem of block theory, In: Proceedings of the Conference on Finite

Groups, Univ. Utah, Park City, Utah (1975), Academic Press, New York, 1976, pp.341–356.

[2] J.L. Alperin, Weights for finite groups, in ”The Arcata Conference on Representations of Finite

Groups”, edited by P.Fong, Proc.Symposia in Pure Math. Vol.47, Amer. Math. Soc., 1987, pp.369–

379.

[3] R. Brauer (河田敬義 訳), 有限群の表現, in ”現代の数学 I” (T.L. サーティー編), 岩波書店, 1965,

197–257.
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[23] S. Koshitani, B. Späth, The inductive Alperin-McKay condition for 2-blocks with cyclic defect

groups, Arch. Math. 106 (2016), 107–116.
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Schurの分割定理の一般化について

東京大学大学院数理科学研究科 土岡俊介 (Shunsuke Tsuchioka)∗

1 イントロダクション

I.Schur(1875–1941)は 1926年に次の分割定理を証明した．

定理 1.1 (Schur分割定理，Schur partition theorem, SPT). n ≥ 0について，以下の条件を満た

す nの分割 λ = (λ1, · · · , λℓ)は，それぞれ同数存在する．

(a) 任意の 1 ≤ i ≤ ℓについて λi ≡ ±1 (mod 6)

(b) 任意の 1 ≤ i < ℓについて λi − λi+1 ≥ 3が成り立ち，λi ∈ 3Zのとき ≥は >．

分割についての記法を確認する．λ = (λ1, · · · , λℓ) が分割 (partition) であるとは，各 λi たち

（λのパートと呼ぶ）は整数であって，さらに λ1 ≥ · · · ≥ λℓ ≥ 1 が成り立つことである．また

ℓ(λ) := ℓ, |λ| :=
∑ℓ

i=1 λi, mj(λ) := |{1 ≤ i ≤ ℓ | λi = j}|（|S|によって有限集合 S の元の個数を

表す）と設定して，それぞれ λの長さ，λのサイズ，λ中の j の重複度と呼ぶ．

λが自然数 n ≥ 0の分割であるとは，|λ| = nとなることをいう．nの分割の集合を Par(n)と表

し，分割の集合を Parと書く．

分割定理のテンプレート C,D ⊆ Parについて，∀n ≥ 0, |C ∩ Par(n)| = |D ∩ Par(n)|.

本稿で分割定理 (partition theorem, PT)とは，上の形の命題「うまく分割のクラス CとDを設
定すれば，「C な」nの分割と「Dな」nの分割は同数ある」という主張を意味し，C PT∼ Dと書く．

2 Euler分割定理

古い分割定理に，Eulerによるとされる Strict
PT∼ Oddがある．ここで，ストリクト分割 (strict

partitions)，奇数分割 (odd partitions)と呼ばれる分割の集合 Strictと Oddは

Strict := {λ ∈ Par | ∀i ≥ 1, mi(λ) ≤ 1}, Odd := {λ ∈ Par | ∀i ≥ 1, m2i(λ) = 0}

と定義される．証明として，ここでは母関数によるものを思い出そう．つまり，C ⊆ Parについて

gC(q) :=
∑
n≥0

|C ∩ Par(n)|qn (=
∑
λ∈C

q|λ|) (1)

としたとき，形式的べき級数の等式 gStrict = gOdd を示せばよい．積展開の意味を考えると

gStrict(q) =
∏
i≥1

(1 + qi), gOdd(q) =
∏

i ≥ 1：奇数

1

1− qi

が分かり，この表示から gStrict = gOdd が示される．
∗tshun@kurims.kyoto-u.ac.jp, The research was supported by JSPS Kakenhi Grants 17K14154.
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3 Rogers-Ramanujan連分数・恒等式・分割定理

SPTは，より有名なRogers-Ramanujan分割定理（RRPT）のmod 6版である．Ramanujanが

Hardyに送った手紙中の以下の公式が，話の発端である（Hardyの回想は印象的だ [Har]）．

定理 3.1 (Rogers-Ramanujan連分数).

1

1 +
e−2π

1 +
e−4π

. . .

=

√5 +
√

5

2
−
√

5 + 1

2

 e2π/5.

唐突だが，(2)を満たす形式的べき級数 F (x, q)を考える：

F (x, q) = F (xq, q) + xqF (xq2, q). (2)

(2)より，c(x, q) := F (x,q)
F (xq,q) は入れ子構造

c(x, q) = 1 +
xq

c(xq, q)
= 1 +

xq

1 + xq2

c(xq2,q)

= · · ·

を持ち，RR連分数の左辺は 1/c(1, e−2π)となる．特に，F (1, q)と F (q, q)を理解すればよい．

定理 3.2 (Rogers-Ramanujan恒等式).

∑
n≥0

qn
2

(1− q) · · · (1− qn)
=
∏
n≥0

1

(1− q5n+1)(1− q5n+4)∑
n≥0

qn
2+n

(1− q) · · · (1− qn)
=
∏
n≥0

1

(1− q5n+2)(1− q5n+3)
.

ここで左辺の無限和は，F (1, q), F (q, q)の一種である．これは F (x, q) =
∑

n≥0 An(q)xnとすると

An(q) = qnAn(q) + q2n−1An−1(q)

が (2)よりえられるので，A0(q) = 1であれば

An(q) =
qn

2

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)

であるからだ．RR恒等式は初等的な見かけをしているが，Hardy周辺の数学者は証明できなかっ

た．実際，1915年に出版されたMacMahonの Combinatory Analysis には，「Ramanujanの等式」

という章があるが，そこでは予想として紹介されている．Ramanujanは 1917年に Proc.LMSをめ

くっていて，1894年にRogersがRR恒等式をえていたことを再発見した [Rog]．さてMacMahon

と Schurは，RR恒等式と，以下の RRPTとの同値性を独立に観察した（[An2, §8]も参照）．

定理 3.3 (Rogers-Ramanujan分割定理，RRPT). R
PT∼ T5,1 と R′ PT∼ T5,2 が成り立つ．ここで

R = {λ ∈ Par | 1 ≤ ∀i < ℓ(λ), λi − λi+1 ≥ 2}

R′ = {λ ∈ R | ℓ(λ) ≥ 1 =⇒ λℓ(λ) ≥ 2}

Ta,b = {λ ∈ Par | mi(λ) ≥ 1 =⇒ i ≡ ±b (mod a)}.
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SPTは R
PT∼ T5,1 のmod 6版である．そのまま 5を 6にすれば，T5,1 は T6,1 になる．Rは

S′
3 := {λ ∈ Par | 1 ≤ ∀i < ℓ(λ), λi − λi+1 ≥ 3}

となりそうだが，n = 9のとき (6, 3) ∈ S′
3 を排除すれば数勘定があうという観察から

S3 := {λ ∈ Par | λは冒頭の条件 (b)を満たす }

と条件を足したものをRのmod 6版とすると，S3
PT∼ T6,1が成り立つ，というのが SPTである．「差

条件」（λi − λi+1 ≥ 3）に加えて，「部分パターンの禁止」（(6, 3), (9, 6), · · · を含まない）が RRPT

にはなかった特徴である．

4 Andrewsのレシピ1·2·3によるRRPTとSPTの証明

RRPTや SPTなどの，いわゆる「RR型分割定理」の古典的な証明の定石を復習し，SPTの証

明を与えよう．要点は，(1)の精密化になっているような

GC(x, q) :=
∑
λ∈C

xℓ(λ)q|λ| (3)

を考えることである．GC(1, q) = gC(q)となっていればよいので，(3)の xの肩は柔軟に設定して

よい．G.E.Andrewsによると，C PT∼ Dを証明する古典的な定石は

(R1) GC(x, q)についての q差分方程式を立てる

(R2) q差分方程式を解き GC の「表示」をえる

(R3) q級数恒等式を援用して C PT∼ Dを演繹する

と要約される [An4]．これは大雑把な方針というべきものだ．現在でも分割定理の研究が続いてい

るのは，分割定理を証明するアルゴリズムが存在しないからだと思われる．

(R1)については，C ⊆ Parが [An1, §8]の意味の「リンク分割イデアル (linked partiton ideal)」

（本稿では定義を説明しない）であれば，GC(x, q)の q差分方程式が存在し，かつそれを求めるア

ルゴリズムがある．Rと S3 はリンク分割イデアルになっていて

GR(x, q) = GR(xq, q) + xqGR(xq2, q) (4)

GS3(x, q) = (1 + xq + xq2)GS3(xq3, q) + xq3(1− xq3)GS3(xq6, q) (5)

が自動的にえられる（直接導出も難しくない）．また (4)は (2)と同一であることにも注意しよう．

まずは RRPTを証明する．唐突だが，べき級数

fi :=
∑
n≥0

(−1)nx2nq
n(5n+3)

2 −in(1− xi+1q(2n+1)(i+1))

(1− q) · · · (1− qn)
∏

j≥n+1(1− xqj)

を考える（i ≥ 0）．fi を思いつくのは至難の業だが，

fi(x, q) = fi−1(x, q) + xiqif1−i(xq, q) (6)

が成り立つ（ここで f−1 = 0），といわれたら，確認は high school algebraで可能である．
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詳細は省略するが，(6)と (4)と初期条件から GR = f1 が証明される．これが (R2)の実行例で

ある．(R3)に移る．gR(q) = GR(1, q) = f1(1, q)は∑
n≥0

(−1)nqn(5n+1)/2(1− q4n+2)/∆ (7)

と展開されるが（∆ :=
∏

n≥1(1− qn)），不思議なことに分子は
∑
n∈Z

(−1)nqn(5n+1)/2と等しい．こ

れは qn(5n+1)/2q4n+2 = q(5n+4)(n+1)/2 = q(5n
′+1)n′/2 だからである（n′ := −1− n）．(7)と∑

n∈Z

(−1)nqn(5n+1)/2 = ∆ ·
∏
n≥0

(1− q5n+1)−1(1− q5n+4)−1

（Jacobi三重積）をあわせると

gR(q) =
∏
n≥0

(1− q5n+1)−1(1− q5n+4)−1

がえられるが，右辺はまさに gT5,1
(q)である．これで RRPT R

PT∼ T5,1 が証明された．

SPTについても (R2), (R3)を完遂し，証明を完成させよう．SPTは RRPTの条件に加えてさ

らに「部分パターンの禁止」があるので，RRPTよりも難しいと考えられる．しかし少なくとも

(R2)については，そうではない．漸化式 (5)を解くために，

GS3

/∏
n≥0

(1− xq3n) =
∑
n≥0

Bn(q)xn (8)

によってべき級数 Bn(q)を定義すると，(5)より

Bn =
(1 + q3n−1)(1 + q3n−2)

1− q3n
Bn−1

がえられる．B0 = 1より GS3
を解くことができた．(R3)に移る．安直に x = 1としてしまうと，

(8)の分母が 0になるので注意が必要である．そこで

GS3
=
∏
n≥1

(1− xq3n) lim
N→∞

N∑
n=0

xn(Bn −Bn−1)

として（ここで B−1 = 0），x = 1とすれば

gS3
= B∞

∏
n≥1

(1− q3n) =
∏
n≥0

(1 + q3n+1)(1 + q3n+2)

をえる．右辺が gT6,1
=
∏
n≥0

(1 − q6n+1)−1(1 − q6n+5)−1 であることは易しく，SPT S3
PT∼ T6,1

が示された．その他，Bessenrodtや Bressoudによる，全単射を用いた SPTの証明も知られてい

る [Be1, Bre]（[An2, §4.4]も参照）．

なお，たったいま証明した SPTと等価な形式的べき級数の等式∑
λ∈S3

q|λ| =
∏
n≥0

(1 + q3n+1)(1 + q3n+2)

の左辺を，印象的な無限和に書いて「Schur恒等式」をえるのは難しいようである（Hardyは「RR

恒等式より美しい公式を発見するのは難しい」と述べている [HW]）．
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5 Andrewsの3パラメータRRPTとSPTの p = 5版（5SPT）

1970年代，Andrewsはレシピ 1·2·3を推し進め，RRPTの 3パラメータ一般化に成功した [An3]．

定理 5.1 (3パラメータ RRPT，Andrews). 自然数 ℓ, k, a ≥ 1が 0 ≤ ℓ/2 < a ≤ k ≥ ℓを満たすと

き Aℓ,k,a
PT∼ Bℓ,k,a が成り立つ．ここで，必要な定義は以下のとおりである：

Aℓ,k,a =

{λ ∈ Par | (A1)ℓ+1,(A2)} (ℓが偶数)

{λ ∈ Par | (A1)(ℓ+1)/2,(A2),(A3)} (ℓが奇数)

Bℓ,k,a = {λ ∈ Par | (A1)ℓ+1,(B1),(B2),(B3)}.

(A1)b mi(λ) > 1 =⇒ i ∈ bZ

(A2) mi(λ) = 0⇐= i ≡ 0,±(2a− ℓ)(ℓ + 1)/2 (mod (2k − ℓ + 1)(ℓ + 1))

(A3) mi(λ) = 0⇐= i ≡ ℓ + 1 (mod 2(ℓ + 1))

(B1) 1 ≤ ∀i ≤ ℓ(λ)− k + 1, λi − λi+k−1 ≥ ℓ + 1，かつ λi ∈ (ℓ + 1)Zならば ≥は >

(B2) 1 ≤ ∀j ≤ (ℓ + 1)/2,
∑ℓ−j+1

i=j mi(λ) ≤ a− j.

(B3)
∑ℓ+1

i=1 mi(λ) ≤ a− 1.

ℓ = 0, k = a = 2 が RRPT R
PT∼ T5,1 を，ℓ = 0, k = 2, a = 1 が RRPT R′ PT∼ T5,2 を，

ℓ = k = a = 2が SPT S3
PT∼ T6,1 を，それぞれ復元する．今，ℓ = 4, k = a = 3とすると

A4,3,3 = C2 ∩ C5, B4,3,3 = {λ ∈ Par | (S1),(S2),(S3)0}

だが，定理の前提 0 ≤ ℓ/2 < a ≤ k ≥ ℓが破られているため，本当に A4,3,3 ̸
PT∼ B4,3,3 となってい

る．しかし SPTの S3を定義したときのように，条件を足した S5 = B◦
4,3,3 ⊊ B4,3,3を定義すると

「3パラメータ RRPT A4,3,3
PT∼ B◦

4,3,3 が成り立つ」と Andrewsは予想し [An3]を締めくくった．

定義 5.2. Ca := {λ ∈ Par | mi(λ) > 0 =⇒ i ̸∈ aZ}を a-class regular分割の集合とする．

Andrewsの予想=定理（Andrews-Bessenrodt-Olsson [ABO], 5SPT） S5
PT∼ C2 ∩C5が成り立

つ．ここで S5 = {λ ∈ Par | (S1)2,(S2)2,∀j ≥ 0,(S3)j ,(S4)j ,(S5)j}.

(S1)h mi(λ) > 1 =⇒ i ∈ (2h + 1)Z

(S2)h 1 ≤ ∀i ≤ ℓ(λ)− h, λi − λi+h ≥ 2h + 1，かつ λi ∈ (2h + 1)Zならば ≥は >

(S3)j m5j+3(λ) + m5j+2(λ) ≤ 1

(S4)j m5j+6(λ) + m5j+4(λ) ≤ 1

(S5)j m5j+11(λ) + m5j+10(λ) + m5j+5(λ) + m5j+4(λ) ≤ 3

本稿で SPTの p = 2h + 1版とは，次のような命題を想定している（T6,1 = C2 ∩ C3 に注意す

る）．(S1)h,(S2)h も (♢)の一種である．(S3)j ,(S4)j ,(S5)j は，(S1)2,(S2)2 もあわせると

λは，shiftj5((3, 2)),shiftj5((6, 4)),shiftj5((11, 10, 5, 4))を部分に含まない（j ≥ 0）

のように「部分パターンの禁止」でいいかえられる．
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一般 SPTのテンプレート 奇数 p = 2h + 1 ≥ 3について Sp
PT∼ C2 ∩ Cp が成り立つ．ここで

Sp とは，ある有限集合 Ωp ⊆ Parを用いて，「λ ∈ Sp であることが

∀k ≥ 0,∀µ ∈ Ωp, λは shiftkp(µ)を部分に含まない (♢)

ことと同値」と定義される（仮想的な）「Schur正則分割」の集合である．また shiftkp(µ)は，µ

のすべてのパート µi に kpを足してえられる分割である．

5SPTは，20年後，Andrews-Bessenrodt-Olssonによって証明された [ABO]．その手法は (3)の

多項式近似に基づくもので，詳細を [Ts1]に書いたので，参照されたい．この 5SPTの証明には

• 証明の遂行に計算機が不可欠である

• 5SPTが成り立つ本質が明らかにならない

などの不満が残る．特に「人間が手で紙に書き下せる」証明は知られていなかった．

6 主定理：SPTの p = 2h+ 1版（pSPT）

2016年 2月下旬に，筆者は当時，東大数理の院生だった渡部正樹さんとの共同研究において，

SPTの一般の奇数 p = 2h + 1版と考えられる定理を発見・証明した [TW]．

定義 6.1. 奇数 p = 2h + 1について，有限集合 Ωp を
(p + 1, p− 1), (h + 1, h), (2p + 1, ∗h, p− 1)

(p + 2, ∗, p− 2), (h + 2, ∗, h− 1), (2p + 2, ∗h+1, p− 2)
...

...
...

(3h, ∗h−2, h + 2), (p− 2, ∗h−2, 2), (5h + 1, ∗p−3, h + 2)


と定義する．∗はワイルドカードで，そこに数を入れると分割になるような任意の数を表している．
また ∗a は ∗の a個の並びを表す略記法である．

定理 6.2 (Watanabe-T, pSPT). 任意の奇数 p = 2h + 1 ≥ 3について，Sp
PT∼ C2 ∩ Cp が成り立

つ．ここで Sp := {λ ∈ Par | (S1)h,(S2)h,(♢)}.

これは p = 3, 5 で Schur の SPT, Andrews らの 5SPT にそれぞれ一致する．p = 3 の場合は

Ω3 = ∅となって易しいので，p = 5のとき X := {λ ∈ Par | (S1)2,(S2)2,(♢)} を考える．ここで，
Ω5 = {(6, 4), (3, 2), (11, ∗1, ∗2, 4) | 11 ≥ ∗1 ≥ ∗2 ≥ 4} である．λ ∈ X は，すべての j ≥ 0について

• shiftj5((6, 4))を含まないので，∗1 ̸= 9, ∗2 ̸= 6

• shiftj5((3, 2))を含まないので，(∗1, ∗2) ̸= (8, 7)

としてもX は変わらない．(S1)2 もあわせると，Ω5 = {(6, 4), (3, 2), (11, 10, 5, 4)} としてもX は

変わらず，望み通りX = S5 をえる．

pSPTのような「記憶できる」初等的な PTが未発見だったのは意外だが，Bessenrodtらによ

る 7SPTの発見の試みがあった以上，事実である．「（RR恒等式の）真に簡単な証明を期待するの

が不合理なことは疑いない」という Hardyによる見解 [Har] によれば，RRPTの mod 6版であ

る SPT=3SPTも証明は簡単でないといってよいだろう．さらに 5SPTの歴史的経緯も考えると，

pSPTの「真に簡単な」証明を望むのは野心的であるといえる．
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7 pSPTの（対称群・量子群の）表現論的背景（Spの定義について）

われわれは，対称群の pモジュラースピン表現論の研究から，pSPTに導かれた．証明は間接的

で，京都スクール流の量子群の表現論，特に柏原正樹さん (RIMS)による結晶基底 (crystal base)

の理論の応用としてえられる．A = (aij)i,j∈I を対称化可能 GCM（generalized Cartan matrix）

[Kac, §2.1]，(P, P∨,Π = {αi | i ∈ I},Π∨ = {hi | i ∈ I})をAのCartanデータとする [Ka1, §2.1]．

定義 7.1 ([Ka1, §7.2]). 柏原クリスタルとは，以下の公理 (K1)–(K5)を満たす6つ組 (B,wt, (ẽi)i∈I , (f̃i)i∈I , (εi)i∈I , (φi)i∈I)

である（ここで B は集合，wt : B → P, εi, φi : B → Z ⊔ {−∞}, ẽi, f̃i : B → B ⊔ {0}は関数）．

(K1) ∀i ∈ I, ∀b ∈ B,φi(b) = εi(b) + ⟨hi,wt(b)⟩

(K2) ∀i ∈ I, ∀b ∈ B, ẽib ̸= 0⇒ wt(ẽib) = wt(b) + αi, εi(ẽib) = εi(b)− 1, φi(ẽib) = φi(b) + 1

(K3) ∀i ∈ I, ∀b ∈ B, f̃ib ̸= 0⇒ wt(f̃ib) = wt(b)− αi, εi(f̃ib) = εi(b) + 1, φi(f̃ib) = φi(b)− 1

(K4) ∀i ∈ I, ∀b ∈ B, ∀b′ ∈ B, ẽib = b′ ⇔ b = f̃ib
′

(K5) ∀i ∈ I, ∀b ∈ B,φi(b) = −∞⇒ ẽib = f̃ib = 0

支配的整ウェイト λ ∈ P+ について，柏原は量子群 Uq(A)の可積分表現 V (λ)の結晶基底 B(λ)

の存在と一意性を証明した [Ka2, Theorem 2]．柏原クリスタルのうち，B(λ)の disjoint unionに

なっている regularクリスタルは特に重要である．これらはテンソル積中の組成重複度や parabolic

部分代数に関する分岐則を与え，さらに Young図形や Littlewood-Richardson規則といった有名

だがアドホックに思われた対象の統一的な理解（例えば [Ka1, §5]を参照）や類似物の構成（例え

ば [KN, GJK3]を参照）をもたらす．対称群の表現論と柏原クリスタルの関係をみてみよう．

定理 7.1 (Kleshchevモジュラー分岐則 [Kle]). 素数p ≥ 2について，既約表現の集合 Irr(Mod(FpSn))

は，A
(1)
p−1 型 B(Λ0)で分岐則こみで parameterizeできる：

⊔
n≥0

Irr(Mod(FℓSn)) ∼= B(Λ0).

定義 7.2. Rを可換整域とする．R上の対称群の捻じれ群環RS−
n とは，oddな {ti | 1 ≤ i < n}で生

成され，以下を定義関係式に持つR超代数である（1 ≤ a ≤ n−2かつ 1 ≤ b, c < nで |b− c| > 1）．

t2b = 1, tata+1ta = ta+1tata+1, tbtc = −tctb.

対称群Snの体 k上のスピン表現論は，Modsu(kS−
n )の考察とほぼ同義である（ここで，super

の圏や既約表現の同型類の定義は行わない．[Kle, KKT]などを参照されたい）．本稿では

(a) Modsu(QS−
n )の考察を「対称群の通常スピン表現論」

(b) 奇素数 p ≥ 3についてModsu(FpS
−
n )の考察を「対称群の pモジュラースピン表現論」

と呼ぶ． [BK1, Theorem 8.11]で対称群のスピン表現論におけるモジュラー分岐則がえられた．

定理 7.2 (Brundan-Kleshchev). 奇素数 p ≥ 3について，既約表現の集合 Irrsu(Modsu(FpS
−
n ))は，

A
(2)
p−1 型 B(Λ0)で分岐則こみで parameterizeできる：

⊔
n≥0

Irrsu(Modsu(FpS
−
n )) ∼= B(Λ0).

ここで定理 7.1と定理 7.2のクリスタル同型は，それぞれ既約表現の具体的な構成を知らずに証明

できる「抽象的な」ものであることに注意する（[OV]に触発された [Gro]の論法である．[KS]のク

リスタルB(∞)の特徴づけ定理を用いる）．「Perfect crystalによる京都パス模型 [KMN2
1, KMN2

2]」

によると，A
(2)
p−1 型クリスタル B(Λ0)の B(Λ0) ⊆ Parなる実現は p-strict p-restrictedな分割 RPp

によるものが知られている [Kan] [Kle, §22]．
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定義 7.3. λ ∈ RPp とは，以下の条件が成り立つことと定義される．

• mi(λ) > 1⇒ i ∈ pZ（注：これは λ ∈ Parが p-strictであるということである）

• 1 ≤ ∀r ≤ ℓ(λ), λr − λr+1 ≤ p（ただし λr ∈ pZのとき ≤は <）.

まとめると，Irrsu(Modsu(FpS
−
n ))がRPpで parameterizeされたことになる（この可能性はLLTA

理論に触発されて [LT]で初めて提案された．Sergeev dualityを用いた導出もある [BK2]）．

定義 7.4. p ≥ 2について，Rp = {λ ∈ Par | ∀i ≥ 1,mi(λ) < p}と定義する（p正則分割）．

さて下左が成り立つことはよく知られている [Jam]ので，スピン類似を考えると，上右を満たす

「うまい」分割のクラスR??
p の存在を期待したくなる（上右の 1行目の全単射は Schurによる [Sch]）．

モジュラー表現論の一般論（Brauer-Nesbittの定理）より，R??
p

PT∼ C2 ∩Cpでなければならない．

Par(n)
∼ // Irr(Mod(QSn))

Rp ∩ Par(n)
?�

OO

∼ // Irr(Mod(FpSn))

Strict ∩ Par(n)
∼ // Irr(Modsu(QS−

n ))

R??
p ∩ Par(n)

?�

OO

∼ // Irrsu(Modsu(FpS
−
n ))

RP3
PT∼ S3 はやさしいが，RP3 は S3 と「不等号の向きが逆転している」ことに注意しよう．

R??
3 = S3とする parameterizationは「対称群の 3スピン分解行列を三角化する」 [BMO]．対称群

の 5モジュラースピン表現論の研究から，Bessenrodt-Morris-Olssonは，次の PTを予想した（さ

らに 5スピン分解行列についての予想も述べている．この辺の話題については [Be2, §3]が優れた

解説である）．この予想が 5SPTと等価であることは，命題 7.3の通りである（証明は略）．

定理 7.5 ([BMO, §3, Conjecture]=[ABO, Theorem 3.1]). Schur5を，以下の条件を満たす Parの

部分集合として定義する．このとき C2 ∩ C5
PT∼ Schur5 が成り立つ．

• 1 ≤ ∀i ≤ ℓ(λ)− 2, λi − λi+2 ≥ 5（ただし λi ∈ 5Zまたは λi + λi+1 ∈ 5Zのとき ≥は >）,

• ∀j ≥ 0,m5j+3(λ) + m5j+2(λ) ≤ 1,

• ∀j ≥ 0,m5j+11(λ) + m5j+9(λ) + m5j+5(λ) ≤ 2,

• ∀j ≥ 0,m5j+10(λ) + m5j+6(λ) + m5j+4(λ) ≤ 2,

• ∀j ≥ 0,m5j+11(λ) + m5j+10(λ) + m5j+5(λ) + m5j+4(λ) ≤ 3.

命題 7.3 ([BMO, §3]). 単射 φ5 : S5 ↪→ Parを「(5j, 5j)の現われを (5j + 1, 5j − 1)に置き換える」

によって定義すると，Imageφ5 = Schur5 が成り立つ．特に S5
PT∼ Schur5 である．

われわれの研究は，Schur3,Schur5 ⊆ Strictと同じ性質が期待できる Schur7 ⊆ Strictをみつけ，

[ABO]の方法で計算機を用いて Schur7
PT∼ C2 ∩C7を示したところから始まった．Schur7は複数あ

るのだが，とりあえず 1つの明示的な定義は [Ts1]にある．最終的に達した Schurpの定義は [TW,

Definition 5.2]にある．Schur7 をみつけるには [KOR, LT]などに触発されたヒューリスティック

による試行錯誤が必要だったが，これについては割愛する．Schur7
PT∼ C2 ∩C7を示すには，命題

7.3のように p-strictな S7
PT∼ Schur7 を見つける必要がある．Schur5,Schur7 には規則性がみられ

なかった（そもそも Schur7は記憶するのが困難である）が，S3, S5, S7からは Spの定義に到達す

ることができた．
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8 pSPTの（対称群・量子群の）表現論的背景（証明について）

われわれの主定理の証明には「解釈による非負性の証明」のような圏論化の精神がみられる．と

くにその証明は（命題のみかけに反して）完全に初等的というわけではない（[Ste, Ts2]を用いれ

ば，perfect crystal理論 [KMN2
1, KMN2

2]による regularityの証明を回避できるかもしれない）．

証明の概略を述べる．一般に C ⊆ Parと i ≤ j について

Ci,j = {λ ∈ C | mk(λ) > 0⇒ i ≤ k ≤ j}

とおく．Sp の組合せ論的性質として，全単射

Sjp−h,jp+h
p

∼−−→Sjp+1,jp+h
p × Sjp−h,jp−1

p , λ 7→ (λ+, λ−)

であって（ここで j ≥ 1），次の性質をもつものを構成できる [TW, §2]．

• µ ∈ S
(j+1)p−h,(j+1)p+h
p , λ ∈ Sjp−h,jp+h

p について，(µ, λ) ∈ Sp ⇔ (µ, λ+) ∈ Sp

• ν ∈ S
(j−1)p−h,(j−1)p+h
p , λ ∈ Sjp−h,jp+h

p について，(λ, ν) ∈ Sp ⇔ (λ−, ν) ∈ Sp

ここで例えば (µ, λ)とは，µと λをそのまま並べてえられる分割を意味している．

この全単射を用いると，全単射 Sp
∼−−→· · ·×S2p+1,3p−1

p ×Sp+1,2p−1
p ×S1,p−1

p を構成できる [TW,

§3]．S
(j−1)p+1,jp−1
p は (A

(2)
p−1)† 型の Kirillov-Reshetikhin perfect crystal Bh,2（これは [JMO]で

構成された．KRクリスタルについては [HKOTY, HKOTT]を参照されたい）と等濃度なので，

Bh,2 から引き戻してクリスタル構造を与えることができ [TW, Corollary 3.10]，これによって Sp

は (A
(2)
p−1)† 型クリスタルになる．ここで根源的な理由は不明だか，Sp 上の柏原作用素 f̃i が Sp の

「箱を 1つ増やす」ことが証明できる [TW, Theorem 3.16]（証明を読んでいただければ，不思議

な cancellationの結果，成り立っていることはわかる）．一方，Sp
∼= (Bh,2)⊗∞は perfect crystal

の一般論 [KMN2
1, KMN2

2]によって B(Λh)と同型なので，クリスタル構造を忘れると Sp
PT∼ RPp

がえられ，RPp
PT∼ C2 ∩ Cp はやさしいので（例えば [TW, §5.2]を参照），主定理がえられる．

このように主定理は，perfect crystal理論による京都パス模型の応用なのだが，これまで知られ

ているような Parの部分集合によるレベル 1クリスタルの実現とは異なることを注意する（典型的

なものに [MM]による，A
(1)
p−1 型クリスタル同型 Rp

∼= B(Λ0)がある．これから Rp
PT∼ Cp もえら

れる．前述した A
(2)
p−1 型クリスタル同型 RPp

∼= B(Λ0)もこの一例である）．これまでのいわゆる

Young wall的な実現では， [Ts3, §1]の意味で「分岐点をもたない」perfect crystalが用いられる．

「perfect crystalは KR crystalのテンソル積に限る」という予想（これはたとえば [KNO]のイン

トロに書かれている）のもと，このような perfect crystalを分類した [Ts3, §1]（これが [Ts3]の動

機であった）．そして，このリスト以外の perfect crystalを用いて「Parの部分集合によるレベル

1クリスタル実現」（およびその帰結としての PT）をえることは，できないだろうと考えていた．

しかし (A
(2)
p−1)† 型 Bh,2 はたくさんの分岐点をもち，従来の「Parの部分集合によるレベル 1ク

リスタルの実現」の枠組みにない．主定理の証明の本質がどこにあるのかよく理解し，他のリー型

（あるいは perfect crystal）について類似の PTがえられると望ましい．例えば筆者は B
(1)
n 型の頂

点 nについて，主定理と同様の PTがえられるかもしれないと考えているが，現状ではほぼ妄想

にすぎない状態である．また [BK1, Theorem 8.11]の類似である [Ts3, Corollary 6.11]や， [Ts3,

§1]や [TW, §3]で説明されている A
(2)
2n 型とD

(2)
n+1 型の類似を考えると，主定理のD

(2)
n+1 版が期待

できると想像される．この場合，自然な命題は「Strictに “自然な”D
(2)
n+1 型クリスタル構造が入

り B(Λ0)と同型になる」だと考えられる．これは別の文脈で，Ohによって予想されていた [Oh,

Conjecture 0.1]が，適切な定式化のもとで正しくないことが知られている．
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PTのリー理論・表現論的証明は [ASW, LW]など多数知られている．われわれの証明とこれらの

アイデアとの関係を明らかにすることも，今後の課題である．例えば，われわれの主定理は「A
(2)
2n

型 Schur PT」と思えるものだから， [GKW, Theorem 1.1]の「A
(2)
2n 型RR恒等式」との関連を考

察することはよい出発点になるかもしれない．

最後に，われわれの動機は，かつて存在が期待され，p = 3, 5 では定義されていた（さらに

p = 3 では表現論的正当化 [BMO] も知られていた）が， [BK1, BK2] による RPp を用いた⊔
n≥0 Irr

su(Modsu(FpS
−
n )) の parameterization でいったんは忘れられたように思われる，R??

p ⊆
Strictを一般の奇数（あるいは奇素数）p ≥ 3でみつけることであった．われわれは Schur3,Schur5

を一般化した Schurp ⊆ Strictも定義し [TW, Definition 5.2]，これが R??
p だろうと考えている．

Schurp
PT∼ Sp だが，残念ながら Sp のような「簡単な」定義を与えることはできなかった．また

Schurpは Spを用いて定義される，という意味で Spはより根源的だろうと考えている．「Schurpを

用いた parameterizationで，対称群の pスピン分解行列が三角化される」といった正当化も今後

の課題である（Rp による
⊔

n≥0 Irr(Mod(FpSn))の parameterizationでこの性質が成り立つこと

は [FMP]で示されたが，現在では [Jam]の Specht加群の存在の影と理解できる）．

9 最後に

この度，講演の機会を与えてくださった加藤周さんをはじめとする organizerのみなさんに感謝

いたします．ありがとうございました．
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ユニタリ表現の指標と軌道の方法

大島 芳樹　 (大阪大学大学院情報科学研究科)

この内容は Benjamin Harris氏との共同研究に基づく．

Gを Lie群，gをその Lie環とする．Gの g∗ への余随伴作用を考えると，その軌道 (余随伴軌道)は自然な

シンプレクティック形式 (Kirillov–Kostant–Souriau形式)をもつ．軌道の方法は，余随伴軌道と Gの既約ユ

ニタリ表現との関係について主張するものである．

g∗/G ←→ {Gの既約ユニタリ表現の同値類 } (1)

軌道の方法は初めに冪零 Lie群に対して Kirillov [6]によって導入された．連結単連結冪零 Lie群について

は (1)の集合の間に 1対 1対応があり，さらに表現の側の重要な問題である指標，制限，誘導などが軌道の側

の言葉で簡明に記述される ([8])．

一方簡約 Lie群の場合には，冪零 Lie群のときのような完全な対応は期待できないが，g∗/Gの方を適当に

修正すると (1)の両辺の部分集合の間に対応ができて，表現の側の現象が軌道を使って良く記述できることが

しばしば観察されている．以下では簡約 Lie群のユニタリ表現について，既約表現の構成，指標，誘導が，軌

道とどのように対応しているかを見る．

1 既約表現

Gを実簡約 Lie群とする．ただしここでは実簡約 Lie群とは連結複素簡約 Lie群の実形のこととする．余随

伴軌道と表現の対応では，
√
−1g∗/G を考えるのが自然である．

√
−1g∗ を不変形式により

√
−1g と同一視

し，さらに Lie環の埋め込み g ↪→ gl(N,C) を使って
√
−1gを gl(N,C)の部分空間とみなす．G · ξ ⊂

√
−1g∗

が半単純軌道であるとは，対応する gl(N,C)の元が対角化可能であることとする．これは G · ξ ⊂
√
−1g∗ が

閉集合になることと同値である．G · ξ ⊂
√
−1g∗ が冪零軌道であるとは，対応する gl(N,C)の元が冪零行列

であることとする．

既約表現の構成は半単純軌道の場合と冪零軌道の場合にわけられる．半単純軌道の場合は標準的な構成が知

られている．冪零軌道については一般的な構成は得られていないが，対応する表現に極小表現など重要な表現

が現れる ([14], [15]などを参照)．

ここでは半単純軌道の場合を扱う．余随伴軌道 O ⊂
√
−1g∗ に対して ξ ∈ O をとり，G(ξ)をその固定部分

群，g(ξ)をその Lie環とする．g/g(ξ)のシンプレクティック形式に関するメタプレクティック被覆を G̃(ξ)と

する．

半単純軌道に付随する次のデータから表現が構成される．

定義 1.1. ペア (O,Λ)が半単純軌道データとは，半単純軌道 O ⊂
√
−1g∗ と，各 ξ ∈ O に対する G̃(ξ)のユ

ニタリ指標 Λξ が定まっていて次をみたすものとする．

• dΛξ = ξ|g(ξ),
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• g · Λξ ≃ Λg·ξ (∀g ∈ G).

• Λξ は G̃(ξ)→ G(ξ)を経由しない．

(O,Λ) を半単純軌道データとし，ξ ∈ O をとる．同型 g∗ ≃ g で ξ に対応する元を Xξ ∈
√
−1g とする．

Xξ は半単純元なので，ある Cartan 部分代数 t ⊂ g が存在して Xξ ∈
√
−1t となる．g の Cartan 対合 θ を

θ(t) = t となるようにとり，K = Gθ とする．q ⊂ gC を複素放物型部分代数，q = l+ nをその Levi分解とす

る．l = gC(ξ) をみたすとき qを Oの polarizationという．また polarization qは，α ∈ ∆(gC, tC) に対して

⟨λ, α⟩ ∈ R>0 =⇒ α ∈ ∆(n, tC)

であるとき admissible polarizationという．さらに q ∩ q̄の次元が admissible polarizationのうち最大であ

るような qを maximally real admissible polarizationという．ここで q̄は，実形 g ⊂ gC に関する qの複素

共役である．

(O,Λ)に対応する表現は，admissible polarization qをとると Harish-Chandra加群の誘導関手 Ig,Kq,G(ξ)∩K

を使って定義される ([9]を参照)．s = dim(n ∩ k)とし，virtual (g,K)加群を

X(O,Λ) :=
∑
j∈Z

(−1)j [(Ig,Kq,G(ξ)∩K)s+j(ξ ⊗ Cρ(n))]

と定義する．X(O,Λ)は qのとり方によらない．もし条件

α ∈ ∆(n, tC) かつ αは imaginary root =⇒ ⟨ξ + ρl, α⟩ > 0 (2)

を満たせば，ある Gの既約ユニタリ表現 π(O,Λ)が存在して X(O,Λ) = [π(O,Λ)K ]となる．

この構成は Zuckerman 誘導と放物型誘導を組み合わせたものである．Xξ ∈
√
−1k のとき O を楕円型軌

道，Xξ ∈
√
−1g−θ のとき O を双曲型軌道とよぶ．楕円型軌道 O には複素構造が入り Λξ はその上の正則直

線束を定める．この場合 π(O,Λ) はその Dolbeault コホモロジーと同型になる ([16])．双曲型軌道の場合は

q ∩ g ⊂ gが実の放物型部分代数になり，π(O,Λ)は (退化)ユニタリ主系列表現になる．

また O が余随伴軌道の中で次元が最大のとき regularという．regularな軌道には緩増加表現が対応する．

特に rank g = rank kのとき，regularな楕円型軌道は離散系列表現と対応する．

2 指標

有限次元表現 π に対して指標 Θ(g) = Traceπ(g) は G上の関数を定めるが，無限次元表現に対しても G上

の distributionとして指標を定義できることがある．例えば，冪零 Lie群の既約ユニタリ表現や簡約 Lie群の

既約 admissible表現については f ∈ C∞
c (G)に対する π(f)が trace classになり，f 7→ Traceπ(f) が G上

の distribution Θ(π)を定める．Θ(π)を指数写像で引き戻して g上の distribution θ(π)を得る．

軌道の方法によれば，軌道 O と表現 π が対応するとき θ(π) の Fourier 変換は軌道 O 上の積分で与えら
れる．

実際，冪零 Lie 群の既約ユニタリ表現の指標 θ(π) は緩増加になり，Fourier 変換 f ∈ S (g) 7→ f̂ ∈
S (
√
−1g∗)を

f̂(ξ) :=

∫
g

e⟨ξ,x⟩f(x)dx

とすると，

⟨θ(π), f⟩ =

∫
ξ∈O

f̂(ξ)ωO (3)
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が成り立つ．ここで ωO は O のシンプレクティック形式から定まる体積形式を表す．
簡約 Lie群の既約 admissible表現の場合は θ(π)の定義を修正して

θ(π) =
√

exp · exp∗(Θ(π))

とする．この補正により，π が無限小指標を持つことに応じて θ(π)が定数係数の微分方程式をみたす．また

Θ(π)および θ(π)は局所 L1 関数になる ([1])．

Gがコンパクトの場合は，Kirillov [7]により (3)が示された．

Gが非コンパクトでも π が緩増加表現の場合には θ(π)が緩増加になり，やはり (3)の式が成立する ([11])．

ところが π が緩増加表現でない場合には θ(π) は一般に指数関数程度の増大度をもち緩増加でない．従って

θ(π)は
√
−1g∗ の軌道の Fourier変換とは等しくならない．

Rossmann [12] は実の余随伴軌道の代わりに，軌道の複素化の中のサイクルを使って指標が表せることを

示した．π を regularな無限小指標をもつ既約 admissible表現として，OC をその無限小指標に対応する複素

Lie環 gC の余随伴軌道とする．2n = dimCOC = dim g − rank g とおく．このとき，ある実 2n次元のサイ

クル C が次の意味で指標 θ(π)を記述する：f ∈ C∞
c (g)に対して

⟨θ(π), f⟩ =

∫
C

f̂ωOC . (4)

ここで Fourier変換 f̂ を gC 上の正則関数にのばしている．ωOC は OC の正則シンプレクティック形式から定

まる正則 2n形式である．C の台はコンパクトとは限らないが，積分が収束するようなサイクルである．また

C は一意的には定まらず ωOC の中間次元のホモロジーの元とみなせる．

さらに (4)のサイクル C は，πと対応する旗多様体の同変層の特性サイクルにより表されることが Schmid–

Vilonen [13] で示されている．X = GC/B を G の複素化の旗多様体とする．X 上の G 同変層と表現 π の

対応は柏原 [3] によって予想され，[4], [5] で示された．π に対応する X 上の G 同変層 F は，Beilinson–

Bernstein対応，Riemann–Hilbert対応，松木対応 [10]の合成で得られる．このとき [13]は，(4)に現れるサ

イクル C が F の特性サイクルによる twisted moment mapの像で与えられることを示した．

前節で定義した半単純軌道に付随した既約ユニタリ表現 π について考えてみよう．半単純軌道 O に対して
前節の記号を用いる．U を GC の極大コンパクト部分群で K を含むものとする．π に対応する X 上の G同

変層 F の特性サイクルを求め，[13]を適用することにより次の定理が得られる ([2])．

定理 2.1. (O,Λ)を (2)を満たす半単純軌道データとする．また qをmaximally real admissible polarization

とする．このとき既約ユニタリ表現 π = π(O,Λ)について

⟨θ(π), f⟩ =

∫
C

f̂ωOC , C = {g · ξ + u · ρl : g ∈ G, u ∈ U, g · q = u · q}

が成り立つ．

O = G · ξ であるから，C の定義において u · ρl の項が無ければ (3)になる．

3 誘導

G を実簡約代数群，H をその部分代数群とする．ここでは H をユニモジュラーとし，自明表現からのユ

ニタリ誘導を考える．軌道の方法によれば，G のユニタリ表現 L2(G/H) と G · h⊥ とが対応する．ここで
h⊥ := {ξ ∈

√
−1g∗ : ξ|h = 0} とおいた．

3



L2(G/H)の annihilator idealに着目することにより，次の定理が証明できる．

定理 3.1. もし Gの既約ユニタリ表現 π が L2(G/H)に寄与するなら，π はある半単純元 λ ∈ GC · h⊥ から
定まる GC の一般旗多様体上のあるねじれ D 加群として実現される．さらにこのとき，ねじれ D 加群のパラ

メータは GC · h⊥ の Zariski閉包に入る．
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GROUP CHARACTEROIDS AND QUIVER REPRESENTATIONS

山口大学 飯寄信保（Nobuo Iiyori. Yamaguchi University)

今回の講演の内容は、千葉大学の澤辺正人さんとの共同研究の一部です。澤辺さんとは、有限群の部分群束

の構造をいろいろな視点から考察しています。例えば, 部分群束を単体的複体と捉え、その幾何構造につい

て素数グラフなどの視点などから考察をしています。今回は、部分群束をクイバーと考え，その表現を用い

て群の指標について考察していきたいと思います。

記号等.
・n ∈ Z>0 に対し，π(n) := {p : prime| p|n}
・素数からなる集合 π :に対し，nπ ∈ Nは次の 3つの条件 (1)nπ|n, (2)π(nπ) ⊆ π, (3)π(n/nπ)∩ π = ∅.
を満たす正整数とする。

・π(G) = π(|G|),
・Gπ = {x ∈ G|x|G|π = 1},
・π′ = π(G)− π,

・ただ一つの素数からなる集合 {p}は，単に pと表す。

そのほかの記号等については必要な時に説明します。

Definiteion of a Quiver.

定義 四つ組 Q = (Q0, Q1, (s : Q1 → Q0), (r : Q1 → Q0))が次の２つの条件を満たすとき quiverと呼

ぶ。

(1)Q0 ( ̸= ∅), Q1 =は集合である。

(2)s, rは，Q1 から Q0 への写像である。

Q0の元を pointと呼び，Q1の元を arrowと呼ぶ。また，arrow α ∈ Q1に対し，s(α) = aかつ r(α) = bの

とき，a
α→ b or α = (a→ b)で表す。arrowの有限列 α1α2 · · ·αk で条件 r(αl) = s(αl+1) for 1 ≤ l ≤ k − 1

を満たすものを pathと呼ぶ。

クイバー Qから直接得られる重要な２つのクイバーを紹介します。

定義. Q = (Q0, Q1, (s : Q1 → Q0), (r : Q1 → Q0))を quiverとする。各 α = (a→ b) ∈ Q1 に対し，シ

ンボル tαを作り，Qop
1 := {tα | α ∈ Q1}とする（Q1 ∩ Qop

1 = ∅に注意する）。写像 s̃, r̃を次のように定

める。

s̃ : Qop
1 −→ Q0 (s̃(tα) := r(α))r̃ : Qop

1 −→ Q0 (r̃(tα) := s(α))

このとき， Qop := (Q0, Q
op
1 , s̃, r̃) を Qの oppositeという。

Date: December 25, 2017.
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定義. Q = (Q0, Q1, (s : Q1 → Q0), (r : Q1 → Q0)) を quiver とし，Qop := (Q0, Q
op
1 , s̃, r̃) を Q の

oppositeとする。Qの UD-quiverQud = (Qud
0 , Qud

1 , sud, rud)は，次の式で定義される quiverである：

Qud
0 = Q0, Qud

1 = Q1 ∪Qop
1 ,

sud(α) =

{
s(α) if α ∈ Q1

s̃(α) if α ∈ Qop
1

and rud(α) =

{
r(α) if α ∈ Q1

r̃(α) if α ∈ Qop
1 .

また，アップダウンクイバーにおいては，パス γ = α1α2 · · ·αk の oppsiteは tγ = tαk
tαk−1 · · · tα1，（ここ

で， t(tα) = αである）で定まるパスとする。

今回の話では，次に示す例の形でクイバーが用いられます。

例（posetの quiver）.

P (= (P,≤)) poset とし，P0 = P，P1 = {a → b|a, b ∈ P and b ⪇ a} とおく。QP あるいは，P =

(P0,P1, s, r)を poset P の quiverと呼ぶ。

さて，Gを有限群，Sgp(G)をGの部分群全体とする。(Sgp(G),≤) (= Sgp(G))として posetとみる（ G

の部分群束と呼ぶ)。quiver QSgp(G) が今回の話の主対象である。

Quiverの表現の定義等.

Rを可換環とする。F が quiverQの R上の表現であるとは，各 a ∈ Q0 に対し Fa は有限集合 (あるいは

R-module, R-algebra) であり，各 α = (a → b) ∈ Q1 に対して Fα = F(a→b) : R[Fa] −→ R[Fb] （また

は Fa −→ Fb) が R-準同形となることを意味する。また，各パス γ = α1α2 · · ·αk に対し，Fα1α2···αk
=

Fαk
◦ Fαk−1

◦ · · · ◦ Fα1 と定義しておく。

可換環Bn(G).

Gを有限群，nを正整数，Ln(G) := {x ∈ G|xn = 1}とおき，Z‐代数 Bn(G)を

Bn(G) = spanZ{φ
∣∣
Ln(G)

|φ ∈ Irr(G)}.

と定める。 この可換代数について基本的な事項は以下の通りである。

補題
(1) Bn(G)は，指標環の演算により自然に Z-代数となる。

(2) 2つの正整数m|nと部分群K ≤ H ≤ Gに対し，制限写像 Res
(H,n)
(K,m) : Bn(G)→ Bm(G)を

Res
(H,n)
(K,m)(f) = f |Lm(K).

と定義することができ，これは Z-準同形である。

(3)X ⊆ Gに対し

C(X) := {D ⊆ X|D : G-共役類 }

とおくと

C⊗Bn(G) ≃ C|C(Ln(G))|.

が成り立つ。
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さて，C⊗Bn(G)上には非退化な Hremitian積が次のように定義できる。 f, g ∈ C⊗Bn(G)に対し

[f, g](G,n) :=
1

(|G|, n)

∑
x∈Ln(G)

f(x)g(x).

この内積について次の重要な性質が成り立ちます。

定理 (Frobenius propoerty)

K ≤ H ≤ Gを Gの部分群，m,nをm|nなる２つの正整数とする。f ∈ C⊗Bm(K)に対して

Ind
(H,n)
(K,m)(f) :=

(|H|, n)

(|K|,m)

(
|H|
|K|

)−1 ∑
D∈C(Lm(K))

f(xD)
∑

t∈K\H

χ
Ln(H)
Dt ,

ここで xD ∈ DはD ∈ C(Lm(K)の代表元とし，B ⊆ Aに対し χA
B はBのAにおける特性関数とする。こ

のとき Ind
(H,n)
(K,m)は C⊗Bm(K)から C⊗Bn(H)への C-線形写像であり、次を満たす。各 f ∈ C⊗Bn(H)

と g ∈ C⊗Bm(K)に対し

[f, Ind
(H, n)
(K,m) (g)](H,n) = [Res

(H,n)
(K,m)(f), g](K,m)

Remark. 上でm = n = |G|のとき，我々のFrobenius propertyは通常指標におけるFrobenius reciprocity

と一致する。講演においては Ind
(H,n)
(K,m)(f)の式につて誤ったものを紹介しましたが，訂正いたします。

Generalized π-Brauer Characeroids.

Gを有限群とし，π ⊆ π(G)をとる。

Bπ(G) := B|G|π′ (G) および [∗, ∗](G,π) = [∗, ∗](G,|G|π′ ).

のように記号を定義しておく。

Bπ(G) に属する類関数を G の generalized π-Brauer characteroid と呼ぶことにする。特に π = {p} の
とき，generalized p-Brauer characteroid は一般 p-Brauer 指標 と一致する。この generalized π-Brauer

characteroid　の特徴づけとして次が挙げられる。

命題 2整数 a, bを a|G|π + b|G|π′ = 1のように選ぶ。bZ-線形写像ˆ: C⊗Bπ(G)→ C⊗ Z[Irr(G)]を次の

ように定める。

f̂(x) := f(xa|G|π ).

このとき f ∈ Bπ(G) ⇐⇒ f̂ ∈ Z[Irr(G)]が成り立つ。

この generalized p-Brauer characteroidの重要な性質として次がある。

定理 π1 ⊆ π2 ⊆ π(G)とする。

Ind
(H,|H|π′

1
)

(H,|H|π′
2
)

∣∣∣
Bπ2 (H)

⊆ Bπ1(H).

以下，

Ind
(H,π1)
(K,π2)

:= Ind
(H,|H|π′

1
)

(K,|K|π′
2
) および ind

(H,π1)
(K,π2)

:= Ind
(H,π1)
(K,π2)

|Bπ2 (K).

Res
(H,π1)
(K,π2)

:= Res
(H,|H|π′

1
)

(K,|K|π′
2
) および res

(H,π1)
(K,π2)

:= Res
(H,π1)
(K,π2)

|Bπ1 (H).
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のように記号を整理しておく。次は，characteroidが通常の指標と似通った性質をもつことの示しているも

のである。

定理 ⟨[Bπ(G), Bπ(G)](G,π)⟩ = Z.

Quivers of our cases.

これまでの事柄がクイバーの表現を用いてそのように整理できるかを説明する。次の３つのクイバーがター

ゲットである。

(i) QSgp(G)×(Z, | ), (ii) Q
Sgp(G)×({n∈Z>0|n

∣∣|G|},| )
, (iii) QSgp(G)×2π(G) .

(ii)は (i)の部分クイバーである。(iii)の 2πの posetのオーダーリングは通常のものと逆なものを採用してい

る。Q′を (i)∼(iii)またはQ = (Q′)udのクイバーのどれか一つとする。点 a(= (H,n)あるいは (H,π)) ∈ Q0

と矢 α ∈ Q1 に対し,

Fa = C⊗Bn(H) or Bπ(H), Fα =

{
res

s(α)
r(α) if α ∈ Q′

1

ind
s(α)
r(α) if α ∈ (Q′)op1

とする。このとき，F は Qの表現となる。この準備の下で，次の定理が成立つ。

定理 γ を Qの pathとする。任意の f ∈ Fs(γ) と g ∈ Fr(γ) に対し次が成立する。

[Fγ(f), g]Fr(γ)
= [f,Ftγ(g)]Fs(γ)

.

系 π3 ⊆ π1, π2 ⊆ π(G)とH,K ≤ L ≤ Gに対し次が成立する。

[f, res
(L,π3)
(H,π1)

ind
(L,π3)
(K,π2)

(g)](H,π1) = [res
(L,π3)
(K,π2)

ind
(L,π3)
(H,π1)

(f), g](K,π2)

ただし，f ∈ Bπ1(H)，g ∈ Bπ2(K)とする。

系 　 p, q ∈ π ⊆ π(G)および H,K ≤ H ≤ Gとする。f ∈ Z[p − IBr(H)], g ∈ Z[q − IBr(K)]に対して，

次が成立する。

[f, res
(L,π)
(H,p)ind

(L,π)
(K,q)(g)](H,p) = [res

(L,π)
(K,q)ind

(L,π)
(H,p)(f), g](K,q)

Application.

以上の話と通常の群論との関係は次の定理がもっとも重要なものと思われる。ただし，上で紹介した定理を

書き換えたものに過ぎない。

定理 Gを有限群，π ⊆ π(G)とする。このとき任意の一般指標 f, gに対し∑
x∈Gπ

f(x)g(x) ≡ 0(mod |G|π)

が成立する。

上の定理は群指標の初歩的な教科書に書かれるべき極めて基本的な性質のように私は思う。
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