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1. はじめに

本稿において，多様体とは複素数体上定義された非特異代数多様体を意味
する．多様体Xが群多様体の推移的な代数的作用をもつとき，Xを等質多様
体と呼ぶ．以下，等質多様体とは射影的な等質多様体を意味する．A. Borelと
R. Remmertの結果（定理 2.1）により，全ての等質多様体はアーベル多様体と
有理等質多様体の積として記述されることが知られている．本稿ではHwang，
Mokを中心に構築された有理曲線の接ベクトルの理論（VMRT理論）の観点
から得られる種々の等質多様体の特徴付けについて概説する．
本稿は以下のように構成されている．まず第 2章で等質多様体の分類に関す

る古典的な結果をまとめる．第 3章では単線織多様体上の有理曲線の変形理論
の復習をしたのち，それを用いてVMRTの定義を述べる．さらに，ピカール
数 1の有理等質多様体に対して，そのVMRTの構造を具体的に記述する．第
4章において，VMRTの観点から種々の等質多様体の特徴付けについて概説す
る．基本的には [4]の記号や用語を用いる．特に，多様体X上の局所自由層 E
に対し，P(E)はグロタンディックの意味での射影化 Proj(Sym(E))とする．

2. 等質多様体の分類について

この章では等質多様体の分類について述べる．A. BorelとR. Remmertによ
り，以下の等質多様体の構造定理が知られている：

定理 2.1 ([2]). 任意の等質多様体はアーベル多様体と有理等質多様体の積と同
型である．さらに，任意の有理等質多様体は半単純線形代数群Gの閉部分群
P による幾何学的商G/P と同型である．

g次元のアーベル多様体はリーマンの条件を満たす階数 2gの格子 Λによる
g次元複素ベクトル空間Cgの商空間Cg/Λとして記述される．一方，有理等質
多様体は印付きディンキン図形により分類される．この章では後者の分類につ
いて復習する．
線形代数群Gに対し，そのリー代数 g = Lie(G)はG上の左不変代数的ベク

トル場全体の集合として定義される（例えば，[6, 9.1]参照）．幾つか定義を思
い出そう．

定義 2.2. Gを連結線形代数群，gをそのリー代数とする．
(i) gが非自明なイデアルを含まず，かつ導来イデアルDg := [g, g]が 0で
ないとき，Gと gはそれぞれ単純という．
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(ii) gが単純イデアル giの直和 g =
⊕

giとかけるとき，Gと gはそれぞ
れ半単純という．

定理 2.1により，有理等質多様体を分類するためには，半単純線形代数群G
とその放物的部分群P の商G/P を分類すればよい．ここで，G/P が射影多様
体となるGの閉部分群 P をGの放物的部分群と呼ぶ．Gの普遍被覆 G̃ → G
をとると，G̃は Lie(G̃) ∼= Lie(G)を満たす半単純線形代数群である．さらに，
G/P は G̃の作用に関して等質になる．従って，Gを初めから単連結半単純線
形代数群としてよい．このようにとることにより，単連結半単純線形代数群G
と半単純リー代数 gは一対一に対応する．以下，単連結半単純線形代数群Gに
対応する半単純リー代数 Lie(G)を gと記す．
単連結半単純線形代数群Gの極大連結可解閉部分群BをGのボレル部分群

と呼ぶ．ボレル部分群と放物的部分群に関して次の結果が知られている．

命題 2.3 ([6, Theorem, Corollary B, 21.3]). 単連結半単純線形代数群Gに対
し，以下が成立する．

(i) ボレル部分群は放物的部分群である．
(ii) Gの連結閉部分群 P に対し，P がボレル部分群を含むことと P が放
物的部分群であることは同値である．

(iii) Gの任意のボレル部分群は互いに共役である．

Gのボレル部分群Bを固定する．P をGの任意の放物的部分群とする．命
題 2.3 (ii)より，P はあるボレル部分群B′を含む．BとB′は互いに共役なの
で，ある g ∈ Gが存在して，B = g−1B′gとなる．このとき，Q := g−1Pgと
定めると，G/P ∼= G/QかつQはBを含む放物的部分群である．
一方，半単純リー代数 gに対し，その極大可解部分リー代数 bを gのボレル

部分代数，ボレル部分代数 bを含む gの部分リー代数 pを放物的部分代数と呼
ぶ．このとき，次が成立する．

命題 2.4 ([6, Theorem 13.1], [25, 命題 9.31]). 半単純線形代数群Gとそのリー
代数 gに対し，

{Gの閉部分群 } → {gの部分リー代数 };H 7→ h := Lie(H)

なる写像は単射である．さらに，この写像の下，Gのボレル部分群と gのボレ
ル部分代数，Gの放物的部分群と gの放物的部分代数はそれぞれ一対一に対応
する．

以上をまとめると，有理等質多様体を分類するためには，各半単純リー代数
gに対し，そのボレル部分代数 bを一つ固定し，bを含む放物的部分代数 pを
分類すればよい．
半単純リー代数 bを含む放物的部分代数 pを分類するために，gのカルタ

ン部分代数 hを一つ固定する．カルタン部分代数は可換なので，gの随伴表現
ad : g → gl(g)による像 ad(h)も可換である．従って，ad(h)に含まれる g上の
線形変換は同時対角化可能であり，gは同時固有空間分解可能である．これに
より，gのルート空間分解を得る（例えば，[7, Chap. 8]参照）：

g = h⊕
⊕
α∈Φ

gα



ただし，
gα = {x ∈ g| ad(h)(x) = α(h)x for all h ∈ h},

Φ = {α ∈ h∨ \ {0}|gα ̸= 0}
とする．さらに，Φの基底∆ := {α1, α2, · · · , αℓ}を固定し，Φを正のルートの
集合と負のルートの集合へ分解する：Φ = Φ+ ∪ Φ−．このとき，以下が成立
する．

命題 2.5. 上記記号の下，以下が成立する．

(i) b := h⊕
⊕

α∈Φ+ gαは gのボレル部分代数である．
(ii) (i)の bを含む任意の放物的部分代数 pに対し，I ⊂ ∆が存在し，

p = b⊕
⊕

α∈Φ+(I)

g−α

と表される．ただし，Φ+(I) := {
∑

αi∈∆\I kαi
αi ∈ Φ|kαi

∈ Z}とする．
以下，この pを pI とかく．さらに，pI に対応する放物的部分群を

PI とかく．

証明. (i) ルート α, β ∈ Φに対して [gα, gβ] = gα+β が成り立つことに注意す
る．このとき，導来イデアルDb := [b, b], Dib := D(Di−1b)に対して，Db =⊕

α∈Φ+ gαとなる．このことから，十分大きい正整数 nについて，Dnb = 0と
なることが簡単に分かる．従って，bは可解リー代数である．極大性を示すた
めに，bを真に含む gの可解部分リー代数 b′が存在したと仮定する．このとき，
b′は ad(h)-不変なので，ルート空間分解と同様に，ある Φの部分集合 Sが存
在し，b′ = h⊕

⊕
α∈S gαとかける．仮定より，Φ+ ⊂ Sかつ Sは少なくとも一

つの負のルート−α ∈ Φ−を含む．このとき，

sl2(C) ∼= gα ⊕ g−α ⊕ [gα, g−α] ⊂ b′

となるが，sl2(C)は可解でないので矛盾．
(ii) bを含む任意の放物的部分代数 pに対し，pが ad(h)-不変なので，(i)と

同様にあるΦの部分集合 T が存在し，p = h⊕
⊕

α∈T gαとかける．このとき，
Φ+ ⊂ T が成り立つ．さらに，α, β, γ ∈ Φ+が α = β + γかつ−α ∈ T を満た
すならば−β,−γ ∈ T が成り立つ．このことから主張は従う．

これにより，有理等質多様体G/P は推移的に作用する群Gも込めて，半単
純リー代数 gと単純ルートの集合∆の部分集合 Iの組 (g, I)により決まる．半
単純リー代数は単純ルートを頂点として得られるディンキン図形により分類さ
れるので，有理等質多様体G/P は (D, I)により群作用も込めて一意的に定ま
る．ただし，Dは gから定まるディンキン図形であり，I ⊂ ∆はその頂点の
部分集合である．以下，場合に応じて単純ルート αkを k，ルートの基底∆を
{1, 2, · · · , ℓ}と略記する．ディンキン図形の頂点の番号付けは [7, P. 58]に従
う．以下，印付きディンキン図形 (D, I)に対応する有理等質多様体をD(I)と
かく．

例 2.6. (i) Aℓ(r)は複素ベクトル空間 Cℓ+1の r次元線形部分空間をパラ
メータ付けするグラスマン多様体G(r,Cℓ+1)に対応する．



(ii) 正整数の組 (r1 < r2 < · · · < rs ≤ ℓ)に対し，Aℓ(r1, r2, · · · , rs)は旗多
様体

{(Vr1 , Vr2 , · · · , Vrs)|Vri ⊂ Vri+1
, VriはCℓ+1の ri次元線形部分空間 }

に対応する．
(iii) ωを Cnの非退化対称双線形形式とする．このとき，グラスマン多様

体G(r,Cn)の部分集合

OG(r,Cn) := {[W ] ∈ G(r,Cn) | ω(W,W ) = 0}

を考える．n = 2ℓ+1かつ 1 ≤ r ≤ ℓのとき，Bℓ(r)はOG(r,C2ℓ+1)に
対応する．また，n = 2ℓかつ 1 ≤ r ≤ ℓ−2のとき，Dℓ(r)はOG(r,C2ℓ)
に対応する．一方，OG(ℓ,C2ℓ)は二つの互いに同型な既約成分Sℓ−1か
らなり，D2ℓ(ℓ− 1)とD2ℓ(ℓ)は Sℓ−1と同型である．OG(r,Cn)を直交
グラスマン多様体，Sℓ−1をスピノール多様体という（OG(ℓ+1,C2ℓ+2)
の既約成分としてSℓを定義することもあるが，ここでは [18]の記号に
従う）．

(iv) ωを C2ℓの非退化反対称双線形形式（シンプレクティック形式）とす
る．このとき，グラスマン多様体G(r,C2ℓ)の部分集合

LG(r,C2ℓ) := {[W ] ∈ G(r,C2ℓ) | ω(W,W ) = 0}

を考える．1 ≤ r ≤ ℓのとき，Cℓ(r)はLG(r,C2ℓ+1)に対応する．LG(r,C2ℓ)
をシンプレクティックグラスマン多様体，もしくはラグランジアング
ラスマン多様体という．

注意 2.7. 上記例から，例えば A2ℓ−1(1), A2ℓ−1(2ℓ − 1), Cℓ(1)は全て (2ℓ − 1)
次元の射影空間 P2ℓ−1と同型である．多様体としては全て同型だが，最初の二
つは互いに双対の関係にあり，ともに対応する群は特殊線形群 SL(2ℓ)である．
一方，Cℓ(1)に対応する群はシンプレクティック群 Sp(2ℓ)である．

命題 2.8. dimD(I) = ♯(Φ+ \ Φ+(I))

証明. 任意の点 o ∈ D(I)に対しD(I)の oにおける接空間をTo(D(I))と書くと，
dimD(I) = dimTo(D(I)) = dim g/pI が成り立つ．命題 2.5により，ベクトル
空間として g/pI ∼=

⊕
Φ+\Φ+(I) g−αとなり，任意のルート αに対し dim gα = 1

であることから主張は従う．

I ⊂ J ⊂ ∆に対して，対応する放物的部分代数 pJ ⊂ pI ⊂ gとそれらに
対応する放物的部分群 PJ ⊂ PI ⊂ Gを考える．このとき，自然な射影 πJ,I :
G/PJ → G/PI は代数多様体の射となる．この射に対して以下が成立する．

命題 2.9. 上記記号の下，πJ,I の任意のファイバーは (D \ I, J \ I)なる印付き
ディンキン図形に対応する有理等質多様体である．ただし，D \ Iはディンキ
ン図形Dから Iに対応する頂点を取り除いて得られるディンキン図形とする．

証明. πJ,Iの任意のファイバーはPI/PJと表すことができる．放物的部分群PI

のレヴィ分解を考えると，PI のユニポテント根基Ru(PI)による PI の商は簡



約代数群となる（[6, Theorem 30.2]）．さらにその簡約代数群をその中心で割
ることにより半単純線形代数群GIを得る．GIに対応するリー代数Lie(GI)は⊕

α∈Φ+(I)

(gα ⊕ g−α ⊕ [gα, g−α])

とかける．これはディンキン図形D \ I に対応するリー代数である．さらに，
自然な射影 pI → Lie(GI)による pJ ⊂ pI の像 pJ は( ⊕

α∈Φ+(I)

([gα, g−α]⊕ gα)

)
⊕

⊕
α∈Φ+(J)

g−α

とかける．これは Lie(GI)の放物的部分代数である．そこで，pJ に対応する
GIの放物的部分群を PJ とかくと，PI/PJ

∼= GI/PJ となる．上記 pJ の記述か
ら主張が従う．

有理等質多様体D(I)のピカール群や曲線の錐，因子の錐，コホモロジーの
計算についても多くのことが知られている（例えば，[24]参照）．特に，D(I)
のピカール数 ρ(D(I))は ♯Iと一致する．
3章以降のために 2つ定義を述べる．

定義 2.10. 有理等質多様体X が長いルート αk（定義は [7, 10.4]を参照）を
用いてD(αk)と表されるとき，X を長いルートに対応する有理等質多様体と
呼ぶ．

定義 2.11. 有理等質多様体D(∆)を完全旗多様体と呼ぶ．D(∆)はG/Bに他
ならない．

命題 2.12. 長いルートに対応しないピカール数 1の有理等質多様体D(k)はシ
ンプレクティックグラスマン多様体Cℓ(k) (ただし，1 < k < ℓ)と F4(k)（ただ
し，k = 3または 4）である．

証明. 長いルートに対応しないピカール数 1の有理等質多様体 D(k)に対し，
ディンキン図形Dは連結であり，αkは短いルートである．従って，連結ディ
ンキン図形の分類 [7, 11.4]により，D(k)は以下のいずれかである：

Bℓ(ℓ), Cℓ(k) (k < ℓ), F4(k) (k = 3, 4), G2(1).

Bℓ(ℓ)は多様体としてDℓ+1(ℓ+1)と同型である．実際，Bℓ(ℓ)は非特異２次超曲
面Q2ℓ−1に含まれる (ℓ−1)次元線形部分空間をパラメータ付けする直交グラス
マンOG(ℓ−1, Q2ℓ−1)であり，Dℓ+1(ℓ+1)は非特異２次超曲面Q2ℓに含まれる ℓ
次元線形部分空間をパラメータ付けする直交グラスマンの既約成分OG(ℓ,Q2ℓ)o

である．ここで，Q2ℓが張る射影空間の超平面Hを用いてQ2ℓ−1 = Q2ℓ ∩Hと
みることにより，

OG(ℓ,Q2ℓ)o → OG(ℓ− 1, Q2ℓ−1); [Pℓ] 7→ [Pℓ ∩H]

なる射を得るが，これは同型射である．また，注意 2.7で述べた通り，Cℓ(1) ∼=
A2ℓ−1(1)である．最後に，G2(1)はQ5と同型であることが知られている（例え
ば，[3, 23.3]参照）．従って，G2(1) ∼= B3(1)である．以上により，Bℓ(ℓ), Cℓ(1), G2(1)
はそれぞれDℓ+1(ℓ+ 1), A2ℓ−1(1), B3(1)とみなすことができるので，長いルー
トに対応する有理等質多様体である．



多様体間の非特異射 f : X → Y の全てのファイバーが P1と同型なとき f を
P1束という．完全旗多様体は多くの P1束構造をもつ．

命題 2.13. 完全旗多様体D(∆) = G/Bは ♯∆個の P1束構造をもつ．

証明. 命題 2.9により，任意の αk ∈ ∆に対して，D(∆) → D(∆ \ {αk})は P1

束である．

3. VMRTについて

この章では有理曲線の変形理論とVMRTについて知られていることをまと
める．有理曲線の変形理論に関しては [13]を，VMRTの一般論に関しては，
[8, 12, 15, 17, 18]を参照されたい．

3.1. 有理曲線の変形理論とVMRTの定義. 有理曲線の族により覆われる多様
体を単線織多様体と呼ぶ．また，反標準因子−KXが豊富な多様体をファノ多様
体と呼ぶ．よく知られている通り，ファノ多様体は単線織多様体である．この章
では断りがない限り，Xを単線織（非特異）射影多様体とする．P1からXへの
射をパラメータ付けするHomスキームをHom(P1, X)とかく．また，非定値射
f : P1 → Xに対し，対応するHomスキームの点を [f ] ∈ Hom(P1, X)とかく．
有理曲線C ⊂ Xに対しその正規化をとることにより非定値射fC : P1 → C ⊂ X
が定まる．グロタンディックの定理（例えば [23, Chap. 1, Theorem 2.1.1]参
照）により P1上の任意のベクトル束は直線束の直和としてかけるので，Xの
接束 TX の fC による引き戻し f ∗

CTX に対しある整数 a1 ≥ a2 . . . ≥ amが存在
して，

f ∗
CTX = OP1(a1)⊕ OP1(a2)⊕ . . .⊕ OP1(am)

とかける．

定義 3.1. 上記記号のもと，全ての iに対し ai ≥ 0が成り立つとき，C を自
由有理曲線（free rational curve）という．また，a1 = 2 > a2を満たす自
由有理曲線 C を標準的有理曲線（standard rational curve）という（[13,
Definition IV.2.8]では「極小有理射」と呼んでいることに注意する）．

像と双有理同値な射 f : P1 → Xをパラメータ付けするHom(P1, X)の開部分
スキームをHombir(P1, X) ⊂ Hom(P1, X)とかく．さらに，Hombir(P1, X)の正
規化をHomn

bir(P1, X)とかく（肩付きの nは正規化 (normalization)を意味し，次
元を表しているわけではない）．自己同型群Aut(P1)は自然にP1×Homn

bir(P1, X)
とHomn

bir(P1, X)へ作用し，それらの幾何学的商をそれぞれ

Univ(X), RatCurvesn(X)

と記す（[13, Comment II.2.7, Definition-Proposition II.2.11]参照）．有理曲線
C ⊂ Xに対し，対応する点を [C] ∈ RatCurvesn(X)とかく．



定理 3.2 ([13, Corollary II.2.12, Theorem II.2.15]). 上記記号のもと，以下の
可換図式が成り立つ

P1 × Homn
bir(P1, X)

��

U //

⟲

Univ(X)

p

��
Homn

bir(P1, X)
u // RatCurvesn(X).

さらに，U と uはそれぞれ主Aut(P1)束であり，pは P1束である．

注意 3.3. 一般に，RatCurvesn(X)からX のチャウスキームへの自然な有限
射 RatCurvesn(X) → Chow(X)が存在する．この射はほとんどの点で単射
（generically injective）であるが，一般には必ずしも単射ではない．

評価写像 P1 × Homn
bir(P1, X) → Xに対応し，Univ(X)の評価写像

Univ(X) → X

が定まる．以下，RatCurvesn(X)の既約成分Mを固定し，p : U → Mにより
Univ(X) → RatCurvesn(X)の引き戻しを，ι : U → Xにより評価写像を表す．

U
p
��

ι // X

M

定義 3.4. 上記記号のもと，ι : U → Xが支配的となるとき，既約成分Mを支
配的という．支配的な既約成分のうち反標準次数が最小のものを極小有理成分
（minimal rational component）という．さらに，極小有理成分Mがスキー
ムとしてC上固有的ならば，Mを非分裂（unsplit）という．また，極小有理成
分Mと任意の x ∈ Xに対し p(ι−1(x))の正規化をMxと記し，px : Ux → Mx

と ιx : Ux → Xにより対応する普遍族を表す．[13, Corollary II.2.12]により px
は P1束である．

注意 3.5. 極小有理成分Mに対し，Mが C上固有的であることと C上射
影的であることは同値である．実際，Mが C上固有的ならば，有限射 π :
RatCurvesn(X) → Chow(X)による像 π(M)も C上固有的である．一般に，
Chow(X)がC上射影的なので π(M)も射影的となり，π : M → π(M)が有限
であることからMの射影性も従う．

例 3.6. X ⊂ P3を非特異 3次曲面とする．Xに含まれる直線は 27本のみであ
り，Xは直線では覆われない．この場合，Xの極小有理成分Mはコニックの
族である．また，2本の直線の和集合が極限として現れるコニックの列が存在
するので，Mは一般にスキームとしてC上固有的ではない．

定理 3.7. MをXの極小有理成分とする．一般の点 x ∈ Xと [C] ∈ Mxに対
し，以下が成立する．

(i) Cは自由である．
(ii) Mxは非特異かつC上射影的であり，dimMx = −KX .C−2を満たす．
(iii) [C] ∈ MxがMxの既約成分の一般元であれば，Cは標準的である．



(iv) fC(o) = x (o ∈ P1)とすると，fは oにおいてはめ込みである．すなわ
ち，fC の oにおける微分 (dfC)oは零写像でない．

(v) Mxは ι−1(x)と同型である．

証明. (i)は [13, Theorem II.3.11]と同様の議論により従う．(ii)の射影性以外
の主張は [13, Theorem II.1.7, Theorem II.2.16]から従う．Mxが射影的である
ことは [13, Proposition II.2.2]と極小有理成分の次数の最小性から従う．(iii)
は [13, Corollary II.2.9]より従う．(iv)と (v)は [11, Theorem 3.3]より従う．

定義 3.8. Xの極小有理成分Mと一般の点 x ∈ Xに対し，定理 3.7 (iv)によ
り，次の射が定まる：

τx : Mx → P(ΩX,x); [C] 7→ [Im((dfC)o)]

この射を xにおける接写像（tangent map at x），

Cx := Im(τx) ⊂ P(ΩX,x)

をXの点 xにおけるVMRT (Variety of Minimal Rational Tangents at
x)という．さらに，一般の点 x ∈ X に対し τxが定まることと定理 3.7 (v)に
より，有理写像

τ : U · · · → P(ΩX)

が定まる．この有理写像をグローバル接写像（global tangent map）という．

P(ΩX)

projection
��

U

τ
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ι // X

定理 3.9 ([11, Theorem 3.4], [9, Theorem 1, Corollary 1]). 定義 3.8の仮定の
もと，以下が成立する．

(i) τx : Mx → Cxは有限射である．
(ii) τx : Mx → Cxは双有理射である．

従って，τx : Mx → Cxは正規化である．

命題 3.10 ([1, Proposition 2.7]). 定義 3.8の仮定のもと，τx : Mx → Cx が
[C] ∈ Mx においてはめ込みであることと，C が標準的であることは同値で
ある．

例 3.11. 多様体X ⊂ PN が直線で覆われている場合を考える．このとき，X
の極小有理成分Mは直線の族である．定理 3.7 (i)により，一般の x ∈ Xと任
意の [ℓ] ∈ Mxに対し，ℓは自由有理曲線である．また，2つの単射

TP1 ↪→ TX |ℓ, TX |ℓ ↪→ TPN |ℓ
により，ℓは標準的有理曲線であることが分かる．よって，命題 3.10により，
τxははめ込みである．また，固定点 xを通る直線は xにおける接方向により一
意的に定まるので，τxは単射である．以上により，τx : Mx ↪→ P(ΩX,x)は閉埋
め込みであり，従ってMx

∼= Cxとなる．



注意 3.12. X上の極小有理成分Mと一般の点 x ∈ Xに対し，px : Ux → Mx

と ιx : Ux → X を普遍族に付随する射，TUx/Mx とKUx/Mx をそれぞれ Ux →
Mxの相対接束と相対標準因子とする．自然な射 TUx/Mx |q−1(x) ⊂ TUx|q−1(x)と
TUx |q−1(x) → TX,x⊗Oq−1(x)の合成を考えると，[11, Theorem 3.3, Theorem 3.4]
により TUx/Mx |q−1(x)は TX,x ⊗Oq−1(x)の部分束である. この束により定まる射
q−1(x) → P(ΩX,x)が接写像 τxである．よって，接写像 τxは次を満たす：

(1) τ ∗xOP(ΩX,x)(1) = Oq−1(x)(KUx/Mx).

3.2. ピカール数 1の有理等質多様体のVMRT. Xをピカール数 1の有理等質
多様体とする．このとき，X のピカール群の豊富な生成元 Lは非常に豊富な
ので，完備線形系 |L|によりXを射影空間に埋め込むことができる（例えば，
[24, Theorem 6.5]参照）．さらに，この埋め込みに関してXは直線により覆わ
れる（例えば，[13, Theorem V.1.15]参照）．従って，例 3.11により，接写像
τxは埋め込みになり，Mx

∼= Cxが成り立つ．また，注意 3.12により，Cxの埋
め込みの情報が得られる．一般の多様体に対してVMRT Cxは一般の点 x ∈ X
においてのみ定義されるが，X が等質ならば推移的群作用により任意の点で
VMRTは定義され，それらは互いに射影同値であることに注意する．
一般に，ピカール数 1の有理等質多様体のVMRTの構造は完全に決定され

ている（例えば，[8, 14, 15]などを参照）．まず，長い単純ルートに対応する
有理等質多様体（定義 2.10）について考える．連結なディンキン図形Dに対
し，その第 r番目の頂点と辺を共有する頂点の集合をN(r) ⊂ Dとおく．この
とき以下が成り立つ．

命題 3.13 ([14, Theorem 4.9]参照). 連結なディンキン図形 Dに対し，X を
有理等質多様体D(r)とする．r番目の頂点が長い単純ルートならば，X の任
意の点における VMRTは Dから r番目の頂点を取り除いて得られるディン
キン図形D \ {r}とその頂点の部分集合N(r)の組に対応する有理等質多様体
(D \ {r})(N(r))である．

この命題を用いて長い単純ルートに対応する有理等質多様体のVMRTの構
造を次頁のTable 1にまとめる．ただし，O(1)により対応する多様体のピカー
ル群の豊富な生成元を表す．また，多様体の積 Y1 × Y2 × . . . とその第 i射影 pi
に対し，p∗1O(a1) ⊗ p∗2O(a2) ⊗ . . . をO(a1, a2, . . . )により表す．全ての場合に
おいて，VMRTの埋め込みは対応する直線束の完備線形系による埋め込みと
する．
命題 2.12により，長い単純ルートに対応しない等質多様体はシンプレクティッ

クグラスマン多様体Cℓ(k) (ただし，1 < k < ℓ)と F4(k)（ただし，k = 3また
は 4）の 3種類のみである．それらに関しては次が成立する．

命題 3.14. (D, r) = (Cℓ, r), r = 2, . . . , ℓ− 1, (F4, 3), (F4, 4)に対応する有
理等質多様体D(r)のVMRTはそれぞれ以下により与えられる:

(Cℓ, r) P(OPr−1(2) ⊕ OPr−1(1)2ℓ−2r)とそのトートロジー的直線束による完備
線形系 |O(1)|.

(F4, 3) P1上の階数 4のあるベクトル束 E により定まるグラスマン束G(2, E)
とそのプリュッカー直線束による完備線形系．

(F4, 4) スピノール多様体 S4 ⊂ P15の超平面切断.



D 頂点 r X VMRT 埋め込み
Aℓ ≤ ℓ G(r,Cℓ+1) Pr−1 × Pℓ−r O(1, 1)
Bℓ ≤ ℓ− 2 OG(r,C2ℓ+1) Pr−1 ×Q2(ℓ−r)−1 O(1, 1)

ℓ− 1 OG(ℓ− 1,C2ℓ+1) Pℓ−2 × P1 O(1, 2)
ℓ Sℓ G(ℓ− 1,Cℓ+1) O(1)

Cℓ 1 P2ℓ−1 P2ℓ−2 O(1)
≤ n− 1 LG(r,C2ℓ) (命題 3.14参照)

ℓ LG(ℓ,C2ℓ) Pℓ−1 O(2)
Dℓ ≤ ℓ− 3 OG(r,C2ℓ) Pr−1 ×Q2(ℓ−r−1) O(1, 1)

ℓ− 2 OG(ℓ− 2,C2ℓ) P1 × P1 × Pℓ−3 O(1, 1, 1)
ℓ− 1, ℓ Sℓ−1 G(2,Cℓ) O(1)

Ek 1 Ek(1) Sk−2 O(1)
2 Ek(2) G(3,Ck) O(1)
3 Ek(3) P1 ×G(2,Ck−1) O(1, 1)
4 Ek(4) P1 × P2 × Pk−4 O(1, 1, 1)
5 Ek(5) G(2,C5)× Pk−5 O(1, 1)
6 Ek(6) S4 × Pk−6 O(1, 1)
7 Ek(7) E6(1)× Pk−7 O(1, 1)
8 E8(8) E7(7) O(1)

F4 1 F4(1) LG(3,C6) O(1)
2 F4(2) P1 × P2 O(1, 2)
3 F4(3) (命題 3.14参照)
4 F4(4) (命題 3.14参照)

G2 1 Q5 Q3 O(1)
2 G2(2) P1 O(3)

Table 1. ピカール数 1の有理等質多様体のVMRT

特に，VMRTは等質多様体でない．

証明. 例えば [14]参照．また，Cℓ(r)と F4(4)のVMRTやその射影幾何学的性
質に関しては，それぞれ [19, 20]にも記述がある．F4(3)のVMRTに関しては
[10]に詳しい記述が載っている．

4. VMRTによる等質多様体の特徴付け

この章ではVMRTの観点からピカール数 1の有理等質多様体の特徴付けにつ
いて考える．前章において有理等質多様体のVMRTの構造をみたが，N. Mok
[16]と J. Hong, J. M. Hwang [5]により，長い単純ルートに対応する有理等質
多様体はVMRTにより特徴付けられることが知られている：

定理 4.1 ([16, 5]). ピカール数 1のファノ多様体Xに対し，X上の一般の点に
おけるVMRT Cx ⊂ P(ΩX,x)が長い単純ルートに対応する有理等質多様体G/P
のVMRTと射影同値であれば，XはG/P と同型である．　

命題 3.13により，長い単純ルートに対応する有理等質多様体のVMRTは再
び有理等質多様体になることに注意する．このことが上記定理 4.1の証明でも



用いられている．一方，命題 2.12により，長い単純ルートに対応しないピカー
ル数 1の有理等質多様体はシンプレクティックグラスマン多様体と 2つのF4型
の多様体のみである．これらの場合，VMRTは有理等質多様体でない．しかし，
これらに対しても定理 4.1と同じことが成り立つことがMok, Hong, Hwangに
より予想されている：

予想 4.2. ピカール数 1のファノ多様体X に対し，X 上の一般の点における
VMRT Cx ⊂ P(ΩX,x)がピカール数 1の有理等質多様体G/P のVMRTと射影
同値であれば，XはG/P と同型である．　

また，定理 4.1に関連して，G. Occhetta, L. E. Solá Conde, J. A. Wísniewski
による次の結果も知られている：

定理 4.3 ([22]). Xをピカール数 1のファノ多様体とする．Xは非分裂極小有
理成分 p : U → Mをもち，その評価写像 ι : U → Xが非特異射であると仮定
する．さらに，任意の x ∈ X に対し，ι−1(x)が（固定された）有理等質多様
体Zと同型ならば，Xは有理等質多様体である．　

注意 4.4. 定理 4.1と定理 4.3は似ているが，どちらか一方からもう一方が（直
ちに）従うわけではない．定理 4.1の利点は一般の点における VMRTの構造
のみを仮定すれば良い点である．一方で，定理 4.3は任意の点における ι−1(x)
の等質性を仮定しているが，接写像による埋め込み方を仮定する必要がない点
が優れている．

定理 4.3の証明において次の結果が本質的に重要である．

定理 4.5 ([21], [22, Theorem A.1]). 射影多様体Xに対し，以下は同値である．
(i) Xはピカール数 ρ(X)と同じ数のP1束構造をもち，それらの張る端射
線はN1(X)において線形独立である．

(ii) Xはあるディンキン図形Dに付随する完全旗多様体D(∆) = G/Bと
同型である．

系 4.6. ファノ多様体Xが有理等質多様体であることと以下の条件を満たす射
影多様体Zが存在することは同値である:

(i) ZからXへ収縮射が存在する．
(ii) 射影多様体 Z は ρ(Z)個の P1 束構造をもち，それらの張る端射線は

N1(Z)において線形独立である．

証明. Xを有理等質多様体とする．定理 2.1により，半単純線形代数群Gとそ
の放物的部分群P が存在しX = G/P となる．このとき，P に含まれるボレル
部分群Bを用いて Z = G/Bとすればよい．逆に，Zが条件 (i), (ii)を満たす
ならば，定理 4.5により Z = G/Bとなる．条件 (i)よりX は有理等質多様体
G/Bの収縮射の像であるが，それは有理等質多様体である．

この系を用いて定理 4.3をどのように示すか，証明のアイデアのみ述べる：

定理 4.3の証明のアイデア. 定理の仮定のもと，ι : U → Xの任意のファイバー
は有理等質多様体Zと同型である．GをAut(Z)の単位元を含む既約成分とす
ると，Z = G/P とかける．ここで，Gは半単純線形代数群，P はその放物的部
分群である．このとき，解析的位相に関して ι : U → XはG/P をファイバー



としてもつファイバー束となる．ファイバー束 ιはコサイクル θ ∈ H1(X,G)
を定める．このコサイクルを用いて，X上の主G束EG → Xを構成すること
ができる．さらに，任意の放物的部分群 P ′ ⊂ Gに対し，G/P ′束を考えるこ
とができる：

qP ′ : EP ′ := EG ×G G/P ′ := (EG ×G/P ′)/ ∼G→ X.

ただし，任意の h ∈ Gに対し，(x, gP ′) ∼G (xh, h−1gP ′)とする．このように
定めると，任意の放物的部分群 P1 ⊂ P2 ⊂ Gに対し，qP2 ◦ qP1,P2 = qP1を満た
す自然な射 qP1,P2 : EP1 → EP2が存在する．特に，P に含まれるボレル部分群
Bをとり，ι : U := EB → Xとおくと，次の可換図式を満たす：

U
ι

��?
??

??
??

?

��
U ι

// X

また，命題 2.13により，Bを真に含む最小の放物的部分群 Piが ρ(G/B)個あ
り，G/B → G/Piはそれぞれ P1束である．従って，U := EBは ρ(G/B)個の
P1束 U → EPi

を持つ．
いま，ρ(U) = ρ(G/B) + 1なので，系 4.6を適用するにはさらにもう 1つ独

立な P1束構造が必要である．定理 3.7により，U は P1束構造 p : U → Mを
もつが，この P1束構造が U 上に持ち上がることを示すことができる．その結
果，Uは ρ(G/B)+ 1個のP1束構造を持つことが分かる．それらが定める端射
線がN1(U)において独立であることは簡単に確認できるので，系 4.6によりX
の等質性が従う．

定理 4.3の証明と同様のアイデアを用いると，予想 4.2の弱型がシンプレク
ティックグラスマン多様体とF4(4)に対して成立することを示すことができる：

定理 4.7 ([19, 20]). X をピカール数 1のファノ多様体とする．X は非分裂極
小有理成分 p : U → Mをもち，グローバル接写像 τ : U → P(ΩX)が閉埋め込
みであると仮定する．任意の x ∈ Xに対し，ι−1(x)がシンプレクティックグラ
スマン多様体または F4(4)のVMRTと射影同値であれば，Xはそれぞれシン
プレクティックグラスマン多様体または F4(4)と同型である．　

注意 4.8. 先にも触れた通り，Cℓ(k) (1 < k < ℓ)や F4(4)の VMRTは等質多
様体ではない．しかし，それらのVMRTは有理等質多様体をある群の作用に
関する閉軌道として含んでおり，その軌道を用いてX上にG/P 束を構成する
ことができる．しかし，このG/P 束を構成する箇所や，その後の議論におい
て，しばしば定理 4.3と同じ手法を適用することができないため，個別に扱う
必要がある．詳細は [19, 20]を参照されたい．

参考文献

[1] Carolina Araujo. Rational curves of minimal degree and characterizations of projective
spaces. Math. Ann., 335(4):937–951, 2006.
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