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1 はじめに—量子可積分系とは
はじめに 本稿は量子可積分系における代表的な理論の一つであるBethe仮説 (Bethe ansatz)

法についての入門的内容及び最近の進展についての解説です。読者としては物理学者、数学
者の両方を念頭に置いて執筆しました。Bethe仮説法には従来不透明な面が多くあり、数学
者には接近しがたい印象を持たれていた方も多いようですが、最近の進展によりだいぶ色々
と様子が分かってきたようです。本稿の内容は、本質的には最高ウェイトベクトルの具体的
構成ですので、多くの数学者の方々にご興味をお持ちいただければと思います。内容は 2016

年 9月 7日に第 61回代数学シンポジウム（日本数学会、佐賀大学）で行った筆者の講演に
基づきます。講演で使用した資料は下記URL

https://sites.google.com/site/affinecrystal/resources
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にて入手可能です（本稿では色つき文字にはハイパーリンクがついています）。
Bethe仮説法の分野ではすでに膨大な数の論文（Google Scholarで “Bethe ansatz”と検索
すると約 2万件表示される）が出版されています。本稿ではBetheの原論文に沿った内容を
紹介しますが、他にも多くの切り口（例えばGaudin模型と幾何学的ラングランズ対応 [F95]

など）が存在しますので、本稿の内容に限らず、ご専門、ご関心の方向に応じて興味をお持
ちいただければ幸いです。

古典力学における積分可能な系 さて、表題の量子可積分系とはいかなる分野なのか、簡単
に紹介するところから始めよう。歴史的経緯に基づきまずは解析力学について振り返ること
から始めよう（詳細は、例えば優れた教科書 [A]を参照）。解析力学は古典力学の理論的研
究であり、Euler, Lagrange, Jacobi, Poincaré等をはじめとする多くの研究者によって研究
され、力学のみならず物理学、数学の広範な領域にわたって多大な影響を与えた。20世紀
に入り、原子、分子などの微視的領域では古典力学は成立せず、量子力学と呼ばれる全く異
なる力学によって記述されることが発見された。古典力学と量子力学は大きく性格が異なる
理論であるから、量子力学の場合にも解析力学と同様に「深い」理論的研究を進めようと考
えるのは自然な事と思われる。
ただしここで「深い」理解と述べたのは、何か特定の結果を想定している訳ではない。む
しろ折角量子力学という新しい力学がある以上、古典力学の結果にこだわりすぎることな
く、新しく面白い数学が見つかれば十分有益であると思う。そうは言っても我々にはすでに
古典力学における数世紀にわたる蓄積があるのであるから、その過程、とくに研究者の問題
意識と、その結果として得られた成果は大変参考になる。ここでは Jacobi1の研究について
見てみよう（詳細は [L]のXVI章や [H]を参照）。Jacobiの有名な力学の教科書 [J]では彼の
研究の方針について次のような言明がある。

この講義は、運動方程式の積分に際して、方程式の特別な形から得られる手法に
関するものである。ラグランジュの『解析力学』には、定式化や微分方程式の変
換の問題に関するあらゆることを見出せるが、それらの積分に関してはほとんど
議論されていない。. . .

結果として Jacobiの研究が挙げた重要な成果を鑑みれば、彼の問題意識は大変興味深いも
のと思われる。その後の展開を見れば、可積分な力学系の性質が深く理解されるとともに、
逆にその他大多数の積分不能な系について正確に認識できるようになった点も見逃せない
（実際には、ほとんどの古典力学系は、数値計算すら原理的に不可能で、人間の論理のはる
かに及ばない領域に存在するのであった2）。

1Carl Gustav Jacob Jacobi (1804–1851). 若いころから Poissonの研究などに興味を持っていたようである
が、Hamiltonの力学の研究 (1835年) に触発されて本格的に力学の研究に参入し、1843年に過労で倒れるま
で精力的に研究を行った。生前に研究を完成させることはできなかったが、他界後に出版された原稿は膨大な
ものであった。これらの力学の研究は文字通り Jacobi先生が命を削って行ったものだと思うと思わず襟を正
したくなる。Poisson可換な保存量の存在と系の可積分性に関する有名な Liouvilleの定理も、元々は Jacobi
によって得られた定理を自身の講義 (1842–43年)において紹介したものがかなり広い範囲に流布したものだっ
た様である。Jacobiの研究は力学の発展に重大な影響をもたらしたのみならず、Sophus Lieによる連続群の
研究に直接の影響を及ぼす（いまでも Lie代数の定義式に名前が残っている）など意義深いものであった。

2蛇足ながらもう少し説明を加えておくと、複雑な古典力学系では大抵の場合初期値の誤差が指数関数的に
増大して伝播する。従って有限精度の数値計算では長時間の時間発展は計算不能であるし、無限精度の数値計
算を行うことは原理的に不可能である。もちろん厳密解など得られるはずもないのであるから、結局大抵の古
典力学系は人間の論理の力では決して理解することができない。平たく言えば、例えば地球大気が平均して
地球を数周回る程度の未来について天気予報のような形で予言することは原理的に不可能である。これらは
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量子力学における積分可能な系 量子力学は、古典力学と異なり、出来てからまだ百年にも
満たない若い分野であるから、まだいろいろと未開拓の領域も残っているかもしれない。そ
こで本稿では量子力学における積分可能な系を考えたい。まず量子力学において解くべき
方程式など、量子力学の基礎事項で必要となる部分から始めたい（量子力学の入門書として
は、例えば [M]は洞察に富んでいて興味深い）。量子力学における基礎方程式は Schrödinger

方程式とよばれ、次のような固有値方程式の形をしている。

Hψ = Eψ (1)

各項の意味づけは以下の通り。

• H: 演算子（Hamiltonianと呼ばれ物理系を表す）

• ψ: 固有ベクトル（波動関数、系の運動の状態—|ψ|2が粒子の確率分布となる）

• E: 固有値（観測される系のエネルギー）

物理量を通常のスカラーではなく作用素と考える点が古典力学と大きく異なる点である。そ
の固有値が実際に実験的に観測される物理量となる。Hamiltonianは古典力学における全エ
ネルギーに対応する演算子で、通常微分演算子となるが、本稿では有限サイズの行列となる
場合を主に扱う。
古典力学における複雑さから容易に想像されるように、Schrödinger方程式は解くことが
非常に難しい。特に相互作用する多数の粒子が存在するような場合は一般には非常に大規模
な数値計算に頼らざるを得ない。しかし時として驚くほど深く数学的な解析が可能な量子系
が存在する。本稿の主題である Heisenberg模型はその代表的な例であり、その解析手段で
あるBethe仮説法は数学的にみても大変興味深い内容である。

一つの例 考え方の方向性を見るために、量子可積分系について本稿で関心を寄せる側面と
通じるものが現れる他の典型的な例について触れておくのも興味深いかもしれない。周の長
さが Lの円周上にN 個の量子力学的な粒子を配置し、それぞれが距離の 2乗分の 1の相互
作用ポテンシャルを持つ時（相互作用そのものは距離の 3乗分の 1に比例する）Calogero–

Sutherland模型と呼ばれる。参考までに、ハミルトニアンは

H =
N∑
i=1

1

2
p2i + β(β − 1)

∑
i<j

( π
L
)2

sin2 π
L
(qi − qj)

,

ここで qi (0 ≤ qi ≤ L)は各粒子の円周上の座標であり、pi = −
√
−1 ∂

∂qi
は運動量に対応する

微分演算子である（βは複素パラメータ）。
この模型は驚くほどすっきりと解く事（全ての波動関数 ψを求める事）ができる [Su71,

Su72]。類似の積分可能な系と比べても際立って性質の良い模型である。その様な場合背後
に深い数学的構造が潜んでいると考えるのが自然である。実際無限次元 Lie代数の著名な例
であるVirasoro代数（例えば [KR]参照）の表現の特異ベクトルがCalogero–Sutherland模
型の波動関数（Jack多項式と呼ばれる）の特殊な場合と一致することが知られていた [MY]。
実はこの関係はより一般的なものであり、Jack多項式をVirasoro代数の表現の基底として

Poincaré以来の研究によりすでに確立された事実である。しばしば、特に量子力学との比較の文脈で、「古典
力学は決定論的な系である」などと耳にするが、この様な事実を踏まえればその様な言明は誤りである。
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選ぶと、Virasoro代数の作用が深い数学的背景があることを窺わせる形（組み合わせ論的意
味がつく正整数係数一次式に因数分解される有理関数の和）で具体的に表示されるという極
めて非自明な予想がある [SSAFR]。この予想は特殊な場合には解決しているが [CJ]、一般的
な解決は容易ではなさそうである。ともあれ、以上の結果は Virasoro代数の表す無限次元
対称性の核心部に Jack多項式が深くかかわっていることを示しており、未知の深い構造の
存在を示している。

本稿の内容 §2では本稿で主に対象とするHeisenberg模型を定義する。§3では、Faddeev

等の定式化に沿ってBethe仮説法の天下り的な紹介をする。§4では、理論全体のかなめとな
る Bethe仮説方程式（9ページ (5)式）の解について必要な事項を解説する。Betheベクト
ルとはBethe仮説方程式の解によって記述される最高ウェイトベクトルであり、Heisenberg

模型の波動関数となっている。§5では、Betheベクトルを求める際に障害となる特異解につ
いて最近の進展を紹介する。§6では、Bethe仮説方程式の解の構造を理解する上で長年障害
となっていたストリングの概念の問題に対して、新しい量子数を定義して解決する提案につ
いて紹介する。§7は量子群に関係する場合の文献の紹介である。
最後の §8では、以上のような理論から生み出された数学の例として、結晶基底に関わる
一連の研究についてかなり詳細に紹介する。上記ストリングの概念に触発されて発展した理
論であり、関連する対称性は著名な無限次元代数の一つアフィン量子群である。本節の内容
は単独で見ても代数的組み合わせ論における重要な進展となっており興味深い。なお §8の
内容は本稿の他の部分とは独立して読むことができる。本節の概要については §8.1および
§8.2を参照されたい。

話題 本稿執筆中に 2016年度ノーベル物理学賞の発表があった。受賞したHaldane, Koster-

litz, Thoulessのお三方とも本稿の内容と関連のある分野での研究に対する受賞であった。特
にHaldane氏は本稿の主題である一次元Heisenberg模型を基盤とする研究（1983年）に対
しての受賞であった（氏は上記Calogero系に関する研究でも有名である）。なお、他のお二
方の研究は二次元の古典的Heisenberg模型に関するものである。

2 Heisenberg模型
本稿では主にHeisenberg3模型と呼ばれる磁性体のモデルを扱う。これは Schroödinger4方
程式 (1)でHamiltonian H が行列となる場合である。具体的には、電子がN 個一次元格子
状に並んだ系を考える。本稿の内容を理解するにあたって物理的な詳細を理解する必要は無
いが、記号の導入もかねて簡単に背景にも触れておく。日常的に目にする磁石の起源である
電子は、それぞれが小さな磁石としての性質を持っている。ただし量子的な効果により上向
きまたは下向きの二つの状態しか持たないという一風変わった性質を持ち、一般にはそれら
二状態の重ね合わせとなる。数学的に表示するために、上向きと下向きの状態をそれぞれ

v+ =

(
1

0

)
, v− =

(
0

1

)
3Werner Heisenberg (1901–1976). 量子力学の建設に大きな功績を残した。1932年ノーベル物理学賞受賞。
4Erwin Schrödinger (1887–1961). 1926年に量子力学を完成させたが、一連の論文は半年程度の間に集中し

て全て単著で著されており、その後の量子力学の教科書の入門的事項がほぼ達成されているという驚異的ペー
スだった。それらの論文では解析力学の深い造詣も披露されている。1933年ノーベル物理学賞受賞。
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とベクトル表示し、電子のスピン状態を二次元の状態空間 V ≃ C2 の元とみなす。今電子が
N 個一次元状に並んでいるのであるから、考える波動関数 ψは空間

HN =
N⊗
j=1

Vj, Vj ≃ C2.

の元であると考える。
さて、以前 Schrödinger方程式を導入した時に、量子力学の基本的枠組みとして、物理量
を作用素として考えることを紹介した。現在の場合重要となる物理量は角運動量であり、空
間の x, y, z軸方向に応じて以下の Pauli行列で与えられる（sl2の生成子である）

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
.

上で定義された v+と v−は角運動量の z軸成分 σ3のそれぞれ固有値 1および−1の固有ベ
クトル（物理的状態）となっている。

ウォームアップ Heisenberg模型を定義するために、基本となる長さN = 2の場合を考え
てみよう。記号として空間HN の k番目だけに非自明に作用する作用素を

σa
k = I ⊗ · · · ⊗ σa︸︷︷︸

k

⊗ · · · ⊗ I

などと表すことにする。さてH2上の次の作用素 hを考えてみよう。

h :=
3∑

a=1

σa
1σ

a
2 =


1 0 0 0

0 −1 2 0

0 2 −1 0

0 0 0 1

 .

この行列を対角化すると以下の結果を得る。

固有値 固有ベクトル
1 (1, 0, 0, 0)

1 (0, 1, 1, 0)

1 (0, 0, 0, 1)

−3 (0, 1,−1, 0)

固有ベクトルをベクトル v+と v−を用いて具体的に表示してみると（記号については必要な
らば §3参照）、作用素 hはC2 ⊗ C2内の sl2の 3次元表現

{v+ ⊗ v+, v+ ⊗ v− + v− ⊗ v+, v− ⊗ v−}

の上で固有値 1、1次元表現
{v+ ⊗ v− − v− ⊗ v+}

の上で固有値−3を持つことが分かった。
さて、量子力学の基本的思想に立ち帰り、作用素 hを隣接する二つの電子間に作用する相
互作用を表す作用素であると考えよう。その場合観測される物理量（hの固有値—電子間の
相互作用エネルギー）は同じ対称性（表現）に属する電子の組み合わせの間で同じ値を持つ
ことになるので、相互作用として自然であろうと考えられる。
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Heisenberg模型の定義 ここで物理的な仮定（単純化）として、隣り合う二つの電子間に
は hと同じ相互作用が生じ、それより遠方の電子とは何らの相互作用も持たないとしよう。
具体的には次のハミルトニアンを考察する。

HN =
J

4

N∑
k=1

(σ1
kσ

1
k+1 + σ2

kσ
2
k+1 + σ3

kσ
3
k+1 − IN) (2)

ただし IN は 2N 次元単位行列で J はパラメータである（これらの部分は、さしあたっては
おまけのような部分である）。この系をHeisenberg模型 ([H], 1928年)とよぶ。ただし上記
のようなHN の定式化はDirac5による ([D], 1929年)。
どのような条件の物質に対して上述の仮定が正しいか、は物理として難しい問題である
が、実際にHeisenberg模型で記述されると考えられている物質が存在する。物理学におけ
る文献については [SRFB]を参照。

3 Bethe仮説法
相互作用する多数の量子力学的な粒子が存在するような系に対しSchrödinger方程式 (1)を
厳密に解くことは一般には不可能である。しかしながら一次元系に限れば、物理的に大変興
味深い系も含め、ある程度系統的に解を求める方法が存在する。この様な方法はHeisenberg

模型 (2)に対してBethe6によって 1931年に導入された方法 [B]に基づく。この方法に対して
つけられたBethe仮説法という名称は、原論文 [B]において波動関数が導入される際に “Wir

machen den Ansatz” と述べられている事に基づきC. N. Yang7ら [YY]によって命名された
のが始まりのようである。
なお、Mermin–Wagner理論 [MM]によれば一次元系では量子揺らぎが強すぎて相転移が
起こらないとされている。よって二次元以上の系が解けるほうが興味深いのではあるが、現
状では散在的な結果 [K06]は知られているものの一般性のある方法は絶望的なようである。
Bethe仮説法はその後多くの拡張等が行われ、膨大な数の論文が出版されているが、本稿
ではBetheの原論文と全く同じ設定の下で解説する。具体的にはHamiltonian (2)を周期境
界条件 σa

N+1 = σa
1 の下で考察することとする。

重要な性質として、Hamiltonian HN は状態空間 HN 上の sl2作用と可換になる。従って
解の構成では sl2作用に対する最高ウェイトベクトルのみを具体的に構成できれば、後は sl2
の下降演算子を用いて残りの波動関数が求まることになる。結果として最高ウェイトベクト
ルの具体的構成という数学的にも興味深い問題を考察することになる。

5Paul Adrien Maurice Dirac (1902–1984). 量子力学の開拓者の一人で、電子の相対論的な波動方程式の導出
などの業績で 1933年ノーベル物理学賞受賞。解析力学に関する造詣が深く、有名な量子力学における経路積
分法の導入 (1933年)も正準変換の深い考察に基づく。

6Hans Albrecht Bethe (1906–2005). 特に量子力学の各方面への応用について多くの業績を挙げた。本稿で
扱う Bethe仮説法も同様であり、彼の最も有名な業績の一つ。1967年ノーベル物理学賞受賞。

7Chen-Ning Yang (b. 1922). 素粒子標準理論の屋台骨を成す非可換ゲージ理論—Yang–Mills理論の導入
(1954年)や、量子可積分系で重要な Yang–Baxter方程式などで有名。パリティの非保存（自然界では右と左
は等価ではない）の発見により 1957年ノーベル物理学賞受賞。彼の業績を調べてみると、Yang先生は数理物
理学者であると言って良いのではないかと思われるほどである（因みに最初の論文は Bull. Amer. Math. Soc.
から出版）。実際 Faddeev氏のエッセイ [F00]によれば、Yang–Mills理論の発見において数学的直観が重要で
あったとご自身がよく述べておられたそうである。20世紀最大級の物理学者の一人といって良いであろう。

6



代数的Bethe仮説法 以下では Faddeev8らによる定式化に基づいて天下り的に紹介する。
詳細は [F96, TS, LR]などを参照して頂きたい。
代数的 Bethe仮説法では、元々の状態空間 HN の代わりに空間 C2 ⊗ HN を考える。ここ
で左側につけたC2は補助空間と呼ばれ、特に強調したいときには 0番目の成分と考えC2

0と
書く。以下の議論ではC2 ⊗HN 上の作用素をC2

0に関する 2行 2列の行列の形で表すと便利
な事が多い。その場合各成分はHN 上の作用素 (つまり 2N 次元行列)となる。
簡単な例で準備体操しておこう。二つの行列

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
, B =

(
b11 b12
b21 b22

)
,

を考える。するといわゆるKronecker積A⊗BはC2 ⊗H1 = (C2)⊗2 に作用する作用素とな
る。具体的には

A⊗B =

(
a11B a12B

a21B a22B

)
=


a11b11 a11b12 a12b11 a12b12
a11b21 a11b22 a12b21 a12b22
a21b11 a21b12 a12b11 a22b12
a21b21 a21b22 a12b21 a22b22

 .

で与えられる。この式の真ん中のような表式を「C2
0に関する 2行 2列の行列」と呼んでい

る。このKronecker積の定義では (C2)⊗2の基底を

{v+ ⊗ v+, v+ ⊗ v−, v− ⊗ v+, v− ⊗ v−}.

と選んでいる事になる。重要な性質として (C ⊗D)(A⊗B) = CA⊗DBが成り立っている。
実際、

(C ⊗D)(A⊗B) =

(
c11D c12D

c21D c22D

)(
a11B a12B

a21B a22B

)

=

(
(c11a11 + c12a21)DB (c11a12 + c12a22)DB

(c21a11 + c22a21)DB (c21a12 + c22a22)DB

)
= CA⊗DB.

参考までに (C2)⊗3では基底を

{v+ ⊗ v+ ⊗ v+, v+ ⊗ v+ ⊗ v−, v+ ⊗ v− ⊗ v+, v+ ⊗ v− ⊗ v−,
v− ⊗ v+ ⊗ v+, v− ⊗ v+ ⊗ v−, v− ⊗ v− ⊗ v+, v− ⊗ v− ⊗ v−}.

と選ぶ。
さて、本題に戻り、C2 ⊗ HN 上に以下の Lax9作用素を定義する（右側の等号は直接計算
で示される）。

Lk(λ) =

(
λIN + i

2
σ3
k

i
2
σ−
k

i
2
σ+
k λIN − i

2
σ3
k

)
= λI ⊗ IN +

i

2

3∑
a

σa ⊗ σa
k . (3)

8Ludvig Faddeev (b. 1934). 非可換ゲージ理論における Feynman則の導出や可積分系の研究などで著名な
数理物理学者。

9Peter David Lax (b. 1926). 言わずと知れた解析学の大家だが、可積分系に関する業績を数多く残してい
る。2005年アーベル賞受賞。
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ここで、

σ+
k = σ1

k + iσ2
k = 2

(
0 1

0 0

)
k

, σ−
k = σ1

k − iσ2
k = 2

(
0 0

1 0

)
k

であり、λはある複素パラメータ（スペクトルパラメータと呼ばれる）である。Lk(λ)は
C2

0 ⊗ HN の 0番目と k番目のC2にのみ非自明に作用する。
代数的 Bethe仮説法では、Lax行列から以下のようにして定義される転送行列が重要で
ある。

TN(λ) = LN(λ)LN−1(λ) · · ·L1(λ). (4)

転送行列をC2
0に関する 2行 2列の行列で表示したときの各成分には通常以下の名前が付け

られる。

TN(λ) =

(
AN(λ) BN(λ)

CN(λ) DN(λ)

)
.

以上の定式化と、もともと考えていた Heisenberg模型との関係は以下の重要な定理によっ
て理解される。
定理� �
τN(λ) = tr |C2

0
TN(λ) = AN(λ) +DN(λ)とするとき

HN =
iJ

2

d

dλ
log τN(λ)

∣∣∣
λ= i

2

− NJ

2
IN .� �

この定理の証明の鍵は Lk(
i
2
) = iP0,k、ここで P0,kはC2

0 ⊗ HN 上 0番目と k番目を置換する
作用素、となることに基づく。
以上まとめると、HamiltonianHNの対角化（Schrödinger方程式の解を求める事）は τN(λ)

の対角化の問題に帰着される。この様な定式化をすると、τN(λ)をパラメータ λにより展開
することにより、Hamiltonianを含む可換な作用素の族を構成することができて、Heisenberg
模型の量子可積分性が証明できるというご利益がある。

Betheベクトル 以上の準備の下で固有ベクトルの構成をする。次の特別なベクトルから
出発する。

|0⟩N = v+ ⊗ · · · ⊗ v+ ∈ HN .

その時Betheベクトルは

ΨN(λ1, · · · , λℓ) := BN(λ1) · · ·BN(λℓ)|0⟩N ∈ HN

で定義される。ここでBN(λ)どうしの可換性（下記定理に続く脚注を参照）

[BN(λ), BN(µ)] = 0

が示されるため、Betheベクトルを定義する際のパラメータ λ1, · · · , λℓ の順序は重要ではな
い。この時基本的な性質は以下の通り。
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定理� �
BetheベクトルΨN(λ1, · · · , λℓ)はパラメータがBethe仮説方程式(

λk +
i
2

λk − i
2

)N

=
ℓ∏

j=1
j ̸=k

λk − λj + i

λk − λj − i
, (k = 1, · · · , ℓ) (5)

を満たす時 τN(λ)の固有ベクトルとなる。� �
定理の証明ではYang-Baxter関係式から従う関係式10 を用いて直接作用

{AN(λ) +DN(λ)}BN(λ1) · · ·BN(λℓ)|0⟩N

= Λ(λ;λ1, · · · , λℓ)
ℓ∏

j=1

B(λj)|0⟩N +
ℓ∑

k=1

{
Λk(λ;λ1, · · · , λℓ)B(λ)

ℓ∏
j=1
j ̸=k

B(λj)|0⟩N
}

を計算し11、右辺第二項が消える条件を書き下すとBethe仮説方程式が得られる。
重要な性質として、パラメータがBethe仮説方程式を満たす時BetheベクトルはHN 上の

sl2作用に対する最高ウェイトベクトルとなる (表現の次元はN − 2ℓ+ 1)ことが示される。
以上の構成は既に数十年前までに十分確立された内容であり、数学的にも特に問題となる
点はないはずである。

長さ 3の例 少し具体的な例（N = 3）を見てみることにしよう。直接計算（例えば次の項
目参照）によりB3(λ)は以下の形になる。

0 0 0 0 0 0 0 0

i
(
λ− i

2

)2
0 0 0 0 0 0 0

i
(
λ2 + 1

4

)
0 0 0 0 0 0 0

0 i
(
λ− i

2

)2
i
(
λ2 + 1

4

)
0 0 0 0 0

i
(
λ+ i

2

)2
0 0 0 0 0 0 0

0 i
(
λ2 + 1

4

)
−i 0 i

(
λ2 + 1

4

)
0 0 0

0 0 i
(
λ2 + 1

4

)
0 i

(
λ+ i

2

)2
0 0 0

0 0 0 i
(
λ− i

2

)2
0 i

(
λ2 + 1

4

)
i
(
λ+ i

2

)2
0


.

表現論の知識からするとH3 = (C2)⊗3は sl2の 4次元表現一つと 2次元表現二つに分解す
るはずである。それぞれの表現を Bethe仮説法により構成してみよう。まず ℓ = 0の時は
|0⟩3 = v+ ⊗ v+ ⊗ v+が確かに 4次元表現の最高ウェイトベクトルとなる。

10 AN (λ)BN (µ) = λ−µ−i
λ−µ BN (µ)AN (λ) + i

λ−µBN (λ)AN (µ) およびDN (λ)BN (µ) = λ−µ+i
λ−µ BN (µ)DN (λ)−

i
λ−µBN (λ)DN (µ)。この様な AN , BN , CN , DN 作用素間の交換関係の導出の概略は、R-行列

R(λ) =


1 0 0 0
0 b(λ) c(λ) 0
0 c(λ) b(λ) 0
0 0 0 1

 =
1

λ+ i

((
λ

2
+ i

)
I ⊗ I +

λ

2

3∑
a=1

σa ⊗ σa

)
, b(λ) =

i

λ+ i
, c(λ) =

λ

λ+ i

を用いて C2
0 ⊗ C2

0 上の関係式 R(λ− µ) (Lk(λ)⊗ Lk(µ)) = (Lk(µ)⊗ Lk(λ))R(λ− µ)を直接示し、その積を
取って R(λ− µ) (TN (λ)⊗ TN (µ)) = (TN (µ)⊗ TN (λ))R(λ− µ)を示すことによる。

11最後に関係式 AN (λ)|0⟩N =
(
λ+ i

2

)N |0⟩N およびDN (λ)|0⟩N =
(
λ− i

2

)N |0⟩N を用いる。これらは転送
行列の定義から直接示される。
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次に ℓ = 1の時、Bethe仮説方程式は、右辺が自明となって、(
λ1 +

i
2

λ1 − i
2

)3

= 1,

であり、解は λ1 = ± 1√
12
である。そのとき、先ほどのB3(λ)を用いると、

B3

(
1√
12

)
|0⟩3 =

(
0,−i−

√
3

6
,
i

3
, 0,−i+

√
3

6
, 0, 0, 0

)t

B3

(
− 1√

12

)
|0⟩3 =

(
0,−i+

√
3

6
,
i

3
, 0,−i−

√
3

6
, 0, 0, 0

)t

が得られる。これらは互いに異なる二つの 2次元表現の最高ウェイトベクトルとなっている。
表現論からの結果を見れば、以上で全ての最高ウェイトベクトルを尽くしているはずであ
る。しかし、興味深いので、更に計算を進めることにする。ℓ = 2の場合、Bethe仮説方程
式は (

λ1 +
i
2

λ1 − i
2

)3

=
λ1 − λ2 + i

λ1 − λ2 − i
,

(
λ2 +

i
2

λ2 − i
2

)3

=
λ2 − λ1 + i

λ2 − λ1 − i

となる（ようやく右辺が非自明になる）。この解は

{λ1, λ2} = {0, 0}, {
√
3

2
,

√
3

2
}, {−

√
3

2
,−
√
3

2
}, { i

2
,− i

2
}, {− i

2
,
i

2
}

と求まるが、直接計算するとB3(λ1)B3(λ2) = 0となることが確かめられる。更に ℓ = 3の場合
には、1次元の解が4つと0次元の解が12個求まりそのすべてについてB3(λ1)B3(λ2)B(λ3) =

0が確かめられる。

Mathematicaによる実装 Mathematicaをご利用にならない方でも、実際の計算がどのよ
うな調子であるのかを知ることは有益であると思うので、ここにコードの例を与える。以
下本節では “n”はチェインの長さN を表し、“l”はスペクトルパラメータ λを表すこととす
る。なお以下の内容は “Mathematica Summer School on Theoretical Physics—4th edition

(2012) Integrability and Super Yang–Mills”における下記の内容

http://msstp.org/sites/default/files/Exercise_byJoao.nb

を参考にして、現在の定義と合うように改変した。
まず Pauli行列

s=PauliMatrix

を定義する。この定義よりPauli行列は s[a] = σa （左辺の様にMathematicaに入力する）
として得られる。次に 2n次元の単位行列

id[n_]:=IdentityMatrix[2^n, SparseArray]

と定義する。一旦 “SparseArray”と宣言しておくと、以下の計算結果は全て疎な配列として
扱われ、大幅に高速化する。そのときHamiltonian (2) は

10
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H[n_,J_]:=(J/4)(Sum[KroneckerProduct[s[a],id[n-2],s[a]],{a,3}]

+Sum[KroneckerProduct[id[k-1],s[a],s[a],id[n-k-1]],{k,n-1},{a,3}]

-n*id[n])

となる。ただし和は k = N と k = 1, 2, . . . , N − 1の二つの部分に分けてある。式 (3)右端の
表示式による Lax作用素 Lk(λ)は

L[n_,k_,l_]:=l*id[n+1]+

(I/2)Sum[KroneckerProduct[s[a],id[k-1],s[a],id[n-k]],{a,3}]

また式 (4)の転送行列は、積を取ることにより

tm[n_,l_]:=Dot@@Table[L[n,k,l],{k,n,1,-1}]

作用素BN(λ)は、転送行列の部分集合を取ることにより、

b[n_,l_]:=tm[n,l][[1;;2^n,2^n+1;;2^(n+1)]]

最後にベクトル |0⟩N は

hw[n_]:=UnitVector[2^n,1]

例えばベクトルB4(l1)B4(l2)|0⟩4は

Factor[b[4,l1].b[4,l2].hw[4]]

%//MatrixForm

として得られる。

4 Bethe仮説方程式を解く
ここまでの議論よりBethe仮説方程式の解が求まれば固有ベクトルが求まることが分かっ
た。しかしBethe仮説方程式は複雑な方程式であるし、むしろ量子多体系の解の構成という
難しい問題の重要な一部分を一組の代数方程式の形に昇華したかのような印象を持つ。従っ
てBethe仮説方程式そのものの理解を深めることは本質的に重要な課題であると考えている。
もちろん Bethe仮説方程式そのものの研究も行われてきた。例えば Langlands12–Saint-

Aubin [LS94, LS97]の研究は最近 ASEPと呼ばれる系の研究に応用された [BDS]。しかし
ながら Bethe仮説方程式にはなお研究すべき余地が多く存在すると考えられる。本稿では
Bethe仮説方程式の研究で古くから用いられている艤装配位（rigged configuration）と呼ば
れる対象を軸として解説する。
艤装配位はもともと Betheの原論文（1931年）において Bethe仮説方程式の解の性質を
研究する目的で導入された組み合わせ論的対象である。その後 1986年に Kerov, Kirillov,

Reshetikhinら [KKR, KR]によって大幅に拡張され、また艤装配位の組み合わせ論的研究が
開始された。詳細は §8で述べるが、後者の研究ではBethe仮説方程式とBetheベクトルの
対応の組み合わせ論的類似を構成することに主眼があり、それ自身極めて深い数学的内容を
持つことが明らかになっている。

12Robert Pbelan Langlands (b. 1936). 整数論における業績とは別に数理物理学でも多くの業績を挙げてい
る。ここでふれた Bethe仮説に関する研究のほか Virasoro代数や共形場の理論の研究なども有名である。
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艤装配位の定義 ここでは現在の設定を若干拡張して sl2の同じ次元（2次元とは限らない）
の表現がテンソル積で並んでいる状況で定義を解説する。必要なデータとして二つの分割µと
νを準備する。以下では整数の分割とYoung図は自由に同一視して考えることとする。一つ
目のデータµは状態空間の形状を表す。例えば本稿で主に扱っている状態空間HN = (C2)⊗N

では µ = (1N)とする。一方状態空間 (C3)⊗N に対する一般化されたHeisenberg模型の場合
であれば µ = (2N)とする、といった具合である。
更に進むためにいくつか重要な用語を定義する。分割 λに対しQk(λ)をYoung図形 λの
左側 k列分のます目の数とする。その時 vacancy numberを

Pk(µ, ν) = Qk(µ)− 2Qk(ν)

で定義する（係数の 1, −2という数列は実はA型の Cartanデータの一部である）。その時
艤装配位 (µ, (ν, J)) は次のように定義される（以下しばしば µを略記して (ν, J)と表す）。
(ν, J)を具体的に書くと、Young図 νの各行 νiに対して整数 Jiを対応させた

(ν, J) = {(ν1, J1), (ν2, J2), . . . , (νl, Jl)}

なる集合であり、ここに以下の二つの条件を課す（整数 Jiを riggingと呼ぶ）。

• 分割 νの各行は 0 ≤ Pνi(µ, ν)を満たす。

• 整数 Jiは 0 ≤ Ji ≤ Pνi(µ, ν)を満たす。

この時 (ν, J)を（最高ウェイトベクトルの場合の）艤装配位と呼ぶ。以下に述べる理由によ
り組 (νi, Ji)の事をしばしばストリングと呼ぶ。なお、艤装配位では同じ長さの複数の行に
対する riggingsの順番は重要ではない。
様子を見るために簡単な例を考えてみよう。sl2の 3次元表現が二つ並んでいる (C3)⊗2の
場合、µ = (2, 2)となる。その時以下の三つの艤装配位が存在する。

∅
,

0 0
,

0 0
.

上図では左側に µを、右側に νを配置し、νの各行の左側には対応する vacancy numberを、
右側には riggingを書いた。右側二つの艤装配位の場合 vacancy numbersが 0なので riggings

としては 0のみが許される。例えば右端の艤装配位の場合 ν1 = 2なので、対応する vacancy

numberはP2((2, 2), (2)) = 4− 2 · 2 = 0となる。一方 ν = (1, 1)とすると、対応する vacancy

numberは P1((2, 2), (1, 1)) = 2− 2 · 2 < 0となって艤装配位の条件を満たさない。

Bethe仮説法との関係 では、この様にして定義される艤装配位と Bethe仮説法との関係
は何であろうか。それは、もともとはBethe自身が発見したように、Bethe仮説方程式の解
には非常に特徴的なパターンがみられるという観察である。雰囲気をつかむために、Bethe

仮説方程式の解の典型的な例を複素平面上で図示したものを示そう（N = 12, ℓ = 6の例）。

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0
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この例で観察されるように、根はいくつかのグループ（ストリングと呼ぶ）に分けられ、そ
れぞれのストリングに属する根は、実部が「大体」同じであり、根どうしの間隔は「大体」√
−1である、というものである。そのような観察に基づき、ストリングの長さが n（n-スト
リングと呼ぼう）であればYoung図の長さ nの行を対応させたい。例えば上で掲げた例で
あれば 3-ストリング（緑）、2-ストリング（青）、1-ストリング（赤）の三種類がそれぞれ一
つずつあるので、以下のYoung図と対応させたい。

もちろんここでの記述から明らかなように、以上の観察はかなり大雑把なものである。そ
の点をどのように科学的にするのかは §6で改めて議論したい。しかしながら、結果的には
Bethe仮説方程式の “物理的な解”は rigged configurationsと一対一に対応するであろうと考
えている。その際 riggingは各ストリングの実部の位置を表すこととなる。

N = 12の場合の実例 艤装配位とBethe仮説方程式の根の対応について具体的な状況を見
るために長さN = 12で ℓ = 5の場合の例を考えてみよう。これらは次節で述べる「物理的
特異解」となっている（実は以下の 5つの解でN = 12、ℓ = 5の場合の物理的特異解を全て
尽くしている—詳細は [Sa15, Appendix B]参照）。この場合のBethe仮説方程式(

λk +
i
2

λk − i
2

)12

=
5∏

j=1
j ̸=k

λk − λj + i

λk − λj − i
, (k = 1, · · · , 5)

において λ1 = 0, λ2 = i/2, λ3 = −i/2となる解を求めると、重根となる場合を除いて λ4お
よび λ5は以下の 5次方程式

5120ξ5 + 11520ξ4 − 4992ξ3 − 9312ξ2 + 2020ξ − 55 = 0 (6)

の五つの実数解から λ4 =
√
ξおよび λ5 = −

√
ξとして得られる。方程式 (6)は、少なくとも

Mathematicaでは厳密解が求められず、数値解としては

ξ1 = −2.29679, ξ2 = −0.999662, ξ3 = 0.0320332, ξ4 = 0.173735, ξ5 = 0.840679

が得られ、それぞれの平方根は±1.51551i, ±0.999831i, ±0.178978, ±0.416816, ±0.916886
となる。こうして得られる五つの解を複素平面上に図示すると図 1のようになる。黄色の
ドットが λ4および λ5を表す。対応する艤装配位は順に以下の通り（riggingsは §6で説明す
る方法で決定した）。
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こうしてみると方程式 (6)の根が実に絶妙な位置に存在していることが分かる。
なお文献 [KS15]の補助ファイルとしてN = 12の Bethe仮説方程式の根を複素平面上に
プロットしたものが多数含まれているのでご利用頂きたい。
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図 1: N = 12, ℓ = 5の物理的特異解

5 Bethe仮説方程式の特異解
更に進んで Bethe仮説方程式の解を解析しようとすると、いわゆる特異解の問題を避け
て通ることはできない。今までの議論をおさらいすると、我々に関心のある Schrödinger方
程式とは固有値問題のことであり、ここまでに構成した固有ベクトルについてエネルギー
固有値を計算すると、結局以下のような解を得たことになる（本質的にはBethe [B]による
結果）。

HNΨN(λ1, . . . , λℓ) = Eλ1,...,λℓ
ΨN(λ1, . . . , λℓ),

Eλ1,...,λℓ
:= −J

2

ℓ∑
j=1

1

λ2j +
1
4

.

さてこの結果を観察すると、Bethe仮説方程式の解 {λ1, . . . , λℓ}の中に i/2または−i/2が含
まれると固有値 Eλ1,...,λℓ

が発散することが分かる。そこでこの様な解を特異解とよぶ。
以下ではBethe仮説方程式の解 {λ1, . . . , λℓ}が互いに相異なり、かつ i/2および−i/2を含
まないとき正則な解と呼ぶことにする。ここで厄介になるのは、正則な解のみを考えるので
は固有ベクトルが不足し（わずかN = 4の場合からこの問題が発生する）、一方Bethe仮説
方程式の互いに相異なる解を全て持ってきてしまうと固有ベクトルの数を超過してしまうこ
とである。従って特異解のうち物理的な意味づけを持つ適切な部分集合（物理的特異解と呼
ぶ）を選択する必要がある。
参考までに、Bethe仮説方程式の相異なる解の総数と物理的特異解の総数は二項係数を用
いて記述されると予想されている [KS14a]。例えば与えられた共に偶数のN および ℓに対し
て物理的特異解の総数は (N−2

2
ℓ−2
2

)
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であると予想されている（関連する情報について、[DG14]および [Sa15, Appendix B]も
参照）。
先に進む前に、一旦議論を中断して、Bethe仮説について証明はまだ出来ていないのでは
ないかと思われるが、おそらく正しいと思われる性質をまとめておくことにしよう。

• 正則な解と以下で述べる物理的特異解から構成されるBetheベクトルは 1次独立であ
ると思われる。

• Bethe仮説方程式の正則な解以外に対する Betheベクトルは 0になると思われる。例
えば 1次元以上の解も存在するが、具体例で計算すると対応する Betheベクトルは 0

になる。

• 現在の HN = (C2)⊗N の場合は Bethe仮説方程式の互いに相異なる解だけを考えれば
十分であると考えられているが、より一般の場合には重根も考察しなければならない
ことが数値計算の結果により示唆されている [HNS14]。

さて特異解の問題に戻ることにしよう。Bethe仮説法の思想に基づけば、ある条件を満た
す特異解から出発して、何らかの正則化の手続きに基づき Betheベクトルを構成できるよ
うな方法を構築することが望ましい。この様な方向の研究は、最初 Avdeevと Vladimirov

[AV]によってN = 4 の場合に提唱された（1986年）。彼らの提案した方法はその後Beisert

ら [BMSZ]によってより一般的な例に対して拡張され（2003年）、最終的にNepomechieと
Wang [NW]によって一般的な状況で計算された（2013年）。ここでは [NW]に従って最終的
な結果を紹介することとする（証明については、例えば [Sa15, Appendix A]を参照）。
一般的な特異解を {

i

2
,− i

2
, λ3, . . . , λℓ

}
(7)

と表すことにする。この特異解が以下のNepomechie–Wangの条件(
−

ℓ∏
j=3

λj +
i
2

λj − i
2

)N

= 1, (8)

を満たす場合物理的特異解とよばれ、次のような方法で対応するBetheベクトルを構成でき
る。定数 cを

c = 2iN+1

ℓ∏
j=3

λj +
3i
2

λj − i
2

. (9)

と定める。
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Nepomechie–Wangの定理� �
条件 (8)を満たす物理的特異解 (7)に対し次の極限は 0でないベクトルに収束する [NW]。

lim
ϵ→0

1

ϵN
BN

(
i

2
+ ϵ+ c ϵN

)
BN

(
− i
2
+ ϵ

)
BN(λ3) · · ·BN(λℓ)|0⟩N .

このベクトルは固有値

E i
2
,− i

2
,λ3,...,λℓ

= −J − J

2

ℓ∑
j=3

1

λ2j +
1
4

.

に対する固有ベクトルとなる [KS14b]。� �
Hao–Nepomehie–Sommese [HNS13]は Bethe仮説方程式に対する大規模な数値計算を行
い、Bethe仮説方程式の重根を含まない解の総数および正則な解と物理的特異解の総数を求
めた。その結果に基づき彼らは以下の予想を定式化した。

(HNの最高ウェイトベクトルの総数)

= (正則な解の個数) + (物理的特異解の個数).

この予想は同論文においてN = 14の場合まで数値的に確認された。この予想と、前述した
対応するBetheベクトルが一次独立であるという予想が共に証明されれば、Bethe仮説法に
よって全ての固有ベクトルが求められ、Heisenberg模型に対する Schrödinger方程式の完全
な解が得られたことになる。しかしながら、筆者の知る限り、これら二つの予想は未解決で
あると思われる。
艤装配位を用いて Bethe仮説方程式の解を解析すると、物理的特異解についてより立ち
入った情報を得ることができる。艤装配位の上にフリップ

κ : (νi, Ji) 7−→ (νi, Pνi(µ, ν)− Ji) (10)

と呼ばれる involutionを定義する（全ての riggingを対応する vacancy numberと riggingの
差に置き換える）。§6で見るように、この操作は解の上では、全ての根を (−1)倍する

{λ1, . . . , λℓ} → {−λ1, . . . ,−λℓ}

という操作に対応する。
さて、論文 [KS14a]において、Bethe仮説方程式の解を艤装配位と対応付けるとき、系の
長さN が偶数の場合の物理的特異解は以下の性質を持つ艤装配位 (ν, J)に対応する解とし
て特徴づけられる事が予想された（[Sa15, Apendix B]も参照）。

(i) フリップ不変であり、かつ

(ii) 長さ νiが偶数の行の総数が奇数である艤装配位。

すなわち該当する艤装配位を書き下して物理的特異解の大体の形を決定することができる。
長さN = 12かつ ℓ = 5の場合の例が §4に与えられている。この観察は艤装配位を使った
Bethe仮説方程式の解の解析の自然さを表す例であると考えている。
なお、上記特徴づけでは長さN が奇数の場合には一見物理的特異解が存在しないように
見えるが、数は少ないながらも散在的に物理的特異解が見出される場合がある。この点につ
いては [KS14a, §4.1]等を参照されたい。
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6 Betheの量子数
Bethe仮説方程式の解を艤装配位 (ν, J)を用いて解析すると、同じ形 νに属するいくつか
の解に正しくラベル J を割り当てる必要がある。量子力学では、固有状態に対する「良い」
ラベル（厳密な定義があるわけではない）のことを通常量子数と呼ぶ。従って個々の解に対
して rigging J という量子数を定義することが問題となる。
Heisenberg模型に対しては、Takahashiの量子数 ([T]、1971年)と呼ばれるものがあり、近
似的には大変うまく行くことで有名であった。例えば熱力学的量の導出など、物理として意
義深い帰結をもたらした。Takahashiの量子数に基づく解析は、文献ではしばしば「ストリ
ング仮説」などとして言及される。
ただしTakahashiの量子数の定義では、前提として各ストリングが厳密に

a+ bi, a+ (b− 1)i, a+ (b− 2)i, . . . , a− bi, (a ∈ R, b ∈ Z≥0/2)

という形をとると仮定している。しかしながら、具体例を検討してみれば、長さ 3以上のス
トリングであればほとんど常に各根は異なる実部を持っているし、また隣り合う根どうしの
間隔も

√
−1とは異なる値を持つ。従ってTakahashiの量子数を具体的な解について計算し

ようとすれば通常一意的には定まらないし、また数値も整数（または半整数）ではない複雑
な数となってしまう。このようないわゆるストリング仮説をめぐる問題はBethe仮説の研究
において少なからぬ混乱をもたらしたようであり、しばしばストリング仮説の破れに関する
議論を耳にしたり、場合によってはBethe仮説そのものの数学的正当性を疑うかのような見
解を耳にする事すらあった。
筆者としては、この様な混乱は、Heisenberg模型やBethe仮説そのものの欠陥によるもの
ではなく、むしろそれらは数学的に正当化されるべきものであると考えたい。そのため、以
下ではKirillov氏と共同で行った研究 [KS15]に基づき、数学的に正当化可能であると考え
られる方法で量子数を定義する提案について解説したい。
出発点としてBetheが原論文 [B]で述べている次のような考察から始めよう（詳細は [KS15,

§3]を参照）。Arctan zを実軸上のarctanx (arctan 0 = 0)を複素平面上 (i,+i∞)と (−i,−i∞)

に branch cutsを入れて一価に拡張した関数とする。そのとき関係式

log
z − i
z + i

= 2iArctan(z) + (2n+ 1)πi (n ∈ Z). (11)

が、両辺を微分することにより示される。ここで左辺の logは多価性を持ったフルバージョ
ンの対数関数である。この式を用いて Bethe仮説方程式（の右辺を左辺に移したもの）の
対数

log

(λk + i
2

λk − i
2

)N ℓ∏
j=1
j ̸=k

λk − λj − i
λk − λj + i

 , (k = 1, . . . , ℓ)

を計算してみよう。この式は Bethe仮説方程式により log 1に等しいはずであるが、ここか
ら複素平面上の位相因子に由来する整数が得られる。具体的に計算を実行してみれば、次の
ような整数 (半整数)

Jk =
N

2π

2Arctan(2λk)−
2

N

ℓ∑
j=1
j ̸=k

Arctan(λk − λj)

 (12)
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を導出することができる。この数をBetheの量子数と呼ぶことにする。不思議なことにBethe

の量子数はBetheの原論文に登場しているにもかかわらず、その後 80年以上にわたり十分
な注目を浴びてこなかったようである。
以下で例を見るようにBetheの量子数はそのままでは扱いづらい。そこで、新しい量子数
として、Sを一つのストリングとするときそれに属する各根に対するBetheの量子数の和

J(S) =
∑
η∈S

Jη (13)

を考察することが重要となる。この様に定義すると本来は “ストリング”という概念そのも
のに由来するあいまいさが存在する。例えば隣り合うストリング同士が混ざってしまって分
離できない場合などがあり、その様なあいまいさの処理方法はよく分かっていなかった。し
かしこの定義 (13)をN = 12の全ての解について詳しく検討すると、様々なタイプの不定性
に対して、そのあいまいさの処理の仕方によらず一意的な結論が得られる。これは状態空間
の次元が 212 = 4096であるからかなり非自明な例である。
重要な観察として、J(S)は極めて安定なふるまいをする。例として、N = 12、ℓ = 6で

5-stringがひとつ、1-stringがひとつ含まれるような場合を考える。対応する rigged config-

urationsは、r = 0, 1, . . . , 8に対して、次の 9つ

0
8

0
r

が存在する。以下それらの解を複素平面上にプロットしたものを掲げるが、経験則として解
は最も大きなストリングSの実部ℜ(S)によって並べると構造が分かりやすい。ここでℜ(S)
とは Sの両端の根の実部によって定義する（Vladimirovの結果 [V]より両者は一致する）。
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この例で分かるように個々のBetheの量子数は複雑な挙動を示す一方、(13)で定義される新し
い量子数は 5-string Sにたいしてℜ(S) > 0なら J(S) = 45/2、ℜ(S) < 0なら J(S) = −45/2
と非常に安定なふるまいをすることが分かる。
論文 [KS15]では、数値計算の結果 [GD, HNS13]に基づき、長さN = 12の場合には量子
数 J(S)によって全ての解が分類でき、対応する riggingを特定できることが確認されてい
る。この際 J(S)の具体的値まで特定できれば良いのだが、意外と複雑な挙動を示すため現
状のデータでは推定できていない。しかし与えられた νをもつ解全体を考え（もともと解全
体が完全かどうか、などといった問題を考察しているので、解の全体が手元にあることを仮
定するのは不都合ではないだろう）、その中で最大の J(S)をもつ状態を探せば、後は帰納
的に決定していくことができる。この際非自明な性質として、k-stringと l-stringとの相対
的な右左の位置関係が入れ替わるときに因子∆(k, l) = k + l − 3を J(S)に加えるまたは減
ずる必要がある様である。
今後の課題としては、まずBetheの量子数とは何なのかを理解すること、特に可能であれ
ばより内在的な定義を見つけられれば理解が進むのではないかと期待している。もちろん以
上の観察自体も、非常に非自明な例について確認されているとはいえ、証明された結果では
ないので今後様々な修正が必要となる可能性がある。
最後にストリングに関する他の話題として、ℓ = 2の場合に現れる例外的実数解（[EKS]、

1992年）と呼ばれる現象がある事に触れておこう。通常この現象は、存在するはずの 2-ス
トリングのうちいくつかが消え、その分実数解の個数が増える場合が存在する、といったよ
うに説明されることが多いようである。もう少し踏み込んで例外的実数解がどのように例外
的なのかは好奇心をそそるところであるが、[Sa15]において具体例に対して実数解全体の集
合を分析してみたところ、通常型の実数解は艤装配位の構造にきれいに従って出現し、例外
型実数解は明瞭に艤装配位の構造を破っていることを確認した。量子数も問題なく定まる。
従って例外型実数解の問題については必要以上に神経質になる事では無いのではないかとい
う感触を持っている。

7 量子群の場合の文献紹介
以上通常の Lie代数 sl2に関わる内容を紹介してきた。対称性が量子群となる場合にどの
ような現象が発生するのか興味をお持ちの読者もいらっしゃるかもしれないので、便宜のた
めにここで文献を紹介しておく。
量子群Uq(sl2)の対称性を持つ模型がPasquier–Saleur（[PS]、1990年）によって考察され
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ている。この模型のHamiltonianは

HN =
N−1∑
k=1

[
σ1
kσ

1
k+1 + σ2

kσ
2
k+1 +

1

2
(q + q−1)σ3

kσ
3
k+1

]
− 1

2
(q − q−1)

(
σ3
1 − σ3

N

)
で与えられる。q → 1とすれば今まで考察してきたHamiltonianに戻る。この場合にも代数
的Bethe仮説法が適用でき、特にBethe仮説方程式はこの場合も本質的には多項式方程式系
になる。
参考までに、次の作用素

ek =−
1

2

(
σ1
kσ

1
k+1 + σ2

kσ
2
k+1

)
− 1

4
(q + q−1)

(
σ3
kσ

3
k+1 − 1

)
+

1

4
(q − q−1)

(
σ3
k − σ3

k+1

)
を定義すると、上記Hamiltonianは

HN = −2
N−1∑
k=1

ek

と書き直すことができる。ここで作用素 ekはTemperley–Lieb代数を生成する (|j−k| > 1)。

e2k = (q + q−1)ek, ekek±1ek = ek, ekej = ejek.

最近この系のBethe仮説方程式についても数値計算が実行されており [GHNS]、表現論に
おける結果との比較がなされている。またこの場合も Bethe仮説法が適用できることが主
張されている [GN]。特に変形パラメータ qが 1の冪根となる最も興味深い場合においても
Bethe仮説法により正しく表現が構成されることが主張されている。これらの内容について
ご興味をお持ちの場合は、詳細についてはそれぞれの論文をご参照ください。

8 結晶基底との関連

8.1 はじめに

Bethe仮説法からくみ取られる数学には色々な種類がありうるであろうが、以下ではその
典型的な一例としてアフィン量子群や関連する組み合わせ論への応用について解説する。な
お以降の内容は前節までの内容とは独立して理解できるものである。
この様な方向の研究は 1986年のKerov, Kirillov, Reshetikhin [KKR, KR] による研究を嚆
矢とする。基本的な思想は以下のようにまとめられる。

Bethe仮説法 組み合わせ論的類似

Betheベクトル 結晶基底のテンソル積
Bethe仮説方程式の解 艤装配位
(艤装配位との非自明な対応)

BN 作用素の積 艤装配位写像Φ

(結晶基底のテンソル積と艤装配位の全単射)

今の所両者の間の関係は分かっていないのだが、以下で述べるように両者の間の対応関係は
非常に深くまた密接なものである。筆者の印象では、組み合わせ論的類似物と呼んでいるも
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のはBethe仮説に対する単なる簡便なモデルという段階をはるかに超えてそれ自身として実
質的な数学を含んでいると思われる。もしそうであれば、実はBethe仮説法とその組み合わ
せ論的類似物の両者を含むようなより大きな数学的枠組みが存在し、我々はその二つの相異
なる切り口を覗いていたのだった、という可能性もある。両面からの研究が今後長い時間を
かけて深化していく過程で色々と予想外の景色を見せていってくれることを期待したい。
組み合わせ論サイドの研究はその後Kashiwaraの結晶基底の理論 [K91]を巻き込んで深く
研究が進められ、また現在も活発な研究の対象となっている。個人的な研究の動機として
は、Young盤に関わる Lascoux–Schützenberger理論などに見られるようないわゆる代数的
組み合わせ論の分野に新しい研究の軸を与えたいというものであった。筆者が艤装配位の研
究を開始したころは、この課題の研究に対する風当たりが非常に強くずいぶん苦労させられ
た。経験により艤装配位の重要性を確信していたため、私が適任ではないにせよせめて他の
方にバトンを渡せるまでは旗を掲げていたいという一心で孤軍奮闘してきたような状態だっ
たと認識している。その後 10年を経て少しは事態は改善しただろうか。
以下 §8.2ではもっとも単純な場合に基本的なアイデアを解説し、その後の内容の概説と
した。引き続く節ではもう少し技術的内容にも立ち入るが、各節は概ね独立したトピックス
を扱うので、興味のあるところを拾い読みして頂くことができると思う。艤装配位の理論は
今の所何の問題もなく様々な種類の代数や表現のクラスに拡張され続けており、また今まで
の組み合わせ論の方法では到達できなかった領域にも奥深く立ち入るようになってきている
ので、代数的組み合わせ論の一つの大きな枠組みとなる可能性は十分あると考えている。何
より艤装配位自身に数学的意味があることも分かっているので、今後の進展を期待している
ところである。

8.2 概要：A(1)
1 型ベクトル表現の場合

以下アフィン Lie代数の種類や関連する Cartanデータ等はKac [K90]の記号法に従って
表記することにする。理論の大まかな雰囲気を知るために前節までで扱った sl2の 2次元表
現のテンソル積と同じ設定で様子を見てみよう。この場合は様々な異なる方法で解析するこ
とができるため文献もいろいろと存在するが13、その点についての詳細は筆者による別の解
説 [Sa12a, Sa12b]等を参照していただく事にして、ここでは以降の節で述べる結果の概観を
与えることに専念することにする。

艤装配位写像 この設定において、登場人物の片方である艤装配位は §4で導入したものと
一致する（12ページ）。そこで関連する記号や用語はそちらで定義したものをそのまま流用
することにしよう。一方、Betheベクトルの類似は結晶基底のテンソル積となる。Br,sを縦
r、横 sの長方形型Young準標準盤14で各ます目にはA

(1)
n の場合文字 1, 2, . . . , n+1 のいずれ

かを書き込んだ物の全体としよう。現在の場合、2次元表現は二つのベクトル 1 , 2 ∈ B1,1

で表され、それらの間にChevalley作用素の類似物（柏原作用素と呼ばれる）が以下のよう
に作用する：

f̃ : 1 7−→ 2 , f̃ : 2 7−→ 0, ẽ : 2 7−→ 1 , ẽ : 1 7−→ 0.

13一つだけ有名な例を挙げておくと、Tokihiroグループによって箱玉系の初期値問題の解析 [MIT]に用いら
れた “10-elimination”という手法は以下に述べる艤装配位による方法と同値であることが知られている [KS09]。

14semi-standard tableau: Young図のます目に縦方向には真に増加、横方向には非減少に増加するよう数字
を書き込んだもの。
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これらの元のテンソル積を考えることもできて、その上での柏原作用素は簡明な作用を持つ
（詳細は [KN]を参照）。こうして得られるテンソル積（物としては数字 1と 2の列）を path

と呼ぶことにしよう。その時艤装配位写像15Φ

Φ : path 7−→ rigged configurations

が次のようにして定義される。
pathが最高ウェイトベクトルである時、結果としてできる艤装配位は §4で述べた条件、
つまり Pνi(µ, ν) ≥ 0かつ 0 ≤ Ji ≤ Pνi(µ, ν) が成り立っているが、一般の pathの場合は
Pνi(µ, ν) ≤ 0または Ji ≤ 0となることも可能である。例えば、与えられた pathが

b = 1⊗ 2⊗ 2⊗ 1⊗ 2⊗ 2⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 2⊗ 2⊗ 1⊗ 1⊗ 2 ∈ (B1,1)⊗14

である場合、対応する艤装配位は

Φ(b) =

6
6
2
0

1
6
1
−2

となる。しかしいつでも Ji ≤ Pνi(µ, ν)は成り立っており、riggingが許される最大値を持つ
場合、つまり Ji = Pνi(µ, ν)である時、ストリング (νi, Ji)は特異であるという。
さて現在の設定での艤装配位写像 Φは次のようなアルゴリズムで与えられる。出発点と
なる艤装配位は空集合であるとする。以下艤装配位には必ず (0, 0)という特異なストリング
が含まれていると考えると記述が簡明になるので、そのように仮定しよう（一般性は失われ
ない）。path bの文字 2の位置を左端から数えて k1, k2, . . .番目とするとき、順に以下の手続
きを繰り返して再帰的に艤装配位を成長させていく。

1. 位置 kj−1まで行った結果、途中段階の艤装配位 (η, I)が得られたとする。

2. 次の位置 kjに対して以下の操作を行う。まず (η, I)を長さ kj − 1の状態に対する艤装
配位と考え、vacancy number Pηi(1

kj−1, η)を全ての行に対し計算し、ηの特異なスト
リングを全て特定する。

3. 最も長い特異なストリングから任意に一つ選び、その行の長さを 1増やす16。こうし
て得られた新しいヤング図を η′を書く。

4. 新しい rigging I ′を以下のように定める。η → η′において変化しなかった行に対応する
成分は変化させない。一方 η → η′において変化した行を η′iとする時、対応する rigging

I ′iは (η′i, I
′
i)が特異なストリングとなるように I ′i = Pη′i

(1kj , η′)と定める。

5. 以上の手続きを全てのkjについて行い最終的に得られる結果を (ν, J)とするときΦ(b) =

(ν, J)と定める。
15この写像をKerov–Kirillov–Reshetikhin写像等々と研究者の名前をつけて呼ぶこともある。しかし理論の
主要な創設者であるKirillov氏自身はこの写像に人名をつけて呼ぶことに強く反対しておられ、様々な場所で
そのように述べておられる。まことに尤もなお考えだと思うので、2008年に初めて共同研究をさせて頂いた
機会に相談の上、艤装配位全単射（rigged configuration bijection）という中立的な名称を提唱している。大
方のご賛同を頂ければ幸いである。

16考えている艤装配位に (0, 0)以外の特異なストリングが存在しない場合には、ストリング (0, 0)を変化さ
せて長さ 1のストリングが生成されると考える
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計算例は次項であたえる。なお以上の手続きを逆にすると逆写像Φ−1が得られる。
艤装配位写像のMathematicaによるプログラム例が

https://sites.google.com/site/affinecrystal/rigged-configurations

にあるのでご利用いただきたい（コード自体はより一般的にD
(1)
n 型の場合も含んでいる）。

箱玉系 量子群に関する最も重要な対象の一つは R行列と呼ばれ、表現のテンソル積の
左右を入れ替える非自明な同型写像である。その結晶基底における類似物である同型写像
R : B ⊗ B′ 7→ B′ ⊗ Bを組み合わせR行列と呼ぶ。Drinfeldの普遍R行列の理論なども存
在するが、結晶基底の場合でも組み合わせR行列を具体的に求めるのは非常に難しい。§8.3
や §8.7 で述べる様にこのような問題に艤装配位は強力な手段を提供する。
ただし現在の設定では以下のように簡単な表示を持つ。B1,kの元は長さ kの文字 1と 2に
よる準標準盤であり、(a, b)で文字 1が a個、文字 2が b個含まれる元を表すとすれば、組み
合わせR行列

R : (a, b)⊗ (c, d) 7−→ (c′, d′)⊗ (a′, b′)

は具体的に

a′ = a+min(b, c)−min(a, d)

b′ = b−min(b, c) + min(a, d)

c′ = c−min(b, c) + min(a, d)

d′ = d+min(b, c)−min(a, d)

と表示される。
箱玉系は ul = (l, 0)なる特別な元と、与えられた path b = b1⊗ · · · ⊗ bLに対して時間発展

Tlを次のように定義することにより与えられる力学系である。まず左側から繰り返しR行
列を作用させて

ul ⊗ b1 ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bL
R−→ b′1 ⊗ u

(1)
l ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bL

R−→ b′1 ⊗ b′2 ⊗ u
(2)
l ⊗ · · · ⊗ bL

R−→ · · · R−→ b′1 ⊗ b′2 ⊗ · · · ⊗ b′L ⊗ u
(L)
l (14)

としたときに

Tl(b) := b′1 ⊗ b′2 ⊗ · · · ⊗ b′L

と時間発展を定める。すなわち

R : ul ⊗ b 7−→ Tl(b)⊗ u(L)l (15)

となる。結晶基底の場合のYang–Baxter関係式により Tlどうしは可換な時間発展の族を成
すので、箱玉系は量子可積分系である。箱玉系の研究は数学上の進展を結果としてもたらし
たので17、その意味で意義のある研究であると考えている。

17艤装配位写像の研究は当初ある組み合わせ論的恒等式の証明を主な目的として研究が進められていたが、
その後他の方法でも当該恒等式を証明することが可能であることが分かった。しかし箱玉系の研究という観点
からは艤装配位写像のようなより深い理論を避けて通ることはできず、結果として艤装配位の研究を継続する
こととなった。実は研究の動機となったばかりではなく、艤装配位の数学的構造には箱玉系が本質的に関わっ
ていることが分かっている（33ページ参照）。
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非常に簡単な例を見てみよう。path b ∈ (B1,1)⊗Lは文字 1と 2の列とみなせるのでテンソ
ル積の記号を略記すると以下のような時間発展を考えることができる。

t = 0 : 22211112111111

t = 1 : 11122211211111

t = 2 : 11111122122111

t = 3 : 11111111211222

ここで時刻 tにおける状態とは (T3)
t(b)を表す。文字 2の塊はソリトン系における孤立波と

みなすことができ、箱玉系はソリトン系となっている。具体的には、文字 2の長さ kの塊は
他の孤立派の影響のない状況では速度 kで自由伝搬し、他の孤立派と衝突すると非自明な相
互作用ののち、元の孤立派が再現する（ただし位置には位相差と呼ばれる変化が生じる）。
さて各時刻に対する艤装配位を計算してみよう。前項におけるアルゴリズムの定義を参考に
計算すると、t = 0の場合文字 2の位置 kjは 1, 2, 3, 8であり、写像Φの計算は以下の通り。

∅ 1−→ −1 2−→ −2 3−→ −3 8−→ −3
4

一方 t = 2の場合は以下のようになる。

∅ 7−→ 5
8−→ 4

10−→ 4
6

11−→ 3
6

各 tに対する計算をまとめると以下のような結果となる。

Φ(T t
∞(b)) = −3 + 3t

4 + t
Young図の形は時間によって変化せず、各 νiは孤立波の長さに対応していることが分かる。
また riggingsは対応する νiの長さに比例して νitと変化することが分かる18。
もう一つ大きめの例を見てみよう。先ほども見た (B1)⊗27での箱玉系の例:

t = 0 : 122122111221121111111111111

t = 1 : 111211222112212111111111111

t = 2 : 111121111221121222111111111

t = 3 : 111112111112212111222111111

t = 4 : 111111211111121221111222111

t = 5 : 111111121111112112211111222

各時刻に対応する艤装配位:

Φ(T t
∞(b)) =

1 + t
6 + t

1 + 2t
−2 + 3t

この場合も長さ νiの孤立波を表すストリングの riggingが νitのように変化することが見て
取れる。実はBethe仮説方程式の解に現れるストリングも、対応するBetheベクトルで下向
きスピンの塊（マグノンと呼ばれる）に対応すると考えられているので、これもBethe仮説
とその組み合わせ論的類似の間に存在する非常に深い関係の一端を表しているといえよう。
§8.3で述べるように、一般に箱玉系の時間発展に対して艤装配位のYoung図は保存量（作
用変数）を与え、riggingは線形に時間発展する（角変数）。すなわち艤装配位自身が明瞭な
数学的意味を持つことを保証している。同じく §8.3で述べるように、この結果は艤装配位
を結晶基底の言葉で理解するための鍵を与える。その様な結果は、例えば §8.6で述べるよ
うな艤装配位写像の Loop Schur関数による表示の導出などに応用されている。

18一般の時間発展 Tlに対しては riggingはmin(νi, l)tと変化する。よってmaxi νi ≤ lなら Tl = T∞となる。
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周期系 箱玉系には周期境界条件を課したバージョンも存在する。周期系の結果は、今の所
A

(1)
1 型ベクトル表現の場合でのみ完成しているのでここで触れておくことにする。本項の内
容は以降は登場しないので、ここでは文献についてもある程度触れておくことにする。
箱玉系の周期版はそれ以前から知られていたが [YT]、ここでは [KTT]による結晶基底を
用いた定式化を紹介する。path b ∈ (B1,1)⊗Lで、文字 2の個数がL/2以下のものを考える。
bに周期境界条件を課すと、元来は円周状のものが得られるが、適当に切り口を入れて直線
状の通常の pathとして取り扱う。切り口としては、便宜上 bが最高ウェイト条件を満たす
ものを考えよう。このとき、定義 (15)にならって書くと次のような性質がある。

R : ul ⊗ b 7−→ Tl(b)⊗ v, R : v ⊗ b 7−→ T l(b)⊗ v.

すなわち左側の同型で得られた vを用いると、右側の様に周期境界条件と適合する時間発展
が定義できる。そこで T lを周期箱玉系の定義とするのである。この場合も量子可積分系と
なっていることが分かる。周期箱玉系のデモンストレーションが

http://demonstrations.wolfram.com/PeriodicBoxBallSystem

にあるのでご参照頂きたい。
直線状の箱玉系の時と同様にこの場合も艤装配位上でYoung図が作用変数、riggingが角
変数となることは同様である（riggingは適当な同値関係で割る必要がある）。興味深い問題
として、艤装配位上で線形に時間発展させた後に結晶基底のテンソル積（文字 1と 2の並び）
を与える解析的表示式を求める問題を考えよう [KS06]。通常の多変数テータ関数の超離散
極限19（トロピカル極限）からスタートしよう。

Θ(z) = lim
ϵ→+0

ϵ log

(∑
n∈Zg

exp
(
−

tnAn/2 + tnz

ϵ

))
= −min

n∈Zg
{tnAn/2 + tnz}.

(16)

ここで簡単のため艤装配位のYoung図が

ν = {i1 < i2 · · · < ig} (17)

という形をしていたと仮定しよう。そのとき各 ikを添え字とする行列Aを

Ai,j = δi,jpi + 2min(i, j), (18)

と定める（ここで pi = Pi(1
L, ν)と書いた）。(17)に対する riggingsが J1, . . . , Jgである時ベ

クトル J = (J1, . . . , Jg)と定める。またベクトル hl = (min(i, l))i∈ν と p = (pi)i∈ν を定める
とき、path bの k番目の要素 bkに含まれる文字 2の個数 x(k)は

x(k) = Θ
(
J− p

2
− kh1

)
−Θ

(
J− p

2
− (k−1)h1

)
−Θ

(
J− p

2
− kh1 + h∞

)
+Θ

(
J− p

2
− (k−1)h1 + h∞

) (19)

19正整数係数の有理関数の場合なら形式的に × 7→ +、/ 7→ −、+ 7→ minと置き換えればよい。超離散化さ
れた有理関数は入力も整数、出力も整数のデジタルな世界となる。43ページも参照。
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と表される20。この表示では、周期境界条件に由来する riggingの同値関係による商は自動
的に満たされる。よって単純に J 7→ J+ hlとするだけで周期箱玉系の時間発展 T lが実現さ
れる。この結果はDubrovin, Matveev, Novikov21による有名な結果 [DMN]（KdV方程式の
周期解のタウ関数が多変数テータ関数となり解はその対数の 2階微分となること、1976年）
の完全な離散化が達成されたことを意味している。

超離散極限について 連続的な関数の世界になじみが深い方々にとっては超離散極限（また
はトロピカル極限）を取った後の世界は連続的な世界のおもちゃのように感じられてしまう
事がしばしばあるようである。確かに例えば多項式であれば超離散化すると係数の情報がす
べて吹き飛んでしまうし、一見実に情報不足な世界に見えてしまうのもうなずける。その様
な方々のために、超離散化されることによって初めて生じる新しい性質も確かに存在すると
いうことを紹介しよう。ここでは例として超離散化によって新たに粒子性を獲得するような
状況を見てみよう。以下の例が実際に数学的に重要であるのか、という問題はさておき、少
なくとも離散化された世界が連続的な世界に従属する存在ではなく、それ自身独立した固有
の世界であることをお示ししたいと思う。
ここで紹介するのはBox-Basket-Ball系 [LPS1]（略してBBB系）と呼ばれるソリトン
系である（解説 [Sa12a]も参照）。その後Yura [Y13]によりソリトン理論の観点から研究が
進められ、他の既知の系との相違点も検討された。箱玉系における状態 (a, b)を拡張して状
態 (a, b, c) ∈ (Z≥0)

3 を考える。組み合わせR行列の代わりにwhurl関係式

R : (a, b, c)⊗ (d, e, f) 7→ (d′, e′, f ′)⊗ (a′, b′, c′)

を考え、ul = (l, 0, 0)から出発して箱玉系の場合 (15)と同様に時間発展Tlを定義するとBBB

系が定義され、量子可積分系となる。ここでwhurl関係式とは、具体的には

a′ = a−min(a+ b, a+ c, b+ f) + min(e+ c, d+ c, d+ b)

b′ = b−min(a+ b, a+ c, b+ f) + min(a+ e, d+ f, e+ f)

c′ = c−min(e+ c, d+ c, d+ b) + min(a+ e, d+ f, e+ f)

d′ = d+min(a+ b, a+ c, b+ f)−min(e+ c, d+ c, d+ b)

e′ = e+min(a+ b, a+ c, b+ f)−min(a+ e, d+ f, e+ f)

f ′ = f +min(e+ c, d+ c, d+ b)−min(a+ e, d+ f, e+ f)

で与えられる変換である。この様な変換を与えるような有理関数を構成することは容易であ
り、かつ多数構成することができるが、BBB系ではそのような連続的な世界には見られな
い以下のような粒子的性質が存在する。

20 証明は周期境界条件を課さない一般の bに対して、艤装配位 (ν, J) = (νi, Ji)
g
i=1（ここで νi, i = 1, 2, . . .

は重複も許す）から

x(k) = τ0(k)− τ0(k − 1)− τ1(k) + τ1(k − 1),

τr(k) = − min
n∈{0,1}g


g∑

i=1

(Ji + rνi − k)ni +

g∑
i,j=1

min(νi, νj)ninj

 (r = 0, 1),

という式で求まることを用いる。ここで n = (n1, n2, · · · , ng)。詳細は §8.5を参照。
21Sergei Petrovich Novikov (b. 1938). 初期のトポロジーにおける重要な研究ののち数理物理学において多大
な功績を残している。1970年フィールズ賞受賞。
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図 2: BBB系の時間発展の例.

状態 (a, b, c)の各成分について、aを空きスペースの数、bはバスケットの数、cはボール
の数と解釈する。最初に容量 1の箱を直線状に並べ、箱の上にはバスケットをいくらでも重
ねることができ、一方箱とバスケットにはそれぞれ 1つずつボールを入れられると考える
（そうすると条件 a + c = b + 1を課すことになる）。そのときwhurl関係式から定まる時間
発展 T∞は次のようにして粒子的に記述することができる。

時間発展の手順：バスケットのうち空のものを全て一つ右の箱の上に移し、それ
以外のものはそのままにしておく。次に玉を左側から順に見ていって、それぞれ
の玉より右側にある空箱または空きバスケットのうち最も左側のものに順に移
していく。ただし既に動かした玉にはそれ以上触れない。

この手順はバスケットが一つもない場合は前述の箱玉系の時間発展 T∞と一致する事を注意
しておく（箱玉系では文字 1を空き箱、文字 2をボールが一つ入った箱と解釈する）。簡単
な例を図 2に挙げておこう。物理の用語でまとめておくと、ボールは一つの場所に一つしか
入ることのできない Fermi粒子、バスケットは一つの場所にいくらでも入るBose粒子（こ
の二種類が自然界に存在する量子力学的粒子の大分類を与える）であり両者の間にはボール
がバスケットに入るという形で非自明な相互作用を持つ。この様にして定義されるBBB系
はソリトン系となっている（どのような孤立波が存在するかは解説 [Sa12a]参照）。以上の
様な性質はwhurl関係式から見て全く非自明な結果であることを指摘しておく。
まとめると、粒子とは本質的に離散的で無くてはならないので、超離散化された世界（デ
ジタルな世界）には連続な世界には存在しない性質が存在することについてはご理解いただ
けたのではないかと思う。逆に超離散的な世界から出発して連続的な類似物を構成しようと
すると、同一の関係式から無数の対応する連続関数を構成できてしまう。その様な中からど
のような基準でもって数学的に正当性を持った関数を選び出すのかは今の所はっきりとした
指針がある様には感じられないし、そもそも連続な世界での類似物が超離散的な世界で持っ
ていたのと匹敵するような顕著な興味深い性質を持っているのかも非自明な問題であろう。
筆者としては結晶基底自体も超離散化された世界で最も自然に認識できる対象なのではない
かと思っているのだが、連続な世界で類似物を構成するために多大な労力を払っている方々
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が多くいらっしゃるので、研究の成果を見守っているところである。

8.3 A
(1)
n 型艤装配位

A
(1)
n 型の結晶基底 (Kirillov–Reshetikhin crystal)のテンソル積に対応する艤装配位につい

て述べる。その様な写像はKerov–Kirillov–Reshetikhin（[KKR, KR]、1986年）によって先駆
的な研究が行われ、最終的にKirillov–Schilling–Shimozono（[KSS]、1999年）によってA

(1)
n

型一般の場合に確立された（[K01]も参照）。

クリスタルBr,s A
(1)
n 型の場合KRクリスタルBr,sとは、集合としては文字 1, 2, . . . , n + 1

による縦 r横 sの長方形型Young準標準盤であった。テンソル積Br,s ⊗Br′,s′が自然に定義
され、代数構造も簡明に入る。具体的な形は a ̸= 0に対する ẽa, f̃aについては [KN]を、ẽ0, f̃0
については [Sh98]をそれぞれ参照。
テンソル積

⊗L
k=1B

rk,sk = Br1,s1⊗· · ·⊗BrL,sL の元をpathとよぶ。pathの形状からYoung

図 µ(a)（a = 0, . . . , n− 1）を以下のように定める。すなわち
⊗L

k=1B
rk,skの中にBa+1,lがm

個含まれる場合、Young図 µ(a)に長さ lの行がm本存在する。
艤装配位写像Φは全単射

Φ : path 7−→ rigged configuration

を与えるが、そのアルゴリズムの定義は次節 §8.4に回すことにする。

最高ウェイトベクトルに対する艤装配位 前項で定義したYoung図 µ(a)（a = 0, . . . , n− 1）
とYoung図 ν(a)（a = 1, . . . , n）の各行 ν

(a)
i に整数 J

(a)
i を付け加えた以下のような対象を考

える（以下 µの部分は適宜略記する）。

(ν, J) =
(
µ(0), . . . , µ(n−1), (ν(1), J (1)), . . . , (ν(n), J (n))

)
. (20)

Young図 ηに対しQl(η)をYoung図 ηの左側 l列分に含まれるます目の総数としよう。(ν, J)

に対し vacancy numberを以下の通り定義する：

P
(a)
l (µ, ν) = Ql(µ

(a−1)) +Ql(ν
(a−1))− 2Ql(ν

(a)) +Ql(ν
(a+1)). (21)

Bethe仮説での性質に基づき、組 (ν
(a)
i , J

(a)
i )をストリングと呼び、ν(a)i をその長さと呼ぼう。

その時 (ν, J)が最高ウェイトベクトルに対する艤装配位であるとは以下の条件を満たす場
合である。

• 全ての ν
(a)
i に対し P

(a)

ν
(a)
i

(µ, ν) ≥ 0。

• 全ての J
(a)
i が 0 ≤ J

(a)
i ≤ P

(a)

ν
(a)
i

(µ, ν)を満たす。

ν(a)の事を configuration、J (a)
i の事を riggingと呼ぶ。riggingが許される最大値を持つと

き、そなわち J
(a)
i = P

(a)

ν
(a)
i

(µ, ν)であるとき、特異なストリングと呼ぶ。
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一般の艤装配位 本項目の内容はやや技術的であり、飛ばしてそのまま先に進んでいただい
ても問題はありません。組み合わせR行列に関する話題は次項で、また箱玉系に関する基
本的結果は 32ページから始まります。
他の一般の艤装配位は Schilling [Sc06]にならって艤装配位上に柏原作用素を定義するこ
とによって得られる。用語としてストリング (ν

(a)
i , J

(a)
i )の coriggingとは

P
(a)

ν
(a)
i

(µ, ν)− J (a)
i

の事を表す。以下 (ν(a), J (a))に (0, 0)という特異なストリングを付け加えておくと記述が簡
明になる。xℓを (ν(a), J (a))の最小の riggingとする。今の規約より xℓ ≤ 0となる。

(1) もし xℓ = 0ならば ẽa(ν, J) = 0と定める。一方 xℓ < 0ならば (ν(a), J (a))のストリング
で riggingが xℓであるようなもののうち長さが最小のものの長さを ℓとする。その時
ẽa(ν, J)はストリング (ℓ, xℓ)を (ℓ−1, xℓ+1)に変化させ、他の riggingを元の corigging

を保つように変化させる。

(2) (ν(a), J (a))のストリングで riggingが xℓであるようなもののうち長さが最大のものの
長さを ℓとする。そのとき f̃a(ν, J)はストリング (ℓ, xℓ)を (ℓ + 1, xℓ − 1)に置き換え、
他の riggingを元の coriggingを保つように変化させる。その結果 riggingが対応する
vacancy numberより真に大きなものが存在する場合 f̃a(ν, J) = 0と定める。

f̃aの定義において、(ν(a), J (a))の riggingが全て 0より大きかった場合には、(0, 0)というス
トリングに f̃aが作用してストリング (1,−1)が生成されることになることに注意。例えば
(B1,1)⊗8の元（つまり µ(0) = (18)となる）

b = 1 ⊗ 1 ⊗ 2 ⊗ 1 ⊗ 1 ⊗ 3 ⊗ 2 ⊗ 1

を考えΦ(b)に f̃1を順に作用させていくと以下のようになる。

5
3

1
2 0 0

f̃1−→
3
3
1

−1
−1
0 1 1

f̃1−→
3
−1
−1

−1
−2
−2 1 1

f̃1−→
3
−1
−3

−1
−2
−3 1 1

もう一度 f̃1 を作用させると 0となる。ここで艤装配位の表示として、左から (ν(1), J (1))、
(ν(2), J (2))を書き、ν(a)の右側に riggingを、左側に vacancy numberを書いた。
この様にして定義される柏原作用素がクリスタルの定義を満たすことは最初 [Sc06]によっ
て証明されたが、Stembridgeの結果に依存した証明であったためそのまま拡張することは
できない証明法であった。その点は [Sa14]において一般性のある方法に改められ、その後の
艤装配位におけるクリスタル構造の導入において標準的な方法となった22。
重要な性質として艤装配位写像Φは柏原作用素を保つこと

[ẽa,Φ] = [f̃a,Φ] = 0 (22)

が知られている [DS, Sa14]。写像 Φが複雑なため極めて非自明な結果である。後でD
(1)
n 型

の場合にもふれるが、これらの性質は代数や表現の種類によらず非常に広い範囲で確認され
ており、艤装配位の著しい自然さを表す例となっている。

22例えば結晶構造の公理に現れる εaという関数は [Sa14]において艤装配位上に導入され、その後 B(∞)ク
リスタルの構造を艤装配位に導入するときに本質的であった [SalScr14]。
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組み合わせR行列とエネルギー関数 この項目と引き続く計算例もアルゴリズムの詳細に
興味のない方は細部は軽く流して「箱玉系の逆散乱形式」の項（32ページ）に進んでいた
だいて構いません。
組み合わせR行列とは表現の左右を入れ替える同型写像R : Br,s ⊗ Br′,s′ → Br′,s′ ⊗ Br,s

の事であった（以下
R≃とも記述する）。クリスタルBのアフィン化を

Aff(B) = {b[d] | b ∈ B, d ∈ Z} (23)

と定義する。組み合わせR行列により元 b⊗ b′ ∈ Br,s ⊗Br′,s′が b̃′ ⊗ b̃ ∈ Br′,s′ ⊗Br,sに写さ
れるとき、Aff(B)の上でのR行列を

b[d]⊗ b′[d′] R≃ b̃′[d′ −H(b⊗ b′)]⊗ b̃[d+H(b⊗ b′)] (24)

で定める。ここでエネルギー関数H : B ⊗ B′ → Zとは、(24)で定まるR行列がAff(B) ⊗
Aff(B′)⊗ Aff(B′′) 上でYang–Baxter関係式

(R⊗ 1)(1⊗R)(R⊗ 1) = (1⊗R)(R⊗ 1)(1⊗R) (25)

を満たすように定義されたものである [(KMN)2]。
組み合わせR行列は一般には極めて非自明な写像であるが、A(1)

n 型の場合は既存の代数
的組み合わせ論の成果を使用して以下のように具体的に記述することができる23。
Young盤の各行が上から順に y1, y2, . . . , yrであったとしよう。その時各行から得られる数
列を並べて、Y の row wordを row(Y ) = yryr−1 . . . y1と定義しよう。また x = (x1, x2, . . .)

と y = (y1, y2, . . .)を二つの分割とするとき、xと yの連結を (x1 + y1, x2 + y2, . . .)と表す。
Y ← aで Young盤に文字 aを Schensted–Knuth24[K70]の row insertion25することを表し、
更に Y ← ab = (Y ← a)← b等と書くしよう。

定理 [Sh98]� �
元 b⊗ b′ ∈ Br,s ⊗Br′,s′と b̃′ ⊗ b̃ ∈ Br′,s′ ⊗Br,s が組み合わせR行列によって

b⊗ b′ R≃ b̃′ ⊗ b̃ (26)

となることと

(b′ ← row(b)) = (b̃← row(b̃′)) (27)

となることは同値。更にH(b⊗ b′)の値は (b′ ← row(b))のます目のうち分割 (sr)と (s′r
′
)

を連結したものの外側に存在するます目の個数で与えられる。� �
従って (b′ ← row(b))の情報から b̃と b̃′ を見つけるアルゴリズムを記述すればよいこと
になる。Young図 Y とその（左上部分の）部分集合である Young図 Y ′から作られる集合
θ = Y \ Y ′のます目の総数が rであり、かつ θには同じ行に 2つ以上のます目が存在しない
とき、θは vertical r-stripと呼ばれる。

23アフィン柏原作用素 ẽ0 や f̃0 では jeu de taquinと呼ばれるアルゴリズムを使用したりと、A型 KRクリ
スタルの理論は代数的組み合わせ論の成果が総動員という感じである

24Donald Ervin Knuth (b. 1938). LATEXでも日々お世話になっている数学者。
25Y ← aとは行 y1の文字で aより真に大きな文字のうち最も左のもの（文字 x1としよう）と aを交換し、
そうして得られる x1 を用いて第二行 y2 で同様の操作を行い、以下同様の操作をどこかで行 yk 中に xk−1 よ
り大きな文字が存在しなくなるまで繰り返す。その時 yk の右に xk−1 を付け加えて終了する。
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Young盤 Y = (b′ ← row(b))の左上部分の長方形 (sr)型の部分集合を Y ′とする。集合
θ = Y \Y ′の文字に以下のようにして番号 1, 2, . . . , r′s′を振る。θ1を θの中でなるべく上方か
つ右側に取った vertical r′-stripとする。その時 θ1のます目に対し下から順に番号 1, 2, . . . , r′

を振る。次に θ \ θ1に対して同様に vertical r′-strip θ2をとり、同様に番号 r′ + 1, . . . , 2r′を
ふる。同様にして帰納的に θの全てのます目に番号を振っていく。
さて θに振られた番号の順に row insertionの逆を行う。番号 1が振られた文字に対して

row insertionの逆を行ってYoung盤から放出される文字を u1とし、Y1を (Y1 ← u1) = Y と
なるようなYoung盤とする。次にYoung盤 Y1で番号 2が振られていたます目にある文字か
ら row insertionの逆を行って文字 u2とYoung盤 Y2を得る。同様にして帰納的に文字 ur′s′

とYoung盤 Yr′s′まで得る。最終的に

b̃′ = (∅ ← ur′s′ur′s′−1 · · ·u1), b̃ = Yr′s′ (28)

が答えとなる。

例 以上のアルゴリズムの計算例として次のテンソル積を考える。

b⊗ b′ = 1 1
2 4

⊗
3 4
4 5
5 6

∈ B2,2 ⊗B3,2.

bの row wordは row(b) = 2411なので

 3 4
4 5
5 6

← 2411

 =

1 1 43
2 4
36 52
45 61
54

を得る。ここで数字につけた添え字は row insertionの逆を行う順番を示す。最初に文字 61
から出発すると

1 4 4
2 5
3 6
4
5

← 1

 =

1 1 4
2 4
3 5
4 6
5

, 従って, Y1 =

1 4 43
2 5
36 62
45
54

, u1 = 1.

次に Y1のます目 62から同様に計算する。最後まで繰り返すと u6u5 · · ·u1 = 321541および

Y6 =
4 4
5 6

を得る。(∅ ← 321541) =
1 1
2 4
3 5

なので、結局

1 1
2 4

⊗
3 4
4 5
5 6

≃
1 1
2 4
3 5

⊗ 4 4
5 6

, H

 1 1
2 4

⊗
3 4
4 5
5 6

 = 3.

ここでエネルギー関数は bと b′を連結した から求めた。
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箱玉系の逆散乱形式 ẽ0を除くAn部分に対するBa,lの最高ウェイト元を ua,lで表す。具体
的に ua,lをYoung準標準盤として表すと、1行目は全て文字 1、2行目は全て文字 2、等々と
なる。一般のテンソル積 b ∈

⊗L
k=1B

rk,skと ua,lから出発して 23ページの定義 (15)と同様に
して箱玉系の時間発展作用素 T a,lが定義される [HHIKTT, FOY]。箱玉系は量子可積分系で
あり [FOY]、またソリトン系としてふるまうことも観察されている（箱玉系として最も基本
的な rk = 1の場合は [Sa06]で一般的な状況で示されている）。
基本的な事実として、艤装配位写像を用いると、箱玉系の作用角変数の完全な系が得られ
る。より正確には：
定理 [KOSTY]� �
与えられた path bに必要ならば右側に ua,1を十分付け加えて、ua,l ⊗ b R≃ T a,l(b) ⊗ ua,l

となるようにしよう。その時 bに対する艤装配位が

Φ(b) =
(
(ν(1), J (1)), . . . , (ν(a), J (a)), . . . , (ν(n), J (n))

)
であれば、時間発展した pathに対する艤装配位は

Φ
(
T a,l(b)

)
=
(
(ν(1), J (1)), . . . ,

(
ν
(a)
i , J

(a)
i +min(ν

(a)
i , l)

)
i
, . . . , (ν(n), J (n))

)
(29)

となる。すなわちYoung図 ν(1), . . . , ν(n)は運動の保存量（作用変数）であり、rigging J (a)

のみが線形に変化する（角変数）。� �
この事実を箱玉系の逆散乱形式と呼んでいる26。例は 39ページ参照。なおこの結果より
l ≥ maxi ν

(a)
i ならば T a,l = T a,l+1 = · · · =: T a,∞となる。特に T 1,∞ = T∞と書く。

この定理の本質は、下記の艤装配位の理論において最も深い定理の一つである。

定理 [KSS]（A(1)
n 型艤装配位のR不変性）� �

任意のA
(1)
n 型KRクリスタルのテンソル積 bと b′が b

R≃ b′ ⇐⇒ Φ(b) = Φ(b′).� �
艤装配位写像Φは非常に複雑な写像であるので、この事実は極めて非自明であり、証明もと
ても難しい。
さて、Φ(b)とΦ(ua,l⊗b)とを比べると、28ページの艤装配位 (20)において後者の方がµ(a−1)

の長さ lの行が一つ多いが他の µ(a)と ν(a)は同一である（Φ(ua,l)は ν(a)部分が全て空集合）。
その場合、§8.4で与えられる写像Φ−1のアルゴリズムより、同じ bを像の一部として得るた

めには rigging J
(a)
i を J

(a)
i +min(ν

(a)
i , l)に変化させればよい。あとは ua,l ⊗ b R≃ T a,l(b)⊗ ua,l

と艤装配位のR不変性から箱玉系の逆散乱形式が従う。
なお艤装配位のR不変性を 2つのテンソル積の場合B ⊗ B′ ∋ b⊗ b′ R≃ b̃′ ⊗ b̃ に適用する
と、組み合わせR行列が

Φ−1
B′⊗B ◦ ΦB⊗B′(b⊗ b′) = b̃′ ⊗ b̃ (30)

のようにして艤装配位のR不変性の特殊な場合として得られることになる。すなわち艤装
配位写像は組み合わせR行列の親玉のような存在である。

26論文 [KOSTY]では著者間の見解の相違により明確な形でこの結果を述べることができなかった。そこで
その直後に発表した論文 [KSY]の Theorem 3.5において a = 1の場合にここで述べた形の定理を与えた。本
質的に大きな違いはないが、a > 1の一般的な形は、例えば [Sa07]の Remark 3.5で述べられている。
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箱玉系の数学的応用 こうして艤装配位に関する数学的定理が箱玉系という数理物理の問
題に有効に利用できることが分かった。逆に箱玉系との関連が明らかになったことにより下
記のような数学的に重要な性質が発見された。筆者の印象としては、箱玉系が物理として応
用される可能性はあまり高くないと思われるのだが、一方既に数学的な応用があるわけなの
で、その意味で箱玉系の研究は十分に意義があると考えている。
b ∈

⊗L
k=1B

rk,sk とする。23ページで箱玉系を定義した式 (14)の記号を変更した

ua,l ⊗ b1 ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bL
R≃ b′1 ⊗ v

a,l
1 ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bL

R≃ b′1 ⊗ b′2 ⊗ v
a,l
2 ⊗ b3 · · · ⊗ bL

R≃ · · · (31)

から出発しよう。以下では va,l0 = ua,lと書くことにする。[FOY]にならって和

Ea,l(b) =
L∑

k=1

H
(
va,lk−1 ⊗ bk

)
(32)

を考える。その時、
定理 [Sa07]� �
艤装配位 (ν, J) = Φ(b)に対して

Ql(ν
(a)) = Ea,l(b). (33)� �

写像 Φは複雑なアルゴリズムで定義されるので、この結果は大変非自明である。実際艤
装配位の R不変性という深い結果をフルに使用して証明される。この等式は §8.6で Loop

Schur関数との関連を考察するうえで鍵となる。
ここでは等式 (33)の別の応用として、艤装配位写像Φのアルゴリズムが実は代数的に記
述できるものであることを指摘しておこう。Young盤 bkの各列が左から c1, c2, . . . , csk だっ
たとしよう。その時途中段階のテンソル積として

Cj := b1 ⊗ b2 ⊗ · · · bk−1 ⊗ csk ⊗ csk−1 ⊗ · · · ⊗ cj+1 ⊗ cj (34)

を考えよう。ciの順番を入れ替えたのは現在のKashiwara流のテンソル積とYoung盤の相
性が悪いためであるが、筆者は他の著者からの強い要請があった場合を除き、Kashiwara流
を使うことにしている（結晶基底のテンソル積の場合も異なる流儀が存在することによって
時として混乱が生じてしまっているのは大変残念である）。このCjに対しても式 (32)に倣っ
て和Ea,l(Cj)を定義できる。この時量{

Ea,l(Cj)− Ea,l−1(Cj)
}
−
{
Ea,l(Cj+1)− Ea,l−1(Cj+1)

}
(35)

は再帰的な定義を持つΦのアルゴリズムにおいて列 cjに対応する部分を計算するときに途
中段階の ν(a)の第 l列目に付け加えられるます目の総数を表している。なお式 (35)には重複
が多く、整理すれば実際には局所的に決まる量である。実は [Sa07]で議論されているように
この情報だけで riggingも含め必要な全ての情報を読み取ることができる。従って写像Φの
アルゴリズムは、箱玉系の定義を用いると、結晶基底の言葉で記述できる代数的な性質のア
ルゴリズムであることが分かった。
写像 Φのアルゴリズムを良く理解するとこれは驚くべき結果であると理解して頂けると
思う。実際艤装配位の理論を数学化するのに重要な貢献をしたMark Shimozono氏と議論し
た際も「あんな不思議なアルゴリズムが代数的な起源を持っていたとは衝撃的だ」と言って
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おられたと記憶している。実際筆者もそれまでは艤装配位写像のアルゴリズムは精巧だが
不思議なもの、といった印象を持っていた。しかしそれが実は無限次元の対称性に由来する
ものだったと分かり、艤装配位は単なる便利なモデルというよりそれ自身が数学的意味を持
ち、従ってそれ自身を研究することに意味があると納得することができたと記憶している。
無限次元の対称性があるとYoung盤も長方形のものしか現れないし一見特殊に感じる方
もいらっしゃるかもしれないが、これは大雑把にいえば対称性が大きいために縛りがきつい
事の反映である。数学の大海の中から特別に性質の良いものを見つけ出すのは、何の方針も
なく探すのではあまり簡単なことではないであろう。そのような時無限次元の対称性のよう
な強力な武器を使うと自然と性質の良いものが見つかる様に感じられる。

8.4 A
(1)
n 型艤装配位写像のアルゴリズム

ここでは写像

Φ−1 : rigged configuration 7−→ path

のアルゴリズムを A
(1)
n 型一般の場合に紹介する。すなわち pathとして最も一般的な b ∈⊗L

k=1B
rk,sk の場合を考える。28ページの式 (20)のように艤装配位を

(ν, J) =
(
µ(0), . . . , µ(n−1), (ν(1), J (1)), . . . , (ν(n), J (n))

)
(36)

としよう。

Φ−1のアルゴリズム Φ−1の計算は µ(a) (0 ≤ a ≤ n− 1)のどの行からスタートするのかを
選ぶところから始まる。µ(a)やその行の選び方を変えると異なる pathsが得られるが、それ
らは艤装配位のR不変性（32ページ）により全てR同型となる。µ(a)

i を選んだとしよう。す
るとBa+1,µ

(a)
i の元が以下のようにして得られる。ここでは艤装配位をYoung図を用いて図

式的に表示して考えることにする。その時ストリングはYoung図の各行とその riggingの組
と同一視される。

1. ℓ(a)を µ
(a)
i の長さとする。ν

(a+1), ν(a+2), . . .の特異な行（ストリング）を以下のように
して順に定める。ℓ(j)まで定まっているとする。その時 ν(j+1)に長さ ℓ(j)以上の特異な
行が存在する場合、そのうち最も短いものを選び、その長さを ℓ(j+1)として同じ手続き
を ν(j+2)に対して繰り返す。一方 ν(ja−1)まではそのような特異な行を選べたが ν(ja)に
は該当する特異な行が存在しなかった場合、文字 jaを出力として手続きを終了する。

2. 前項で選んだ各行の右端のます目を一つずつ削り、µ(a−1)には長さ 1の行を付け加え
て新しい艤装配位を作る。新しい riggingは以下の通り。前項で選択されなかった行の
riggingは変更しない。一方前項で選択され、ます目を一つ削られた行の riggingは、新
しい艤装配位に対する vacancy number について特異な行となるように定める。

3. µ(a−1)に付け加わった長さ 1の行からスタートし、新たに ℓ(a−1) = 1と定めて Step 1

と Step 2を繰り返して出力 ja−1を得る。次に µ(a−2)に付け加わった長さ 1の行からス
タートし、. . .、と繰り返し、最終的に µ(0)に付け加わった長さ 1の行からスタートし
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て出力 j0を得る。その時 ja, . . . , j1, j0を (a + 1) × ν(a)i 型Young盤の空きスペースの
左端に下から順に書き込む。

j0
j1ppp
ja

4. Step 1から Step 3を µ
(a)
i （の残り）の右端からスタートして繰り返し、最終的に µ

(a)
i

が全て取り去られるまで行う。すると上記長方形のます目がすべて埋まり、Ba+1,µ
(a)
i

の元が一つ定まる。

残りの µ(0), . . . , µ(n−1)の行についても上記 Step 1から Step 4 を繰り返していき、全ての行
が取り尽くされるまで続ける。得られた長方形を、テンソル積を挟んで右から左に並べた
ものを b = Φ−1(ν, J)とする。以上の手続きは矛盾なく定義されていることが知られている
[KSS]。

例 以下の艤装配位を考える。

µ(0)

1 1

ν(1)

µ(1)

0
1

0
0

ν(2)

µ(2)

0
0

0
0

ν(3)

0 0

ν(4)

ここで riggingsおよびvacancy numberを対応する行のそれぞれ右と左に書き込んだ。最初に
µ(1)から削ることにすると、以下のように計算が進む（削られるます目に×を書き込んだ）。

1 1

×

0
1

0
0

0
0

0
0 0 0

y 2

×

2 1
0
1

0
0

0
0

0
0 0 0

y 1
2

1 1

×

0
1

0
0

0
0

0
0 0 0
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y 1
2 2

×

2 1
0
0

0
0

0
0

0
0 0 0

y 1 1
2 2

1 1

×

×
0
0

0
0

0
0

0
0 0 0

y 1 1
2 2 3

×

×1 1
0
0

0
0

0
0

0
0 0 0

y 1 1 2
2 2 3

1 1

×

×0
0

0
0

×0
0

0
0 ×0 0

y 1 1 2
2 2 3 5

×

×1 1

∅

×0 0 ×0 0 ∅y 1 1 2 4
2 2 3 5

36



0 0

∅

0 0 0 0 ∅

残りの計算も行うと以下の像が得られる。

1 1 1 1 ⊗
1 2
2 3
3 4

⊗ 1 1 2 4
2 2 3 5

.

Φのアルゴリズム 基本的には上記 Φ−1のアルゴリズムを逆向きに行えばよい。A(1)
1 かつ

(B1,1)⊗L型の場合のアルゴリズムは 22ページに与えた。
一般の場合に最も基本となる操作は以下の通り。pathのYoung盤の文字 jを考えるとき、

ν(j−1)から以下の手続きを順に繰り返す（ℓ(j) =∞と仮定する）。ν(a)の長さ ℓ(a)の特異な行
が選ばれたとき、ν(a−1)の長さ ℓ(a)以下の特異な行のうち最大のものを選び、ます目を一つ
加える。その様なものがなければ、(0, 0)という特異なストリングが存在すると考えて、長
さ 1の行を ν(a−1)に付け加える。新しい riggingは、変更を受けた行については新しい艤装
配位において特異な行となるように定め、他のものは元のままとする。

8.5 超離散タウ関数

A
(1)
n 型

⊗L
k=1B

1,skの場合、すなわち pathのYoung盤が全て一行型の場合、Φ−1の明示的
公式が存在する [KSY]。32ページで述べたように箱玉系の運動は艤装配位上で線形化される
ので、Φ−1の明示的公式と併せて箱玉系の初期値問題の完全な解が構成されたことになる。

定式化 具体的な式を記述するため本節内で使用する記号をいくつか用意しよう。与えられ
た分割 λ = (λ1, . . . , λN)に対し

|λ| = λ1 + · · ·+ λN , λ[k] = (λ1, . . . , λk) (1 ≤ k ≤ N)

と書くことにしよう。更にもう一つの分割 µ = (µ1, . . . , µM)に対し

min(λ, µ) =
N∑
i=1

M∑
j=1

min(λi, µj)

と書くことにする。
(ν, J)を与えられた艤装配位としよう。本節では艤装配位としては最高ウェイト元に限らず
一般的なものを考えてよい。A(1)

n 型で最も一般的な艤装配位は 28ページの式 (20) で与えた
ものであるが、現在は

⊗L
k=1B

1,sk型の pathのみを考察しているのでµ(1) = · · · = µ(n−1) = ∅
とする。そこで µ(0)を改めて ν(0)と書くことにすれば、現在の設定での艤装配位は

(ν, J) =
(
ν(0), (ν(1), J (1)), . . . , (ν(n), J (n))

)
(37)
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と表される。µ(a)の添え字 aをずらしていたのはこの様な状況を念頭に置いての事だったの
だが、実は現在の状況では更に踏み込んで艤装配位に以下のような再帰的構造が存在する事
が分かる。具体的には

(ν, J)(a) :=
(
ν(a), (ν(a+1), J (a+1)), . . . , (ν(n), J (n))

)
(38)

を艤装配位と考え Φ−1を求める。その時得られた像と J (a)の情報とを合わせると結晶基底
を用いた代数的な方法で

Φ−1
(
ν(a−1), (ν(a), J (a)), . . . , (ν(n), J (n))

)
を決定することができる [Sa06]。特にこの時艤装配位の上にアフィン組み合わせR行列 (24)

の構造が入る。
艤装配位 (ν, J)の上にチャージ関数と呼ばれる量

c(ν, J) =
1

2

∑
a,b

Ca,bmin
(
ν(a), ν(b)

)
−min

(
ν(0), ν(1)

)
+
∑
a,i

J
(a)
i (39)

を定義する。ここで (Cab)1≤a,b≤nはAn型のCartan行列である。数学的な背景として、いわゆ
るKostka–Foulkes多項式は艤装配位上のチャージ関数の母関数となっている [KSS]。なお、以
下では艤装配位 (ν, J)を考えるとき ν(0) = (ν

(0)
1 , . . . , ν

(0)
N )の並び方は単調非増加に限らず任意

の並び方を選ぶことにして、一つ固定しておこう。これはΦ−1の像としてB1,ν
(0)
1 ⊗· · ·⊗B1,ν

(0)
N

を考察することに対応する。
さて艤装配位を拡張して

(ν, J)[k] =
(
(ν(0))[k], (ν

(1), J (1)), . . . , (ν(n), J (n))
)

(40)

という量を考えよう。ν(0)の長さがN であれば (ν, J)[N ] = (ν, J)である。更に

(µ, I) ⊆ (ν, J)[k]

と書いた時、(ν, J)[k]をストリング (ν
(a)
i , J

(a)
i )の集合と考えた場合の部分集合であって、(ν(0))[k]

は固定したものを考える。そうして得られる集合 (µ, I) ⊆ (ν, J)[k]の上にも形式的にチャー
ジ関数 c(µ, I)を定義することにしよう。ここで超離散タウ関数を

τk,d = max
(µ,I)⊆(ν,J)[k]

{
−c(µ, I)−

∣∣µ(d)
∣∣} (1 ≤ d ≤ n+ 1), (41)

τk,0 = τk,n+1 −
∣∣(ν(0))[k]∣∣

と定義する。ただし ν(n+1) = ∅と仮定した。この時、主要な結果は
定理 [KSY]� �
像 b = Φ−1(ν, J)の k番目の因子 bkに含まれる文字 dの個数 xk,dは

xk,d = τk,d − τk−1,d − τk,d−1 + τk−1,d−1.� �
右辺は艤装配位 (ν, J)によって表される関数であるから、写像Φ−1を解析的に表示したこと
になっている。大きな式なのですぐには構造が分かりにくいかもしれないが、もっとも単純
なA

(1)
1 型 (B1,1)⊗Lの場合の式が 26ページの脚注に記載されている。
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組み合わせ論的解釈 超離散タウ関数の重要な性質として、箱玉系を用いた組み合わせ論
的解釈をもつ。path b = b1 ⊗ · · · ⊗ bL ∈

⊗L
k=1B

1,ν
(0)
k のYoung盤による表示において、文

字 1を空きスペース、文字 2, 3, . . . , n+1をそれぞれの文字でラベル付された玉と解釈する。
T t
∞(b) = b

(t)
1 ⊗ · · · ⊗ b

(t)
L と書く。path bを 1行目、T∞(b)を 2行目、T 2

∞(b)を 3行目、. . .、と
並べたものを考えるときに、1 ≤ k ≤ Lに対し関数 ρk,dを以下のように定める。

ρk,d =(b1 ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bkにおける玉 2, 3, . . . , dの総数)

+
∑
i≥1

(b
(i)
1 ⊗ b

(i)
2 ⊗ · · · ⊗ b

(i)
k の全ての玉の個数). (42)

箱玉系の時間発展は右向きに進行するので、第二項の和は有限和となる。
さて超離散タウ関数は

τk,d = ρk,d (43)

という性質を持つ。この等式が示されれば、ρk,dの意味を考えれば先ほどの定理はただちに
従う。
ここでL = 20のT∞時間発展の例を見てみよう。以下テンソル積の記号は省略してスペー
スで表し、またYoung盤は内部の文字だけを並べて表すことにしよう。

t = 0 : 1 2 23 124 3 1111 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

t = 1 : 1 1 12 123 2 1134 1 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

t = 2 : 1 1 11 112 1 1223 4 1 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

t = 3 : 1 1 11 111 2 1111 3 4 2 2 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1

t = 4 : 1 1 11 111 1 1112 1 3 1 1 2 2 4 3 3 1 1 1 1 1

t = 5 : 1 1 11 111 1 1111 2 1 3 1 1 1 2 2 1 4 3 3 1 1

ρk,dないし τk,dの値は以下の通り。

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

ρk,1 0 0 1 4 6 12 15 19 23 27 31 35 39 43 47 51 55 59 63 67

ρk,2 0 1 3 7 9 15 18 22 26 30 34 38 42 46 50 54 58 62 66 70

ρk,3 0 1 4 8 11 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 73

ρk,4 0 1 4 9 12 18 22 26 30 34 38 42 46 50 54 58 62 66 70 74

なお各 tに対する艤装配位を計算すれば以下のようになる（vacancy numberは略）。

−2 + 3t
2t

1 + t
t

0
1

0

これは 32ページで述べた箱玉系の逆散乱形式の例となっている。

証明の概略 上述のように主要な目標は等式 (43)の証明である。まず箱玉系の玉と運搬車
による時間発展の解釈 [HHIKTT]を用いると、箱玉系の運動を表す ρk,dが

ρk,d−1 + ρk−1,d = max(ρk,d + ρk−1,d−1, ρk−1,d−1 + ρk,d − ν(0)k ) (44)
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という超離散 Hirota双線形形式を満たすこと [KSY, Proposition 4.2]に注意する。ここで
ρk,dとは T∞(b)に対する ρk,dの事を表す。
続いて τk,dも同一の方程式を満たすこと

τ k,d−1 + τk−1,d = max(τ k,d + τk−1,d−1, τ k−1,d−1 + τk,d − ν(0)k ) (45)

を証明する [KSY, §5]。ここで τ k,dは ρk,dの場合と同様の記号法であり、箱玉系の逆散乱形
式により riggingを J

(1)
i 7→ J

(1)
i + ν

(1)
i と変化させた τk,dの事を表す。この式を直接証明する

のは難しいので、少々技巧的な方法を用いる。すなわち超離散極限で定義 (41)を与えるよう
な行列式を見つけてくることができ（43ページに補足あり）、後は本質的には行列式の非自
明な恒等式（KP階層の理論 [JM]で現れる双線形形式）に証明を帰着させる。なお今の所こ
の様にしてソリトン系と関連付けられたという事実自体が数学的に意味のある結果なのか、
あるいはただの計算上の方便なのかははっきりとしていない。
以上式 (44)と式 (45)が示されたことにより、ρk,dと τk,dは同じ箱玉系の力学系に従うこと
が分かり、従って系がもっとも単純化する十分時間発展した後の状態 T S

∞(b) (S ≫ 1) につい
て τk,d = ρk,dを確かめればよいことが分かった（この様な状態を漸近状態と呼ぼう）。写像
Φ−1の定義は組み合わせ論的なものであり、そのままでは何も進まないので、ここから先は
本格的に組み合わせ論の深い議論が必要となる場面である。
まず path bが最高ウェイト元である場合には艤装配位のはっきりとした特徴づけが存在
するのでその場合の漸近状態について τk,d = ρk,dを確かめる。証明は代数A

(1)
n のランク nに

よる帰納法による。A(1)
1 の場合は [Sa06]における艤装配位写像とエネルギー関数の関係を用

いて直接示せる。一般の場合を考察するために、まず補助的にアフィンクリスタルに対する
Yang–Baxter関係式を用いて ρk,dのエネルギー関数を用いた表示（[KSY, §4]参照）を準備
する。さて、帰納法を走らせるために式 (38)周辺で指摘した艤装配位の帰納的構造を用い
る。この時 (ν, J)(a)に対して定義したタウ関数を τ

(a)
k,d と書くことにすれば、タウ関数に対し

ても帰納的構造

τ
(a−1)
k,d = max

(µ,I)⊆(ν(a),J(a))

{
min(ν

(a−1)
[k] , µ)−min(µ, µ)−

∑
i

I
(a)
i + τ

(a)
ℓ(µ),d(µ, I)

}
, (46)

ここで ℓ(µ)は分割 µの長さ、が成り立つことに注意する。この式を漸近状態について詳し
く解析すると、[Sa06]で艤装配位上に導入されたエネルギー関数の構造を絶妙に利用するこ
とができ、帰納法の仮定を用いて証明が完成する（かなめは [KSY, Lemma 6.6]）。元々論文
[Sa06]はここでの使用を念頭に置いて執筆されたもので、艤装配位上にエネルギー関数の構
造を導入するにはかなりハードな組み合わせ論的証明が要求される。
最終的に最高ウェイト元に限らない一般のテンソル積に対して τk,d = ρk,dを証明するに
は、明らかに技巧的なやり方で（[KSY, §7]参照）最高ウェイト元の場合から一般の結果を
切り出して証明できる。箱玉系の運動の特性を巧妙に使用した議論となる。

証明に関するコメント 箱玉系の初期値問題の解決は当時懸案の難問となっていたが、逆散
乱形式（32ページ）にみられるように、一見目で見ることのできるソリトン (ν(1), J (1))だけ
でなく、一段奥まったところにある他のソリトン (ν(a), J (a)) まで考慮しなければならない点
が難関だったのだろうと思われる。実際上記証明中で [JM]におけるソリトン理論と比較し
た際もそれらすべてのソリトンが独立した形で寄与してくる。艤装配位写像のような強力な
理論的枠組みがなければとても解けなかったのではないかと思っている。
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8.6 Cylindric Loop Schur関数

A
(1)
n−1型

⊗L
k=1B

1,skの場合、Φによって得られる分割 ν(a) はCylindric Loop Schur関数に
よって記述できることが知られている [LPS2]。この節の内容についてMathematicaによる
プログラム例が

https://sites.google.com/site/affinecrystal/rigged-configurations

にて入手可能ですのでご利用ください。
以下本節では超離散極限における変数を xi、対応する連続関数の世界における変数を xi

などと区別して表示することにする。また理解しやすくするために文字 nと Lはそれぞれ
A

(1)
n−1（ないし ŝln）と

⊗L
k=1B

1,sk に出てくるものとして固定しておこう。

Loop対称関数 Loop対称関数は組み合わせR行列の連続関数版に対する不変式の研究に
伴ってYamada [Y00]によって導入された Loop基本対称式と呼ばれるものを嚆矢とする一
連の関数のクラスである。Loop対称関数は変数 x

(j)
i に対する関数であり、上付きの添え字

•(j) を j ∈ Z/nZの元であるとみなすところが特徴である。
その後の Lam–Pylyavskyyによる研究の解説は [L]に与えられている。特に彼らの未公表
の結果 [L, Theorem 4.4]によれば全ての R不変量は Loop基本対称式により生成される環
LSymと一致する。艤装配位もR不変量であるから原理的には Loop対称関数による表示を
持つはずである。しかし「原理的に表示可能」と「実際に表示可能」は別物であるし、むし
ろその差が大きければ大きいほど数学としては興味深い問題と言えるだろう。実際以下で見
るように艤装配位のうち ν(a)の部分についてはまずまず納得のいく結果が得られているが、
rigging J (a)の方は難しく、時間発展を十分させた後の状態 T S

∞(b) (S ≫ 1) —40ページで漸
近状態と呼んだもの—について部分的な結果が得られている [Scr16]のみである。そしてそ
れらは既に（33ページの式 (33)や 40ページの議論で）示したように、艤装配位の理論の中
では単純化することが知られている領域であるし、かなり正体のはっきりしている部分でも
ある。残る riggingの部分から興味深い数学が見つかれば良いと思う（§6 におけるBethe仮
説方程式の解の解析でもその部分に興味深い構造が隠されていたのであった）。
艤装配位との関連では [LPS2]によって導入されたCylindric Loop Schur関数が重要であ
る。定義は通常の Schur関数に対するタブローを用いた定義と並行したやり方でなされる。
以下順を追って導入して行こう。r ∈ Z/nZを一つ選んだ時、タブローの各文字 T (i, j)と変
数との対応を以下の規則によって定める。

T (1, 1) T (1, 2) T (1, 3) T (1, 4) · · ·
T (2, 1) T (2, 2) T (2, 3) T (2, 4) · · ·
T (3, 1) T (3, 2) T (3, 3) T (3, 4) · · ·
T (4, 1) T (4, 2) T (4, 3) T (4, 4) · · ·

...
...

...
...

. . .

7−→

x
(r)
T (1,1) x

(−1+r)
T (1,2) x

(−2+r)
T (1,3) x

(−3+r)
T (1,4) · · ·

x
(1+r)
T (2,1) x

(r)
T (2,2) x

(−1+r)
T (2,3) x

(−2+r)
T (2,4) · · ·

x
(2+r)
T (3,1) x

(1+r)
T (3,2) x

(r)
T (3,3) x

(−1+r)
T (3,4) · · ·

x
(3+r)
T (4,1) x

(2+r)
T (4,2) x

(1+r)
T (4,3) x

(r)
T (4,4) · · ·

...
...

...
...

. . .

(47)

右辺に現れる変数の積を xwt(r)(T )と書くことにすれば、Loop Schur関数とは

s
(r)
λ/µ(x) =

∑
T

xwt(r)(T ) (48)

で定義される。ここで和は文字 1, 2, . . . , Lによる λ/µ型Young準標準盤の全体をわたる。
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例 n = 3とする。λ = (2, 1)および L = 3の場合以下のタブローが存在する。

1 1
2

1 2
2

1 2
3

1 3
2 (49)

1 1
3

2 2
3

1 3
3

2 3
3

r = 1とした上で対応 (47)を用いると、各Young盤から以下の多項式が得られる。

s
(1)
2,1(x1, x2, x3) = x

(1)
1 x

(3)
1 x

(2)
2 + x

(1)
1 x

(3)
2 x

(2)
2 + x

(1)
1 x

(3)
2 x

(2)
3 + x

(1)
1 x

(3)
3 x

(2)
2 +

x
(1)
1 x

(3)
1 x

(2)
3 + x

(1)
2 x

(3)
2 x

(2)
3 + x

(1)
1 x

(3)
3 x

(2)
3 + x

(1)
2 x

(3)
3 x

(2)
3 ,

x
(1)
i = x

(2)
i = x

(3)
i = xiと置けば通常の Schur多項式 s2,1(x1, x2, x3)が得られる。

Cylindric Loop Schur関数 Loop Schur関数を以下のように拡張する。二つの分割 λと
µから歪分割 λ/µを作る。その時 Da(λ/µ)とは分割 λ/µを 2次元平面に配置したと考え、
(n− a, a)ずつシフトさせていって無限につなげた円柱状分割とする。同様にしてタブロー
に対しても円柱版を考えるが、そうしてできたタブローの各行、各列が準標準盤の条件を満
たす時、円柱状タブローと呼ぶことにしよう。対応 (47)においてシフト (n− a, a)は添え字
•(j)に影響しないので、Loop Schur関数 (48)と同様にして円柱状タブローについても多項
式が定まり、Cylindric Loop Schur関数とよぶ。もし λ1 < n− aであれば円柱状分割は
通常の分割の非連結和となることから s

(r)
Da(λ/µ)

= s
(r)
λ/µとなる。

重要な性質として、Cylindric Loop Schur関数は全てR不変量となっている [LPS2, The-

orem 4.4]。

例 n = 3および a = 1の時シフトとしては (n− a, a) = (2, 1)を考える。分割 λ = (2, 1)を
考えると対応する円柱状分割D1(λ)は以下の通り：

· · ·

· · ·

先ほどの例と同じ状況で考えよう。L = 3とすると、Cylindric Loop Schur関数は以下の
通り。

s
(1)
D1(2,1)

(x1, x2, x3) = x
(1)
1 x

(3)
1 x

(2)
2 + x

(1)
1 x

(3)
2 x

(2)
2 + x

(1)
1 x

(3)
2 x

(2)
3 +

x
(1)
1 x

(3)
1 x

(2)
3 + x

(1)
2 x

(3)
2 x

(2)
3 + x

(1)
1 x

(3)
3 x

(2)
3 + x

(1)
2 x

(3)
3 x

(2)
3 .

円柱状ではない場合 (49)にあげた 8個のYoung準標準盤が存在する。そのうち最初の 3つ
をシフト (2, 1)により円柱状に伸ばすと、以下のように準標準盤の条件を満たす。

1 1 · · ·
1 1 2

1 1 2

· · · 2

,

1 2 · · ·
1 2 2

1 2 2

· · · 2

,

1 2 · · ·
1 2 3

1 2 3

· · · 3

.
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しかしながら 4つ目のタブローは以下のように円柱状タブローとはならない。

1 3 · · ·
1 3 2

1 3 2

· · · 2

.

従ってこの項は s
(1)
D1(2,1)

には寄与しない。残る 4つのタブローは s
(1)
D1(2,1)

に寄与することも同
様にして確かめることができる。

艤装配位との関連 結果を定式化するためにいくつか準備をしよう。テンソル積 b = b1 ⊗
· · · ⊗ bL ∈ B1,s1 ⊗ · · · ⊗B1,sL をタブロー表示したときに x

(i+j−1)
j で bL+1−jにおける文字 iの

個数を表すものとする。例えば n = 3かつ L = 4の時

1x
(1)
4 2x

(2)
4 3x

(3)
4 ⊗ 1x

(3)
3 2x

(1)
3 3x

(2)
3 ⊗ 1x

(2)
2 2x

(3)
2 3x

(1)
2 ⊗ 1x

(1)
1 2x

(2)
1 3x

(3)
1

となる。
次に 1 ≤ a ≤ (n− 1)に対し分割 λ(a, i)を以下のように再帰的に定める。最初に λ(a, 0) =

(n− a)L、すなわち長さ (n− a)の行L本からなる長方形とする。λ(a, i)まで定まったとき、
λ(a, i+1)は λ(a, i)の最も左下のます目からスタートして、右または上向きに λ(a, i)の外縁
のます目を最大 n個削除して得られる分割とする。iが十分大きくなると λ(a, i)は空集合と
なる。例えば n = 6, a = 2および L = 7の時は以下のようになる。

一方 n = 6, a = 3およびL = 3の時は各ステップで必ずしも n個のます目を取ることはでき
ず、以下のようになる。

最後に有理関数P (x1, x2, . . . , xr)の超離散化ないしトロピカル化 trop(P )(x1, x2, . . . , xr)と
は有理関数 P (x1, x2, . . . , xr)の中で形式的に+ 7→ min,、× 7→ +および÷ 7→ −と置き換え
ることとする。この極限の概念的問題については既に 26ページから始まる項目『超離散極
限について』で詳しく検討したが、ここでは技術的側面について若干補足しておこう。今与
えた定式化では P (x1, x2, . . . , xr)は負符号が含まれない正整数係数多項式の商であることが
望ましいが、対数と極限を用いた理解（25ページ式 (16)参照）によればこれは本質的な問
題ではなく、特異性の問題を何らかの形で回避できればより一般的な係数を持っていても良
いことになる。実際 40ページでの議論はそのようなものであり、結果として行列式の超離
散極限を取っている。式 (16)の場合も厳密にいえば正整数係数有理関数の範疇を超えてい
る。よって超離散化の問題を考察するときに頭から正整数係数有理関数であることを仮定す
る訳にはいかない。なお、当然のことながら超離散化の過程で係数の情報は消し去られてし
まっているので、超離散化された式から元の式を復元することは不可能である。
以上の準備の下で結果を述べよう。Φ(b)に現れる分割 ν(a) = (ν

(a)
1 , ν

(a)
2 , . . .)は

ν
(a)
i = trop

(
s
(0)
Da(λ(a,i−1))

s
(0)
Da(λ(a,i))

)
(x

(k)
l ) (50)
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で与えられる。a = 1の場合これは定理であり [LPS2, Theorem 6.1]、a > 1の場合は予想で
ある [LPS2, Conjecture 5.3]。証明は 33ページの式 (33)で与えた ν(a)のエネルギー関数によ
る表示と [LP]によるエネルギー関数の Loop Schur関数による表示とを用いる。
a = 1の場合の定理 (50)から得られる興味深い結果の一つは、A(1)

n−1型の長さLの pathに
含まれるソリトンの個数は最大 ⌈

(n− 1)L

n

⌉
である。ここで天井関数 ⌈N⌉とはN 以上の最小の整数とする。

例 a = 2の場合の予想 (50)の例を考えよう。具体的には n = 4およびL = 4の場合を考え
る。この時 λ(2, 0), λ(2, 1), . . .は以下の通り。

∅ ∅ · · ·

ここからD2(λ(a, i))を構成するにはシフト (n− a, a) = (2, 2)を考えればよい。文字 1, . . . , L

によるタブローを考えるので、s(0)D2(2,2,2,2)
は一項のみである。

s
(0)
D2(2,2,2,2)

= x
(4)
1 x

(3)
1 x

(1)
2 x

(4)
2 x

(2)
3 x

(1)
3 x

(3)
4 x

(2)
4 .

次に s
(0)
D2(2,1,1)

には以下の 14個のタブローが該当するが

1 1
2
3

1 1
2
4

1 1
3
4

1 2
2
3

1 2
2
4

1 2
3
4

1 3
2
3

1 3
2
4

1 3
3
4

1 4
2
4

1 4
3
4

2 2
3
4

2 3
3
4

2 4
3
4

次のタブローは円柱状タブローの条件を満たさず s
(0)
D2(2,1,1)

には含まれない。

1 4
2
3

従って以下のような多項式を得る。

s
(0)
D2(2,1,1)

= x
(4)
1 x

(3)
1 x

(1)
2 x

(2)
3 + x

(4)
1 x

(3)
1 x

(1)
2 x

(2)
4 + x

(4)
1 x

(3)
1 x

(1)
3 x

(2)
4 + x

(4)
1 x

(3)
2 x

(1)
2 x

(2)
3

+ x
(4)
1 x

(3)
2 x

(1)
2 x

(2)
4 + x

(4)
1 x

(3)
2 x

(1)
3 x

(2)
4 + x

(4)
1 x

(3)
3 x

(1)
2 x

(2)
3 + x

(4)
1 x

(3)
3 x

(1)
2 x

(2)
4

+ x
(4)
1 x

(3)
3 x

(1)
3 x

(2)
4 + x

(4)
1 x

(3)
4 x

(1)
2 x

(2)
4 + x

(4)
1 x

(3)
4 x

(1)
3 x

(2)
4 + x

(4)
2 x

(3)
2 x

(1)
3 x

(2)
4

+ x
(4)
2 x

(3)
3 x

(1)
3 x

(2)
4 + x

(4)
2 x

(3)
4 x

(1)
3 x

(2)
4 .

path b = b1 ⊗ b2 ⊗ b3 ⊗ b4に対して以下のような座標を用いることにしよう。

b = 1x
(4)
4 2x

(1)
4 3x

(2)
4 4x

(3)
4 ⊗ 1x

(3)
3 2x

(4)
3 3x

(1)
3 4x

(2)
3 ⊗ 1x

(2)
2 2x

(3)
2 3x

(4)
2 4x

(1)
2 ⊗ 1x

(1)
1 2x

(2)
1 3x

(3)
1 4x

(4)
1

= 1a2b3c4d ⊗ 1e2f3g4h ⊗ 1i2j3k4l ⊗ 1m2n3o4p .
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その時

trop s
(0)
D2(2,2,2,2)

= p+ o+ l + k + h+ g + d+ c,

trop s
(0)
D2(2,1,1)

= min(p+ o+ l + h, p+ o+ l + c, p+ o+ g + c, p+ j + l + h,

p+ j + l + c, p+ j + g + c, p+ e+ l + h, p+ e+ l + c,

p+ e+ g + c, p+ d+ l + c, p+ d+ g + c, k + j + g + c,

k + e+ g + c, k + d+ g + c).

すると式 (50)は ν
(2)
1 = trop s

(0)
D2(2,2,2,2)

− trop s
(0)
D2(2,1,1)

および ν
(2)
2 = trop s

(0)
D2(2,1,1)

となる。
数値的な例を考えると、以下の paths

{a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, l,m, n, o, p} = {3, 2, c, 3, 3, 3, 1, 0, 0, 3, 0, 2, 1, 0, 3, 3}

に対してΦ(b)は以下のようになる。

c (ν
(1)
1 , J

(1)
1 ) (ν

(1)
2 , J

(1)
2 ) (ν

(1)
3 , J

(1)
3 ) (ν

(2)
1 , J

(2)
1 ) (ν

(2)
2 , J

(2)
2 ) (ν

(3)
1 , J

(3)
1 )

0 (8,−2) (8,−2) (4,−1) (8, 4) (4, 0) (8,−7)
1 (9,−2) (8,−1) (4,−1) (8, 2) (5,−1) (8,−6)
2 (10,−2) (8, 0) (4,−1) (8, 0) (6,−2) (8,−5)
3 (11,−2) (8, 1) (4,−1) (8,−2) (7,−3) (8,−4)
4 (12,−2) (8, 2) (4,−1) (8,−4) (8,−4) (8,−3)
5 (13,−2) (8, 2) (4,−1) (9,−5) (8,−4) (8,−3)
6 (14,−2) (8, 2) (4,−1) (10,−6) (8,−4) (8,−3)
7 (15,−2) (8, 2) (4,−1) (11,−7) (8,−4) (8,−3)

この結果は式 (50)による結果に一致する。一見して明らかなように riggingsの振る舞いは
ν(a)の振る舞いよりはるかに複雑である。

8.7 D
(1)
n 型艤装配位

A
(1)
n 型艤装配位の理論を振り返ってみると、最も核心部を成す艤装配位写像とは組み合わ

せR行列の親玉のような存在である、という点に注目すべきであろう。ところがA
(1)
n 型の

場合必要となる組み合わせ論的構造は Lascoux–Schützenberger理論等に代表される代数的
組み合わせ論の世界では既によく知られた構造であり、ある意味では結晶基底導入以前に既
に存在していたと言っても良いほどのものであった。この点に関する一部の研究者の不満は
根深いもののようであり、「あなたたちの研究は既に知られている事実の再定式化や単純な
拡張に過ぎず、本質的には何も新しい発見をしていない」という意見が噴出するのもやむを
得ないものと思っている。
幸いにして艤装配位の理論は従来の代数的組み合わせ論の手法では全く手が付けられな
かったような問題でも十分に取り扱える場合がある。以下ではそのような事例について詳し
く紹介し、今紹介したようなご意見に対する一つの答えとしようと思う。もちろんこれまで
組み合わせ論に携わる多くの研究者にとって難問であった問題であれば、艤装配位の枠組み
で研究してもその過程で大きな困難を伴うのは当然のことである。壁が高ければ高いほど新
しい結果を得ている証拠であると思って先へ進むことにする。
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クリスタルBr,s 以下ではD
(1)
n 型の場合を考える。Dynkin図は以下の通り。

1

0

c
c

c c2 3 p p p p p p p p p p p p p p p cn− 2

c
c
n− 1

n

A
(1)
n 型の場合であればクリスタルBr,sとは長方形型のYoung準標準盤の全体、と簡単に言っ
てしまえるのでイメージもわきやすいのであるが、D(1)

n 型の場合はすでにこの段階からかな
り厄介な問題が生じる。
手始めは簡単なB1,1から始めよう。この場合B1,1は一ますのタブロー 1 , 2 , . . . , n , n ,

. . . , 2 , 1からなる。柏原作用素 f̃aを矢印にラベル aを添えて表示することにすると、B1,1

上のDnの作用（クリスタルグラフという）は以下の通り。

1 -1 2 -2 p p p p p p p p -n− 2
n− 1

�
���n− 1

@
@@Rn

n

�
���

@
@@R
n

n− 1

n− 1

n̄

-n− 2 p p p p p p p p -2 2̄ -1 1̄

念のため付け加えておくと、D(1)
n 型の場合これらの作用に加えて

f̃0 : 2 7−→ 1 , f̃0 : 1 7−→ 2

という作用が存在するのでB1,1は最高ウェイト表現ではなくなる。
一般のBr,sでは、部分代数Dnに制限した時、ウェイトとして縦 r横 sの長方形から縦ド
ミノ を任意個数取り除いたものを持つ表現が一つずつ発生する。Kashiwara–Nakashima

タブロー [KN]とはそれら古典部分代数の表現のウェイトと同じ形のYoung盤にB1,1の時と
同じ文字を埋めてBr,sの元を実現するという方法である。しかし無限次元の代数D

(1)
n を扱

う場合にはこのやり方では深刻な困難に直面する。
そもそもD

(1)
n のKirillov–Reshetikhinクリスタルといった場合Br,sという形で表されるこ

とから想像がつくように、基本的には長方形型の対象を取り扱う方が自然である。よって
Kashiwara–Nakashimaタブローを縦 r横 sの長方形に置いた時に現れる「すき間」は一見
空っぽに見えるが本当は情報が含まれているべき場所である。実際A型の場合の真似をして
組み合わせR行列をD型版 row insertionによって計算してみようとすればすぐに分かるよ
うに、重要な情報が次々消去されて「すき間」に飲み込まれていってしまい計算不能になる。
よってD

(1)
n のクリスタルBr,sの表示は長方形型の対象であるべきである。その様な問題

意識を持っていた研究者も存在していたが何の方針もなく探してもうまく行かなかったよう
である。艤装配位写像を用いることによりそのような長方形型タブローを構成することがで
きる [OSS11]。この様なタブローはKRタブローと呼ばれ、詳細な定義は §8.8で与えること
とするが、以下で必要となる重要な点のみ述べる。
KRタブローは縦 r横 sの長方形タブローであり、古典部分代数Dnに関する最高ウェイト
元についてのみ明示的に定義される。すなわち他のタブローは適切な f̃aの列を作用させて
定義される。その場合一般のタブローの形はかなり複雑であり、Kashiwara–Nakashimaタ
ブローにみられるような特徴づけを与えることは今の所成功していない。なおD型以外の
非例外型アフィン代数について行われた観察 [ScScr14]によれば、D型以外でもほぼ同じ定
義で良いようであり、普遍性がある。同様な方向で定義すれば、艤装配位写像を構成すると
懸案だった例外型のE型代数に対してもタブロー表示を定義できると思われる。
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D
(1)
n 型艤装配位 A

(1)
n 型の場合と同様にしてD

(1)
n 型でも古典部分代数Dn型Dynkin図の各

頂点にYoung図 ν(a)を配置することにより艤装配位を考える。以下 28ページにおける定義
と並行して定義する。riggingを J

(a)
i と書くとき、次のような対象を考える。

(ν, J) =
(
µ(1), . . . , µ(n), (ν(1), J (1)), . . . , (ν(n), J (n))

)
. (51)

ただしµ(a)における添え字 aのつけ方はA
(1)
n 型の場合とはずらしてあることに注意（表現論

の比重が重くなるとそのような記法の方が自然に見える）。ν(a)をDn型Dynkin図の各頂点
と対応付ける必然性が生じるのは vacancy numberの定義においてである。A(1)

n 型の場合の
定義 (21)と同様にして、Dynkin図上で単線でつながっている頂点には係数 1を、自分自身
には係数−2を与えることにより以下のように定義する（Cartanデータを想起されたい）。

P
(a)
l (µ, ν) = Ql(µ

(a)) +Ql(ν
(a−1))− 2Ql(ν

(a)) +Ql(ν
(a+1)) (1 ≤ a ≤ n− 3),

P
(n−2)
l (µ, ν) = Ql(µ

(n−2)) +Ql(ν
(n−3))− 2Ql(ν

(n−2)) +Ql(ν
(n−1)) +Ql(ν

(n)),

P
(a)
l (µ, ν) = Ql(µ

(a)) +Ql(ν
(n−2))− 2Ql(ν

(a)) (a = n− 1, n). (52)

以降の定義はA
(1)
n 型の場合と全く同様である。念のため書くと、(ν, J)が最高ウェイトベ

クトルに対する艤装配位であるとは以下の条件を満たす場合である。

• 全ての ν
(a)
i に対し P

(a)

ν
(a)
i

(µ, ν) ≥ 0。

• 全ての riggingが 0 ≤ J
(a)
i ≤ P

(a)

ν
(a)
i

(µ, ν)を満たす。

一般の艤装配位はKashiwara作用素を艤装配位上に定義することによって得られる。ここ
で艤装配位上の ẽa, f̃aは 29 ページにおけるA

(1)
n 型の場合と全く同様である [Sc06]。艤装配

位の著しい自然さの一例である。

D
(1)
n 型艤装配位写像の構成 詳しい定義は§8.8に譲るが、D(1)

n 型でも完全に一般の
⊗L

k=1B
rk,sk

型 pathに対して艤装配位写像

Φ : path 7−→ rigged configuration

が確立されている（[OSSS]、2016年）。A(1)
n 型の場合の達成（[KSS]、1999年）から 17年も

かかってしまったが、これは艤装配位の理論が新たな段階に到達したことを示す。最終的な
解決は以下の三つの論文によってなされた。まず 2011年に発表した論文 [OSS11]において
艤装配位写像とそれを実現するKRタブローの定義および基本的な性質を予想した。同時に
以下で述べるDynkn図の頂点 0↔ 1の入れ替えに関し艤装配位が持っている重要な性質を
与えた。次いで執筆された論文 [Sa14]において、艤装配位写像の持つ最も基本的な性質の一
つ、柏原作用素との可換性

[ẽa,Φ] = [f̃a,Φ] = 0 (53)

が確立された。証明は極めて困難であるが、D(1)
n 型艤装配位の最終的構成に当たってどうし

ても解決しなければならない最難関の壁として立ちはだかっていた問題であった。最終的に
論文 [OSSS]において艤装配位写像の構成及びもう一つの基本定理であるR不変性が確立さ
れた。D(1)

n 型の艤装配位写像の場合、アルゴリズムが複雑すぎてR不変性の証明はそのま
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までは歯が立たない。そうした時上述の柏原作用素との可換性は強力な武器を提供する。こ
れは pathが最高ウェイト元の場合であっても同様の状況であり、本質的なステップである
と考えている。
なお [OSSS]において艤装配位写像を構成する際に di Francesco–Kedemの結果 [dFK] を
引用している個所があるが、筆者の印象ではおそらくそれは本質的なことではなく、除去可
能なのではないかという気がしている。その場合D

(1)
n 型の写像を完成させた三つの論文の

議論は原理的には全ての非例外型代数すべてについて適用可能な方法であろうと思われる。
最終的な解決だけでなく、開拓者的な仕事にも触れておく必要があるだろう。D(1)

n 型艤装
配位写像の最初の形は 2003年の論文 [OSS03] において (B1,1)⊗L型の pathについて与えら
れた。その後論文 [Sc04]において

⊗L
k=1B

rk,1型の pathについて、また論文 [ScSh]におい
て
⊗L

k=1B
1,sk型の pathについて拡張された。特に論文 [Sc04, Appendix C]において予告さ

れた結果は最終的な構成でも重要な役割を果たした結果なのだが、残念ながら現在も未出
版である。しかしD

(1)
n 型といえども以上の結果に含まれるような単純な場合はそれまでの

代数的組み合わせ論の手法の拡張である程度手がつけられたので（[HKOT]参照）、艤装配
位の理論が代数的組み合わせ論にとって真に新しい領域に到達するにはどうしても一般の⊗L

k=1B
rk,sk 型 pathに対して構成しなければならないと考えた次第である。

様々な双対性 艤装配位が単なるモデルではなく、無限次元対称性の核心部とかかわる数学
的に意味のある量である、という事実の一つの証左として、対称性の持っている双対性など
の非常に深い性質がごく自然な形で実現するという事を指摘しておこう。組み合わせR行
列が艤装配位上で自明化するR不変性は一つの典型的な例である。他の例として、Lusztig

involutionと呼ばれる深い双対性は艤装配位上以下のように現れる。与えられた艤装配位に
対して、rigging J

(a)
i と corigging P

(a)

ν
(a)
i

(µ, ν)− J (a)
i の役割を全て入れ替えて定義される艤装

配位写像 Φ̃を実行して得られる像は、もともとの pathをLusztig involutionで写した像が所
属する古典部分代数の表現の最高ウェイトベクトルと一致する [OSSS]。この様な深い性質
を持った量がそういくつも存在するはずがないのは明らかであろう。なお、同様の双対性は
16ページの式 (10)にも登場し、Bethe仮説方程式の解の解析においても基本的であったこ
とを注意しておく。
さらに次のような興味深い例がある [OSS11]。話の順序として Schillingによるアフィン柏
原作用素 ẽ0, f̃0 の構成 [Sc08]から必要な部分を見ておこう。アフィン代数としてのD

(1)
n の構

造をKRクリスタルBr,sに導入するには避けて通れない部分であるが、単純にはいかない。
そこでDynkin図の 0番目と 1番目の頂点を入れ替えるような involution σを構成し、良く知
られた（そして単純な）ẽ1と f̃1の作用に帰着させることとなる。よって核心部は involution

σの構成となるが、これも一筋縄には行かない。A型の楽園から外に出てしまうと何かと難
しくなってしまう。
以下簡単のため r ≤ n − 2とする。Dynkin図の頂点 I = {0, 1, . . . , n}の部分集合 J ⊂ I

に対し、ẽab = 0が全ての a ∈ J に対し成り立つ時 bを J-最高ウェイト元と呼ぶことにし
よう。上で述べた involution σを一般的に構成するのは至難の業だが、頂点 0と 1を除いた
J = {2, 3, . . . , n}-最高ウェイト元に対してなら構成することができる。構成の中心は J-最
高ウェイト元 bから±-ダイヤグラムと呼ばれるものへの非自明な全単射である。±-ダイヤ
グラムとは Young盤の組 λ ⊃ µに対し λ/µ の部分に+,−の符号を入れたもので、各列で
+,−の符号はそれぞれ最大一つ（両方無しも可）、かつ両符号が共に存在するときは上側に
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+を入れるものとしよう。例えば、

+
+ −

−

+
+ −

+
−

といったものである。±-ダイヤグラムの形 λは古典部分代数Dnの最高ウェイトの形に合わ
せるので（つまりKashiwara–Nakashimaタブローと同じ形）、Br,sならば縦 r横 sの長方形
から縦ドミノ を任意個数取り除いたものとなる。求める involution σは±-ダイヤグラム
の上で以下のような形をとる。すなわち内側の形 µは固定したうえで、+および−、±およ
び空集合をそれぞれ入れ替える。図式的には、

+
←→

−
, +

−
←→

という形である。
まとめると、J-最高ウェイト元 bから±-ダイヤグラムへの非自明な全単射を用いると in-

volution σが非常に自然な実現をすることが分かった。単に「表現を構成する」という事だ
けが目的であればこれで十分であるかもしれない。しかし表現の構成というのは、いかに
重要な課題であったとしても、「対称性そのものを理解すること」という最終的な目標に対
するそれ以外の接近法の重要性を減ずるものではないだろう。殊に無限次元の対称性は有限
次元の対称性とは圧倒的に異なる巨大さを持つので、従来の理論的枠組みに加えて何か本
質的に新しい考え方が必要とされるであろうという事を常に肝に銘じておかなければなら
ない。例えば我々の問題としているD

(1)
n 代数が表している対称性の理解という観点からは、

±-ダイヤグラムおよびそこへの全単射というものをブラックボックスとせずに、それらが
数学的に何を表しているのかという点まで踏み込んで理解してみることも有用であろう。論
文 [OSS11]で筆者が念頭としていたのはその様な問題意識であり、実際艤装配位の理論とい
う大きな枠組みを通してみると±-ダイヤグラムの正しい居場所が明らかになる。
より具体的にいえば、以下のような対応により、±-ダイヤグラムとは本質的には艤装配位
の事であり、J-最高ウェイト元からの全単射とは本質的には艤装配位写像の事であった。ク
リスタルBr,sの±-ダイヤグラムP のある列 cについて考える。cの高さが x、また x+ y = r

とすると、yはタブロー P を r × sの長方形に置いた時のすき間の高さとなる。この「すき
間」は縦ドミノ を取り除いて得られるので、yは偶数となる。さてまず各列 cに対応する
艤装配位を与える。以下分割 ν(a)の形を一行目に、対応する riggingを二行目に書く。

(A) cが符号を含まないとき。

ν = (

x︷ ︸︸ ︷
( 1), (1), · · · , (1),

y︷ ︸︸ ︷
(1), (1, 1), · · · , (1, . . . , 1), (1y), · · · , (1y), (1

y
2 ), (1

y
2 ))

J = (

x︷ ︸︸ ︷
(−1), (0), · · · , (0),

y︷ ︸︸ ︷
(1), (0, 0), · · · , (0, . . . , 0), (0y), · · · , (0y), (0

y
2 ), (0

y
2 ))

(B) cが符号+を含むとき。

ν = (

x︷ ︸︸ ︷
∅, ∅, · · · , ∅,

y︷ ︸︸ ︷
(1), (1, 1), · · · , (1, . . . , 1), (1y), · · · , (1y), (1

y
2 ), (1

y
2 ))

J = (

x︷ ︸︸ ︷
∅, ∅, · · · , ∅,

y︷ ︸︸ ︷
(0), (0, 0), · · · , (0, . . . , 0), (0y), · · · , (0y), (0

y
2 ), (0

y
2 ))

49



(C) cが符号−を含むとき。

ν = (

x−1︷ ︸︸ ︷
( 2), (2), · · · , (2),

y+1︷ ︸︸ ︷
(1, 1), (1, 1, 1), · · · , (1, . . . , 1), (1y+2), · · · , (1y+2), (1

y+2
2 ), (1

y+2
2 ))

J = (

x−1︷ ︸︸ ︷
(−2), (0), · · · , (0),

y+1︷ ︸︸ ︷
(0, 0), (0, 0, 0), · · · , (0, . . . , 0), (0y+2), · · · , (0y+2), (0

y+2
2 ), (0

y+2
2 ))

(D) cが符号±を含むとき。

ν = (

x−1︷ ︸︸ ︷
( 1), (1), · · · , (1),

y+1︷ ︸︸ ︷
(1, 1), (1, 1, 1), · · · , (1, . . . , 1), (1y+2), · · · , (1y+2), (1

y+2
2 ), (1

y+2
2 ))

J = (

x−1︷ ︸︸ ︷
(−1), (0), · · · , (0),

y+1︷ ︸︸ ︷
(0, 0), (0, 0, 0), · · · , (0, . . . , 0), (0y+2), · · · , (0y+2), (0

y+2
2 ), (0

y+2
2 ))

若干補足をすると、±の場合の ν(x−1)を除きすべて特異なストリングである。また cが空の
時（つまり x = 0の時）は+の場合の特別な場合として扱う。また−の場合で x = 1なら
ば (ν(1), J (1)) = ((1, 1), (−1,−1))と取る。
一般の±-ダイヤグラムP に対応する艤装配位は、各列 cに対応する艤装配位を「加えて」
得られる。ここで「加える」とは各分割 ν(a)ではYoung図を横に全て結合し、また rigging

は対応するものを全て足しあげることによって得られる。こうして得られる艤装配位が確か
に艤装配位写像Φの下で±-ダイヤグラムP に対応する艤装配位であることは、論文 [OSS11]

においてクリスタル同型であることが確かめられたことと論文 [Sa14]において艤装配位写
像Φと柏原作用素 ẽa, f̃a (a = 1, . . . , n) とが可換であることが確立されたことを合わせて証
明された（[Sa14, §4.1]参照）。D(1)

n 型の艤装配位写像は複雑であるから、こういった結果を
証明するのにも柏原作用素との可換性のような飛び道具がないと極めて困難である。
2010年から 2011年にかけてD

(1)
n 型艤装配位写像の形が大体予想出来てきたころ、折角

今まで誰も足を踏み入れたことのない領域に到達したのだからちょっとは面白い現象がある
だろう、と思いあれこれの論文を出来立ての写像を使って調べているうちに以上のような
結果に行きつき、大変面白く感じたのを思い出す。当時写像を計算していると 8.8節で述べ
るKirillov–Reshetikhinタブローという実に奇妙なもの（特に±-ダイヤグラムのように最高
ウェイト元でない場合）が出てきてなかなか自信が持てなかったのだが、この現象や、組み
合わせR行列の計算をしているうちに少しずつ正しさを確信して行ったように思う。最終
的には論文 [OSS11]を公表した後 Scrimshaw氏が別のプログラムを組み私のもろもろの予
想を独立に確認して頂き、ほぼ間違いがないことが分かってほっとしたことを思い出す。
最後に一つ例を見ておこう。D(1)

n 型 (n ≥ 10)のクリスタルB8,5の以下の元を考える：

P =

+
−

+
− −

最後の列は空である。一行目に νP を、二行目に JP を書くことにすると、対応する艤装配位
は以下の通り：

(( 6), (6, 2), (6, 2, 2), (6, 2, 2, 2), (6, 2, 2, 2, 2), (5, 5, 2, 2, 2, 2), (5, 5, 5, 2, 2, 2, 2), · · · )
((−5), (0, 0), (0, 0, 0), (0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), · · · )
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ここでは例として ν
(5)
P を見てみよう。これはP の各列に由来する下記の艤装配位の「和」で

ある：

0, 0, 1,

0
0
0
0
0

,

0
0
0
0
0

.

ここでは対応する riggingsのみ表示した。これらを加えて ν
(5)
P

1

0
0
0
0

が得られる。

箱玉系の逆散乱形式 この話はD
(1)
n 型艤装配位写像の研究の主要な動機の一つであり、ま

た主要な結果の一つなのであるが、論文 [OSSS]では残念ながらある共著者の強い反対によ
り触れることができなかったので27、ここで述べることにする。
結果自体は 32ページで述べたA

(1)
n 型の場合と全く同様であるが、念のため結果を書いてお

こう。時間発展 T a,lはA
(1)
n 型の場合と全く同じ元 ua,lを用いて定義される。D(1)

n 型の一般的
な path b ∈

⊗L
k=1B

rk,skに必要ならば右側に ua,1を十分付け加えて、ua,l ⊗ b R≃ T a,l(b)⊗ ua,l

となるようにしよう。その時 bに対する艤装配位が

Φ(b) =
(
(ν(1), J (1)), . . . , (ν(a), J (a)), . . . , (ν(n), J (n))

)
であれば、時間発展した pathに対する艤装配位は

Φ
(
T a,l(b)

)
=
(
(ν(1), J (1)), . . . ,

(
ν
(a)
i , J

(a)
i +min(ν

(a)
i , l)

)
i
, . . . , (ν(n), J (n))

)
(54)

となる。すなわち Young図 ν(1), . . . , ν(n)は運動の保存量（作用変数）であり、rigging J (a)

のみが線形に変化する（角変数）。スピン表現かどうかにかかわりなくA
(1)
n 型の場合と同じ

結果になるわけであり、艤装配位の自然さを表している。
証明もA

(1)
n 型の場合と全く同様である。32ページと全く同様に以下の定理が成り立つ。

定理 [OSSS]（D(1)
n 型艤装配位のR不変性）� �

任意のD
(1)
n 型KRクリスタルのテンソル積 bと b′が b

R≃ b′ ⇐⇒ Φ(b) = Φ(b′).� �
証明はまずスピン表現と他の元のテンソル積Bn,1⊗Br,sの場合に不変性を証明する。といっ
てもD型艤装配位写像は複雑であるから直接証明するのはおそらく絶望的であり、艤装配
位写像と柏原作用素の可換性 [Sa14]を用いて pathと艤装配位双方に適当な柏原作用素の列
を作用させていって証明することになる。この辺りは既に論文 [OSS11]を執筆している最中
から共著者間の議論で認識しており、最終的な困難は柏原作用素との可換性にあり、と観念
して論文 [Sa14]を準備した。さて、この部分が解決すると、あとは箱玉系の時間発展 T n,1

を十分繰り返すことによりD
(1)
n 型の場合のR不変性がA

(1)
n 型の場合のR不変性に帰着され

27結局 A型の場合もD型の場合もこの重要な結果はおかしな出版の形態となってしまい誠に遺憾である。
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てしまい、[KSS]の定理より結果が従う。A(1)
n 型の場合も [KSS]論文の長大な議論をほぼ完

全に使って証明しているので、論文 [Sa14]の同じく長大な証明もあわせると全体の証明は膨
大なものである。真に深い結果であると言えよう。
この後の式 (54)の証明はA

(1)
n 型の場合と全く同様である。

R不変性の定理について補足しておく。A(1)
n 型の場合と同様この結果はD

(1)
n 型の組み合

わせR行列を特殊な場合として含んでいる。D(1)
n 型の場合従来の代数的組み合わせ論の手

法では全く歯が立たない難問であることが知られていたので、艤装配位の理論が代数的組み
合わせ論の世界に大きな手法をもたらしたことがようやく証明されたと言えよう。

Misra–Wilsonの箱玉系 せっかく非常に一般的な逆散乱形式が確立されたのだから非自明
な例を考察してみよう。幸いMisra–Wilson [MW]がD

(1)
n 型代数の (B2,1)⊗L型テンソル積に

対する箱玉系の T 2,s時間発展という極めて非自明な系を考察しているので、彼らの結果を艤
装配位と比較してみることにしよう。彼らの結果をかいつまんで紹介すると、B2,s⊗B2,1型
の組み合わせR行列を書き下すことにより可能なソリトンが分類された [MW, Proposition

3]。更に二つのソリトンの散乱を考察し、それらがDn型Dynkin図の頂点 2を取り除いて
得られる代数に対する組み合わせR行列によって記述されることが示された。
以下では彼らの論文に出ている例を艤装配位を用いて検討してみよう。逆散乱形式 (54)

から分かるように、与えられた path b ∈ (B2,1)⊗L に対し s ≥ maxi ν
(2)
i とすれば T 2,s(b) =

T 2,s+1(b) = · · · が成り立つ。以下この様な時間発展を T∞と書くことにすると、論文 [MW,

§IV-B]で解析されている以下の三つの例では確かに各ソリトンがストリング (ν
(2)
i , J

(2)
i )に対

応していることが確認できる。

例１ まずD
(1)
4 型の例を考察しよう。以下の図では第一行目に与えられたpath b ∈ (B2,1)⊗23

を表示し、以下第 t行目にはT t−1
∞ (b)を表示する。見やすくするために全てのテンソル積の記

号⊗やタブローの枠を省略し、また今の場合真空ないし背景と解釈される元u2,1 = 1
2
∈ B2,1

を ·
· と表すことにする。

1 1 1 · · 2 2 · · · · · · · · · · · · · · · ·
3̄ 4̄ 4̄ · · 4 3 · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · 1 1 1 · 2 2 · · · · · · · · · · · · · ·
· · · 3̄ 4̄ 4̄ · 4 3 · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · 1 1 1 2 2 · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · 3̄ 4̄ 4̄ 4 3 · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · 1 1 4̄ 2 · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · 3̄ 4̄ 4 3 · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · 1 4̄ 2 1 · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · 3̄ 3̄ 3 3 · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · 1 1 2 2 1 · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · 3̄ 4̄ 3̄ 3 3 · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · 1 1 · 2 2 1 ·
· · · · · · · · · · · · · · · · 3̄ 4̄ · 3̄ 3 3 ·

状態 T t
∞(b)に対応する艤装配位Φ(T t

∞(b))は以下の通り。
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0
5 + 2t

1 + 3t −1 −3

ν(2)には長さ 3と 2の行があり、それぞれの riggingは速さ 3と 2で時間発展する。これは
pathのレベルで視覚的に了解される事実と一致する。

例２ 次に同論文で解析されているD
(1)
5 型の例について、先ほどの例と同様に表示すると

以下のようになる。

2 2 1 1 · · 2 1 · · · · · · · · · · · · · · ·
3̄ 5 4 3 · · 4̄ 5̄ · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · 2 2 1 1 2 1 · · · · · · · · · · · · ·
· · · · 3̄ 5 4 3 4̄ 5̄ · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · 2 2 4 1 1 · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · 3̄ 5 4̄ 5̄ 3 · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · 2 1 2 2 1 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · 5 4 3̄ 4̄ 5̄ 3 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · 2 1 · · 2 2 1 1 · ·
· · · · · · · · · · · · · 5 4 · · 3̄ 4̄ 5̄ 3 · ·

状態 T t
∞(b)に対応する艤装配位Φ(T t

∞(b))は以下の通り。

−2
6 + 2t

2 + 4t
−2
−1 −1 0

例３ 最後に同論文のD
(1)
6 型の例を見てみよう。

2 2 1 1 1 · · 2 2 · · · · · · · · · · · · · · · ·
3̄ 5̄ 6 5 4 · · 5̄ 5̄ · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · 2 2 1 1 4 2 · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · 3̄ 5̄ 6 5 5̄ 5̄ · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · 2 5̄ 6 2 1 · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · 3̄ 4̄ 5̄ 4 4 · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · 1 1 2 2 2 2 1 · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · 5̄ 6 3̄ 4̄ 5̄ 4 4 · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · 1 1 · · · 2 2 2 2 1

· · · · · · · · · · · · · · · 5̄ 6 · · · 3̄ 4̄ 5̄ 4 4

状態 T t
∞(b)に対応する艤装配位Φ(T t

∞(b))は以下の通り。

(ν(1), J (1)) = {(4), (−2)}, (ν(2), J (2)) = {(5, 2), (3 + 5t, 7 + 2t)},
(ν(3), J (3)) = {(5, 3), (−2,−1)}, (ν(4), J (4)) = {(4, 3), (0, 0)},
(ν(5), J (5)) = {(5), (−3)}, (ν(6), J (6)) = {(4), (−1)}.

ここで艤装配位を以下のように記述した。

(ν(a), J (a)) = {(ν(a)1 , ν
(a)
2 , . . .), (J

(a)
1 , J

(a)
2 , . . .)}.

以上Misra–Wilsonによる極めて非自明なD型箱玉系は艤装配位の理論からも明瞭に理解
できることが確認された。
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8.8 D
(1)
n 型艤装配位写像のアルゴリズム

D
(1)
n 型の path b ∈

⊗L
k=1B

rk,sk と艤装配位

(ν, J) =
(
µ(1), . . . , µ(n), (ν(1), J (1)), . . . , (ν(n), J (n))

)
との間の全単射

Φ−1 : (ν, J) 7−→ path

の記述を行う。ただしここでも艤装配位の µ(a)のラベル aは A
(1)
n 型の場合とずらしてある

ことに注意。
主に定義するべき内容はBr,sを記述するためのKirillov–Reshetikhinタブローと写像Φ−1

のアルゴリズムの二種類に大別される。なお以下簡単のため r ≤ n− 2と仮定する。スピン
表現の場合については論文 [Sa14, OSSS]を参照されたい。

Kirillov–Reshetikhinタブロー KRタブローは最初論文 [OSS11]において導入された。
その後論文 [ScScr14]において A型とD型以外の非例外型代数についても数値的に検討さ
れ、それぞれの代数に対する柏原作用素を用いれば細かな修正を除き実質的に同じ定義が使
用できることが確かめられた。すなわち普遍性のある自然な概念であると言えよう。
I0 = {1, 2, . . . , n}とする。KRタブローは Br,s の古典部分代数 Dn に対する最高ウェイ
ト元 uλ、すなわち ẽauλ = 0 (a ∈ I0)に対してのみ明示的に定義される。その他の元は柏
原作用素 f̃a (a ∈ I0)を通常通り作用させることにより得られる。元 uλのウェイト λの形
を、高さ hのコラムが kh個あるというように表記しよう。基本ウェイトの記号を使えば、
λ = krΛ̄r + kr−2Λ̄r−2 + · · · となる。
uλ に対応する KRタブローを fill(uλ)と書き、その対応を filling mapと呼ぼう。以下

filling mapを定義する。kcを数列 kr−2, kr−4, . . .における最初の奇数としよう。その様な kc
が存在しないときは kc = k−1、すなわち c = −1とおく。tを uλのKashiwara–Nakashimaタ
ブロー表示とする。すなわちYoung図 λの一行目には文字 1を、二行目には文字 2を、と順
に埋めたものとする。タブロー tを r × sの長方形の左上におき、すき間を以下のように埋
めていく。手続きは tの左端の列から始め、以下の手順で右向きに進む。

1. 高さ rの列には何もしない。c ≥ 0である場合、高さ cの列を一つ減らし、また高さ c

未満の列を全て左に一列ずらす。

2. 高さが c以上の列の充填法。高さ hの列に対するすき間であれば以下の文字列の転置
で埋める。

r r − 1 · · · h+ 1

h+ 1 h+ 2 · · · r
.

c = −1であればこれで全てのすき間が埋まるので手続きが終了する。

3. 右端を除く他の列の充填法。文字 xを再帰的に再定義しながら下記の内容で埋める。
初期条件として x = c+ 1と定める。対応する列の高さが hであれば、

y · · · r − 1 r r · · · x+ 1 x

の転置をすき間に埋める。すき間のます目の数は r − hなので y = r − (x− h− 2)と
なる。x = yと再定義して次の列に同じ手順を繰り返す。
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4. 最終的に得られた xを用いて

1 2 · · · y y · · · x+ 1 x

の転置を右端の列とする。ここで c ≥ 0の場合 Step 1の結果右端の列は空白になって
いる事に注意。また以上の定義から y = (r + x− 1)/2と定まる。

例１ B8,7の I0-最高ウェイト元 uλで λ = Λ̄8 + 2Λ̄6 + Λ̄4 + 2Λ̄2 なるものを考える。この場
合 (k6, k4, k2, k0) = (2, 1, 2, 1)なので c = 4となる。uλのKNタブロー表示を 8× 7の長方形
の左上に置くと、

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

5 5 5

6 6 6

7

8

Step 1−−−−−−→

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3

4 4 4

5 5 5

6 6 6

7

8

.

そこですき間を次のように埋める。

5 1

6 2

7 5 7 3

8 6 8 4

8̄ 7 8̄ 5

7̄ 8 7̄ 6

8̄ 7 6̄ 8̄ 6̄ 6̄

7̄ 8 5̄ 7̄ 5̄ 5̄

, よって, fill(uλ) =

1 1 1 1 1 5 1

2 2 2 2 2 6 2

3 3 3 7 5 7 3

4 4 4 8 6 8 4

5 5 5 8̄ 7 8̄ 5

6 6 6 7̄ 8 7̄ 6

7 8̄ 7 6̄ 8̄ 6̄ 6̄

8 7̄ 8 5̄ 7̄ 5̄ 5̄

.

例２ 見慣れない概念でしょうからもう少し r = 12の例を。

1 1 1 1 1 1 1 7 1

2 2 2 2 2 2 2 8 2

3 3 3 3 7 9 7 9 3

4 4 4 4 8 10 8 10 4

5 5 5 5 9 11 9 11 5

6 6 6 6 10 12 10 12 6

7 7 7 7 11 12 11 12 7

8 8 8 8 12 11 12 11 8

9 9 12 9 12 10 12 10 9

10 10 11 10 11 9 11 9 9

12 11 10 11 10 8 10 8 8

11 12 9 12 9 7 9 7 7

1 1 1 1 1 7 1

2 2 2 2 2 8 2

3 3 7 9 7 9 3

4 4 8 10 8 10 4

5 5 9 11 9 11 5

6 6 10 12 10 12 6

7 7 11 12 11 12 7

8 8 12 11 12 11 8

9 9 12 10 12 10 9

10 10 11 9 11 9 9

12 11 10 8 10 8 8

11 12 9 7 9 7 7

1 1 1 1 1 5 1

2 2 2 2 2 6 2

3 3 9 7 9 7 3

4 4 10 8 10 8 4

5 5 11 9 11 9 5

6 6 12 10 12 10 6

7 7 12 11 12 11 7

8 8 11 12 11 12 8

9 9 10 12 10 12 8

10 10 9 11 9 11 7

12 11 8 10 8 10 6

11 12 7 9 7 9 5

左から順に (k10, k8, k6, k4, k2, k0) = (2, 3, 0, 0, 3, 1), (2, 1, 0, 0, 3, 1), (2, 0, 1, 0, 3, 1) に対する
fill(uλ)。下線を引いた文字が kcを表す。khに対応する列の文字 1, 2, . . . , hを対応する各Step

2, 3, 4に応じてピンク、黄色、緑で表した。

55



Φ−1のアルゴリズム 基本的にはA
(1)
n 型のアルゴリズムと類似であるが、46ページに与えた

古典部分代数Dnのクリスタルグラフにそって実行されるため以下のような相違点が生じる。
µ(a)のある行 µ

(a)
i を選択し、B

a,µ
(a)
i の元を以下のようにして定める。ℓ(a−1) = µ

(a)
i とする。

次いで ν(a)の特異なストリングで長さが ℓ(a−1)以上で最も短いものを選び、その長さを ℓ(a)

と定める。再帰的に以上の手続きを繰り返していき、途中 ν(j)で初めて該当する特異なスト
リングが選べなくなった場合、ℓ(j) =∞としてそこでストップし、出力の文字を k = jとす
る。以上はA

(1)
n 型の場合と同一であるが、ν(n−2)から先はDynkin図ないしDnのクリスタ

ルグラフが二股に分かれることから以下のような手続きとなる。
ℓ(n−2) <∞だったとしよう。その時 (ν(n−1), J (n−1))または (ν(n), J (n))の特異なストリング
で ℓ(n−2)以上の長さで最小のものを探し、それぞれの長さから同様にして ℓ(n−1)および ℓ(n)

を定める（該当するものがなければ∞とする）。

1. ℓ(n−1) =∞かつ ℓ(n) =∞ならば出力を k = n− 1として停止。

2. ℓ(n−1) <∞かつ ℓ(n) =∞ならば出力を k = nとして停止。

3. ℓ(n−1) =∞かつ ℓ(n) <∞ならば出力を k = n̄として停止。

4. ℓ(n−1) <∞かつ ℓ(n) <∞ならば ℓ(n−1) = max(ℓ(n−1), ℓ(n))として継続する。

以降は手続きの左右を入れ替えて繰り返す。すなわち ℓ(j+1)が定まってるとき (ν(j), J (j))の
特異なストリングで ℓ(j+1) 以上のもののうち最小のものの長さを ℓ(j) と定義する。初めて
ℓ(j) =∞となったとき出力を k = j + 1として停止する。一方最終的に ℓ(1) <∞となったと
きには出力を k = 1として停止する。
その後のステップは A

(1)
n 型の場合と全く同一である。すなわち選択したストリングから

一ますずつ削り、新しい riggingは、削られたストリングについては新しい艤装配位で特異
なストリングとなるように定め、一方削られなかったストリングの riggingは変更しない。

例１ D
(1)
5 とする。以下のB3,2 ⊗B2,2型艤装配位を考えよう。

0 −1

0
1
1

0
1
1

0
−2
−2
−3

0
−2
−2

−3
0
0

0
0
−1
0

−1
0

µ(a)は略してあるが、今のテンソル積の形状から µ(2) = (2)および µ(3) = (2)である。計
算を見やすくするために以下の記号を使用する。µ(a)の長さ j の行から削るとき（つまり
ℓ(a−1) = jのとき）、ます目を選択してから一ますずつ削除し新しい riggingを決定するまで
の一連の操作を δ

(a)
j と表すことにしよう。与えられた艤装配位で µ(a)の長さ jの行を選択す

ると順に δ
(a)
j , δ

(a−1)
1 , δ

(a−2)
1 , . . . , δ

(1)
1 を行うことでBa,jの一つの列が得られることになる。次

いで δ
(a)
j−1, δ

(a−1)
1 , δ

(a−2)
1 , . . . , δ

(1)
1 を行うと二列目が得られる、等となる。この手順はA

(1)
n 型の

場合と共通である。
ここでは µ(2)の長さ 2の行を選択してB2,2の元を得るところから始めよう。すなわち最
初のステップは δ

(2)
2 であり、ν

(2) = (4, 3, 1)の長さ 2かそれ以上の特異なストリングを探す
ことから開始する。同様の操作を続けていってB2,2に対する全ての手順を実行すると以下
のようになる。ます目に “×”のしるしを付したものが選択され除去されるます目である。ま
た δ

(a)
j と矢印を挟んで途中段階の像を記述した。
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0 −1

0
1
1

×
0

1
1

0
−2
−2
−3 ×

×
0

−2
−2

−3
0
0 ×

0
0
−1
0 ×

−1
0

δ
(2)
2

?
3̄

0 −1

0
0
1

0
0

1

0
0
−2
−2

0
0
−2
−2

0
0

0
0

−1
−1

−1
−1

δ
(1)
1

?

1
3̄

−1 × −1

0
0
1
×
× 0

0
1

0
0
−2
−2

×
× 0

0
−2
−2

0
0
× 0

0
−1
−1

× −1
−1

δ
(2)
1

?

1
3̄ 1̄

−1 × −1
0
1 ×

0
1

0
−2
−2 ×

0
−2
−2 0 × 0

−1
−1

−1
−1

δ
(1)
1

?

1 5
3̄ 1̄

−1 −1
0
1

0
1

0
−2
−2

0
−2
−2 1 1

−1
−1

−1
−1

いくつか注釈をつけておく。

• δ(2)2 の後新しい vacancy numbersを計算する時には pathがB3,2 ⊗ B2,1 ⊗ B1,1である
として計算する。つまり µ(1) = (2, 1), µ(2) = (1)とする。

• 最初の δ
(1)
1 は ν(1)に特異なストリングが存在しないため削れずに出力が 1である。

• δ(2)1 は ν(2)から削り始めて右端まで行って折り返した後 ν(1)まで削っている。

残りの計算も実行すると、最終的な像Φ−1(ν, J)は以下の通り。

Φ−1
B3,2⊗B2,2(ν, J) =

1 5̄
4 3̄
5 1̄

⊗ 1 5
3̄ 1̄

. (55)
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参考までに µ(a)の選び方の順を逆にすると以下の像が得られる。

Φ−1
B2,2⊗B3,2(ν, J) =

2 5̄
5 3̄

⊗
1 4
5 2̄
3̄ 1̄

. (56)

艤装配位写像のR不変性により (55)と (56)はR-行列により移りあう。

R : 1 5
3̄ 1̄

⊗
1 5̄
4 3̄
5 1̄

7−→
1 4
5 2̄
3̄ 1̄

⊗ 2 5̄
5 3̄

.

よってこの場合R-行列はR = Φ−1
B3,2⊗B2,2 ◦ ΦB2,2⊗B3,2 と実現される。長さ 2以上のテンソル

積に対して任意の回数R-行列を作用させたものでも同様にR = Φ−1
B′ ◦ΦBと一回で計算でき

る。計算の効率だけではなく、組み合わせR-行列を定義から原理的に計算を行ったり、又
はそれを改良したような再帰的な方法ではなく、明示的なアルゴリズムによって計算する方
法はおそらく存在していなかったと思われる。アルゴリズムが明示的に与えられたからこそ
箱玉系の逆散乱形式などの重要な結果が導出できるのである。

例２ 今考えた例は出てくるタブローがKashiwara–Nakashimaタブローばかりだったので、
そうではない例をひとつあげる。D(1)

6 とする。B
4,3 ⊗ B2,3 ≃ B2,3 ⊗ B4,3型のテンソル積に

ついての以下の最高ウェイト艤装配位を考える。

∅ 0
0 0

0

0
0
1

0
0

0

0
0
0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

二通りの方法で艤装配位写像Φ−1を計算すると以下の像を得る。

R :

1 1 1
2 2 2
4̄ 3 3
3̄ 4 3̄

⊗ 1 1 1
2 3 2̄

≃ 1 1 1
2 2 2

⊗
1 1 1
2 4 3
4 4̄ 4
4̄ 2̄ 4̄

.

1 1 1
2 4 3
4 4̄ 4
4̄ 2̄ 4̄

に対応する最高ウェイト元は

1 1 1
2 2 2
3 4̄ 3
4 3̄ 4

= fill

 1 1 1
2 2 2
3
4

。最高ウェイト元を得るた
めに作用させた ẽaの列を逆順にして f̃a の列としてかければ対応するKashiwara–Nakashima

タブローが得られる。結局上記R-行列の結果をKNタブロー表示すれば

R : 1 1 1
2 2 2

⊗ 1 1 1
2 3 2̄

≃ 1 1 1
2 2 2

⊗
1 1 1
2 3 2̄
4
4̄

という形になる。
艤装配位写像Φの定義をよくご理解いただければ、KRタブローの様に風変わりな、しか
し代数構造を持つ対象が発生することは誠に驚異的なこととご納得頂けると思う。しかし実
際にはなかなか受け入れがたい事実であるようで、かつて関係者の方々に概念を正しく理解
して頂くのに大変な労力を要したことを思い出す。
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8.9 Littlewood–Richardsonタブロー

本稿の締めくくりにデザートのような話題を提供しようと思う28。この話題における一つ
の主役は Littlewood–Richardson（LR）タブローである。普通 LRタブローを扱う時はタブ
ローそのものではなくある条件を満たす LRタブローの総数について関心をもたれる場合が
多いのであるが、以下で述べる構成では LRタブローそのものに重要な意味があるところが
興味深い。
考察する問題をより具体的に述べると、任意の非例外型アフィンリー代数 gの最高ウェイ
ト表現とA

(1)
n 型の最高ウェイト表現およびLRタブローの組との間には興味深い全単射が存

在する。そのような全単射は母関数のレベルでの恒等式として Shimozono–Zabrocki [SZ] に
より提唱され、また論文 [Sh05, LS05, LOS]において恒等式の証明が行われた。その様な恒
等式の成り立つ数学的根拠として論文 [OS]において具体的に表現の間の全単射が構成され
たので、以下はその内容を紹介する。Cartanデータを含む詳細は原論文に譲ることとして、
議論の本質的な部分をあまり細部に立ち入らずに概観することを目標とする。
なお本節では代数として一般の非例外型アフィンリー代数を考察する。代数のランクが低
い場合を除き全ての代数について普遍的な構成となっている。

LRタブロー まずは LRタブローの復習から。T が LRタブローであるとは以下の二つの
条件を満たす時をいう。

• T は歪準標準盤である。つまり T は左上のあるYoung図の部分を空白として他の部分
に数字を書き込んだタブローであり、書き込まれた文字について通常の準標準盤とし
ての条件を課す。

• T に書き込まれた文字を右から左、上から下へ、という順に読んで得られる数列を
row wordと呼ぶとき、row word w = x1 · · · xl が Yamanouchi条件を満たす。ここ
で Yamanouchi条件とは wを左端から任意の部分まで読んで得られる任意の部分列
x1 · · · xk に対して、部分列に含まれる文字 1の総数が文字 2の総数以上であり、文字
2の総数が文字 3の総数以上であり、等々という条件が満たされることをいう29。

LRタブロー T の型 η/λとは、T の外形が ηであり、左上の文字が書き込まれない領域の形
が λであることをいう。また LRタブロー T のウェイト µ = (µ1, . . . , µl)とは、T に含まれ
る文字 jの個数を µjとして得られる分割の事である。
例えば以下のタブローは (43312)/(221)型の LRタブローであり、ウェイトは (3, 3, 2, 2)で
ある。

1 1
2

1 3
2 2 4
3
4

この場合の row wordは 1123142234であり、確かにYamanouchi条件を満たす。

28大分こってりした味付けで胃もたれしてしまうかもしれないが。
29Yamanouchi条件はAn型クリスタルのテンソル積 (B1,1)⊗Lの元が最高ウェイト元であるための条件と同
一である。
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型 η/λでウェイト µの LRタブローの総数は Littlewoood–Richardson係数と呼ばれ、通
常 cηλµと表される。良く知られているように cηλµは、glnのウェイト λ の既約表現を Vλと書
くとき、テンソル積 Vλ ⊗ Vµの中に含まれる表現 Vηの重複度に等しい。

艤装配位の安定化 元々考えられていた問題では代数 gに対するKRクリスタルのテンソル
積
⊗

k B
rk,skを考える事になるが、我々の立場では艤装配位上で考察することになる。いく

つか用語を準備しよう。KRクリスタルの議論では非例外型アフィンリー代数をDynkin図
の 0番目の頂点付近の形状に応じて以下のように分類すると便利なことが多い。

♢ ♢型の g

∅ A
(1)
n

D
(2)
n+1, A

(2)
2n

C
(1)
n

A
(2)
2n−1, B

(1)
n , D

(1)
n

ここで代数の型を表す♢の形は、クリスタルBr,sを古典部分代数の表現に分解したときに
現れるウェイトの形（すなわちKashiwara–Nakashimaタブローの取りうる形）が r× sの長
方形から♢の形を任意個数取り除いて得られる形となることによる。以下簡単のため各型
♢ = ∅, , , について

g♢ = A(1)
n , D

(2)
n+1, C

(1)
n , D(1)

n (57)

という場合を念頭に置いて議論するが、この選択は必須のものではない30。なお特に断りが
ない場合、本節での艤装配位は最高ウェイト元の場合を考える。
♢型の代数に対する艤装配位を考えよう。詳細は論文 [OSS03]に譲るが、一般の代数に対
する艤装配位もDynkin図の 0番を除く各頂点に ν(a)を配置して

(ν, J) =
(
µ(1), . . . , µ(n), (ν(1), J (1)), . . . , (ν(n), J (n))

)
(58)

の様に得られる。ここで µ(a)の番号付はD
(1)
n 型と同様に行 µ

(a)
i はクリスタルBa,µ

(a)
i に対応

するとしよう。記号 a♢を以下のように定める。

a = a = n− 1, a = n− 2.

その心はDynkin図の真ん中にあるA型的な頂点のうち最大のものを表している。一般の代
数の場合の vacancy numbersもA型的な頂点に対してはA

(1)
n 型艤装配位と同様に定義され

る（例えば [OS, §2.3]を参照されたい）。
興味深い点として与えられた pathに対し考察する代数のランク nを変化させていくと、

nが十分小さい場合を除き艤装配位が安定化し、特徴的な振る舞いをするようになる [OS,

§2.4]。具体的には、ある kが存在して

ν(k) = ν(k+1) = · · · = ν(a
♢) (59)

となり、かつ ν(a
♢)は♢を単位として敷き詰めることのできる形状となる（A(1)

n 型なら空集
合となる）。この時 (59)に対する vacancy numbersは全て 0となり、艤装配位に対する最

30一方 [LOS]の議論においては必須のものだった
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高ウェイト条件から riggingsは全て正となることと合わせると、実質的にこの部分に対する
riggingの自由度は消滅する。この様な状況下では艤装配位の ν(a

♢)より右側の部分に現れる
各代数への依存性は無視することができてしまい、艤装配位は型♢のみで分類されること
になる。
艤装配位を用いてもウェイトを計算することができ、例えば [Sa14, Eq.(13)]や [OS, Eq.(2.7)]

に一般的な式が与えられているが、さしあたって以下の議論を理解するために代数のランク
が十分大きくて安定化 (59)が成立している場合の式を示す。その場合λ = wt(ν, J)をYoung

図で表した時の a行目 λaは

λa =
∑
b≥a

∣∣µ(b)
∣∣+ ∣∣ν(a−1)

∣∣− ∣∣ν(a)∣∣ (60)

で与えられる。ここで分割 λに対し |λ|でます目の総数を表す。以下型 ♢でウェイト λの
（最高ウェイト）艤装配位の全体をRC♢(λ)で表すことにする。pathの形状を表す µ(a)は固
定しておき、特に明示しないことにする。

全単射の定式化 本題の全単射を定義しよう。いくつか記号を準備する。LRη
λµで型 η/λを

もつウェイト µのLRタブローの全体としよう。また分割 λに対し ℓ(λ)で分割の長さを表す
ことにしよう。
考察する全単射は

Ψ : RC♢(λ) −→ RC∅(η)× LRη
λµ (61)

というものである。ここで各要素の対応が

Ψ : (ν, J) 7−→ {(ν ′, J ′), T}

であるとき

λ = wt(ν, J), µ = ν(a
♢), η = wt(ν ′, J ′)

である。♢ = ∅すなわちA
(1)
n 型の場合も λ = ηとして含まれている。この全単射は抽象的

なものではなく具体的なものであり、本節末で述べるように代数の持っている双対性とも関
連した深い内容を持ったものである。
全単射 (61)が成立するためには、代数のランクは安定化 (59)が成立しているようなもの
であれば十分であるが、より精密に述べることができる。一つ艤装配位 (ν, J) ∈ RC♢(λ) が
与えられたとしよう。この時代数のランク nが条件

a♢ ≥ ℓ(wt(ν, J)) + ℓ
(
ν(a

♢)
)

(62)

を満たす時、写像Ψが成立する。この条件の意味は、具体的なアルゴリズムを見て頂ければ
ご理解いただけると思うが、大体以下のようなものである。簡単のためD

(1)
n 型の場合で考

えよう。LRタブロー T ∈ LRη
λµに対しNout = ℓ(η)およびNin = ℓ(λ)と定義しよう。この時

アルゴリズムの定義からΨ−1は代数のランク n がNout + 2 ≤ nを満たす時定義される。一
方NoutとNinの差の最大値はNout−Nin = ℓ(ν(a

♢))なので合わせるとNin+ ℓ(ν
(a♢))+2 ≤ n

すなわち (62)が得られる。割と精密な評価であるから必要に応じて定理が成立するための
代数のランクに関する条件を導出するのに利用できる（例えば [OS, Remark 4.1]を参照）。
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艤装配位写像 Φ : path 7→ rigged configuration が確立されている場合は全単射Ψはクリ
スタルのテンソル積

⊗
k B

rk,sk のレベルに拡張される。その様な写像を直接求めることは非
常に難しい問題のようであり [Sh05]、おそらく一般には未解決であると思われる。もちろん
艤装配位上に直接柏原作用素を導入することもできるので、表現の間の全単射という意味で
は (61)で完成しているといっても良いが、クリスタルのテンソル積のレベルで実現される
ことも重要であろう。

アルゴリズムの定義 では写像Ψのアルゴリズムの記述をしよう。大雑把にいってアルゴリ
ズムは A

(1)
n 型の艤装配位写像のアルゴリズムをそのまま左右を入れ替えたものである。こ

れは節末で関連を述べる代数の双対性がDynkin図の左右を入れ替えるものであるのと見事
に整合する。またLRタブローは写像の recording tableauとしてごく自然に現れる。考えて
いる問題の複雑さから見るとあっけないほど単純になってしまい、艤装配位の底知れぬ強力
さに驚かされる。
アルゴリズムは ν(a

♢)の各列を右から順に見て以下のように行う（ν(n)等には自然に拡張
されるが本質的ではないので省略）。ν(a

♢)の右端の列が左から数えて l列目であり、高さが
hlであるとしよう。その時操作 δlが以下のようにして定まる。

1. ℓ(a
♢) = lとし、再帰的に ℓ(a)を定める。ℓ(a)が定まっているとき、ν(a−1)の特異なスト

リングで長さが ℓ(a)以上のもののうち最小のものの長さを ℓ(a−1)と定める。その様な
ものがないとき、ℓ(a−1) =∞とし、出力を k = aとして停止する。一方 ℓ(1) <∞なら
ば出力を k = 1として停止する。

2. 前項で選んだ ν(a)の各行の右端から一ますずつ削る。新しい riggingは、削られなかっ
た行に対しては元と同じとし、一方削られた行に対しては新しい艤装配位において特
異なストリングとなるように定める。ただし vacancy numberの計算において pathの
形状を表す µ(a)は変化させない。

3. recording tableau T には以下の要領で文字を書き込む。写像Ψの過程では δlを hl回
繰り返して艤装配位に作用させる。もし考えている δlが δhl

l の中の j番目であったと
き、T の k行目の右端に文字 jを書き込む。

ν(a
♢)の i列目の高さが hiである時、写像Ψは

Ψ(ν, J) = {(ν ′, J ′), T} = δh1
1 ◦ δh2

2 ◦ · · · ◦ δ
hl
l (ν, J)

で与えられる。
写像Ψは各ステップで逆にすることができ、それが逆写像Ψ−1を与える。

写像の例 ここではD
(1)
n (n ≥ 8)型 (B1,3)⊗3⊗ (B1,2)⊗2⊗ (B1,1)⊗2 テンソル積の以下の元を

考える：
b = 1 1 1 ⊗ 2 1̄ 1̄ ⊗ 1 2 2̄ ⊗ 2 3 ⊗ 2 2̄ ⊗ 2̄ ⊗ 2 .

その時対応する艤装配位上で写像Ψは以下のように計算される。以下の図では次のような
記述をする。一番最初の艤装配位は上で与えた元 bに対応する。紫色の印をつけた箱は矢印
の左側で指定されたそれぞれの操作 δによって取り除かれるます目を表す。各段階で得られ
るレコーディングタブロー T はそれぞれの矢印の右側に与えた。
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図式の最後に与えられた艤装配位および T が今の場合の写像Ψの像となる。特に T は準
標準盤となっており、更にその row wordは 1123142234 となっていて確かにYamanouchi条
件を満たしていることが確かめられる。なお艤装配位写像 Φ−1のもとで最終的な艤装配位
は以下のテンソル積の元に対応している：

b′ = 1 1 1 ⊗ 2 2 2 ⊗ 1 3 3 ⊗ 4 4 ⊗ 3 5 ⊗ 4 ⊗ 6 .

なお逆写像Ψ−1の計算は上記の計算を完全に逆にたどっていけばよい。

双対性 bおよび b′は先ほどの例で与えられたものと同じとし、それらをD
(1)
8 の元であると

みなす。これらを文献 [LOS]第 5.3節に与えられた対合 (involution) σと比較してみよう。σ
はDynkin図の左右を入れ替える双対性、すなわち

σ ◦ ẽa = ẽn−a ◦ σ

が任意の a ∈ I = {0, 1, . . . , n}について成り立つものとしよう。今考えている path bについ
て具体的に計算すると、

σ(b) = 8̄ 8̄ 8̄ ⊗ 8 8 7̄ ⊗ 6 8̄ 6̄ ⊗ 7̄ 6̄ ⊗ 6 6̄ ⊗ 7 ⊗ 7̄ .

すると b′は σ(b)に対応する I0-最高ウェイト元と一致する（I0 = I \ {0}）。同様の関係が任
意のΨの像に対して成り立っているものと予想している。
なお σの定義では代数として (57)に与えたものを取る必要があるが、艤装配位上の全単
射Ψの定義では任意の非例外型アフィンリー代数を選ぶことができ、その定式化は代数の種
類にほとんど依存しない普遍性のあるものであった。これもまた艤装配位のもつ顕著に深い
性質の一つであり、艤装配位自身が数学的に意味のある量であることの証左となっている。

8.10 その他の話題

本稿では触れられなかったが興味深い結果について簡単に紹介して本稿の〆とする。

他の代数への拡張 艤装配位写像 Φは様々な代数に対して拡張されている。現状を知るた
めに筆者の知る範囲での星取表を以下に載せておく。

• A(1)
n 型：完全に一般の場合に完成 [KSS]。

• D(1)
n 型：完全に一般の場合に完成 [OSSS]。

• その他の非例外型代数：[OSS03]により (B1,1)⊗L型のテンソル積について完成。

• E(1)
6 型：[OSano]により (B1,1)⊗L型のテンソル積について完成。

• D(3)
4 型：[Scr15]により (B1,1)⊗L型のテンソル積について完成。
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様子を見るために代数が simply lacedではない場合の例として C
(1)
n 型の場合を紹介する

ことにしよう。[OSS03]により完成されているのは (B1,1)⊗L型の場合なので µ(1) = (1L)と
しよう。すると艤装配位は

(ν, J) =
(
(ν(1), J (1)), (ν(2), J (2)), . . . , (ν(n), J (n))

)
となる。ここで ν(n)の各行の長さは偶数 ν

(n)
i ∈ 2Zとする。vacancy numbersは

P
(1)
l (ν) = L− 2Ql(ν

(1)) +Ql(ν
(2)),

P
(a)
l (ν) = Ql(ν

(a−1))− 2Ql(ν
(a)) +Ql(ν

(a+1)), (1 < a < n),

P
(n)
l (ν) = Ql(ν

(n−1))−Ql(ν
(n)).

今までと異なるのは a = nの場合である。最高ウェイト元の場合の艤装配位の定義はA
(1)
n 型

やD
(1)
n 型の場合と全く同一である。すなわち全ての vacancy numbersが 0以上であり、か

つ riggingは常に 0以上対応する vacancy number以下であることとする。
艤装配位写像のかなめであるます目を選択し除去する手続き δ は以下のようになる。

1. ℓ(0) = 1とし以下のように再帰的に ℓ(a)を定めていく。ℓ(a−1)まで定まったとする。そ
の時 ν(a)の特異なストリングで長さが ℓ(a−1)以上のものが存在するとき、そのうち最
小のものの長さを ℓ(a)と定め、手順を続行する。もし ν(a)に該当する特異なストリン
グが存在しない時は ℓ(a) =∞と定め、出力を aとして手続きを停止する。

2. もし ℓ(n) <∞であった場合、ν(n)の長さ ℓ(n)の行からは二ます並んで削ることとする
（そうすると ν(n)の行はいつでも偶数にできる）。ℓ

(n)
= ℓ(n)と定義し、ℓ(n) = ℓ

(n) − 1

と再定義すると、ν(n)の ℓ(n)列目と ℓ
(n)
列目のます目が削られることになる。

3. もし ℓ
(a+1)

= ℓ(a)であった場合 Case (S)であると言い、以下のように該当する各 ν(a)

の行から二ますずつ削る。ℓ
(a)

= ℓ(a)と定義し、ℓ(a) = ℓ
(a)− 1と再定義し、ν(a)の特異

なストリングの右端二ます（ℓ(a)列目と ℓ
(a)
列目）を並んで削る。

4. もし ℓ
(a+1)

> ℓ(a)であれば、ν(a)の特異なストリングで長さが ℓ
(a+1)

以上であるものの
うち最少のものの長さを ℓ

(a)
と定義する。もし ℓ

(a+1)
<∞かつ ν(a)に該当する特異な

ストリングが存在しなかった場合、ℓ
(a)

=∞とおき、出力を a+ 1として停止する。一
方 ℓ

(1)
<∞ならば出力を 1として停止する。

こうして選んだ特異なストリングから一ますないし二ますずつ削り、µ(1) = (1L−1)とする。
新しい riggingは、変化しなかったストリングに対しては元と同じものを、削除されたスト
リングに対しては新しい艤装配位において該当するストリングが特異になるように与えるこ
とはA

(1)
n 型やD

(1)
n 型の場合と同様である。

一般の
⊗L

k=1B
rk,skの場合にも数値的に実験がなされている [ScScr14]。結果として、Br,s

を表示するタブローは §8.8 で与えたD
(1)
n 型の場合と全く同様である。より詳しく述べると、

クリスタルBr,sを古典部分代数の表現として分解すると、r× s型の長方形から横ドミノ
を任意個数取り除いたものが得られる。従ってD

(1)
n 型KRタブローの定義で現れた奇数の

ステップ kcは存在せず、かえって単純なものになってしまう。もちろん他のKRタブローを
得るために用いる柏原作用素 f̃aにはC

(1)
n 型のものを用いる。また艤装配位上の柏原作用素

の定義もA
(1)
n 型やD

(1)
n 型の場合と全く同じ定義で良いようである。
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代数の種類が異なるのであるから、全ての種類に対して全く同じ結果が成り立つのでは各
代数の個性を見落としてしまっている可能性が高い。一方代数の種類ごとに全く異なる構成
をしているのでは普遍性の面で難がある。艤装配位の場合ここで見たように、各代数で共通
するべき部分では共通の定義が成り立ち、一方各々の代数の個性が最も発揮されるであろう
部分には適切な違いが発生するので、筆者には好ましく感じられる31。

B(∞)-クリスタル 最近 Salisbury–ScrimshawによりKRクリスタルとは別の興味深いクリ
スタルのクラスであるB(∞)-クリスタルの構造が艤装配位上に導入された [SalScr14]。この
場合 0番目の頂点も含む全てのDynkin図の頂点に ν(a)が配置される。柏原作用素の定義な
ど代数構造の面だけに限れば一般の対称化可能なKac–Moodyリー代数の場合にも全く同様
にして定義することができる [SalScr15b]。なお、この様な考え方では本稿で考えてきたKR

クリスタルの場合は 0番目の頂点には何も配置していないので有限型と呼ばれるが、KRク
リスタルの場合にはアフィン代数による無限次元対称性が深くかかわっているので、ここで
の議論とはかなり異なる話なのかもしれない。
もう少し詳細に彼らの構成を記述しておこう。本稿で述べてきた艤装配位と異なる点とし
て、Br,sの形状を記述している µ(a)は全て空集合として扱い、vacancy numberからも µ(a)

の関わる項を消去する。次に柏原作用素 ẽaと f̃aであるが、基本的な定義は本稿で述べてき
たKRクリスタルの場合と全く同様である。唯一の相違点は、f̃aの定義において riggingが
対応する vacancy numberを超過した場合 f̃aの作用を 0と定めていたのを、その様な場合で
も構わず（形式的に全く同じ手順で）そのまま計算を続けていってしまう点である。元々の
Schilling [Sc06]によるKRクリスタルの構造の導入では f̃aの作用が 0 となる場合を含む定
義である事を本質的に用いて Stembridgeの方法に帰着させていたのでB(∞)-クリスタルの
状況には適用できない議論であった。一方論文 [Sa14]による方法は関数 εaを艤装配位上に
導入する直接的な方法であるためB(∞)-クリスタルの場合にもそのまま通用し、実際論文
[SalScr14]ではその方法で導入されている。
最終的にB(∞)-クリスタルは、ν(a) = ∅が全ての頂点 aについて成り立つような空の艤装
配位から出発して、柏原作用素 f̃aを任意の仕方で作用させたものの全体として定義される。
B(∞)-クリスタルに対する艤装配位の持つ著しい性質として、Kashiwara involution と呼
ばれる重要な双対性が非常に単純な形をとることがあげられる [SalScr16]。具体的には各ス
トリングの riggingと coriggingを入れ替える操作(

ν
(a)
i , J

(a)
i

)
7−→

(
ν
(a)
i , P

ν
(a)
i
(ν)− J (a)

i

)
で移った先で柏原作用素 ẽaと f̃aを定義すればよい。実にすっきりとした状況である。同じ
操作は 48ページでLusztig involutionを実現した際にも用いたし、またBethe仮説方程式の
解析でも 16ページの式 (10)で登場して基本的であった。
B(∞)-クリスタルは空の艤装配位から柏原作用素で得られるもの全体として定義された
が、最も単純なAn型の場合にはより詳細な情報を得ることができる [SalScr15a, HL]。組み
合わせ論的な記述にはmarginally large (reverse) tableauxと呼ばれる対象が登場する。
B(∞)-クリスタルの場合の艤装配位の理論は現状では柏原作用素が定義され、表現が構成
されました、という段階の様に筆者には感じられる。その意味では著者らも述べているよう
にまだ一つの「モデル」というべき段階であろう。モデルを超えてどのように本質的な意味
が存在するのか解明するのは将来の重要な課題である。

31老子 第 48章 『無為にして為さざるは無し』
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組み合わせ論等との関連 元々艤装配位の理論はKostka–Foulkes多項式やその一般化に関
わる組み合わせ論的な恒等式の証明を目的として導入されたものだった。これはチャージ
関数（38ページ (39)参照）の生成母関数がKostka–Foulkes多項式となることによる。この
方面についても多くの研究がなされており、例えば [K01, HKOTT]を参照されたい。また
Kostka–Macdonald多項式との関連 [F95]や二重Kostka多項式との関連 [Liu]等も議論され
ている。なおアフィン量子群の表現論との関連は、例えば [Her, dFK]を参照。

おわりに 艤装配位の研究は 1980年代中ごろのKirillov氏らの研究を嚆矢として現在まで
30年ほどの間様々な研究者により研究が進められてきた。本稿では、少なくとも筆者の視
野に収まっている範囲でその全体像をお示ししたつもりである。ようやく広がりのある世界
が見えてきたところだと思う。
艤装配位の研究は、単に表現を構成する、という地点を超えて、我々の扱っている代数の
表す無限次元の対称性とは何なのか、という問題について考える際に深い洞察を与えてくれ
るようである。無限次元代数の表す対称性は有限次元代数における感覚からは想像もつかな
いほど大きいため、系に強い制限を課し適用可能な対象は限定されてしまう一方、驚くほど
精緻で意外性のある現象が発生することが多い。従って有限次元代数の研究において伝統的
に育まれてきた方法に加え、全く異なる発想からの研究も重要になると思われる。無限次元
代数の表す対称性が本格的に研究されるようになったのは歴史的に見て決して長い期間では
なく、その特有の世界についてはまだまだ解明の余地が残っているように感じられる。その
時本稿で述べた様な観点からの研究も一つの考え方を提供するであろう。
艤装配位は人間の頭の中で論理的に作られたようなものではなく、無限次元の対称性に由
来した自然界に実在する数学的量であると言って良いであろう。今後とも艤装配位の研究が
進み、様々な姿を見せてくれるのを楽しみにしている。
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Invitation to the Bethe ansatz (by Reiho Sakamoto)

Proceedings for the 61st Symposium on Algebra (Mathematical Society of Japan, 2016)

Abstract: We review the algebraic Bethe ansatz for the Heisenberg model. The exposition

includes some of recent advancements with the emphasize on a relation with the rigged

configurations. We also provide somewhat thorough review of the crystal bases and the

rigged configurations.

In particular, we provide the inverse scattering transform for the type D
(1)
n box-ball sys-

tems, see (54) at page 51. The result is analogous to the type A
(1)
n case and is a consequence

of [OSSS]. We compare the result with Misra–Wilson’s box-ball system [MW].

We also provide a reformulation of a result of [Sa07] at page 33. More precisely, we provide

a crystal interpretation of the algorithm of the type A
(1)
n rigged configuration bijection by the

simplified quantity (35), instead of ε
(a)
l,j,k of [Sa07]. Let the columns of a tableau bk ∈ Brk,sk

be c1, c2, . . . , csk from left to right. Then we introduce the intermediate tensor product Cj

as in (34). Here we use the Kashiwara convention for the tensor products of crystals. Then

we compute the sum of energy functions as in (32) to derive (35). As for the definitions

used in the sum (32), see (31) where ua,l ∈ Ba,l is the classical highest weight element and
R≃ stands for the isomorphism under the combinatorial R-matrix.
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