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1. 序文

単体的複体の組合せ論の問題を, スタンレー・ライスナー環を用いて代数的なア
プローチから研究する手法は 1970年代に Stanleyによって導入され, 以後, 様々な研
究が進められて来た. 本稿ではスタンレー・ライスナー環の理論の多様体の最小頂
点三角形分割の研究への応用について紹介する.
スタンレー・ライスナー環の理論の多様体の三角形分割の研究への最初の応用は

1981年に Schenzel [Sc]によってなされた. Schenzelは多様体の三角形分割のスタン
レー・ライスナー環が Buchsbaum環である事を示し, Buchsbaum環の性質を用い
て凸多面体論における重要な定理の一つである上限定理が多様体の三角形分割に一
般化できるというKleeの予想を研究した. Schenzelの用いた手法は 1998年にNovik
[No]によりさらに研究が進められ, この二つの仕事によりKleeの予想のかなりの部
分が解決された. 一方, Novikのこの仕事以降, このトピックに関する大きな進展は
しばらくなかったが, 2009年の Swartz [Sw1]と Novik, Swartz [NS1]による研究を
切っ掛けとし, ここ数年の間にスタンレー・ライスナー環を用いた多様体の三角形分
割の研究が大きく進展している. これら最近の進展については, Swartz及びKleeと
Novikによって書かれた二つの素晴らしいサーベイ [Sw2, KN] に主要な結果が良く
纏まっているので詳細は其方を参照してもらうこととし, 本稿では, 少しマイナーな
トピックとなるが, [Sw2, KN]ではあまり扱われていない最小頂点三角形分割に関す
る話題について紹介したい.
本稿の構成は以下の通りである. 次の §2では, 単体的複体やスタンレー・ライス

ナー環に関する基本的な事項について述べる. §3では, 最小頂点三角形分割につい
て, 閉曲面の場合に関する話題を中心に, 問題意識と既知の結果を紹介する. §4では,
可換環論がどのように最小頂点三角形分割の研究に応用されたのか紹介する.

2. スタンレー・ライスナー環

初めに単体的複体に関する基本的な用語の準備を行う. ∆を [n] = {1, 2, . . . , n}を
頂点集合とする (有限抽象)単体的複体とする. 即ち, ∆は [n]の部分集合の族であっ
て, F ∈ ∆かつG ⊂ F ならG ∈ ∆ という条件を満たすものである. 単体的複体∆
に対しその自然な幾何学的実現を |∆|で表すことにする. ∆の幾何学的実現が位相
空間X と同相となる時, ∆をX の三角形分割と呼ぶ. 単体的複体∆の元であって,
要素の個数が i+ 1であるものを∆の i次元面と呼び, ∆の持つ面の次元の最大値を
∆の次元と呼ぶ. また, fi(∆)で∆の持つ i次元面の個数を表す. 単体的複体∆の面
F ∈ ∆に対し

lk∆(F ) = {G \ F : F ⊆ G ∈ ∆}
を∆上の F の linkと呼ぶ. H̃i(∆;F)で体 Fを係数とする∆の i番目の被約ホモロ
ジー群を表すとし, βi(∆) = βi(∆;F) = dimF H̃i(∆;F) で∆の i番目のベッチ数を
表す.
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次にスタンレー・ライスナー環と単体的複体のBuchsbaum性について述べる. S =
F[x1, . . . , xn]を体 Fを係数とする多項式環とする. [n]上の単体的複体∆に対し, 環

F[∆] = S/(xi1 · · · xik : {i1, . . . , ik} ⊆ [n], {i1, . . . , ik} ̸∈ ∆)

を (体Fを係数とする)∆のスタンレー・ライスナー環という. d次元単体的複体∆が (F
上)Cohen–Macaulayであるとは, 任意の F ∈ ∆ (空集合の場合も含む)に対し, 全
ての i ̸= d−#F に対しβi(lk∆(F );F) = 0となる時に言う,但し#XはXの要素の個
数を表す. また, d次元単体的複体∆がGorenstein* (又はF-homology d-sphere)
であるとは, ∆が Cohen–Macaulayで, かつ任意の F ∈ ∆に対し βd−#F (∆;F) = 1
が成り立つ時に言う. 単体的複体の極大面の次元が全て同じである時, その単体的複
体はpureであるという. pureな単体的複体が (F上)Buchsbaumであるとは, その
頂点に関する linkが全て (F上)Cohen–Macaulayとなる時に言う. ここではホモロ
ジーに関する条件でCohen–Macaulay性やBuchsbaum性を定義したが, 上の定義は
F[∆]がCohen–Macaulay環やBuchsbaum環となる事と同値である. (詳しくは, [St]
を見よ.)
最後に, 本稿で取り扱う多様体の三角形分割に関連する幾つかの単体的複体のク

ラスについて述べる. 多様体の三角形分割の組合せ論的な性質の研究では一般の三
角形分割を扱う事は少なく, 組合せ三角形分割と呼ばれる特別な条件を満たす対象
か, homology manifoldと呼ばれる一般化された対象を扱う事が多い. pureな d次元
単体的複体∆が境界のない F-homology d-manifold であるとは, 任意の F ∈ ∆
(但し, F ̸= ∅)に対して, lk∆(F )がGorenstein*となる時に言う. また, pureな d次元
単体的複体∆が境界を持つ F-homology d-manifold であるとは次の三つの条件
を満たす時に言う：(i) ∆はBuchsbaum, (ii) 任意の F ∈ ∆ (但し, F ̸= ∅)について,
βd−#F (lk∆(F );F) ∈ {0, 1}, (iii) ∆の境界 ∂∆ = {F ∈ ∆ : βd−#F (lk∆(F );F) = 0} が
境界のない F-homology (d− 1)-manifoldとなる. 一方, 単体的複体∆が d次元閉多
様体Mの三角形分割であり, かつ∆の任意の頂点 {v} ∈ ∆について |lk∆(v)|が d-単
体の境界又は (d− 1)-単体と PL同相である時, ∆をM の組合せ三角形分割という.
多様体の組合せ三角形分割は明らかに多様体の三角形分割であり, 多様体の三角形
分割は任意の体 Fに関して F-homology manifoldとなる. また, 任意の F-homology
manifoldは F上Buchsbaumである.

3. 最小頂点三角形分割

多様体の三角形分割の研究において, 最も基本的な問題の一つは次の問題である.

問題 3.1. 与えられた (有限三角形分割可能な) 閉多様体Mに対し, Mの三角形分割
の頂点数の最小値を求めよ.

言い換えると, 与えられた閉多様体を三角形分割する為には最低何個の頂点が必
要か？というのが問題 3.1の聞いていることである. 簡単な例を挙げると, S1を三角
形分割するのに必要な頂点数は 3である. 実際, 三角形 (の境界)は S1の 3頂点三角
形分割を与え, かつ 2頂点で S1を三角形分割するのが不可能であることは明らかで
ある. (セル複体との違いに注意せよ. セル複体のレベルで S1を 2頂点で単体分割す
ることは可能である. ) 問題 3.1は問題自体は素朴であるが, 与えられたM につい
て実際に最小値を求めるのは大変難しい. ここでは一番簡単な場合である閉曲面の
場合に知られている結果を紹介しよう. 最小頂点三角形分割について詳しいことが
知りたい場合は, Lutzによる既知の結果が良く纏められているサーベイ [Lu]がある
のでそちらを参照して欲しい.
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良く知られているように, 連結な閉曲面 (2次元閉多様体)の位相型は閉曲面の分
類定理によって完全に分類されており, 種数 gの向付け可能な閉曲面 Sgと種数 gの
向付け不可能な閉曲面Ngに分けられる. (S0が球面 S2, S1がトーラス S1 × S1, N1

が射影平面RP 2, N2がクラインの壺である.) 連結な閉曲面を三角形分割する為に必
要な頂点数の下限として, Heawoodの不等式と呼ばれる以下の結果が知られている.

定理 3.2 (Heawoodの不等式 [He]). ∆が連結な閉曲面M の n頂点三角形分割なら,(
n− 3

2

)
≥ 3(2− χ(M))(1)

が成り立つ. 但し, χ(M)はM のオイラー数である.

Proof. 簡単なので証明も紹介しておく. オイラー関係式より,

n− f1(∆) + f2(∆) = χ(∆)(2)

である. また, ∆の各辺は丁度 2つの 2次元面に含まれ, かつ∆の各 2次元面は丁度
3本の辺を含むので,

2f1(∆) = 3f2(∆)(3)

という等式も成り立つ. 一方, 明らかに f1(∆) ≤
(
n
2

)
であるので, (2), (3)より,

n− χ(M) =
1

3
f1(∆) ≤ 1

3

(
n

2

)
が得られる. 上の式を変形すると, 求める不等式

(
n−3
2

)
≥ 3(2− χ(M))を得る. □

Heawoodの不等式は, 閉曲面を三角形分割する為に必要な頂点数の下限を与える.
例えば, ∆がトーラス S1 × S1の n頂点三角形分割なら χ(S1 × S1) = 0であること
から,

(
n−3
2

)
≥ 6, 即ち, n ≥ 7が成り立つことがわかる. また, ∆が射影平面RP 2の

n頂点三角形分割なら χ(RP 2) = 1であるので, n ≥ 6が成り立つ. (実際に 7頂点の
トーラスの三角形分割, 6頂点の射影平面の三角形分割は存在する. 探してみよ!) 実
は, 上のHeawoodの不等式を満たす最小の nが, 殆どの場合で, 閉曲面を三角形分割
する為に必要な最小の頂点数を与えることが知られている. 次の定理はグラフ理論
における基本的な定理の一つである.

定理 3.3 (Jungerman and Ringel [Ri, JR]). M が種数 2の向付け可能な閉曲面, ク
ラインの壺, 種数 3の向付け不可能な閉曲面以外の連結な閉曲面である時, (1)を満
たす任意の nに対しM の n頂点三角形分割が存在する.

上の定理より, Heawoodの不等式を満たす最小の整数 nが閉曲面の三角形分割の
頂点数の最小値を与えることが分かる. 尚, 3つある例外の場合は必要な頂点数は
Heawoodの不等式から導かれる値+1となる.
上で述べたことにより, 閉曲面の場合には問題 3.1は解決していることがわかる.

しかし, JungermanとRingelによる結果の向付け可能な場合が 35年前にようやく証
明されたという事実を見ると, 閉曲面の場合にすらこの問題は簡単ではないことが
わかる. 加えて述べると, Lutzのサーベイ [Lu]が書かれた時点では, 自明な場合であ
る球面 Sdと閉曲面の場合と S1上の Sd−1-bundle の場合 [BD, CSS, Kü]を除くと問
題 3.1の答えが分かっている多様体は 11個しかなかった (現在ではもう少し増えて
いる [DS]) ことなどからも, 問題の難しさが伺える.
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問題 3.1が難しい理由は二つある. 難しい点の一つは, Heawoodの不等式のよう
な頂点数の下限を与える不等式を高次元多様体の場合に与えることが難しいという
点である. 例えば, d次元トーラス T d = S1 × · · · × S1 は 2d+1 − 1個の頂点を持つ三
角形分割の存在が知られており, この数 2d+1 − 1が最小である事が予想されている
[Lu, Conjecture 21]が, d = 3の場合にすらどのようにして頂点数の下限を求めれば
良いのかわかっていない. 一方, もう一つの難しい点は, 多様体の三角形分割を具体
的に構成することの難しさである. 例えば, Si × Sj (但し i ≤ jとする) の三角形分
割は少なくとも i+ 2j + 4個の頂点を持つことが知られており [BK], 丁度 i+ 2j + 4
個の頂点を持つ三角形分割を構成できれば Si × Sjに対して問題 3.1が解けるのであ
るが, S2 × S4の 14頂点の三角形分割が存在するかや S3 × S4の 15頂点の三角形分
割が存在するかなどさえ未解決である.

4. 多様体の三角形分割の頂点数の下限と可換環論

さて, 前の章の最後に問題 3.1が難しい二つの理由を挙げた. 実は, この二つの内,
前者の三角形分割の頂点数の下限を与える問題は可換環論を用いて研究することが
出来る. この最後の章ではこの事について紹介する. 先ずは, Heawoodの不等式の一
般化に関するKühnelの 3つの予想 [Lu, Conjecture 16 and 18]を紹介する.

予想 4.1 (Kühnel). ∆が連結な 2k次元閉多様体の n頂点組合せ三角形分割である
時, 次が成り立つ (

n− k − 2

k + 1

)
≥ (−1)k

(
2k + 1

k + 1

)
(χ(∆)− 2).

上の予想は k = 1の場合は Heawoodの不等式である. 上の予想の類似として,
Kühnelは次のことも予想している.

予想 4.2 (Kühnel). ∆が連結な 2k次元閉多様体の n頂点組合せ三角形分割である
時, 次が成り立つ (

n− k − 2

k + 1

)
≥

(
2k + 1

k + 1

)
βk(∆;Q).

予想 4.3 (Kühnel). ∆が連結な d次元閉多様体の n頂点組合せ三角形分割である時,
次が成り立つ(

n− d+ j − 2

j + 1

)
≥

(
d+ 2

j + 1

)
βj(∆;Q) (j = 1, 2, . . . , ⌊(d− 1)/2⌋).

初見では予想に現れる二項係数が何を意味するのか分かりにくいが, 今はこの予
想が頂点数 nの下限を与える予想であることのみ理解すれば十分である. 先に結論
から述べるが, 上記の予想 4.1, 4.2及び予想 4.3の j = 1の場合は Novikと Swartz
[NS1, NS2]によって予想が肯定的に解決されている. 後から分かったことも加え, 現
在知られていることを纏めると次のようになる.

定理 4.4 (Novik–Swartz [NS1, Theorem 4.4]). ∆が丁度 n個の頂点を持つ境界の無
い連結な向付け可能な F-homology d-manifold なら次が成り立つ(

n− k − 2

k + 1

)
≥ (−1)k

(
2k + 1

k + 1

)
(χ(∆)− 2).
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定理 4.5 (Novik–Swartz, M [Mu2, Theorem 5.2]). ∆が丁度 n個の頂点を持つ境界
の無い連結な F-homology 2k-manifoldなら次が成り立つ(

n− k − 2

k + 1

)
≥

(
2k + 1

k + 1

)
βk(∆;F).

定理 4.6 (Novik–Swartz, M [Mu2, Theorem 5.3]). ∆が丁度 n個の頂点を持つ境界
の無い連結な F-homology d-manifoldなら次が成り立つ(

n− d− 1

2

)
≥

(
d+ 2

2

)
β1(∆;F).

尚, 定理 4.4では向付け可能の仮定が入れられているが, 多様体の三角形分割は
Z/2Z上向付け可能な homology manifoldとなるので, 定理 4.4から予想 4.1が導か
れる. また, 定理 4.5, 4.6も, Novikと Swartzによる最初の証明は向付け可能の仮定
が入れられていたが, [Mu2]で向付けに依存しない証明が与えられた. (Kühnelの予
想を示す際には Z/2Z上で考えて良いので向付け可能性は仮定して問題ない.)
この章の残りで, Kühnelの予想の解決にどのような代数的な道具が使われたのか

簡単に紹介しよう. 以後, Fは無限体であることを仮定する. d次元次数付き F-代数
R = S/Iに対し, R/ΘRが 0次元環となるような一次式の列Θ = θ1, . . . , θdを線形な
巴系 (linear system of parameters)と呼ぶ. Fが無限体であることを仮定すると, 線
形な巴系は必ず存在することが知られている. 単体的複体の次元が dである時, その
Stanley–Reisner環の次元は d + 1である事を注意しておく. 多様体の三角形分割を
代数的に研究する際には次の定理が基本的な道具となる.

定理 4.7 (Novik–Swartz [NS1]). ∆を (d−1)次元Buchsbaum単体的複体, R = F[∆],
Θ = θ1, . . . , θdをRの線形な巴系とする. この時, 任意の i = 1, 2, . . . , d− 1について
次が成り立つ

dimF(R/ΘR)i =

(
d

i

)
βi−1(∆;F).

但し, (R/ΘR)iはR/ΘRの i次斉次成分を表すとする.

∆がBuchsbaumである時, βi−1(∆)は i ̸= dの場合には極大イデアルm ⊂ Sに関
する局所コホモロジーH i

m(F[∆])の長さに一致する. また, 上の結果は局所環の場合
には後藤 [Go]により本質的に証明されている事も補足しておく.

Novikと Swartzは上の定理を用いてKühnelの予想を解決したのであるが, その
話をする前に, 何故, 上の定理が頂点数の下限と関係するのか具体例を用いて解説し
ておこう. M をメビウスの帯とする. この時 β1(M) = 1であり, メビウスの帯を三
角形分割する為には 5個の頂点が必要であることが知られている. ∆をメビウスの
帯の n頂点三角形分割とし, nが 5以上であることを定理 4.7を用いて示してみよう.
R = F[∆]としΘ = θ1, θ2, θ3をRの線形な巴系とする. 定理 4.7より

dimF(R/ΘR)2 ≤ 3 · β1(M) = 3

という不等式を得る. 一方, Rは F[x1, . . . , xn]を割った環であるから, RをΘで割る
ことで実質的に変数が 3つ減り, R/ΘRは F[x1, . . . , xn−3]/J という形の F-代数と同
型になる. すると,(

n− 2

2

)
= dimF

(
F[x1, . . . , xn−3]

)
2
≤ dimF(R/ΘR)2 ≤ 3

5



という一連の不等式を得るが, これが n ≥ 5を導く.
メビウスの帯に関する上の議論を一般化すると, 予想 4.3に近い形の次の不等式が

得られることが簡単にわかる.

系 4.8. ∆が丁度 n個の頂点を持つ d次元Buchsbaum単体的複体である時, 次が成
り立つ (

n− d− 1 + j

j + 1

)
≥

(
d+ 1

j + 1

)
βj(∆;F) (j = 1, 2, . . . , d− 1).

残念ながら上の系からKühnelの予想が導かれるわけではなく, Kühnelの予想の
証明にはもう一工夫必要であるが, 少なくとも上の議論から, 定理 4.7と頂点数の最
小値の間に良い関係があることが見てとれる. 定理 4.7から定理 4.4, 4.5, 4.6をどう
導くかを説明するのは少し大変なので, 本稿では定理 4.6を導く次の定理を紹介する
に止めておくことにする.

定理 4.9 (M–Nevo [MN, Theorem 5.4]). ∆を境界のない向付け可能な F-homology
d-manifoldとし, R = F[∆], Θ+ = θ1, . . . , θd+1, θd+2を十分一般的な一次式とする時,
次が成り立つ

dimF(R/Θ+R)2 ≥
(
d+ 2

2

)
β1(∆;F).

上の定理は, 大雑把に言うと, (十分一般的な)線形な巴系にもう一つ一次式を追加
して Stanley–Reisner環を割る際にも, 次数 2の斉次成分において定理 4.7と同等の
性質が成り立つという結果である. 尚, 上の定理を認めると, 向付け可能な場合には
定理 4.6は以下のように簡単に示せる.(

n− d− 1

2

)
= dimF

(
F[x1, . . . , xn−d−2]

)
2
≥ dimF(R/Θ+R)2 ≥

(
d+ 2

2

)
β1(∆;F).

(向付け不可能な場合の証明はもう少し複雑な手順を取る. 詳しくは [Mu2]を見よ.)
定理 4.9を考えると, 一般に次が成り立つことが予想される.

予想 4.10. ∆を境界の無い (向付け可能な)F-homology d-manifoldとし, R = F[∆]
とする. ある一次独立な一次式の列Θ+ = θ1, . . . , θd+1, θd+2 が存在し, 次が成り立つ

dimF(R/Θ+R)j+1 ≥
(
d+ 2

j + 1

)
βj(∆;F) (j = 1, 2, . . . , ⌊(d− 1)/2⌋).

尚, 上で書いた定理 4.6の証明方法により, 上の予想が正しければそこから予想 4.3
が導かれることもわかる.
最後に少し文献の紹介をしておく. 本稿では最小頂点三角形分割に関する話題の

みを扱ったが, 定理 4.7は多様体の三角形分割の面の個数の研究に様々に応用されて
いる. この応用については, §2で紹介した SwartzとKlee–Novikによる素晴らしい
サーベイ [Sw2, KN]に紹介されているので其方を参照してほしい. 此方も本文中で
既に述べたが, 最小頂点三角形分割についてさらに詳しく知りたい場合は Lutzによ
るサーベイ [Lu]を読むことを勧める. また, 定理 4.7は単体的セル複体と呼ばれるセ
ル複体のクラスに対して応用することもできる. この応用については第 56回の代数
学シンポジウムで報告させて頂いた [Mu1] のでそちらを参照してほしい. 本稿とは
違い [Mu1]には代数的なことももう少し詳細に解説している.
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