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本報告では，局所環上長さ有限な加群に付随する不変量であるブックスバウム・リム重
複度とその一般化である随伴ブックスバウム・リム重複度について, 基本性質の紹介とこれ
までに得られた結果の紹介を, イデアルの重複度が持つ性質の類似を中心に行う. 第 1節で
は, イデアルの重複度について復習する. 特に, Koszul複体のホモロジー群のオイラー標数
との関係を表す Serreの定理を思い出し, Buchsbaumが加群の重複度を考えるに至った動機
を説明する. 第 2節では, Buchsbaum-Rimが導入した加群の重複度の概念とその基本性質
をまとめる. また, 巴系イデアルの重複度が持つ基本性質の類似について考察し, Hyry氏と
の共同研究で得られた結果を紹介する. 第 3節では, Rees, Kleiman-Thorupによって導入
された加群に付随する 2変数ブックスバウム・リム関数および重複度の列（随伴ブックスバ
ウム・リム重複度）の概念とその基本性質をまとめる. 第 4節では, 随伴ブックスバウム・
リム重複度の具体的計算を巡回加群の直和の場合に行い得られた最近の結果を報告する. こ
れは, Kirby-Reesによって得られていた随伴ブックスバウム・リム重複度を混合重複度で
表す公式の（一部の）一般化と考えられる. 証明の概略についても触れる. 最後の節では,

Kleiman-Thorupによって指摘された 2変数ブックスバウム・リム関数を記述する, ある標
準的 Z2次数付き環の構成法に触れる.

本稿は, 第 60回代数学シンポジウムにおける講演内容に, 講演では詳しく触れることがで
きなかった次の内容を付け加えてまとめたものです.

• 巡回加群の直和の随伴ブックスバウム・リム重複度公式 (定理 4.2)の証明の概略

• 2変数ブックスバウム・リム関数を記述する Z2次数付き環の構成法

講演の機会を与えてくださったことに深く感謝いたします.

1 イデアルのヒルベルト・サミュエル重複度
局所環内のイデアルに付随する重複度の概念は, 1950年代初頭に Samuelによって与えら

れた. イデアルの重複度は, Samuel, 永田らによってイデアル論を基礎にした基礎理論が完
成されて以来, 局所環論における重要な不変量のひとつとして現在までに多くの詳細な研究
がある. Samuelによるイデアルの重複度の定義を復習しよう.

以下, (R,m)はネーター局所環，d = dimR > 0とし，I はRのm–準素イデアルとする.

このとき, イデアル I に付随する次の長さの関数が考えられる.

λI : Z≥0 → Z≥0 ; p 7→ ℓR(R/Ip)
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関数 λI を（Rのイデアル）Iのヒルベルト・サミュエル関数（HS関数）という. Samuelは,

関数 λI(p)が十分大きい p ≫ 0で d次多項式関数となることを示した. すなわち, 次数 dの
多項式 PI(x) ∈ Q[x]が存在して

λI(p) = PI(p) for all p ≫ 0

を満たす. 多項式 PI(x)の最高次係数を正規化して得られる正整数を I のヒルベルト・サ
ミュエル重複度（HS重複度）と呼び, e(R/I)または e(I)で表す.

e(R/I) = lim
p→∞

λI(p)

pd
× d!

イデアルのHS重複度研究は, その節減をとることによって巴系イデアルのそれに帰着さ
れる場合が多く, 巴系イデアルの重複度は様々な良い性質を持つことが知られている. 中で
も最も基本的かつ重要な結果として, Koszul複体のホモロジー群のオイラー標数との関係を
明らかにした次の Serreの定理がある.

定理 1.1. (Serre [17], Auslander-Buchsbaum [1])

a = a1, a2, . . . , an はイデアル I の極小生成系, K•(a)は列 aに関する Koszul複体とし,

Hi(K•(a))でK•(a)の i番目のホモロジー群を表す.

(1) Koszul複体のホモロジー群のオイラー標数について次が成り立つ.

χ(K•(a)) :=
∑
i≥0

(−1)iℓR(Hi(K•(a))) =

{
e(R/I) (n = d)

0 (n > d)

(2) Koszul複体のホモロジー群の部分オイラー標数は非負である.

χj(K•(a)) :=
∑
i≥j

(−1)i−jℓR(Hi(K•(a))) ≥ 0 for all j ≥ 0

よって, n = d, すなわち, I が巴系イデアルのとき, 不等式

e(R/I) ≤ ℓR(R/I)

が成り立つ.

特に, Rが Cohen-Macaulayならば, 任意の巴系イデアル I について, e(R/I) = ℓR(R/I)

である. また, この逆も正しいことがよく知られている.

系 1.2. 次は同値である.

(1) Rは Cohen-Macaulay

(2) 任意の巴系イデアル I について, e(R/I) = ℓR(R/I)

(3) ある巴系イデアル I について, e(R/I) = ℓR(R/I)
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Serreの定理が示唆する形式的な側面のひとつに,イデアルの重複度の概念は,自由加群の間
のR線形写像φ : Rn → Rに付随する概念,あるいはその余核である巡回加群Cokerφ = R/I

に付随する概念と見なすことが自然であることが挙げられる. この視点に立つとき, 一般に
自由加群の間のR線形写像, あるいはその余核として現れる（巡回加群とは限らない）有限
生成加群の場合に重複度の概念を拡張できないかという問題を考えることは自然である. こ
れが 1960年代初頭における Buchsbaumの問題であった. 1

問題 1.3. (Buchsbaum)

R線形写像Rn → R（1× n型行列）に付随する重複度（およびKoszul複体）の概念を,

一般の有限生成自由加群の間の R線形写像 Rn → Rr（r × n型行列）に付随する概念に拡
張できないか? 言い換えると, m–準素イデアル I から定義される巡回加群 R/I に付随する
重複度の概念を, 長さ有限なR加群の場合に拡張できないか?

2 加群のブックスバウム・リム重複度
1964年, Buchsbaum-Rim [6]は, イデアルの HS重複度の拡張概念（および Koszul複体

の一般化）である加群の重複度の概念（および一般化されたKoszul複体）を得て, 問題 1.3

に対する自然な解答を与えた. Buchsbaum-Rimによる加群の重複度の定義を思い出そう.

以下, Cは長さ有限なR加群とする. Cの極小な有限表示 φをとり固定しよう. Cの 1番
目のシジジーをM := Imφ ⊂ F := Rrとおく.

Rn φ→ Rr → C → 0

C が長さ有限より, n ≥ d+ r − 1に注意する. φが導く対称代数の間の射を φ̃ := SymR(φ)

とし, その余核を考える.

SymR(R
n)

φ̃→ S := SymR(F ) → Coker φ̃ → 0

Coker φ̃は, Sの次数付き部分環R[M ] := Im φ̃上の次数付き加群で, 各斉次成分は長さ有限
である. よって, 次の長さの関数が考えられる.

λM : Z≥0 → Z≥0 ; p 7→ ℓR([Coker φ̃]p)

関数 λM を（F の部分加群）M に付随するブックスバウム・リム関数（BR関数）という.

Buchsbaum-Rimは, 関数 λM が十分大きい p ≫ 0で d+ r− 1次多項式関数となることを示
した. すなわち, 次数 d+ r − 1の多項式 PM (x) ∈ Q[x]が存在して,

λM (p) = PM (p) for all p ≫ 0

を満たす. 多項式 PM (x)の最高次係数を正規化して得られる正整数をCのブックスバウム・
リム重複度（BR重複度）と呼び, e(C)または e(M)で表す.

e(C) = lim
p→∞

λM (p)

pd+r−1
× (d+ r − 1)!

1Buchsbaum は次のように述べている. It was natural at the time that the paper [5, 6] were being
written, to try to generalize the notions of Hilbert-Samuel polynomials and multiplicity to the situation
of finitely generated modules rather than just cyclic modules, that is, to modules of the form Coker(f :
Rm → Rn),m ≥ n, rather than those of the form Coker(f : Rm → R). ([3, p.69])
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BR重複度 e(C)は, C の有限表示 φの取り方によらない長さ有限な加群に付随する不変量
である. BR重複度研究は, イデアルの場合同様, M の節減をとることで n = d+ r − 1を満
たす加群のそれに帰着される場合が多い. n = d+ r− 1を満たす行列（R線形写像）φを巴
系行列, その像M = Imφ ⊂ F = Rrを（F における）巴系加群という.

問題 2.1. 巴系イデアルの重複度の場合同様, 巴系加群の BR重複度を, ある複体のホモロ
ジー群のオイラー標数で表示すること（Serreの定理の類似）は可能か?

Buchsbaum-Rim [6]は, 問題 2.1に良い解答を与えてくれる複体を構成し, Serreの定理の
類似を証明した. 主張を述べる前に, この複体（BR複体と呼ばれる）がもつ基本性質を復
習しておく. BR複体は, R上の r × n型行列 φ = (aij)（R線形写像 φ : Rn → Rr）に付随
する長さが n− r + 1の自由複体BR•(φ)で次の性質をもつ.

• r = 1ならば, BR•(φ) ∼= K•(φ)

• H0(BR•(φ)) ∼= Cokerφ =: C

• grade sensitivityを満たす. すなわち,

n− r + 1 = grade Ir(φ) + max{i | Hi(BR•(φ)) ̸= (0)}

が成り立つ. ただし, Ir(φ) (= Fitt0(C))は行列 φの r次小行列式で生成される Rの
イデアルを表す.

• grade Ir(φ)が取り得る最大値 n−r+1をもつとき, BR•(φ)はCの自由分解を与える.

ただし, Hi(BR•(φ))は φの BR複体BR•(φ)の i番目のホモロジー群を表す.

定理 2.2. 2 (Buchsbaum-Rim [6])

(1) BR複体のホモロジー群のオイラー標数について次が成り立つ.

χ(BR•(φ)) :=
∑
i≥0

(−1)iℓR(Hi(BR•(φ))) =

{
e(C) (n = d+ r − 1)

0 (n > d+ r − 1)

(2) 次は同値.

(i) Rは Cohen-Macaulay

(ii) 任意の巴系行列をもつ長さ有限なR加群 C について, e(C) = ℓR(C)

イデアルの場合の類似で自然に次の問題が考えられる.

問題 2.3. 巴系行列をもつ長さ有限なR加群 C に対し, 一般に不等式

e(C) ≤ ℓR(C)

が成り立つか? また, 等号成立ならRは Cohen-Macaulayか?
2Kirbyは,行列φと整数 t ∈ Zに付随する自由複体の族 {K•(φ, t)}t∈ZでK•(φ, 1) ∼= BR•(φ)なるものを構成

し ([11]),そのオイラー標数について定理 2.2の類似が成り立つことを証明した ([12]). 特に, K•(φ, 0) ∼= EN•(φ)
が Eagon-Northcott複体であることから, Cohen-Macaulay局所環上の任意の巴系行列をもつ長さ有限な R加
群 C について, e(C) = ℓR(R/Ir(φ))が成り立つ.
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この問題 2.3に対し, Hyry氏との共同研究で次を得た.

定理 2.4. 3 (H-Hyry [9])

(1) BR複体のホモロジー群の部分オイラー標数は非負である.

χj(BR•(φ)) :=
∑
i≥j

(−1)i−jℓR(Hi(BR•(φ))) ≥ 0 for all j ≥ 0

よって, n = d+ r − 1, すなわち, φが巴系行列のとき, 不等式

e(C) ≤ ℓR(C)

が成り立つ.

(2) 次は同値.

(i) Rは Cohen-Macaulay

(ii) ある巴系行列をもつ長さ有限なR加群 C について, e(C) = ℓR(C)

この定理 2.4の BR重複度に関する不等式および Cohen-Macaulay局所環の特徴付けは,

次のように BR関数に関するそれに拡張された. これは, イデアルの HS関数の場合にも新
しい内容を含むと思われる.

定理 2.5. (H-Hyry [10])

(1) n = d+ r − 1, すなわち, φが巴系行列のとき, 不等式

λM (p) ≥ e(C)

(
p+ d+ r − 2

d+ r − 1

)
for all p > 0

が成り立つ.

(2) 次は同値. 4

(i) Rは Cohen-Macaulay

(ii) 任意の巴系行列をもつR加群Cについて, λM (p) = e(C)
(
p+d+r−2
d+r−1

)
for all p > 0

(iii) ある巴系行列をもつR加群Cについて, λM (p) = e(C)
(
p+d+r−2
d+r−1

)
for some p > 0

3 加群の随伴ブックスバウム・リム重複度
加群の重複度（BR重複度）の概念は, 1964年にBuchsbaum-Rimによって導入されて以

降, しばらくの間注目されることはなかったが, 1980年代にKirby [12]によって見直され, そ
の後, Gaffneyによって特異点論分野における研究で用いられ始めたのを契機に本格的な研
究が再開された. Gaffney [7]は, BR重複度と加群の節減の関係について, イデアルの場合と

3定理 2.4(1) の非負性は, t ≥ −1 に付随する一般化された Koszul 複体 K•(φ, t) に対して成り立つ. 特に,
K•(φ, 0) ∼= EN•(φ)の部分オイラー標数の非負性から, φが巴系行列なら e(C) ≤ ℓR(R/Ir(φ))も正しい ([9]).

4(i)から (ii)は Brennan-Ulrich-Vasconcelos [4]によって最初に証明された.
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類似の性質が成り立つことを予想した. この問題に対し, Reesは加群に付随する 2変数関数
を用いて, これを肯定的に解決し, Kirbyとの共同研究 [13, 14]でBR重複度を含む一般的な
重複度理論を展開した. Kleiman-Thorup [15, 16]は, Kirby-Reesとは異なる手法で, 同時独
立に一般的な重複度理論を展開した. これら理論の過程で導入された加群に付随する不変量
の列（BR重複度をその一部に含む）を随伴ブックスバウム・リム重複度という.

以下, 第 2節同様, C は長さ有限なR加群とし, C の自由加群による極小な有限表示 φを
取って固定し, C の 1番目のシジジーをM := Imφ ⊂ F := Rr とおき, F の対称代数を
S := SymR(F ) = ⊕p≥0Spとする. R[M ] = ⊕p≥0M

pでM の元が定義する S の 1次式で生
成される Sの部分R代数（M のRees環）を表す. このとき, 次の 2変数関数が考えられる.

ΛM : Z≥0 × Z≥0 → Z≥0 ; (p, q) 7→ ℓR(Sp+q/M
pSq)

関数 ΛM を（F の部分加群）M に付随する 2変数ブックスバウム・リム関数（2変数 BR

関数）という. Kleiman-Thorup, Kirby-Reesは, 関数 ΛM は十分大きい p, q ≫ 0で全次数
d+ r − 1次 2変数多項式関数となることを示した. すなわち, 全次数 d+ r − 1の 2変数多
項式 PM (x, y) ∈ Q[x, y]が存在して,

ΛM (p, q) = PM (p, q) for all p, q ≫ 0

を満たす. 多項式 PM (x, y)の最高次単項式 xd+r−1−jyj の係数を正規化して得られる整数
をCの随伴ブックスバウム・リム重複度（随伴BR重複度）と呼び, ej(C)または ej(M)で
表す.

PM (x, y) =
ej(C)

(d+ r − 1− j)!j!
xd+r−1−jyj + (全次数が d+ r − 2以下の項)

随伴 BR重複度 ej(C)は, C の有限表示 φの取り方によらない長さ有限な R加群 C の不変
量である.

注意 3.1. (1) 2変数 BR関数 ΛM (p, q)を q = 0に固定した関数 ΛM (p, 0)が, BR関数
λM (p)である.

(2) 2変数 BR関数 ΛM (p, q)は, 加群M ⊂ F から自然に構成される, ある標準的 Z2次数
付き環のヒルベルト関数に一致する.

2変数 BR関数は通常の BR関数をその一部に完全に含む関数であるが, その漸近挙動を
表す多項式の間に自明な関係はない. しかし, Kleiman-Thorup, Kirby-Reesは同時独立に随
伴 BR重複度と通常の BR重複度の間に次の著しい関係があることを証明した.

定理 3.2. (Kleiman-Thorup [15], Kirby-Rees [14])

(1) 最初の随伴 BR重複度 e0(C)は BR重複度 e(C)に一致する.

e0(C) = e(C)

(2) 随伴 BR重複度は非負整数減少列で, er−1(C)は正, er(C)以降は 0である.

e0(C) ≥ e1(C) ≥ · · · ≥ er−1(C) > er(C) = · · · = ed+r−1(C) = 0
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4 巡回加群の直和の随伴BR重複度の計算
加群の BR重複度および随伴 BR重複度の具体的研究は, イデアルの HS重複度の場合の

それと比べあまり進んでいないが, 巡回加群の直和の場合には, イデアルの混合重複度との
関係を明らかにしたKirby-Reesによる次の結果がある. 5

定理 4.1. (Kirby-Rees [14])

I1, . . . , IrはRのm–準素イデアルとし, C = R/I1 ⊕ · · · ⊕R/Irとおく.

(1) C の BR重複度はイデアル I1, . . . , Irの混合重複度全ての和と一致する.

e(C) =
∑

i1+···+ir=d

i1,...,ir≥0

ei1···ir(I1, . . . , Ir)

(2) I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Irと仮定する. このとき, Cの随伴 BR重複度について次が成り立つ.

ej(C) = e(R/Ij+1 ⊕ · · · ⊕R/Ir) for all j = 0, 1, . . . , r − 1

一般の巡回加群の直和の場合にも随伴 BR重複度を通常の BR重複度で表す公式はある
か? この問題に対し, 次の部分的解答を得た.

定理 4.2. I1, . . . , Ir は Rの m–準素イデアルとし, C = R/I1 ⊕ · · · ⊕ R/Ir とおく. このと
き, 次が成り立つ.

er−1(C) = e(R/I1 + · · ·+ Ir)

特に, I1, . . . , Ir−1 ⊂ Irのとき, er−1(C) = e(R/Ir)である.

証明. （概略）M := I1 ⊕ · · · ⊕ Ir ⊂ F := Rr, S := R[t1, . . . , tr] = ⊕p≥0Spとおく. 随伴
BR重複度を計算するには, R[M ] = R[I1t1, . . . , Irtr] = ⊕p≥0M

p ⊂ Sとしてよい. p, q ≥ 0

に対し,

Hp,q := {ℓ ∈ Zr
≥0 | |ℓ| := ℓ1 + · · ·+ ℓr = p+ q}

とおく. ℓ ∈ Hp,q に対し, Rのイデアル Jp,q(ℓ)を次で定める.

Jp,q(ℓ) :=
∑
|i|=p
0≤i≤ℓ

Ii =
∑
|i|=p
0≤i≤ℓ

Ii11 · · · Iirr

このとき, ΛM (p, q) =
∑

ℓ∈Hp,q
ℓR(R/Jp,q(ℓ))である. ΛM (p, q)の漸近挙動を調べるには,

q ≥ (r − 1)p ≫ 0としてよい. このとき, 任意の ℓ ∈ Hp,q について, 少なくともひとつは
ℓi ≥ pなる成分をもつことに注意する. k = 1, . . . , rに対し,

H(k)
p,q := {ℓ ∈ Hp,q | ♯{i | ℓi ≥ p} = k}

と定め, Hp,q をこれらで分割すると,

ΛM (p, q) =
r∑

k=1

∑
ℓ∈H(k)

p,q

ℓR(R/Jp,q(ℓ))

5この他の BR重複度および 2変数 BR関数の具体的研究として, 例えば [2]や [8]などがある.
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である. Λ
(k)
M (p, q) :=

∑
ℓ∈H(k)

p,q
ℓR(R/Jp,q(ℓ))とおくと次が正しい.

Claim 任意の q ≥ (r − 1)p ≫ 0について,

(1) Λ
(r)
M (p, q) =

(
q−(r−1)(p−1)

r−1

)
ℓR(R/(I1 + · · ·+ Ir)

p)

(2) Λ
(r−1)
M (p, q)

=
(
q−(r−2)(p−1)

r−2

)∑r
j=1

(∑p−1
i=0 ℓR(R/(I1 + · · ·+ Îj + · · ·+ Ir)

p−i(I1 + · · ·+ Ir)
i)
)

+ (qの次数が r − 3以下)

(3) 任意の 1 ≤ k ≤ r − 2に対し, degy gk(x, y) ≤ k − 1なる多項式 gk(x, y) ∈ Q[x, y]が存
在して, Λ

(k)
M (p, q) ≤ gk(p, q)を満たす.

従って, degy g(x, y) ≤ r−2なる多項式 g(x, y) ∈ Q[x, y]が存在して, ΛM (p, q)−Λ
(r)
M (p, q) ≤

g(p, q) for all q ≥ (r − 1)p ≫ 0とできる. 故に, degy f(x, y) ≤ r − 2なる多項式 f(x, y) ∈
Q[x, y] が存在して, ΛM (p, q) − Λ

(r)
M (p, q) = f(p, q) for all q ≥ (r − 1)p ≫ 0を満たす.

ΛM (p, q) = Λ
(r)
M (p, q) + f(p, q)の両辺の pdqr−1の係数を比較して, 定理の主張を得る.

この証明から, r = 3の場合には残る e1(C)についても次の公式が成り立つことがわかる.

系 4.3. I := I1 + I2 + I3, Iij := Ii + Ij (1 ≤ i < j ≤ 3)とおくと, 次が成り立つ.

e1(R/I1 ⊕R/I2 ⊕R/I3) =
∑

1≤i<j≤3

e(R/Iij ⊕R/I)− 2(d+ 1)e(R/I)

A 次数付き環拡大に付随する次数環
2変数 BR関数 ΛM (p, q)は加群M ⊂ F から自然に構成される, ある標準的 Z2次数付き

環のヒルベルト関数に一致する (注意 3.1(2)). これは, Kleiman-Thorup [16]によって指摘
され, BR重複度理論の一部分が大幅に簡略化された. この節では, この標準的 Z2次数付き
環の構成法を一般の次数付き環拡大の場合に与える.

以下, A ⊂ Bは標準的Z次数付き環拡大でA0 = B0 = Rなるものとする. R := R(A1B) =

B[A1T ] ⊂ B[T ]を B のイデアル A1B の Rees環とし, R′ := R′(A1B) = B[A1T, T
−1] ⊂

B[T, T−1]を拡大Rees環, G := R′/T−1R′を随伴次数環とする. ここで, T は不定元である.

多項式環B[T ]を deg T = (1,−1), Bnの元の次数を (0, n)と定めることで Z2次数付き環と
みなす.

命題 A.1. (1) RはB[T ]の標準的 Z2次数付き部分環で,

R(p,q)
∼=

{
ApBq (p, q ≥ 0)

(0) (other)

(2) R′はB[T, T−1]の Z2次数付き部分環で,

R′
(p,q)

∼=


ApBq (p, q ≥ 0)

Bp+q (p < 0, q ≥ −p)

(0) (other)
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(3) Gは標準的 Z2次数付き環で,

G(p,q)
∼=

{
ApBq/Ap+1Bq−1 (p, q ≥ 0)

(0) (other)

G上の多項式環G[u]を, G(1,0)の元の次数を (1, 0, 0), G(0,1)の元の次数を (0, 1, 0), deg u =

(0, 0, 1)と定めることで Z3次数付き環とみなす.

C :=

α

 1

0

1

+ β

 0

1

1

+ γ

 0

1

0

 | α, β, γ ∈ Z≥0


とおき,

H :=
∑

t(i,j,k)∈C

G[u](i,j,k) ⊂ G[u]

と定める.

命題 A.2. (1) HはG[u]の Z3次数付き部分環で, H = R[G(1,0)u,G(0,1)u,G(0,1)]である.

(2) Hは, G(1,0)uおよびG(0,1)uの元の次数を (1, 0), G(0,1)の元の次数を (0, 1)と定めるこ
とで標準的 Z2次数付き環の構造をもつ. このとき, 任意の p, q ≥ 0について,

H(p,q)
∼=

⊕
i+j=p+q
0≤i≤p

AiBj/Ai+1Bj−1

である. ここで, 次のフィルトレーションがあることに注意する.

Bp+q ⊃ A1Bp+q−1 ⊃ · · · ⊃ ApBq ⊃ Ap+1Bq−1

ここまでの議論を（前節までの記号・状況で）A = R[M ] ⊂ B = Sとして適用すると,

ΛM (p, q) = ℓR(Sp+q/M
pSq)

= ℓR(Sp+q/MSp+q−1) + ℓR(MSp+q−1/M
2Sp+q−2) + · · ·+ ℓR(M

p−1Sq+1/M
pSq)

= ℓR(H(p−1,q+1))

となり, ΛM (p, q)はH(−1, 1)のヒルベルト関数に一致することがわかる.
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