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概要

整凸多面体の研究において、整凸多面体に付随する Ehrhart多項式・Ehrhart環は非常に

重要な研究対象であり、様々な観点 (組合せ論・可換環論・トーリック幾何)から研究が行わ

れている。また、Ehrhart多項式の母函数に現れる非負整数列である h∗列はこれらの研究

において重要な役割を担う。本稿では、整凸多面体の Ehrhart多項式・Ehrhart環の研究と

して「h∗列の特徴付け」および「h∗列の unimodal性」について紹介する。

1 導入

P ⊂ Rdを整凸多面体 (lattice polytope)、つまり頂点が全て Zdの点であるような凸多面

体とし、dimP = dとする。任意の正の整数 nに対し、

i(P, n) = |nP ∩ Zd|

と定める。ただし、nP = {nα : α ∈ P}とする。1962年にEhrhartにより、この数え上げ函

数 i(P, n)が nに関する d次多項式でその定数項が１であることが証明された。この多項式

i(P, n)はP のEhrhart多項式 (Ehrhart polynomial)と呼ばれている。さらに、Macdonald

により、Ehrhart–Macdonald相互法則 (reciprocity law)と呼ばれる等式

|nP ◦ ∩ Zd| = (−1)di(P,−n) (∀n ∈ Z>0) (1.1)

(ただしP ◦はP の内部を表す)が成立することが証明された。Ehrhart多項式については [6,

Chapter 3–4](あるいは [14, Part II])に詳細に書かれているので参照されたい。

また、Ehrhart多項式の母函数 1 +
∑

n≥1 i(P, n)t
nを考えると、次のような有理関数の形

になることが知られている：

1 +
∑
n≥1

i(P, n)tn =
h∗0 + h∗1t+ · · ·+ h∗dt

d

(1− t)d+1
.

この母函数の分子の係数からなる数列 h∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)を P の h∗列 (h∗-vector)と

呼ぶ。(h∗-vectorは δ-vectorや Ehrhart h-vectorなどとも呼ばれている。) また h∗列を係

1



数とする多項式 h∗P (t) = h∗0 +h∗1t+ · · ·+h∗dt
dを P の h∗多項式 (h∗-polynomial)と呼ぶ。さ

らに等式 (1.1)により (1− t)d+1
∑

n≥1 |nP ◦ ∩ Zd|tn =
∑d+1

j=1 h
∗
d+1−jt

j を得る。特に、

min{ℓ : ℓP ◦ ∩ Zd ̸= ∅} = d+ 1−max{i : h∗i ̸= 0} (1.2)

が成り立つ。

定義から明らかかもしれないが、P のEhrhart多項式と h∗列は同値な対象である。実際、

i(P, n)は h∗列を使って

i(P, n) =
d∑

j=0

h∗j

(
n− d+ j

d

)
と表される。

d次元整凸多面体 P の h∗列 h∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)は次のような性質を満たす。

• h∗0 = 1, h∗1 = |P ∩ Zd| − (d+ 1), h∗d = |P ◦ ∩ Zd|が成り立つ。したがって h∗1 ≥ h∗dが

成り立つ。

• 各 h∗i は非負整数。

• もし P ◦ ∩ Zd ̸= ∅ならば 1 ≤ i ≤ d− 1に対して h∗i ≥ h1が成立する ([16])。

• i(P, n)の最高時の係数 (
∑d

j=0 h
∗
j )/d!はP の体積に一致する ([6, Corollary 3.20, 3.21])。

例 1.1 P を下図のような３次元整凸多面体とする。このとき、

i(P, n) = (n+ 1)3, h∗(P ) = (1, 4, 1, 0), h∗P (t) = 1 + 4t+ t2

となる。実際、P の体積は１であり、i(P, n)の最高次の係数も (h∗列の和)/3!も１である。

(1,0,0)

(0,1,0)

(0,0,1)
P

(0,1,1)

(1,1,0)

(1,0,1)

注 1.2 Pをd次元整凸多面体としh∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)とする。このとき等式 (Pの体積) =∑d

j=0 h
∗
j/d!が成立するが、これはピックの公式の高次元化に他ならない。実際、d = 2と

し、h∗0 = 1および h∗1 = |P ∩ Zd| − (d+ 1)および h∗d = |P ◦ ∩ Zd|を
∑d

j=0 h
∗
j に代入すると

(P の面積) =
h∗0 + h∗1 + h∗2

2!
=

1 + |P ∩ Z2| − 3 + |P ◦ ∩ Z2|
2

= |P ◦ ∩ Z2|+ |∂P ∩ Z2|
2

− 1

を得る。
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整凸多面体に付随する次数付き代数を定義する。kを体とする。整数点 (α1, . . . , αd) ∈ Zd

に対し、Xα = Xα1
1 · · ·Xαd

d という Laurent単項式を定める。整凸多面体 P ⊂ Rd に対し、

k[P ]を Laurent単項式の集合 {XαY n : α ∈ nP ∩ Zd, n ∈ Z≥0}で生成される k代数とす

る。つまり、

k[P ] = k[XαY n : α ∈ nP ∩ Zd, n ∈ Z≥0] ⊂ k[X±
1 , . . . , X±

d , Y ]

とする。この k代数を P のEhrhart環 (Ehrhart ring)と呼ぶ。

Ehrhart環は次のような性質を満たす。

• k[P ]は deg(XαY n) = n(ただし α ∈ nP ∩ Zd)という次数付けに関して有限生成次数

付き k代数の構造を持つ。

• k[P ]は標準的次数付き (standard graded)、つまり次数１の元で生成されるとは限ら

ないが、一般に半標準的次数付き (semi-standard graded)、つまり次数１の元で生成

される部分環上有限生成加群になる。

• k[P ]のKrull次元は dimP + 1に一致する。

• k[P ]のHilbert函数 dimk(k[P ])nは i(P, n)に一致する。(k[P ]が Ehrhart環と呼ばれ

る所以である。)

• k[P ]は正規アフィン半群環の構造を持つ。特に、Cohen–Macaulay整域である。

例 1.3 P を下図のような３次元整凸多面体とする。このとき

k[P ] = k[Y,X1X2Y,X1X3Y,X2X3Y,X1X2X3Y
2]

∼= k[x1, x2, x3, x4, y]/(x1x2x3x4 − y2) (deg xi = 1, deg y = 2)

となる。このEhrhart環の例は標準的次数付きではないが半標準的次数付きとなっている。

(1,1,0)

(0,1,1)

(1,0,1)

P

2 整凸多面体のh∗列の特徴付け

整凸多面体の重要な研究として、下記の２つの問題の解決が挙げられる。
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問題 2.1 任意に与えられた非負整数列 (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d) ∈ Zd+1

≥0 が d次元整凸多面体の h∗列

になるための必要十分条件を与えよ。

問題 2.2 d次元整凸多面体の h∗列 (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)に対し、(h∗0, h

∗
1, . . . , h

∗
d)と同じ h∗列を

持つ d次元整凸多面体を unimodular同値を除いて全て分類せよ。

前述の通り、Ehrhart多項式と h∗列は同値な対象であるので、問題 2.1はEhrhart多項式

の特徴付けを考えていることに他ならない。様々な組合せ論的対象の数え上げ函数が整凸多

面体の Ehrhart多項式として記述できるので、整凸多面体の Ehrhart多項式を特徴付ける

ことは数え上げ組合せ論において重要な問題であると言える。また、整凸多面体の構造その

ものを調べる上では、同じ Ehrhart多項式 (h∗列)を持つ整凸多面体を (ある種の同型を除

いて)分類することも非常に自然な問題である。

第２章では問題 2.1を様々な条件の下で考察する。

2.1 次元が小さい場合

まず、dが小さい場合にいつ非負整数列 (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d) ∈ Zd+1

≥0 が d次元整凸多面体の h∗

列になるかを議論する。d = 1の場合はほとんど自明である。

命題 2.3 任意の非負整数 aに対し、(1, a)は１次元整凸多面体 (端点が整数の有界閉区間)

の h∗列になる。

証明：P = [0, a+ 1] ⊂ Rとすれば良い。 2

d = 2の場合は決して自明ではないが、次の結果が知られている。

定理 2.4 ([27]) 非負整数 a, b ∈ Z≥0に対し、(1, a, b)が２次元整凸多面体の h∗列である必

要十分条件は a, bが次のいずれかを満たすときである：

• b = 0； • 1 ≤ b ≤ a ≤ 3b+ 3； • a = 7かつ b = 1となる。

d = 3の場合は d = 2の場合に比べて急に難しくなり、知られている結果はほとんどない。

関連する重要な結果といえば、[8, 9]において、h∗1 ≤ 2となる３次元整凸多面体を全て分

類した (つまり問題 2.2を d = 3かつ h∗1 ≤ 2の場合に解決した)結果があり、その系として

h∗1 ≤ 2なる３次元整凸多面体の h∗列の特徴付けが得られる。

2.2 体積が小さい場合

次に、
∑d

j=0 h
∗
jが小さい場合を考える。第１章で紹介したように、h

∗列はh∗0 = 1やh∗1 ≥ h∗d

を満たすが、さらに次の２つ不等式が成り立つことも知られている。d次元整凸多面体 P の

h∗列 (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)に対し、s = max{i : h∗i ̸= 0}とする。このとき

h∗0 + h∗1 + · · ·+ h∗i ≤ h∗s + h∗s−1 + · · ·+ h∗s−i 0 ≤ i ≤ s (2.1)
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が成り立つ ([29])。さらに、

h∗d + h∗d−1 + · · ·+ h∗d−i ≤ h∗1 + h∗2 + · · ·+ h∗i+1 0 ≤ i ≤ d− 1, (2.2)

が成り立つ ([16, Remark (1.4)])。

つまりこれらの条件は任意に与えられた非負整数列 (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d) ∈ Zd+1

≥0 が d次元整凸

多面体の h∗列であるための必要条件である。逆に、
∑d

j=0 h
∗
j ≤ 3のとき、これらは十分条

件となることも知られている。

定理 2.5 ([18, Theorem 0.1]) d ≥ 3とし、非負整数列 (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d) ∈ Zd+1

≥0 は h∗0 = 1

かつ
∑d

j=0 h
∗
j ≤ 3を満たすとする。このとき h∗(P ) = (h∗0, h

∗
1, . . . , h

∗
d)となる d次元整凸多

面体 P が存在する必要十分条件は (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)が不等式 (2.1)および (2.2)を満たすこと

である。

ただしこの定理は
∑d

j=0 h
∗
j = 4のとき成立しない。つまり不等式 (2.1)および (2.2)だけ

では十分でないが、[17, Theorem 4.1]において、
∑d

j=0 h
∗
j = 4の場合の特徴付けも与えら

れている。さらに、
∑d

j=0 h
∗
j ≥ 5の場合に向けて、

∑d
j=0 h

∗
j が素数である整単体の h∗列が

満たす条件が [19, Theorem 1.1] において与えられており、この必要条件が
∑d

j=0 h
∗
j = 5ま

たは 7のときは十分条件にもなることが知られている ([19, Theorem 1.2, Theorem 1.3])。

2.3 次数が小さい場合

P を d次元整凸多面体とし、h∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)とする。P の次数 deg(P )を

deg(P ) = max{i : h∗i ̸= 0}

で定める。次数が小さい場合の h∗列の特徴付けについて考える。

次はよく知られた命題である。

命題 2.6 (c.f. [6, Theorem 2.4]) d次元整凸多面体 P ⊂ Rdに対し、

P ′ = conv({(α, 0) ∈ Rd+1 : α ∈ P} ∪ {(0, . . . , 0, 1)})

とおく。(P ′は P の lattice pyramidと呼ばれる。) このとき、P ′は d + 1次元整凸多面

体であり、h∗P ′(t) = h∗P (t)となる。特に、deg(P ′) = deg(P )が成り立つ。

この命題を念頭に置くと、次数が１の h∗列の特徴付けはほとんど自明である。

命題 2.7 任意の正の整数 aおよび dに対し、(1, a, 0, . . . , 0) ∈ Zd+1
≥0 は d次元整凸多面体の

h∗列になる。

証明：P として [0, a+1] ⊂ Rを (d− 1)回 lattice pyramidをとったものとすればよい。 2

次数が２の場合についても次の結果が知られている。
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定理 2.8 ([13, 30]) 非負整数 a, b ∈ Z≥0(b ̸= 0)および d ≥ 2に対し、(1, a, b, 0, . . . , 0)が d

次元整凸多面体の h∗列である必要十分条件は a, bが次のいずれかを満たすときである：

• a ≤ 3b+ 3； • a = 7かつ b = 1となる。

次数が３以上の場合については、ほとんど未解決である。そもそも d = 3の場合が解決し

ていないので完全解決はまだまだ先になりそうな状況である。

2.4 対称な場合

P を d次元整凸多面体とし h∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)とし deg(P ) = sとする。このとき

h∗(P )が対称 (symmetric)であるとは h∗i = h∗s−i (0 ≤ i ≤ s)が成り立つときに言う。

対称な h∗列に関して次のことが良く知られている。

命題 2.9 (1) P の h∗列が対称であることと P の Ehrhart環がGorensteinであることは同

値である ([29])。

(2) P の h∗列が対称かつ deg(P ) = dであることとP が反射的凸多面体 (reflexive polytope)

と unimodular同値であることは同値である ([2, 15])。

この命題を考慮すると、対称な h∗列を研究することは可換環論・トーリック幾何の観点か

らも重要であると言える。

４次元以下の反射的凸多面体は完全に分類されている ([22, 23])。つまり d ≤ 4かつ対称

な場合に問題 2.2が解決されている。よってその系として、d ≤ 4かつ対称な場合の h∗列の

特徴付けも得られる。

2.5 非零の項が少ない場合

最後に非負整数列 (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)の非零の項が少ない場合の h∗列の特徴付けについて考

える。この場合、h∗列の代わりに h∗多項式 h∗P (t)を考えた方がわかりやすい。

まずは非零の項が２つの場合を考える。

命題 2.10 正の整数 a, d, kに対し、1+ atkが d次元整凸多面体の h∗多項式であるための必

要十分条件は 2k ≤ d+ 1である。

1+ atkの形をした h∗多項式を持つ d次元整凸多面体の分類が、k = 1の場合はBatyrev–

Nill([5])、k = (d + 1)/2の場合は Batyrev–Hofscheier([3])、1 < k < (d + 1)/2の場合は

Batyrev–Hofscheier([4])によって解決されている。つまり Batyrevらの一連の仕事により、

非零の項が２つの場合において問題 2.2が完全に解決された。

これらの仕事の続きとして、非零の項が３つの場合、つまり 1 + atk + btℓ(a, b > 0, 1 ≤
k < ℓ ≤ d)の場合が考えられるが、まずは ℓ = 2kかつ b = 1の場合、つまり対称な場合に

ついて考えてみる。
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定理 2.11 ([21, Corollary 1.1]) m ≥ 3, d ≥ 2, k ≥ 1 を満たす整数 m, d, k に対し、

1 + (m− 2)tk + t2kが d次元整凸多面体の h∗多項式である必要十分条件はm, d, kが次のい

ずれかを満たすことである：

• k = 1, 3 ≤ m ≤ 9, d ≥ 2 (c.f. 定理 2.8の系として得られる)；

• k ≥ 2, m ∈ {3, 4, 6, 8, 9}, d ≥ 3k − 1；

• k = 2ℓ−3a, m = 2ℓ, d ≥ 4k − 1, ただし a ≥ 1, ℓ ≥ 4；

• k = 3ℓ−2a, m = 3ℓ, d ≥ 3k − 1, ただし a ≥ 1, ℓ ≥ 3となる。

[21]では実際には、1 + (m − 2)tk + t2k を h∗多項式に持つ d次元整単体を完全に分類して

いる。つまり、非零の項が３つで対称な場合において問題 2.2が解決されている

2.6 今後の課題

[21]の仕事の続きとして、正の整数 a, b, k, dに対して 1 + atk + bt2kを h∗多項式に持つ d

次元整凸多面体の分類が今後の課題として挙げられる。Batyrev–Hofscheier([3])において、

1+at(d+1)/2という形の h∗多項式を持つ d次元整凸多面体が分類されたが、そのような整凸

多面体はCayley polytopeと呼ばれる非常に特殊な構造を持つ。この結果のある種の一般

化として、1 + at(d+1)/3 + bt2(d+1)/3という形の h∗多項式を持つ d次元整凸多面体を考えた

ときに Cayley polytopeの構造を持つかどうかを考えるのは自然であり、非常に興味深い。

また、次数が２の整凸多面体の分類も興味深い。

3 整凸多面体のh∗列のunimodal性

3.1 unimodal性、log-concave性、alternatingly increasing性

非負実数列 (a0, a1, . . . , ad)に対し、

• (a0, a1, . . . , ad)が unimodalであるとは、ある 0 ≤ c ≤ dが存在して

a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ ac ≥ ac+1 ≥ · · · ≥ ad

が成り立つときに言う。

• (a0, a1, . . . , ad)が log-concaveであるとは、任意の 1 ≤ i ≤ d− 1に対して

a2i ≥ ai−1ai+1

が成り立つときに言う。

• ([26, Definition 2.9]) ai > 0としたとき、(a0, a1, . . . , ad)がalternatingly increasing

であるとは、0 ≤ i ≤ ⌊(d− 1)/2⌋で ai ≤ ad−iが成り立ち、1 ≤ i ≤ ⌊d/2⌋で ad+1−i ≤
aiが成り立つときに言う。つまり、

a0 ≤ ad ≤ a1 ≤ ad−1 ≤ · · · ≤ a⌊(d−1)/2⌋ ≤ ad−⌊(d−1)/2⌋ ≤ a⌊(d+1)/2⌋

が成り立つときである。
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正の実数列が log-concaveまたは alternatingly increasingならば unimodalである。つま

り、log-concave性と alternatingly increasing性は unimodal性より強い性質である。一方

で、log-concave性と alternatingly increasing性の間には強弱関係はない。(図 1参照)

unimodal

log-concave alternatingly
increasing

(1) (2)

(4)

(3)(5)

図 1: unimodal性と関連する２つの性質

例 3.1 (1, 2, 4, 5, 4, 3, 2)は log-concaveかつ alternatingly increasingな数列である。つまり、

図 1の (1)に対応するものである。

次の例は図 1の (2)、(3)、(4)、(5)それぞれに対応する数列である。

(2) (1, 2, 3, 2, 3, 2, 2) (3) (1, 1, 2, 3, 4, 3, 2, 1) (4) (1, 1, 2, 3, 1) (5) (1, 2, 3, 4, 5, 3, 1)

3.2 IDPを持つ整凸多面体の h∗列の unimodal性

整凸多面体の h∗列の研究において、次の問題の解決も重要な研究の１つである。

問題 3.2 (c.f. [26, Question 1.1]) P ⊂ Rdを整凸多面体とし、P ◦∩Zd ̸= ∅とする。また
P のEhrhart環が標準的次数付きであると仮定する。このとき、P の h∗列は常に unimodal

になるか？もしくは、log-concaveになるか？alternatingly increasingになるか？

注 3.3 (1) 問題 3.2では、P ◦ ∩ Zd ̸= ∅なる整凸多面体 P を考えているが、これは P の h∗

列 h∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)が正の整数列になるための条件である。実際、h∗d = |P ◦ ∩Zd|よ

り、P ◦ ∩Zd ̸= ∅ならば h∗d > 0を得る。一方で、h∗1 ≥ h∗dが一般に成り立ち、さらに [16]よ

り h∗i ≥ h∗1 (1 ≤ i ≤ d− 1)が成り立つので、h∗i > 0 (1 ≤ i ≤ d− 1)を得る。

(2) P の Ehrhart 環 k[P ] が標準的次数付きであることと P が integer decomposition

property(IDP)を持つことは同値である。ここで、P が IDPを持つとは、任意の正の整

数 nおよび任意の α ∈ nP ∩ Zdに対し、α1, . . . , αn ∈ P ∩ Zdが存在して α = α1 + · · ·+ αn

と表せるときに言う。

(3) Stanley([28])によって次の主張が予想された：標準的次数付きCohen–Macaulay整域の

h列は常に log-concaveである。この予想は未解決と思われる。(おそらく反例も見つかって
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いない。) 整凸多面体の h∗列は、Ehrhart環という Cohen–Macaulay整域の h列に他なら

ないので、問題 3.2はこの Stanleyの予想の特別な場合を考えていることになる。

注 3.4 数え上げ組合せ論の文脈で登場する整数列の unimodal性や log-concave性は昔から

よく調べられていたが、alternatingly increasing性はほとんど調べられていない。しかし h∗

列に関して言えば、alternatingly increasing性は不等式 (2.1)と (2.2)を考慮すると自然に考

えられるべきものである。

整凸多面体P に対して h∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)とし deg(P ) = dと仮定する。このとき不

等式 (2.1)および (2.2)が成り立つので、0 ≤ i ≤ ⌊(d− 1)/2⌋に対して h∗0 + h∗1 + · · ·+ h∗i ≤
h∗d+h∗d−1+· · ·+h∗d−i ≤ h∗1+h∗2+· · ·+h∗i+1が成り立つ。一方で、alternatingly increasingとは

0 ≤ i ≤ ⌊(d− 1)/2⌋に対してh∗i ≤ h∗d−i ≤ h∗i+1が成り立つことである。つまり、alternatingly

increasing性は不等式 (2.1)および (2.2)を少しだけ強めた条件であると思える。

問題 3.2は次のような部分的な結果が知られている。

1. ５次元以下の反射的凸多面体の h∗列は unimodalである。さらに、６次元以上の任意

の反射的凸多面体の h∗列も unimodalであると予想された ([14, §34])が、Mustaţăや

Payne([24, 25])によって反例が構成された。しかし、それらの反例は全て IDPを持た

ないので、問題 3.2の反例にはなっていない。

2. Bruns–Römer([11])によって、正則 unimodular三角形分割を持つ反射的凸多面体の

h∗列が常に unimodalであることが証明されている。ここで、整凸多面体が正則 uni-

modular三角形分割を持つならば IDPを持ち、反射的凸多面体は内部に原点を唯一の

整数点として含むので、[11]の結果は問題 3.2の部分的解決になっている。

3. Birkhoff多面体の h∗列は log-concaveである ([1])。また内部に整数点を含む一般次元

の平行六面体は alternatingly increasingである ([26])。

3.3 膨らませた整凸多面体の h∗列 (図 1(1)の h∗列)

問題 3.2の部分的解決として、下記のような結果も知られている。

定理 3.5 ([20, Theorem 1.2]) P ⊂ Rdを d次元整凸多面体とし、s = deg(P )とする。正

の整数mに対して、h∗(mP ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)とする。このとき次が成立する。

(i) m ≥ sならば (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)は log-concaveである。

(ii) m ≥ max{s, d+ 1− s}ならば (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)は alternatingly increasingである。

一方で、[10]および [7]において次が証明されている：d次元整凸多面体P に対して、ある

整数 ndが存在して、任意のm ≥ ndに対してmP の h∗列は log-concaveかつ alternatingly

increasingになる。定理 3.5は ndの下限を与えており、max{s, d+1− s}という下限はある
意味で最良なものである。実際、定理 3.5と同じ記号を用いると、(1.2)からm ≥ d+ 1− s
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と mP ◦ ∩ Zd ̸= ∅ が同値であることがわかるし、[12, Theorem 1.1] から m ≥ s ならば

mP は IDPを持つこともわかる。したがって、問題 3.2の設定を満たす整凸多面体として

m ≥ max{s, d+ 1− s}に対するmP を考えるのが妥当であり、その場合にmP の h∗列は

log-concaveかつ alternatingly increasingになる。

3.4 様々な h∗列の例 ((2)、(3)、(4)、(5)の h∗列)

定理 3.5は図 1の (1)に対応する h∗列の例であった。本章では残りの (2)、(3)、(4)、(5)

に対応する h∗列の例について紹介する。

その前に、いくつか注意をしておく。P を deg(P ) = dなる d次元整凸多面体とすると、

d ≤ 4ならば h∗(P )は常に alternatingly increasingである。また、d ≤ 3かつ P が IDPを

持つならば h∗(P )は常に log-concaveである。

例 3.6 ([20, Section 3]) 　 (2)の h∗列：任意の d ≥ 5と任意のm ≥ 1に対し、d次元整

凸多面体P で h∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)が h∗d = mかつ unimodalでないものが存在する。例

えば、

P = conv((0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1, 0), (32, 55, 55, 55, 55, 55, 56)) ⊂ R7

とすると、h∗(P ) = (1, 4, 10, 11, 7, 10, 10, 3)となる。(一般には、P の最後の頂点の座標が d

とmによって決まり、それに応じて h∗列が変わる。）

(3)の h∗列：任意の d ≥ 4 と任意の m ≥ 1 に対し、d 次元整凸多面体 P で h∗(P ) =

(h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)が h∗d = mかつ alternatingly increasingであるが log-concaveでないもの

が存在する。例えば、

P = conv((0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1, 0), (65, 65, 65, 84, 84, 84, 85)) ⊂ R7

とすると、h∗(P ) = (1, 5, 9, 13, 33, 12, 8, 4)となる。(一般には、P の最後の頂点の座標が d

とmによって決まり、それに応じて h∗列が変わる。）

(4)の h∗列：任意の d ≥ 5の奇数と任意のm ≥ 1に対し、d次元整凸多面体 P で h∗(P ) =

(h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)が h∗d = mかつ unimodalであるが alternatingly increasingでも log-concave

でもないものが存在する。例えば、

P = conv((0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1, 0), (32, 37, 37, 37, 37, 37, 38)) ⊂ R7

とすると、h∗(P ) = (1, 3, 6, 7, 6, 6, 6, 3)となる。(一般には、P の最後の頂点の座標が dとm

によって決まり、それに応じて h∗列が変わる。）

(5)の h∗列：h∗列が log-concaveであるが alternatingly increasingでない整凸多面体の例に

関して、次元が小さいところではいくつか例を構成することが出来ているが、一般次元での

存在はまだわかっていない。例えば、

P = conv((0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, 0, 1, 0, 0), (2, 2, 2, 2, 3, 0), (16, 16, 16, 16, 3, 30)) ⊂ R6

とすると、h∗(P ) = (1, 6, 20, 22, 23, 15, 3)となる。
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3.5 今後の課題

例 3.6以外の h∗列の例を (存在するのであれば)構成したい。例えば、

• ６以上の偶数次元整凸多面体の h∗ 列で unimodalだが alternatingly increasingでも

log-concaveでもないもの

• ５以上の任意の次元での整凸多面体のh∗列で log-concaveだがalternatingly increasing

でないもの

などが挙げられる。

また、注 3.4で述べたように、alternatingly increasing性は不等式 (2.1)および (2.2)を少し

だけ強めた条件にすぎないので、何か整凸多面体に“良い”性質を仮定すれば自然に成り立っ

てもおかしくない性質であると思われる。どのような“良い”性質が h∗列の alternatingly

increasing性を導くかを代数的・組合せ論的な観点から調べていきたい。
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