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概 要

本稿では p進簡約代数群の表現の実現であるモデルについて、その変換公式を考察する。特
に、F を標数 0の非アルキメデス局所体、Eをその二次拡大とした時に、GL2n(E)の緩増加な表
現に対して、Whittakerモデルと (GL2n(F ),1)-モデルの間の同型写像とその逆写像を積分を用い
て明示的に構成する。

1 p進簡約代数群の表現とそのモデル
本稿を通して、F は標数 0の非アルキメデス局所体、Eは F の二次拡大とする。また、Gを F 上
定義された簡約代数群とし、GをGの F -有理点のなす群とする。

1.1 Preliminaries

p進簡約代数群の表現に関して基本的な定義を与える（Casselman [1] 参照）。

Definition 1.1. C上のベクトル空間 V と準同型 π : G→ AutC(V )からなる組 (π, V )が条件

• 任意のベクトル v ∈ V に対して、その固定部分群 {g ∈ G : π(g)v = v}が開集合

を満たす時、(π, V )をGの滑らかな表現と呼ぶ。表現空間に言及しない場面では、しばしば (π, V )

を単に πと書く。特に dimC V = 1の場合には、πを指標と呼ぶ。

Definition 1.2. (π, V )をGの滑らかな既約表現とする。この時、πはGの中心ZG上ではスカラー
倍で作用する。このようにして定まる ZGの指標を ωπと書き、中心指標と呼ぶ。

Definition 1.3. (π, V )をGの滑らかな表現とする。V ∗ := HomC(V,C)と定め、π∗ : G→ V ∗を

⟨π∗(g)v∗, v⟩ = ⟨v∗, π(g−1)v⟩ g ∈ G, v ∈ V, v∗ ∈ V ∗

で定めると、(π∗, V ∗)はGの（滑らかとは限らない）表現になる。V ∨を π∗の作用に関して滑らかな
V ∗のベクトル全体とする。また、V ∨への作用 π∨を π∗の V ∨への制限により定める。このようにし
て定義されたGの滑らかな表現 (π∨, V ∨)を反傾表現と呼ぶ。

Remark 1.1. (π, V )が既約ならば、(π∨, V ∨)も既約。また、この時

HomG(π, π) ≃ HomG(π ⊗ π∨,1) ≃ C

が成り立つ。
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AをGの任意の閉部分群、(σ, Vσ)を滑らかなAの表現とする。この時、Gの滑らかな表現 IndGAσ

を次のように定義する：G上の Vσ-値函数で次の二つの条件を満たすもののなす空間を IndGAσの表現
空間として取る。

1. f(ag) = σ(a)f(g) a ∈ A, g ∈ G.

2. あるGの開部分群Kに対して、f(gk) = f(g) g ∈ G, k ∈ K.

また、IndGAσの作用は右移動、つまり (g · f)(x) = f(xg) (x, g ∈ G)によって定める

1.2 p進簡約代数群の表現のモデル

Definition 1.4. HをGの閉部分群とし、χをHの指標とする。Gの滑らかな既約表現 (π, Vπ)が

dimC HomG(π, Ind
G
Hχ) = 1

を満たすとき 、IndGHχのG-不変な部分空間M(H,χ)(π)で

Vπ ≃ M(H,χ)(π)

となるものが一意的に存在する。この時、M(H,χ)(π)のことを πの (H,χ)-モデルとよぶ。

いくつかモデルの例をあげておく。

1. Gは F 上分裂であるとする。BをGの Borel部分群とし、その Levi分解をB = TN と書く。
ψN をN の指標とする。t ∈ T に対して ψN(t · t−1) = ψN となるのは、tがGの中心の元である
場合に限る時、ψN は非退化であると言う。ψN を非退化な指標とした時、Gの任意の滑らかな
既約表現 πに対して、

(1.2.1) dimCHomG(π, Ind
G
NψN) ≤ 1

が成り立つ (Rodier [9] 参照)。このモデルは特にWhittakerモデルと呼ばれる。

2. G = GLm(E)の場合には上の例のデータは次のようにして具体的に与えられる。Nとして上三
角ユニポテント行列全体のなす群Nmがとれる。また、F の非自明な指標 ψに対してNmの指
標 ψNmを

ψNm(n) := ψ

(
1

2
TrE/F (n1,2 + · · ·+ nm−1,m)

)
で定義すれば、これは非退化な指標である。さらに、次の場合には (1.2.1)の次元が 1になる事
が知られている。

(π, V )をGLm(E)の滑らかな既約表現で、中心指標ωπは |ωπ| = 1を満たすとする。0 ̸= (·, ·) ∈
HomG(π⊗ π∨,C)をとる。任意の ε > 0に対して、[g 7→ (π(g)v, v∨)] ∈ L2+ε(ZGLm(E)\GLm(E))

である時、πは緩増加であるという。πが緩増加である時、

dimC HomGLm(E)(π, Ind
GLm(E)
Nm

ψNm) = 1

が成り立つ。
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3. GLm(E)の任意の滑らかな既約表現 πに対して、

dimC HomGLm(E)(π, Ind
GLm(E)
GLm(F )1) ≤ 1

が成り立つ (Flicker [3] 参照)。ここで、1はGLm(F )の自明表現。πが (GLm(F ),1)-モデルを
持つとき、πはユニタリ型であると呼ぶ。

4. ユニタリ群U4m(F )を次のように定義する。{
g ∈ GL4m(E) :

tḡJ2mg = J2m
}

ここで、Gal(E/F )の非自明な元を x 7→ x̄と書き、J2mは次で定義されるGL4m(E)の歪対称
行列:

J2m =

(
w2m

−w2m

)
, w1 = (1), wm =

(
wm−1

1

)
πをGL2m(E)のユニタリ型の滑らかな既約表現とする。P をその Levi成分MP がGL2m(E)と
同型なU4m(E)の標準的な放物型部分群とする。π ⊗ | det | 12 をMP と表現とみなした時、P の
冪単根基 (unipotent radical) UP 上自明な表現として π ⊗ | det | 12 は P の表現にのばせる。この
時、誘導表現

Ind
U4m(F )
P (F ) (π ⊗ | det |

1
2 δ

1
2
P )

を考える (ここで、δP をP のモジュラス函数)。この誘導表現は可約であることがわかり、また
Langlandsの結果からこの誘導表現は唯一の既約商 (Langlands商)をもつ。その既約商をLQ(π)

と書く。

NU をU4m(F )の上三角ユニポテント行列のなす部分群とする。このとき、

NU =

{(
n

w2m
tn̄−1w2m

)
: n ∈ N2m

}
UP

と書ける。N2mの指標 ψN2m を UP 上自明になるようにNU にのばし、ψN2m をNU の指標とみ
なす。ψN2mはNU の指標として非退化ではないに注意しておく。この時、

dimC HomU4m(F )(LQ(π), Ind
U4m(F )
NU

ψN2m) = 1

(Morimoto [7] 参照)。しかし、一般にはU4m(F )の滑らかな既約表現Πに対して

dimCHomU4m(F )(Π, Ind
U4m(F )
N ψN2m) ≤ 1

とは限らない。

1.3 モデルの変換

与えられた一つの既約表現が異なる二つのモデルを場合がしばしばある。それらは、表現の実現で
あるため同型であるが、より詳しい関係を見るために次の問題を考えたい。この問題のことをモデル
の変換と呼ぶ。

問題 1. (π, Vπ)をGの滑らかな既約表現とする。i = 1, 2に対して、HiをGの閉部分群、χiをHiの
指標とする。また、dimC HomG(π, Ind

G
Hi
χi) = 1とする。この時、同型写像

M(H1,χ1)(π)
∼→ M(H2,χ2)(π)

と、その逆写像を明示的に表すことが出来るだろうか?
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この問題については、次の場合に LapidとMao [6]による結果がある。

1. G = GL2m(F )

2. H1 = GLm(F )×GLm(F ), χ1 = 1 (自明な指標)

3. H2 = N2m ∩GL2m(F ), χ2 = ψN2m |H2

4. π は緩増加 (条件 2より ωπ = 1に注意)

実際、LapidとMaoはこの場合に、適当な積分を用いることで、二つのモデルの間の同型写像とそ
の逆写像を明示的に構成した。
本稿では次の場合に、モデルの変換について考察する。

1. G = GL2n(E)

2. H1 = GL2n(F ), χ1 = 1

3. H2 = N2n, χ2 = ψN2n

4. πは緩増加 (条件 2により |ωπ| = 1に注意)

Remark 1.2. G = GL2n+1(E)の場合にも、類似の状況でモデルの変換が考察出来るが、本稿では
簡単のために、上の状況のみ考える。

2 GL2n(E)の表現のモデルの変換公式

2.1 記号

いくつか記号の準備をする。ψはF の非自明な指標とする。また、τ ∈ Eを τ̄ = −τ をみたす元と
する。以下、τ は固定する。この τ に対して、GL2n(E)の元 tτ を

tτ =


τ

1
. . .

τ

1


で定める。N2nの指標 ψN2n,τ を

ψN2n,τ (n) = ψN2n(tτnt
−1
τ )

により定める。この時、ψN2n,τ はN2n ∩GL2n(F )上で自明である。
ResE/FGL2nの Lie環をMとすると、M はE上の 2n × 2n行列全体からなる。MOをMの整行
列のなす格子とする。任意のResE/FGL2nの F 上定義された部分代数群Qに対して、その Lie環を
qと書く。この時、qの格子 q ∩MOはQのゲージ形式を与える。このゲージ形式と ψから、与えら
れる測度（Kneser [4]参照）をQ = Q(F )の測度として採用する。

以下では、モデルの変換公式について考察するので、πは (N2n, ψN2n)-モデル、(GL2n(F ),1)-モデ
ルをもつGL2n(E)の滑らかな緩増加既約表現とする（前章で注意したように、緩増加であることか
ら (N2n, ψN2n)-モデルをもつことは従う）。
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2.2 M(N2n,ψN2n
)(π) → M(GL2n(F ),1)(π)

この章では、M(N2n,ψN2n
)(π)からM(GL2n(F ),1)(π)への同型写像を積分により構成する。

PnをGL2n(F )の（標準的な）mirabolic部分群、つまり

Pn =

{(
g ∗

1

)
: g ∈ GL2n−1(F )

}
⊂ GL2n(F )

とする。W ∈ M(N2n,ψN2n
)(π)に対して、次の積分を考える。

(2.2.1) LW (g) :=

∫
(N2n∩GL2n(F ))\Pn

W (tτpg) dp

この積分に関しては次の事が知られている。

Theorem 2.1 (Flicker [2], Offen [8]). 任意のW ∈ M(N2n,ψN2n
)(π)に対して、積分 (2.2.1)は絶対収

束する。また、LW は Vπ上で恒等的にゼロではない。(2.2.1)が絶対収束することから、LW はPn-不
変であるが、さらにGL2n(F )-不変である。

上の定理から、
T (GL2n(F ),1)
(N2n,ψN2n

) (W ) = LW

によりM(N2n,ψN2n
)(π)からM(GL2n(F ),1)(π)への同型写像が定義できる。

2.3 M(GL2n(F ),1)(π) → M(N2n,ψN2n
)(π)

この章では、前章で構成した写像の逆写像を積分により構成する。そのために、L ∈ M(GL2n(F ),1)(π)

に対して、 ∫
(N2n∩GL2n(F ))\N2n

L(nt−1
τ g)ψ−1

N,τ (n) dn, g ∈ GL2n(E)

を考察したい。しかし、この積分は絶対収束しない。以降では、この積分が適当な意味で収束し、
(N2n, ψN2n)-モデルを与える事を説明する。実際、この積分は regularized intergal（Lemma 2.1 参照）
として定義できる。

2.3.1 stable integral, reguralized integral

regularized intergalを定義するための準備として、stable integralを定義する。これらの積分は任
意の簡約代数群に対して定義する事が出来るので、この章では、Gを F 上定義された簡約代数群の
F -有理点のなす群とする。

Definition 2.1. U を Gのユニポテント部分群、Aを U に連続的に作用するコンパクト群とする。
この時、U 上の連続函数 f に対して、U の開コンパクト部分群U0で次の性質を満たすものが存在す
るとき、f は (#, A)-stale integralを持つという: U0を含む任意の U の開コンパクト部分群 U ′に対
して、 ∫

U0

f(u) du =

∫
U ′
f(u) du.

f が (#, A)-stale integralを持つ時、上の条件をみたす異なる U ′
0が存在した場合、∫

U0

f(u) du =

∫
U ′
0

f(u) du
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となることがわかる。従って、上記の積分は U0の取り方によらず等しく、その値を∫ (#,A)

U

f(u) du

と書く。

Remark 2.1. f が (#, A)-stale integralを持つとき、任意の u0 ∈ U に対して、∫ (#,A)

U

f(uu0) du

が定義でき、 ∫ (#,A)

U

f(u) du

と等しい事がわかる。

Example 1. Gは F 上分裂であるとし、(π, Vπ)をGの滑らかな既約表現とする。ψN をGの極大ユ
ニポテント群N の非退化指標とする。
この時、０ ̸= (·, ·) ∈ HomG(π⊗π∨,C) ≃ Cと、v ∈ Vπ, v

∨ ∈ Vπ∨に対して、N上の滑らかな函数を

n 7→ ψ−1
N (n)(π(n)v, v∨)

で定義する。この函数は (#, 1)-stable integralをもつ (Lapid–Mao [5])。従って、G上の滑らかな函数

Wv,v∨(g) :=

∫ (♯,1)

N

ψ−1
N (n)(π(ng)v, v∨) dg

が定義出来る。この時、Remark 2.1からWv,v∨(g)は

Wv,v∨(ng) = ψN(n)Wv,v∨(g), n ∈ N, g ∈ G

を満たす。

Definition 2.2. U を Gのユニポテント部分群、Aを U に連続的に作用する局所コンパクト完全
不連結群とする。f を U 上の連続函数とする。Aの任意の開コンパクト部分群 A′ に対して、f が
(#, A′)-stable integralを持つとき、fはU上のA-stable integralを持つという。この時その共通の値を∫ st,A

U

f(u) du

と書く。

Remark 2.2. (#, A)-stable integralと同様に、fがU上のA-stable integralを持つ時、任意のu0 ∈ U

に対して ∫ st,A

U

f(uu0) du

が定義でき、 ∫ st,A

U

f(uu0) du =

∫ st,A

U

f(u) du.

Remark 2.3. Example 1で挙げた函数は、1-stable intergalを持つ。
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つぎの Lemmaにより regularized intergalを定義する。

Lemma 2.1 (Lapid–Mao [6]). U0をGのユニポテント部分群、f をU0上の連続函数とする。U1, U2

を U0の部分群、T をGのトーラス、ψU0を U0の指標で次の条件を満たすものとする。

• U1は U0の正規部分群で U1\U0は可換

• T は共役による作用で U0と U1を保つ

• ψU0(tut
−1) = ψU0(u), u ∈ U1, t ∈ T .

• U2は T -不変な U1の部分群で、ψU0 |U2 = 1

• T → ̂(U1\U0) : t 7→ ψU(t · t−1) · ψ−1
U は開写像。ここで、 ̂(U1\U0)はU1上自明なU0の指標から

なる群。

また、f をG上の滑らかな函数で次の 3つの条件を満たすとする。

1. 左 U2-不変、つまり f(ug) = f(g), g ∈ G, u ∈ U2.

2. T の適当な開コンパクト部分群 T ′に対して、f は左 T ′-不変

3. 任意の g ∈ Gに対して、f(·g) ∈ L1(U2\U1)

この時、次の積分が定義出来る∫ st,T

U1\U0

(∫
U2\U1

f(ung)ψU0(u)
−1 du

)
ψ−1
U0
(n) dn.

この積分を U2\U0上の regularized integralと呼び、∫ reg

U2\U0

f(ng)ψ−1
U0
(n) dn

と書く。

2.4 main result

Lemma 2.2 (Morimoto [7]). G = GL2n(E)とする。ユニポテント群Ui、指標ψU0、函数 f を次のよ
うにとる。

1. U0 = N2n

2. U1 = ⟨Nder
2n , N2n ∩GL2n(F )⟩。ここで、Nder

2n はN2nの交換子部分群。

3. U2 = N2n ∩GL2n(F )

4. ψU0 = ψN2n

5. f = L ∈ M(GL2n(F ),1)(π)
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これらは Lemma 2.1の条件を満たす。従って、

WL(g) :=

∫ reg

(N2n∩GL2n(F ))\N2n

L(nt−1
τ g)ψN,τ (n)

−1 dn, g ∈ G

が定義出来る。

Remark 2.2から、WL(g)は次の invarianceをもつ:

WL(ng) = ψN2n(n)WL(g), n ∈ N2n, g ∈ GL2n(E)

(Example 1 参照)。従って、
T (N2n,ψN2n

)

(GL2n(F ),1)(L) = |τ |
n
2 ·WL

により、M(GL2n(F ),1)(π)からM(N2n,ψN2n
)(π)への準同型写像が構成できた。この時、次のモデルの変

換公式が得られる。

Theorem 2.2 (Morimoto [7]). 任意のW ∈ M(N2n,ψN2n
)(π)に対して、

T (N2n,ψN2n
)

(GL2n(F ),1) ◦ T
(GL2n(F ),1)
(N2n,ψN2n

) (W ) = W.
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