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概 要
ルート系のゼータ関数とは、Euler, Hoffman, Zagier らによって研究

が開始された多重ゼータ関数と、Lie 代数に付随して定義されるWitten
のゼータ関数の双方を統合した、多変数の多重ゼータ関数である。本稿
では、筆者が小森靖氏、津村博文氏と共に研究を進めて来た、ルート系
のゼータ関数の理論の現状を解説する。

1 Euler-Zagier の多重和
多重ゼータ関数の理論の源流は、18 世紀の Euler の研究にまで遡ること
ができるし、また 20 世紀初頭に行なわれた Barnes や Mellin の研究、1970

年代の新谷卓郎氏の研究も重要なものである。しかし、多重ゼータ関数の研
究が爆発的に発展し始めるのは 1990 年代になってからである。1990 年頃、
Drinfel’d, Kontsevich, Zagier といった人々によって、ある種の多重ゼータ関
数と数学や数理物理学のさまざまな分野との関連が見いだされ、多重ゼータ
関数は一挙に多くの研究者の注目を集める対象となった。
この大発展初期の時点において、おそらくもっとも大きい影響を与えた論
文は、Zagierが第一回ヨーロッパ数学会議の報告集に寄稿した [74]であろう。
この論文の中で Zagier は、二種類の極めて重要な多重ゼータ関数のクラス
を導入している。そのひとつは、複素変数 s1, . . . , sr に対して定義される多
変数の多重級数 1

ζEZ,r(s1, . . . , sr) =
∞∑

m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

1

ms1
1 (m1 +m2)s2 · · · (m1 + · · ·+mr)sr

(1.1)

である。この級数は

ℜsr > 1,ℜ(sr−1 + sr) > 2, . . . ,ℜ(s1 + · · ·+ sr) > r (1.2)

においてコンパクト一様に絶対収束する ([39])。

∗名古屋大学大学院多元数理科学研究科
1Zagier は上のように多重和の順序を定めているが、これとは逆の順序で多重和を定義する

流儀もあるので注意を要する。
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ただし、Zagier がこの論文で議論しているのは s1, . . . , sr がすべて整数で、
上記の絶対収束領域 (1.2)に入っている時の特殊値だけである。このような特
殊値は多重ゼータ値（multiple zeta value, 略して MZV）と呼ばれ、Zagier

以降、今日に至るまで多くの数学者によって非常に精力的に研究されて来て
いる。このような特殊値は、r = 2 のときには既に Euler が研究していた。
そのことにちなんで、和 (1.1) を Euler-Zagier の多重和 2 と呼ぶ。
複素関数としての (1.1) は、r = 1 のときは言うまでもなく、Riemann の
ゼータ関数

ζ(s) =

∞∑
m=1

1

ms
(1.3)

に他ならない。Atkinson [6] は 1949 年、Riemann ゼータ関数の二乗平均値
の考察、という文脈の中で r = 2 の場合の (1.1) に遭遇し、その解析接続を
論じている。Atkinson の出発点になったのは調和積公式

ζ(s1)ζ(s2) = ζEZ,2(s1, s2) + ζEZ,2(s2, s1) + ζ(s1 + s2) (1.4)

である。この式自体は ζ(s) の定義式 (1.3) を左辺に代入して和を分割するだ
けで簡単に証明できる。
一般の r の場合の (1.1) の解析接続の研究史は少々錯綜しているので、こ
の機会に少し詳しく述べておく。1995 年、Essouabri [11] は非常に一般的な
形の、ただし一変数の多重 Dirichlet 級数の解析接続 3を論じ、その中で、彼
の方法が多変数の場合にも適用できることを一言コメントしている。その場
合、彼の方法は特に (1.1) の解析接続を与える。ただし [11] は未発表の学位
論文であり、その理論を雑誌上で公表した [12] においては多変数の場合につ
いてのコメントは述べられていない。多変数の場合の Essouabri の理論につ
いて初めて出版物上で詳しく記述したのはおそらく de Crisenoy [10] である。
Zagier らの研究に端を発する問題意識の流れの中では、例えば Goncharov

のプレプリント [13] に (1.1) の解析接続の証明がある。また Zagier も早く
から証明を持っていた、との説もある。荒川氏と金子氏の論文 [2] では変数
sr のみについての解析接続が行なわれているが、筆者は生前の荒川氏から、
この方法を他の変数にまで拡張することも可能である、と教えられた。
出版物上で (1.1) の多変数関数としての解析接続を初めて詳しく証明した
のは、Zhao の論文 [75] と、またそれとは独立に秋山氏、江上氏、谷川氏の
共著 [1] である。Zhao の証明は Gel’fand-Shilov の一般関数の理論に基づく 4

2ただし、出版年としては Zagier [74] よりも早く、Hoffman [16] も同じ多重和を導入して
考察しているので、本当は Hoffman の名前も付け加えるべきである。

3Essouabri の研究は、新谷氏による総実代数体の Hecke の L関数の特殊値の研究を契機と
して、その後 Cassou-Noguès, Sargos, Lichtin など、主としてフランス学派によって展開され
て来た、多重 Dirichlet 級数の理論の流れの中に位置づけることができる。

4ただし Zhao の議論は不完全であるとの批判もある。Zhao の積分表示に基づきながら古典
的な解析の道具だけで行なう証明を後に小野塚氏 [61] が提示している。
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もので、他方秋山氏たちは Euler-Maclaurin の和公式を用いる論法で証明を
行なっている。
その後、Mellin-Barnes 積分を用いる筆者の証明 [40] [41]、二項展開に基
づく簡明な Murty と Sinha の証明 [51] 5、また高次元の contour 積分を使
う小森氏の証明 [24] なども現れ、(1.1) の解析接続は今日では種々の手法で
証明できる基本的な事実となっている。
解析接続が確立されると、それを基盤として、さらに深い解析的な性質を
追求しよう、とする動きが出てくるのは当然のことである。多重ゼータ関数
の絶対値の大きさ、平均値、零点の分布ないしは zero-divisor の挙動、負の
整数点の周りでの振舞いなどについて、とりあえず手がつけやすい r = 2 の
場合などを当面の対象として、いくつかの研究がなされつつある。この方向
は本稿のテーマからは外れるので詳しくは述べないことにするが、ただ、後
節との関係で、r = 2 の場合の関数等式についての結果だけ、ここで書き下
しておく。まず

gEZ,2(s1, s2) = ζEZ,2(s1, s2)−
Γ(1− s1)

Γ(s2)
Γ(s1 + s2 − 1)ζ(s1 + s2 − 1)

(1.5)

とおく。このとき筆者 [43] は、関数等式

gEZ,2(s1, s2)

(2π)s1+s2−1Γ(1− s1)
=

gEZ,2(1− s2, 1− s1)

is1+s2−1Γ(s2)

+ 2i sin
(π
2
(s1 + s2 − 1)

)
F+(s1, s2) (1.6)

が成り立つことを証明した。ただしここに

F±(s1, s2) =
∞∑
k=1

σs1+s2−1(k)Ψ(s2, s1 + s2;±2πik) (1.7)

であり、σa(k) =
∑

d|k d
a, また Ψ は

Ψ(a, c;x) =
1

Γ(a)

∫ ∞eiϕ

0

e−xyya−1(1 + y)c−a−1dy

(ℜa > 0,−π < ϕ < π, |ϕ + arg x| < π/2) で定義される合流型超幾何関数で
ある。
この関数等式の右辺の第二項は、超平面

Ω2k+1 = {(s1, s2) ∈ C2 | s1 + s2 = 2k + 1} (k ∈ Z)

の上では 0 になるので、Ω2k+1 に制限したときの (1.6) は美しい対称的な形
を与える。（ただし k = 0 のときは Ω1 は ζEZ,2(s1, s2) の singular locus に

5同じ着想による証明を、筆者は 2004 年頃、安田正大氏から口頭で聞かされたことがある。
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なるので意味がないが。）この意味で (1.6) は無限枚の超平面上で成り立つ対
称形関数等式を繋ぐ「メタ関数等式」とでも言うべきもの 6 である。
なお (1.7) で定義した F± のうち、F− の方は (1.6) 式には現れないのであ
るが、実は

gEZ,2(s1, s2) = Γ(1− s1){F+(1− s2, 1− s1) + F−(1− s2, 1− s1)} (1.8)

という式も成り立つ。この式も [43] の結果からすぐ導けるのだが、[43] にお
いては述べられておらず、 [45] において初めて明記された。実は筆者は、[43]

を書いてからしばらくして、Hurwitz ゼータ関数のよく知られた関数等式と
の類推から、(1.8) の方が関数等式の本質を表している、と考えるようにな
り、[45] や [26] ではそのような記述の仕方をしている。
しかし最近になって、池田氏と松岡氏は [19] において、関数等式が ζ(s) を
特徴付ける、という有名な Hamburger の定理の二重類似として、(1.6) が、
調和積公式 (1.4) と合わせることにより ζEZ,2(s1, s2) を特徴付ける、という
興味深い定理を証明している。そんな事情もあって、最近では筆者は、(1.6)

と (1.8) のどちらもが、二重ゼータ関数の関数等式 7 の一側面を表している
のだろう、と感じている。

2 Witten のゼータ関数
さて、Zagier の論文 [74] で導入されたもうひとつの重要な多重ゼータ関数
のクラス、Witten のゼータ関数の話に進もう。
Zagier が [74] においてWitten のゼータ関数と名付けたのは、C 上の半
単純 Lie 代数 g に対して Dirichlet 級数

ζW (s, g) =
∑
φ

(dimφ)−s (2.1)

で定義されるゼータ関数である。ここに和は g の C 上の有限次元既約表現
φ の同値類全体にわたる。Witten は [73] において、この級数 8 の正の整数
点での値が、彼のゲージ理論に登場するある種のモジュライ空間の体積を表
すことを発見した。これが Witten の名を冠する理由である。
まず最初の注意として、g = g1 ⊕ g2 となっているときには、

ζW (s, g) = ζW (s, g1)ζW (s, g2)

6ただし筆者が [43] を書いたときにはこの認識には到達していなかった。この点を初めて明
記した論文は [26] である。

7なお、周期的な数論的関数を分子に乗せたような二重級数への関数等式の一般化は、[31] に
ある。保型形式の Fourier 係数を乗せた場合については [8] [9] 参照。

8ただし実は Witten は、より一般に、連結なコンパクト半単純 Lie 群 G に付随して同様に
定義される級数を考えている。G が単連結でなければ、対応する Lie 代数 g のゼータ関数 (2.1)
とは一致しない。後述するルート系のゼータ関数の理論をこの立場に一般化した研究は [33] [37]
でなされている。
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であることが容易に分かる。従って、g が単純 Lie 代数のときの構造さえ分
かれば十分である。単純 Lie 代数はよく知られているように、Killing-Cartan

によって A 型から G 型までに分類されている。そして、個々の具体的な Lie

代数が与えられれば、その既約表現の次元は Weyl の次元公式によって計算
できる。従って個別の Lie 代数に対しては ζW (s, g) のもっと explicit な表示
を書き下すことができる。それによって、(2.1) が実は多重ゼータ関数の一種
であることが分かるのである。
その記述のために、まずルート系の言葉を準備しよう。Lie 代数 g のすべ
てのルートがなす集合を ∆ = ∆(g) と書くことにする。その部分集合として
の基本系を Ψ = {α1, . . . , αr} (r = rank g) とすると、任意のルートは基本系
の元の整数係数一次結合として書け、その係数が非負なら正のルート、非正
なら負のルートと呼ぶ。正のルートの全体を ∆+、負のルートの全体を ∆−

と書けば ∆ = ∆+ ∪∆− である。
ルートは g の Cartan 部分代数 h の双対空間 h∗ の元であるが、h と h∗ は

Killing form による内積 ⟨ , ⟩ で同一視できる。その同一視の下でルート α

に対応する h の元を α′ として、

α∨ =
2

⟨α′, α′⟩
α′ ∈ h

を α に対応するコルートと呼ぶ。
次に基本ウェイト λi (1 ≤ i ≤ r) を、λi(α

∨
j ) = δij (右辺は Kronecker の

デルタ) で定め、Λ = {λ1, . . . , λr} とおく。すると任意のウェイトは Λ の元
の整数係数一次結合として表せ、その係数がすべて非負のものが支配的ウェ
イトである。つまり支配的ウェイトは

λ = n1λ1 + · · ·+ nrλr (n1, . . . , nr ∈ Z≥0) (2.2)

と書ける。特に ρ = λ1 + · · ·+ λr とおく。
さて g の任意の有限次元既約表現 φ には、よく知られているように支配
的ウェイト λ = λ(φ) が一対一に対応する。Weyl の次元公式は φ の表現空
間の次元を λ の言葉で書き下す式であって、

dimφ =
∏

α∈∆+

⟨α∨, λ+ ρ⟩
⟨α∨, ρ⟩

(2.3)

で与えられる。ただし ⟨α∨, λ⟩ = λ(α∨) である。式 (2.2) を代入すれば、

dimφ =
∏

α∈∆+

⟨α∨, (n1 + 1)λ1 + · · ·+ (nr + 1)λr⟩
⟨α∨, ρ⟩

となる。これを (2.1) に代入すると、φ がすべての既約表現をわたるという
ことは上記の一対一対応により n1, . . . , nr がすべての非負整数をわたるとい
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うことなので、

ζW (s, g) =

∞∑
n1=0

· · ·
∞∑

nr=0

 ∏
α∈∆+

⟨α∨, (n1 + 1)λ1 + · · ·+ (nr + 1)λr⟩
⟨α∨, ρ⟩

−s

となる。ここで分母は n1, . . . , nr に無関係なので、

K(g) =
∏

α∈∆+

⟨α∨, ρ⟩ (2.4)

とおいて和の外に出す。さらに nj + 1 = mj とおけば、

ζW (s, g) = K(g)s
∞∑

m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

∏
α∈∆+

⟨α∨,m1λ1 + · · ·+mrλr⟩−s (2.5)

を得る。これが Witten のゼータ関数の次元公式を用いた explicit 表示で
ある。
Zagier [74] は g = sl(2), sl(3), so(5) （すなわち対応するルート系がそれぞ
れ A1, A2, B2 型) のときに、(2.5) による計算結果を書き下している。それ
は、g のルート系が∆ = ∆(g) のときのWitten のゼータ関数を ζW (s,∆) と
も書くことにし、さらに ∆ が Xr 型（ただし X = A,B,C,D,E, F または
G) のルート系 ∆(Xr) のとき、ζW (s,∆(Xr)) を単に ζW (s,Xr) とも書くこ
とにすれば、

ζW (s,A1) =

∞∑
m=1

1

ms
= ζ(s), (2.6)

ζW (s,A2) = 2s
∞∑

m1=1

∞∑
m2=1

1

ms
1m

s
2(m1 +m2)s

, (2.7)

ζW (s,B2) = 6s
∞∑

m1=1

∞∑
m2=1

1

ms
1m

s
2(m1 +m2)s(2m1 +m2)s

(2.8)

である。実際に Ar 型のときの (2.5) を計算してみよう。この場合、任意の
正のルートは基本ルート α1, . . . , αr を用いて

αij =
∑

i≤k<j

αk, α∨
ij =

∑
i≤k<j

α∨
k

の形に書けるから、(2.5) の右辺の積の部分は λi(α
∨
j ) = δij に注意すれば∏

1≤i<j≤r+1

⟨α∨
i + · · ·+ α∨

j−1, m1λ1 + · · ·+mrλr⟩−s

=
∏

1≤i<j≤r+1

(mi + · · ·+mj−1)
−s
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で、従って

ζW (s,Ar) = K(Ar)
s

∞∑
m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

∏
1≤i<j≤r+1

(mi + · · ·+mj−1)
−s (2.9)

となる。特に r = 1, 2 の場合が (2.6), (2.7) を与える。
ルート系が A1 型のときは Witten のゼータ関数は Riemann のゼータ関
数に他ならないわけだが、実は A2 の場合も古典的である。上の (2.7) 式の
二重和の部分、あるいはそれはさらに多変数化した

ζMT,2(s1, s2, s3) =
∞∑

m1=1

∞∑
m2=1

1

ms1
1 ms2

2 (m1 +m2)s3
(2.10)

なる級数の、絶対収束域内の整数点での値について、既に 1950年に Tornheim

[66]が研究を行っている。少し遅れてMordell [50]もこの級数の s1 = s2 = s3

の場合を論じ、k が正の整数なら ζMT,2(2k, 2k, 2k) の値が π6k の有理数倍に
なることを発見している。これは言うまでもなく、ζ(2k) の値に関する Euler

の古典的な結果の二重類似である。
本節の冒頭で述べたWitten の結果は、Witten の体積公式と言われるが、
その結果から

ζW (2k, g) = CW (2k, g)π2kn (2.11)

と書けることがわかる。ここに CW (2k, g) はある有理数、また n は g の正
ルートの個数である。これは明らかに、上述した Mordell の結果をさらに一
般化したものになっている。
なお筆者は 2002 年頃、[42] において、(2.10) を一般化した

ζMT,r(s1, . . . , sr+1) =

∞∑
m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

1

ms1
1 ms2

2 · · ·msr
r (m1 + · · ·+mr)sr+1

(2.12)

を導入 9 し、Mordell-Tornheim の r 重ゼータ関数と名付けた。同じ頃、
全く別の動機から、津村氏も同様の多重級数を考察 10していた。このあたり
の経緯については数理研講究録 1549 号 (2007) 所載の津村氏や筆者の記事
を参照していただきたいが、こうして導入された Mordell-Tornheim の多重
ゼータ関数もなかなか興味深いクラス 11を構成しており、本稿でもこの後し
ばしば登場する。

9s1 = · · · = sr = 1 で sr+1 が正の整数の場合のこの級数の値については Hoffman [16] も
扱っている。全変数が 1 の場合は既に Mordell [50] が論じている。

10そういう成り行きではあるが、記号 ζMT,r の MT は ”Mordell と Tornheim” であっ
て、”Matsumoto と Tsumura” ではない。

11なお同じ [42] において筆者は、(2.12) の和に条件m1 < · · · < mr を付けた部分和も考え、
Apostol-Vu の多重ゼータ関数と呼んだ。この名称は Apostol と Vu の論文 [5] にちなむが、
その性質はその後、岡本氏 [54] [55] によって調べられている。
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3 ルート系のゼータ関数
本稿の主題であるルート系のゼータ関数とは、Witten のゼータ関数の ex-

plicit 表示式 (2.5) の右辺における多重和の部分を多変数化したものである。
すなわち、∆ を有限被約ルート系、s = (sα)α∈∆+ ∈ Cn (n は∆ の正ルート
の個数) として、

ζr(s,∆) =

∞∑
m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

∏
α∈∆+

⟨α∨,m1λ1 + · · ·+mrλr⟩−sα (3.1)

をルート系∆のゼータ関数 12と名付ける。また∆ = ∆(Xr)のとき ζr(s,∆(Xr))

を単に ζr(s, Xr) とも書き、Xr 型のゼータ関数、あるいは単に Xr のゼータ
関数などと呼んだりもすることにする。明らかに

ζW (s, g) = K(g)sζr((s, . . . , s),∆(g)) (3.2)

である。
前節で述べたように、∆ = ∆(A2) の場合には既に Tornheim [66] がこの
ような多変数の状況を考察していた。ただし Tornheim も、その後に続いた
何人かの研究者も、もっぱら特殊値のみを問題にしている。A2 のゼータ関数
の C3 全体への解析接続は筆者の論文 [39] で初めて公表 13 された。
続いて筆者は [42] において、複素多変数関数としての ζ2(s, B2) を導入し、
その解析接続を示した。次いで筆者と津村氏が [47] で任意の正の整数 r に対
する ∆ = ∆(Ar) の場合を論じ、最終的に [25] において一般のルート系に対
する (3.1) が定義されたのである。
筆者がこのように多変数化を試みた理由は、Tornheim の論文に示唆され
たからではなく、「多変数にして変数の自由度を増やす方が、解析的には扱い
やすい」という、[38] 以来感じていた哲学 14 によるものである。（例えば 8

節で述べる Mellin-Barnes 積分による論法は、多変数化することで初めて滑
らかに機能する。）
ルート系のゼータ関数は、（K(g) の因子を除いて）Witten のゼータ関数
の多変数化であることは (3.2) からも明らかだが、多変数化したことによっ
て、Euler-Zagier の多重和もその特殊な場合として含む。実際、∆ = Ar の
ときのルート系のゼータ関数は、前節と全く同様の計算により

ζr(s, Ar) =
∞∑

m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

∏
1≤i<j≤r+1

(mi + · · ·+mj−1)
−sij (3.3)

12Witten のゼータ関数は Lie 代数に付随して定義されたものであるが、ルート毎に変数を割
り振る (3.1) は、ルート系と Lie 代数との繋がりをむしろ忘れて、抽象的、公理的にルート系
を設定する立場で理解するのが妥当な概念なので、このように名付けたのである。

13ただし筆者より早く 1999 年頃、秋山氏と江上氏が、それぞれ異なる方法で ζ2(s, A2) の解
析接続に成功している（どちらも未公表）。筆者の方法はそのどちらとも異なる Mellin-Barnes
積分による方法（ 8 節参照）である。

14特に、当時の筆者の問題意識は、フランス学派とも Zagier 的な視点とも異なり、むしろ
Atkinson [6] や本橋洋一氏の研究、さらに桂田昌紀氏と筆者との共同研究など、ゼータ関数や
L 関数の種々の平均値の解析的挙動の研究に触発されたもの（[45] の記述参照）であった。
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(ただしルート αij に対応する変数を sij と書いた）となることがわかる。例
えば（変数の名前は付け替えて)

ζ2((s1, s2, s3), A2) =
∞∑

m1=1

∞∑
m2=1

m−s1
1 m−s2

2 (m1 +m2)
−s3 , (3.4)

ζ3((s1, . . . , s6), A3) =
∞∑

m1=1

∞∑
m2=1

∞∑
m3=1

m−s1
1 m−s2

2 m−s3
3

× (m1 +m2)
−s4(m2 +m3)

−s5(m1 +m2 +m3)
−s6 (3.5)

などとなる。この (3.3) において s12, s13, . . . , s1,r+1 以外のすべての変数を 0

とおけば、Euler-Zagier の多重和 (1.1) の形になる。
また、(3.4)は明らかに Tornheimの二重和 (2.10)そのものであるが、より
一般の (2.12) も、(3.3) において変数 s12, s23, . . . , sr,r+1 と s1,r+1 のみを残
すことによって得られる。すなわちルート系のゼータ関数という多変数関数の
クラスは、Wittenのゼータ関数、Euler-Zagierの多重和、Mordell-Tornheim

の多重ゼータ関数のすべてを特殊な場合として含む概念であることがわかる。
まず基本的な事実として、任意の ∆ に対するゼータ関数が解析接続できる
ことを定理として述べておく。

定理 1 ∆ を有限被約ルート系とするとき、ζr(s,∆) は Cn 全体に有理型
に解析接続される。

この結果は実際、既述した Essouabri の（多変数の場合の）一般論 [11] や
小森氏の理論 [24] に含まれているし、筆者も Mellin-Barnes 積分による方法
をこの場合を含むように拡張した ([42] [44])。筆者の方法については 8 節で
再訪する。

4 Weyl 群の作用とルート系の Bernoulli 数
ルート系に付随したゼータ関数を定義したのであれば、Weyl 群を使って
何か結果が導きだせるのではないか、と考えるのは自然な着想であろう。既
に Zagier [74] の中で、Weyl 群についての対称性を用いて、(2.11) の数論的
な証明がスケッチされている。
W を ∆のWeyl群として、s = (sα)α∈∆+ ∈ Cn に対するW の作用を次の
ように定める。ルート αに付随する（すなわちαに直交する超平面に関する）
鏡映を σα と書けば、これら鏡映の全体がW を生成するから、σα の作用だけ
定義すればいいが、それを (σαs)β = sσαβ で定めるのである。（ただし、σαβ

が負のルートになる可能性もあるが、その場合は sσαβ = s−σαβ と約束する。）
その上で、s の関数 f(s) に対する w ∈ W の作用を、(wf)(s) = f(w−1s) で
定義する。
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以上の定義の下で、

S(s,∆) =
∑
w∈W

 ∏
α∈∆+∩w∆−

(−1)−sα

 (wζr)(s,∆) (4.1)

というルート系のゼータ関数の「一次結合」を作ると、この S(s,∆) に対し
てはWeyl 群の対称性がうまく働いて、次の定理が成り立つ。

定理 2 ([30, III, Theorem 6]) 15 すべての α ∈ ∆+ に対して ℜsα > 1 の
とき、

S(s,∆) =(−1)n

 ∏
α∈∆+

(2πi)sα

Γ(sα + 1)

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

 ∏
α∈∆+\Ψ

ϕ(sα, xα)


×

 r∏
j=1

ϕ

sαj ,−
∑

α∈∆+\Ψ

xα⟨α∨, λj⟩

 ∏
α∈∆+\Ψ

dxα (4.2)

が成り立つ。ただし上式において

ϕ(s, x) = −Γ(s+ 1)

(2πi)s

∑
n∈Z\{0}

e2πinx

ns

である。

特に s = k = (kα)α∈∆+ , kα ∈ Z≥2 のときには、よく知られているように

ϕ(kα, x) = Bkα({x}) (4.3)

である。（ただし Bk(·) は k 次の Bernoulli 多項式で、{x} は x の小数部分。
例えば [4, Theorem 12.19] を見よ。）よって

Bk(∆) =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

 ∏
α∈∆+\Ψ

Bkα(xα)


×

 r∏
j=1

Bkαj

−
∑

α∈∆+\Ψ

xα⟨α∨, λj⟩


 ∏

α∈∆+\Ψ

dxα (4.4)

とおけば、定理 2 から直ちに

S(k,∆) = (−1)n

 ∏
α∈∆+

(2πi)kα

kα!

Bk(∆) (4.5)

15この結果は 2006 年頃には既に得られていて、[25] にもアナウンスされているのだが、投稿
した 2008 年の Edinburgh での国際会議の報告集の出版が大幅に遅れ、結局 2012 年にようや
く出版された。
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が言える。
∆ = ∆(A1) の場合、∆+ = Ψ = {α1} である。この唯一の正ルート α1 に
対応する変数を k = kα1 と書こう。この場合 ∆+ \Ψ は空集合なので、空和
は 0、空積は 1 と理解すれば、(4.4) は Bk(A1) = Bk(0) で、これは古典的な
Bernoulli 数Bk (あるいは Seki-Bernoulli 数）に他ならない。従って (4.4) の
Bk(∆) は Bernoulli 数のルート系的な一般化であり、ルート系の Bernoulli

数 16 と呼ぶべきものである。
古典的な Bernoulli 数については、種々の定義の仕方が知られているが、そ
のうちのひとつが生成関数による定義

t

et − 1
=

∞∑
k=0

Bk
tk

k!
(4.6)

であった。ルート系の Bernoulli 数についても、同様の生成関数を見つける
ことができる。つまり、

F (t,∆) =
∑

k∈(Z≥0)n

Bk(∆)
∏

α∈∆+

tkα
α

kα!
(4.7)

(ただし t = (tα), k = (kα)) となるような、explicit に書ける関数 F (t,∆)

を求めることができる ([30, III, Theorem 7], [28, Theorem 4.1])。その一般
式は少々複雑なのでここには書き下さないが、∆ = ∆(A1) のときの F (t, A1)

はもちろん (4.6) の左辺と一致する。∆ = ∆(A2) のときには、t = (t1, t2, t3)

と書くと

F (t, A2) =
t1t2t3(e

t3 − et1+t2)

(et1 − 1)(et2 − 1)(et3 − 1)(t3 − t1 − t2)
(4.8)

で与えられる（[29, Example 9.2] [30, III, (251)])。その他の具体例は（さら
に複雑になるが）C2 と A3 の場合が [30, III] に、G2 の場合が [30, IV] に述
べられている。これらの生成関数を展開することにより、個々のルート系に
対して、その Bernoulli 数 Bk(∆) の値を具体的に計算することができる。特
にその値は有理数である。
さて S(k,∆) は (4.1) で (wζr)(s,∆) たちの一次結合として定義されてい
たが、ここでもしすべての sα が同じ値ならば、s はWeyl 群の作用で不変で
ある。そこで特に、すべての sα が正の整数 2k であれば、(4.1) における符
号因子の寄与もなくなり、単に S(2k,∆) = |W |ζr(2k,∆) (k = (k, . . . , k)) と
なる。従ってこの場合の (4.5) は、Witten の (2.11) を導くと同時に、そこに
現れる定数 CW (2k, g) の具体的な値の計算法 17をも与えていることになる。

16実は [30, III] においては、(3.1) にさらに指数因子を付加した、Lerch 型とも言うべきゼー
タ関数が導入されており、対応して Bk(∆) を一般化した、ルート系の Bernoulli 多項式も定
義されている。このように一般化しておいた方が技術的に都合が良い場面もある（[37, Remark
1] 参照）し、また特に [28] で考察したような、(3.1) を Dirichlet 指標で捻ったルート系の L
関数の特殊値の記述にはルート系の Bernoulli 多項式が不可欠である。

17Witten ゼータ関数の特殊値の計算法としては Szenes [65] や Gunnells-Sczech [14] によっ
て提案されたものもある。
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A, D, E 型のルート系ではルートの長さはすべて同じ (simply-laced) だ
が、他のルート系では、ルートの長さに長短が生じる。この場合、Weyl 群の
軌道は長さの等しいルートの全体になる。従って、すべての sα が同じ値で
なくても、長さの等しいルートに対応する変数の値が一致していれば、やは
り上述と同様の不変性が成り立つ。以上の議論は、結局、次の結果を導く。

定理 3 ([30, III, Theorem 8]) ∆ は既約とし、k = (kα), ただし長さの等
しいルートに対応する kα の値はすべて等しいものとする。このとき

ζr(2k,∆) =
(−1)n

|W |

 ∏
α∈∆+

(2πi)2kα

(2kα)!

B2k(∆) (4.9)

が成り立つ。

具体例を少し述べよう。変数の値がすべて等しい場合としては、例えば

ζ2((2, 2, 2), A2) =
π6

2835
(Mordell [50]が得ていた結果),

ζ2((2, 2, 2, 2), C2) =
π8

302400
,

ζ3((2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2), C3) =
19

8403115488768000
π18

などとなる。軌道毎に変数の値が一致している場合の例としては

ζ2((2, 4, 4, 2), C2) =
53

6810804000
π12

を挙げておこう。ただしここで C2 型、C3 型のゼータ関数の具体形はそれ
ぞれ

ζ2((s1, s2, s3, s4), C2) =

∞∑
m1=1

∞∑
m2=1

m−s1
1 m−s2

2

× (m1 +m2)
−s3(m1 + 2m2)

−s4 , (4.10)

ζ3((s1, . . . , s9), C3) =

∞∑
m1=1

∞∑
m2=1

∞∑
m3=1

m−s1
1 m−s2

2 m−s3
3

× (m1 +m2)
−s4(m2 +m3)

−s5(2m2 +m3)
−s6(m1 +m2 +m3)

−s7

× (m1 + 2m2 +m3)
−s8(2m1 + 2m2 +m3)

−s9 (4.11)

で与えられる。

5 整数点における値とそれらの間の関係式
前節の定理 3 は、正の偶数点におけるルート系のゼータ関数の特殊値を与
える結果だったが、変数の値に奇数が含まれる場合はどうであろうか。古典
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的な Riemann ゼータ関数の場合ですら、奇数点での値は未だによく分かっ
ていないことから考えれば、変数がすべて偶数である場合の状況より問題は
相当に困難になることが予想される。一般的にはたしかにその通りであるが、
それでも実は、奇数を含む場合でも種々の結果を得ることができる。
∆ = ∆(A2) の場合には、既に Tornheim [66] が、m1 +m2 +m3 が奇数
のとき、ζ2((m1,m2,m3), A2) が Riemann ゼータ関数の整数点での値の有
理数係数の多項式で書けることを証明している。(後に [17] がより明示的な
形の式を与えている。）これはいわゆる ”parity result” (すなわち、r と
m1 + · · ·+mr の偶奇が異なるとき、その r 重ゼータ値を r − 1 重以下の多
重ゼータ値で表す類の結果 18）の一種であって、後に津村氏 [70] によって一
般の r 重 Mordell-Tornheim ゼータ関数の場合に一般化されている。多重三
角関数の対数を含む積分表示を用いた小野寺氏の研究 [60] もある。
一方 Subbarao と Sitaramachandrarao [64] は

ζ2((2l, 2m, 2n), A2) + ζ2((2l, 2n, 2m), A2) + ζ2((2n, 2m, 2l), A2)

の明示的な式を示し、続いて津村氏 [67]が奇数を含む場合への拡張を与えた。
すなわち津村氏は、k,m ∈ Z≥0, k +m ≥ 2, l ∈ Z≥2 とするとき

ζ2((k, l,m), A2) + (−1)kζ2((k,m, l), A2) + (−1)lζ2((l,m, k), A2) (5.1)

が Riemann ゼータ関数の整数点での値の有理数係数の多項式で書ける 19こ
とを示した。この論文で津村氏が用いた方法は、考えている Dirichlet 級数
（例えば

∑
m−s）にまず収束を早くする因子（例えば (−u)−m, u > 1）を付

け加えて、収束の良い状態で式変形をしておいてから最後に u → 1 とするも
ので、Riemann ゼータ関数の負の偶数点での値が 0 になる、という事実が
議論の途中で本質的な役割を果たす。この方法を我々は u-method と呼ぶこ
とにしよう。この津村氏の結果と方法は、次節で述べる関数関係式の理論へ
の道を開くことになった先駆的なものである。
他のルート系の場合にも、parity result の研究は行われている。その嚆矢
は B2 の場合を扱った津村氏の論文 [68]であろう。（B2 については Zhao [76]

もある。）A3 型については筆者と津村氏の [47] や、Zhao-Zhou [78] がある。
G2 型の場合は Zhao [77] が先鞭をつけ、続いて岡本氏 [56] [57] が、先行す
る [53], [60], [68] のアイデアを融合させた理論を構築して、その中で特に、
G2 型のルート系のゼータ関数のある種の特殊値が Riemann ゼータ関数と
Clausen 関数の値で書けることを示した。その後、[30, V] においても G2 型
の parity result が論じられているが、その論文の最終節で提起されているよ
うに、G2 型の parity result は、Dirichlet の L関数や Clausen 関数を含め
た形で定式化する必要があるのかもしれない。

18Euler-Zagier 和の場合の parity result は Euler に遡る歴史を持ち、津村氏 [69] と、また
独立に井原氏、金子氏、Zagier の共著 [18] によって一般的な定理が得られた。

19上式は、[67] の Theorem 1 で文字 (r, s, t) を (k,m, l) に置き換え、(−1)k をかけたもの
である。
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論文 [30, V] においては、前節で紹介した一般論を奇数を含む特殊値の場
合に適用しようとする試みが提示されている。偶数点を扱っている限り、前
節でも述べたように、(4.1) 式において符号部分を考える必要はない。しかし
変数に奇数値が含まれると符号部分が自明ではなくなり、多くの項がキャン
セルしてしまう可能性がある。そうなってしまうと (4.1) からは何の情報も
取り出せない。論文 [30, V] では、どのような場合に非自明な情報が取り出
せるかについて、ルート系の理論の立場からある程度の解答が与えられてお
り、その応用として、奇数変数を含む G2 のゼータ関数の特殊値についての
結果が述べられている。一例だけ挙げておこう：

ζ2((2, 1, 1, 5, 3, 3), G2) =
5

4
ζ(4)ζ(11) +

1043857

23328
ζ(2)ζ(13)

− 41971473

559872
ζ(15), (5.2)

ただし G2 のゼータ関数の具体形は

ζ2((s1, . . . , s6), G2) =

∞∑
m1=1

∞∑
m2=1

m−s1
1 m−s2

2 (m1 +m2)
−s3

× (m1 + 2m2)
−s4(m1 + 3m2)

−s5(2m1 + 3m2)
−s6 (5.3)

である。

6 関数関係式
前節で述べたような「特殊値の間の関係式」は、Euler-Zagier 型の多重和
の場合には（特殊値、すなわち MZV が Q 上で張るベクトル空間の次元につ
いての Zagier の予想などを動機付けとして）遥かに多くの研究 20 がなされ
て来ている。そして、MZV の間になりたつ非常に多くの関係式が発見され
ている。
すると、解析的な立場から見たときに自然に浮かぶひとつの疑問は、それ
らの関係式が整数点においてだけ成立しているものであるのか、それとも複
素関数としての ζEZ,r たちの間に成り立っている関係式を整数点のところで
見ているに過ぎないのか、どちらであろう、ということである。筆者はこの
疑問について 2000 年頃から、しばしば研究集会の場などで発言 21してきた。
もちろん、調和積公式 (1.4) （と、その r 重への一般化）は明らかにその
ひとつの解答を与えている。筆者の疑問を正確に言えば、MZV の間の関係
式が関数としての関係式になっているのは、調和積公式の類以外にはないの
か、ということである。この疑問に最初から強い興味を示してくれた方もい
らっしゃった 22 が、この問題を考えようとするとき大きな障害となるのは、

20例えば [3] 参照。
21文献上での言及は [44] が最初である。
22例えば伊原康隆先生。
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MZV の関係式の多くが Drinfel’d-Kontsevich 型の反復積分表示を基盤にし
て示されている、ということであった。この積分表示は整数の値そのものが
積分の回数を与えるので、整数点以外には拡張のしようがないのである。
しかし、前節で言及した津村氏の u-method は、反復積分表示を用いない、
関係式の導出方法を与えている。従ってこの方法で得られた結果は整数点以
外への拡張が可能かもしれない。津村氏 [71] はこのことに着目して考察を行
ない、筆者の疑問に対する最初の非自明な解答を見いだした。それは (5.1)

を複素変数を含む形に一般化した、次のような結果 23 である。

定理 4 ([71]) l,m ∈ Z≥0, s ∈ C に対して、

ζ2((k, l, s), A2) + (−1)kζ2((k, s, l), A2) + (−1)lζ2((l, s, k), A2)

= 2

[k/2]∑
j=0

(
k + l − 2j − 1

l − 1

)
ζ(2j)ζ(s+ k + l − 2j)

+ 2

[l/2]∑
j=0

(
k + l − 2j − 1

k − 1

)
ζ(2j)ζ(s+ k + l − 2j) (6.1)

が成り立つ。

この定理では s が複素変数なので、関数としての関係式、つまり関数関係
式を与えている。そして s = m ∈ Z と特殊化すると左辺は (5.1) に一致する
ので、[67] で得られた値の関係式を含む式になっているわけである。
また、定理 1 によって (6.1) の両辺は s について C 全体に解析接続でき
ることがわかるから、上式自身も（特異点を除く）C 全体で成り立つ。
上の定理において (k, l) = (3, 2) ととると

ζ2((3, s, 2), A2)− ζ2((3, 2, s), A2)− ζ2((2, s, 3), A2)

= 10ζ(s+ 5)− 6ζ(2)ζ(s+ 3)

を得る。ここでさらに s = 0 とすると、ζ2((k, 0, l);A2) = ζEZ,2(k, l) および
ζ2(3, 2, 0), A2) = ζ(3)ζ(2) に注意すれば

ζEZ,2(3, 2)− ζEZ,2(2, 3) = 10ζ(5)− 5ζ(2)ζ(3)

となる。これと、(1.4) で (s1, s2) = (3, 2) とおいた

ζEZ,2(3, 2) + ζEZ,2(2, 3) = ζ(2)ζ(3)− ζ(5)

とを合わせれば、

ζEZ,2(3, 2) =
9

2
ζ(5)− 2ζ(2)ζ(3), ζEZ,2(2, 3) = −11

2
ζ(5) + 3ζ(2)ζ(3)

(6.2)

23ただし、[71] における original statement では右辺はもっと複雑な形をしている。しかし
[46] の Lemma 2.1 を適用することにより、ここで述べた形になる。論文 [27] の Theorem 3.1
を参照。
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が示される。この (6.2) はもともとは Euler-Zagier 和の理論の枠内で、二重
シャッフル関係式として示されていたものであるが、我々はそれが関数関係
式 (6.1) の特殊化として得られることを知った。これはつまり、本節冒頭で
述べた筆者の疑問に対するひとつの解答となっている。
定理 4 を巡るひとつのエピソードに触れておこう。津村氏の論文をプレプ
リント段階で読んだ中村氏は、(4.3) などの Bernoulli 多項式の性質を巧妙に
用いた、定理 4 の別証明 [52] 24に成功した。当時まだ名古屋大学の大学院生
だった氏は、2005年の年末（12月 26日）、名大の解析数論セミナーでこの別
証明について報告した。このセミナーの席上、筆者は中村氏の議論をルート
系の立場から見て一般化できないか、という点を問題にした。すると、セミ
ナーが終わった後しばらくして、小森氏が筆者の研究室にやってきた。セミ
ナーでの報告の中で中村氏は、ζ2(s, A2) の二重和をいかに分割するか、二次
元の座標平面上で図示して解説したのだが、たまたまこのセミナーに出席し
ていた小森氏は、それが A2 型ルート系のWeyl chamber への分割に他なら
ないことを指摘したのである。この会話が 4 節で述べた、ルート系のゼータ
関数へのWeyl 群の作用に関する理論の出発点であり、定理 4 の左辺は (4.1)

の S(s,∆) の原型を与えるものであった。
A3 の場合の関数関係式は [47] [25] [27] で論じられた。[47] においては一
部の変数が 0 であるような特殊な場合しか扱われていないが、これは技術
的な理由によるもので、[25] [27] では u-method を単純に適用するだけでな
く、分子にある種の parameter を付加する工夫を加味することによってこの
技術的困難を打破し、より一般的な形の関数関係式を得ることに成功してい
る。また [27] の Section 7 で、同様の方法によって一般に Ar 型のルート系
のゼータ関数の関数関係式が得られるであろうことが示唆されており、実際
に A4 の場合のある結果が証明抜きでアナウンスされている。
さらに [27] では C2(≃ B2), B3, C3 の場合の関数関係式も得られている。

G2 型の場合の関数関係式は [30, IV] [30, V] で示されている。また中村氏も
彼の方法を発展させて、[53] において A2 型、A3 型、B2 型のゼータ関数の
関数関係式を論じている。A3 型のゼータ関数についての Zhou, Bradley と
Cai の研究 [79] もある。その研究をさらに発展させて、池田氏と松岡氏は
[20] において、A2, A3, A4 型のゼータ関数の関数関係式を得ている。
上述の定理 4 においては、式に含まれている複素変数は s 一個だけであっ
た。しかし、その後得られたいろいろな関数関係式の中には、複素変数を複数
個含む形のものも存在する。（例えば [47, Theorem 5.10], [25, Theorem 3.4],

[27, Theorem 9.3]、また [53], [79] など。）A3 型の例をひとつだけ引用して
おこう。

定理 5 ([25, Theorem 3.4]) 正の整数 p, q と非負整数 r、そして複素数

24Zagier の九州大学での講義録に述べられているアイデアが元になっている。
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s1, s2, s3 に対して、

ζ3((2p, 2r, 2q, s1, s3, s2), A3) + ζ3((2p, s1, s3, 2r, 2q, s2), A3)

+ ζ3((2q, 2r, 2p, s2, s3, s1), A3) + ζ3((2q, s2, s3, 2r, 2p, s1), A3)

= 2

p∑
j=0

ζ(2j)

2p−2j∑
k=0

(
2q − 1 + k

k

)(
2p+ 2r − 2j − k − 1

2p− 2j − k

)
× ζ2((s1 + 2p+ 2r − 2j − k, s3 + 2q + k, s2), A2)

+ 2

q∑
j=0

ζ(2j)

2q−2j∑
k=0

(
2p− 1 + k

k

)(
2q + 2r − 2j − k − 1

2q − 2j − k

)
× ζ2((s1, s3 + 2q + k, s2 + 2q + 2r − 2j − k), A2)

+ 2

r∑
j=0

ζ(2j)

2p−1∑
k=0

(
2q − 1 + k

k

)(
2p+ 2r − 2j − k − 1

2p− k − 1

)
× ζ2((s1 + 2p+ 2r − 2j − k, s3 + 2q + k, s2), A2)

+ 2
r∑

j=0

ζ(2j)

2q−1∑
k=0

(
2p− 1 + k

k

)(
2q + 2r − 2j − k − 1

2q − k − 1

)
× ζ2((s1, s3 + 2q + k, s2 + 2q + 2r − 2j − k), A2) (6.3)

がなりたつ。

我々は 4 節において、(5 節で論じたような）特殊値の間の関係式が成り立
つ理由を与える、Weyl 群の作用に関する結果を紹介した。同様の理由付け
は関数関係式に対しても可能であり、それは事実、定理 2 のある種の一般化
([30, III, Theorem 5], [30, V, Theorem 2.1]) によって与えられる。
ここで強調しておきたいことは、Euler-Zagier 和の枠内のみで考えた場合

には、依然として筆者の疑問は未解決のままだ、ということである。Euler-

Zagier 和の枠内では、調和積公式以外には非自明な関数関係式は全く存在し
ない 25のかもしれない。筆者の知る限り、こうした可能性はおそらく中村隆
氏が初めて言い出したのだと思うが、印刷物上でこういうことを論じた文献
はまだ書かれていないようである。

7 ルート系のゼータ関数としての Euler-Zagier 和
前節の末尾で述べたように、関数関係式を考察するには、Euler-Zagier 和

の枠内に留まらず、ルート系のゼータ関数という、より広い枠組みを視座に
据えるのが適当なのであった。

25超平面 Ω2k+1 に制限すれば関数等式 (1.6) が Euler-Zagier 和の枠内での関数関係式を与
える、と言えるかもしれないが、これでは満足できる解答とは言えないだろう。
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これ以外にも、ルート系のゼータ関数という広い立場から眺めることによっ
て、Euler-Zagier 和の理論に対してもいろいろと新しい結果を導き出せるこ
とが次第にわかってきた。本節ではこうした話題について解説する。
既に 3 節で、Ar 型のルート系のゼータ関数のいくつかの変数を 0 とおく
と Euler-Zagier の多重和になることを注意した。この立場からシャッフル積
について論じた論文が [32] である。
MZV は Drenfel’d の反復積分表示を持っているので、ふたつの MZV の
積はふたつの反復積分の積になるが、これはいくつかの反復積分の和に書き
直せることが知られている。この事実を MZV の言葉に翻訳すれば MZV の
積を MZV の和で書く関係式が得られるが、これがシャッフル積、と呼ばれ
る手法である。
調和積とシャッフル積は、MZV の積のそれぞれ異なる表示を与えるので、
このふたつを等置すると MZV たちの間に成り立つ関係式が導出される。こ
うして得られる関係式を二重シャッフル関係式と総称する。
シャッフル積はこのように Drinfel’dの積分表示に持ち込んで、それを Hoff-

man代数という代数的な枠組みで捉え、代数的操作で変形してから再びMZV

の世界に戻る、というのが本来の手法であったため、エレガントではあるが、
解析的に何をやっているのかがわからなくなってしまう問題点があった。特
に Drinfel’d の表示が存在するのは整数点に限られるので、前節でも言及し
たように、この手法に頼っていては関数関係式は決して示せない。
しかし [32] において、ルート系のゼータ関数の範囲にまで拡げて考察する
と、シャッフル積のプロセスは単なる部分分数分解として解釈できることが
見いだされた。これは二重シャッフル関係式の新しい証明を与えたことにも
なる。このアイデアは最近、小野氏と山本氏 [59] によって、有限多重ポリロ
グの研究にも応用された。
また、部分分数展開は整数点以外の状況にも容易に拡張できるので、我々
の手法を使えば、二重シャッフル関係式を特殊な場合として含む関数関係式
の導出も可能になる。例えば

定理 6 ([32, Theorem 3]) 任意の k, l ∈ Z≥2 と s ∈ C に対し、

l−1∑
i=0

(
k − 1 + i

i

)
ζEZ,3(s, l − i, k + i)

+

k−1∑
i=0

(
l − 1 + i

i

)
ζ3((k − i, s, 0, 0, 0, l + i), A3)

= ζEZ,3(s, k, l) + ζEZ,3(s, l, k) + ζEZ,3(k, s, l) + ζEZ,2(s, k + l)

+ ζEZ,2(k + s, l) (7.1)

が成り立つ。
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これが二重シャッフル関係式を含むことは、実際に (7.1) の特殊化として、

6ζEZ,3(1, 1, 3) + ζEZ,3(1, 2, 2) = ζEZ,2(1, 4) + ζEZ,2(3, 2)

のような二重シャッフル関係式が導かれることからわかる。
さて [32] では、Euler-Zagier 和を A 型のルート系のゼータ関数の特殊化
として考察したわけだが、これが可能な唯一の観点というわけではない。論
文 [35] では、今度は Euler-Zagier 和を C 型ルート系のゼータ関数の特殊化
と見る理論が展開されている。
既に 4 節で C2 型、C3 型のルート系のゼータ関数の具体形を紹介したが、
ここで一般の Cr 型ルート系のゼータ関数の具体形を書き下そう。
そのために、まず Cr 型ルート系の構造を思い出す。実 r 次元ベクトル空間
の任意のベクトルにその i 番目の座標を対応させる座標関数を εi と書けば、
基本ルートは α1 = ε1 − ε2, α2 = ε2 − ε3, . . . , αr−1 = εr−1 − εr と αr = 2εr

で与えられる。そして正のルートの全体は

{2εi | 1 ≤ i ≤ r} ∪ {εi − εj , εi + εj | 1 ≤ i < j ≤ r}

である。ここで明らかに 2εi たちの方が εi ± εj たちよりも長いルートであ
る。対応するコルートは、ei を第 i 成分だけが 1 の単位ベクトルとすると、
それぞれ ei (1 ≤ i ≤ r), ei ± ej (1 ≤ i < j ≤ r) となる。これらは基本コ
ルート α∨

1 = e1 − e2, α
∨
2 = e2 − e3, . . . , α

∨
r−1 = er−1 − er, α

∨
r = er を用いて

ei =
∑

i≤k≤r

α∨
k , ei − ej =

∑
i≤k<j

α∨
k ,

ei + ej =
∑

i≤k<j

α∨
k + 2

∑
j≤k≤r

α∨
k

と書けるので、(3.1) にこれらのデータを入れて書き下せば、一般の Cr 型
ルート系のゼータ関数は次の式で与えられることがわかる：

ζr(s, Cr) =
∞∑

m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

∏
1≤i≤r

(mi + · · ·+mr)
−si

×
∏

1≤i<j≤r

(mi + · · ·+mj−1)
−s−ij

×
∏

1≤i<j≤r

(m1 + · · ·+mj−1 + 2(mj + · · ·+mr))
−s+ij , (7.2)

ただし s = ((si), (s
−
ij), (s

+
ij)) であって、si, s

−
ij , s

+
ij はそれぞれルート 2εi,

εi − εj , εi + εj に対応させた複素変数である。
上で注意したように、長いルートは 2εi たちであった。そこで、これらに

対応する変数 si だけを残して他の変数をすべて 0 とおくと、上式は

ζr(((si),0,0), Cr) =

∞∑
m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

∏
1≤i≤r

(mi + · · ·+mr)
−si (7.3)
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となり、これは再び Euler-Zagier 和に他ならない。つまり Euler-Zagier 和
は C 型のルート系のゼータ関数の特殊化とも見なせるのである。
この観点の持つひとつの重要性は、Weyl 群の軌道が長さの等しいルートの
全体であるという、4 節でも触れた事実である。(7.3) において残っているの
は長さが等しいルートに対応する変数のみであるから、この立場では Euler-

Zagier 和に対するWeyl 群の作用を論じることが可能になる。そして [35] で
はこのことを実際に用いて、Euler-Zagier 和に関する新しい「制限された和
公式」26 を証明することに成功している。
また、B 型ルート系と C 型ルート系とは、互いに「双対」とも言うべき
密接な関係にある。従って C 型ルート系のゼータ関数に対して展開した上の
議論と類似した議論を、B 型の場合に展開することもできるはずである。こ
のアイデアを実行してみると、B 型のルート系のゼータ関数で、今度は短い
ルートに対応する変数だけ残したものが、

∞∑
m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

∏
1≤i≤r

(2(mr−i+1 + · · ·+mr−1) +mr)
−si (7.4)

の形になることがわかる。これは言わば Euler-Zagier 和の「双対」であり、
この和についても Euler-Zagier 和に対するものと平行した理論が建設できる
と思われる。事実、我々は [35]において (7.4)に対するある種の parity result

を証明したし、その結果はまた、二重ゼータ値の張る空間の次元に関する最
近の金子氏と田坂氏の研究 [21] に応用されている。

8 積分表示と帰納的構造
以上の各節で見て来たように、ルート系のゼータ関数は種々の興味深い性
質を持ち、さらに深い研究が望まれる研究対象である。我々は 1 節において、
Euler-Zagier 和の解析的な研究を進めたい、という問題意識を述べたが、同
様にルート系のゼータ関数についても、その真の理解のためには、解析的な
方向からの研究が必要不可欠である。
ルート系のゼータ関数の解析接続に関する定理は既に 3 節で述べたが、本
節ではその証明法のうち、筆者が提出した Mellin-Barnes 積分による方法を
紹介し、その方法を適用することによって浮かび上がる、ルート系のゼータ
関数たちの間の帰納的な関係について述べる。
本稿でMellin-Barnes の積分公式と呼んでいるのは、s, λ ∈ C, ℜs > 0,

λ ̸= 0, | arg λ| < π に対して

Γ(s)(1 + λ)−s =
1

2πi

∫
(c)

Γ(s+ z)Γ(−z)λzdz (8.1)

26Hoffman [16] 参照。
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で与えられる式 27 である。ただし −ℜs < c < 0 で、積分路は c − i∞ から
c+ i∞ に至る、鉛直方向の直線である。
ゼータ関数、L関数の平均値の研究にこの (8.1) を応用した桂田氏の研究

[22] [23] に触発された筆者は、(8.1) を用いれば、Euler-Zagier 和や Mordell-

Tornheimの多重ゼータ関数、さらにルート系のゼータ関数などの多重級数の
解析接続ができることを発見した（[39] [40] [41] [42] [44])。その方法を、A2

型のルート系のゼータ関数 (3.4) を例にとって説明しよう。
まず ℜsj > 1 (1 ≤ j ≤ 3) とすると、(3.4) の級数は明らかに絶対収束して
いる。この式の分母の (m1 +m2)

−s3 を

m−s3
1

(
1 +

m2

m1

)−s3

と変形してから、この第二の因子に (λ = m2/m1 として) (8.1) を適用すると

(m1 +m2)
−s3 = m−s3

1

1

2πi

∫
(c)

Γ(s3 + z)Γ(−z)

Γ(s3)

(
m2

m1

)z

dz

(−ℜs3 < c < 0) となる。これを (3.4) に代入し、積分と和の順序を交換す
れば

ζ2(s, A2) =
1

2πi

∫
(c)

Γ(s3 + z)Γ(−z)

Γ(s3)

∞∑
m1=1

m−s1−s3−z
1

∞∑
m2=1

m−s2+z
2 dz

である。条件 ℜsj > 1, −ℜs3 < c < 0 の下で右辺のふたつの級数は絶対収束
し、順序交換も正当化されて、

ζ2(s, A2) =
1

2πi

∫
(c)

Γ(s3 + z)Γ(−z)

Γ(s3)
ζ(s1 + s3 + z)ζ(s2 − z)dz (8.2)

を得る。この変形のポイントは、定義式 (3.4) においては (m1+m2)
−s3 なる

因子のせいで分離が不可能だった、m1 に関する和とm2 に関する和を、(8.1)

の効力によって分離できた点にある。
さて (8.2) の被積分関数は z = −s3 − l, z = l, z = 1− s1 − s3, z = s2 − 1

（ただし l ∈ Z≥0)に極を持つ。これらのうち、積分路を右に動かした時に遭遇
するのは z = l (l ∈ Z≥0) と z = s2− 1 である。そこで積分路を ℜz = M − ε

（M は十分大きい正整数）まで平行移動し、途中で通過する極の留数を数え
上げれば、

ζ2(s, A2) =
Γ(s2 + s3 − 1)Γ(1− s2)

Γ(s3)
ζ(s1 + s2 + s3 − 1)

+
M−1∑
k=0

(
−s3
k

)
ζ(s1 + s3 + k)ζ(s2 − k)

+
1

2πi

∫
(M−ε)

Γ(s3 + z)Γ(−z)

Γ(s3)
ζ(s1 + s3 + z)ζ(s2 − z)dz (8.3)

27この式は例えば [72, Section 14.51] に紹介されているが、超幾何関数の Barnes による積
分表示 [7] の特殊な場合である。Barnes の研究には Pincherle, Mellin らの先行者がいるが、
特に Mellin [48] [49] は既に、この種の積分を多重ゼータ関数の研究に応用している。
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となる。この右辺の積分は、上述した被積分関数の極のリストからわかるよ
うに、

ℜs3 > −M + ε, ℜ(s1 + s3) > 1−M + ε, ℜs2 < 1 +M − ε (8.4)

において収束して正則となる。また右辺の残りの項はガンマ関数と Riemann

ゼータ関数で書けているから、もちろん有理型に解析接続できる。M をいく
らでも大きくとっていいことに注意すれば、以上の議論で ζ2(s, A2) の C3 全
空間への有理型接続ができたことになる。しかも (8.3) から、特異点がどこ
にあるかも容易に見て取ることができる。
同様の議論を、任意のルート系に対して適用することができる。例えば Ar

型のゼータ関数であれば、(8.1) を使って m1 に関する和を分離することによ
り、Riemann ゼータ関数と Ar−1 型のルート系のゼータ関数を含む積分（一
般には多重積分になるが）で書けることがわかる。そこで、Ar−1 型のゼータ
関数の解析接続が既に言えていると仮定すれば、積分路を変形する議論によ
り、Ar 型のゼータ関数の解析接続も示すことができる。
ただし、上では積分路の変形は単純な平行移動だったが、それだけで常に
十分なわけではない。一般にはより複雑な積分路を考える必要があることを、
筆者は [42] で最初に指摘 28した。A3 型を考えるときに既にそうした複雑な
積分路が必要になることは [47] で詳述されている。
また、この方法は当然、s1 = · · · = sr = s と置くことで Witten のゼータ
関数の解析接続も与えるが、このように一変数にした状況でも、積分の中に
現れるのは多変数のルート系のゼータ関数である。つまり多変数化しなけれ
ばこの議論は成り立たないのであって、これが多変数化したことの大きいメ
リットのひとつである。
ここで Ar 型ルート系の Dynkin 図形を思い出してみると、上の積分表示
は、Dynkin 図形の一番左にある辺を切断することに対応している、と見な
すこともできるであろう。一番左側の辺を切り離せば、残るのはその左に A1

型の Dynkin 図形、右には Ar−1 型の Dynkin 図形であり、積分の中に出て
くるゼータ関数とうまく対応している。
同様のことが他の系列のルート系に対しても成り立つ。すなわち、(8.1)

を適用することで、X = B,C,D などに対しても、Xr 型のゼータ関数を、
Riemann ゼータ関数と Xr−1 型ゼータ関数の積を含む積分で表示でき、それ
によって解析接続も証明できる。 対応する Dynkin 図形の分割は図 1 の通
りである。
逆に、Dynkin 図形の任意の切断に対して、対応する Mellin-Barnes 積分
表示を求めることができる。例えば Br 型、Cr 型の場合、二重線になって
いる辺があるが、ここを切断する操作に対応して、Br, Cr 型のゼータ関数を

28[42] ではかなり凝縮した書き方がなされているので、読みにくいかもしれない。[44] や [47]
の方が記述が丁寧である。
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α1c α2c c �������� c c c αrc (Ar)

c c c �������� c c c c (Br, Cr)

c c c �������� c c c cc (Dr)

図 1:

Ar−1 型ゼータ関数と Riemann ゼータ関数で書く積分表示が可能である。同
様に Dr 型についても A 型に帰する積分表示ができる (図 2)。

c c c �������� c c c c (Br, Cr)

c c c �������� c c c cc (Dr)

図 2:

また、Br, Cr 型の二重線のところを、そのうちの一本だけ切断すると、
Dynkin図形はふたつに分離はせず、Ar 型のルート系の Dynkin図形となる。
これに対応する積分表示として、Br, Cr 型のゼータ関数の、Ar 型ゼータ関
数のみを含む積分表示も成り立つ（図 3)。

c c c �������� c c c c (Br, Cr)

図 3:

一般には次の定理が成り立つ (図 4)。

定理 7 ([30, II, Theorem 5.4]) ルート系 ∆ の Dynkin 図形の任意の辺を
切断したとき、∆ のゼータ関数は、切断してできる図形の各連結成分に対応
するゼータ関数を含む（多重）積分として表示できる。

この定理は、ルート系のゼータ関数の族が内包する、Mellin-Barnes 積分
によって実現される帰納的構造を提示している。この関係により、すべての
ルート系のゼータ関数は、最終的には A1 型のゼータ関数、つまり Riemann

ゼータ関数に行き着く。Riemann ゼータ関数の解析的な性質はかなり詳しく
知られているから、その知識を出発点にして帰納構造を逆に遡ることにより、
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c �������� c αℓ−1c αℓc c �������� c c (Ar)

c �������� c c c c �������� c c (Br, Cr)

c �������� c c c c �������� c cc (Dr)

図 4:

原理的には任意のルート系のゼータ関数の解析的性質が導き出せるはずであ
る。もちろん現実には、多重積分の扱いが複雑になっていくため、解析的挙
動を調べるのは簡単ではない。それでも r が小さいいくつかの場合には、特
異点集合の構造が調べられている。
A2 型のゼータ関数の場合、(8.3)から直ちに、特異点集合は s1+s3 = 1− l,

s2 + s3 = 1− l (l ∈ Z≥0), s1 + s2 + s3 = 2 であること ([39]) がわかる。A3

型については [47] において次の結果が証明されている。

定理 8 ([47, Theorem 3.5]) A3 型のゼータ関数 ζ3((s1, . . . , s6), A3) の特
異点集合は

s1 + s4 + s6 = 1− l (l ∈ Z≥0),

s3 + s5 + s6 = 1− l (l ∈ Z≥0),

s2 + s4 + s5 + s6 = 1− l (l ∈ Z≥0),

s1 + s2 + s4 + s5 + s6 = 2− l (l ∈ Z≥0),

s1 + s3 + s4 + s5 + s6 = 2− l (l ∈ Z≥0),

s2 + s3 + s4 + s5 + s6 = 2− l (l ∈ Z≥0),

s1 + s2 + s3 + s4 + s5 + s6 = 3

で尽くされる。

また C2, B3, C3 型については [30, II], G2 型については [30, IV] で特異点
集合が論じられている。ただし、(8.3) の類の式から特異点集合の候補者は直
ちに見つかるが、それらが実際に特異点集合であること（つまり特異性が別
の因子によってキャンセルされてしまってはいないこと）を確かめるのは必
ずしも容易ではない。上の定理 8 ではこのリストの各超平面が実際に特異点
集合であることを丁寧に検証しているが、その他の論文中の結果の中には、
特異点集合の候補者のリストを挙げるに留まっているものもある。
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9 最近の結果
前節で述べた結果は、解析的な方向からの研究としてはいわば第一段階に
過ぎない。前節の結果を土台にして、解析的にもより深いレベルにまで研究
を進めることが望まれることは言うまでもない。
解析接続が言えたとなると、自然に生じる次の疑問は、果たして関数等式
はあるのか、ということであろう。Euler-Zagier 型の場合 29には、少なくと
も二重和の場合、１節で紹介したような関数等式が知られている。
岡本氏と小野塚氏は最近のプレプリント [58] において、(1.6) を特別な場
合として含むような、A2 のゼータ関数の関数等式を証明した。まず、(1.5)

の一般化として

g2((s1, s2, s3), A2) = ζ2((s1, s2, s3), A2)

− Γ(1− s2)Γ(s2 + s3 − 1)

Γ(s3)
ζ(s1 + s2 + s3 − 1) (9.1)

とおく。また (1.7) に対応して

F±(s1, s2, s3) =
∞∑
k=1

σs1+s2+s3−1(k)Ψ(s3, s2 + s3;±2πik),

F#
± (s1, s2, s3) =

∞∑
k=1

σs1+s2+s3−1(k)

ks1
Ψ(s3, s2 + s3;±2πik)

とおけば、彼らの結果は

定理 9 ([58])

g2((s1, s2, s3), A2)

(2π)s2+s3−1Γ(1− s2)
+ e−πi(s2+s3−1)/2(F+(s1, s2, s3) + F−(s1, s2, s3))

=
g2((−s1, 1− s3, 1− s2), A2)

is2+s3−1Γ(s3)
+ eπi(s2+s3−1)/2F#

+ (s1, s2, s3)

+ e−πi(s2+s3−1)/2F#
− (s1, s2, s3) (9.2)

というものである。
さらに、A2 のゼータ関数は Mordell-Tornheim の二重和 (2.10) と一致し
ていたが、岡本氏と小野塚氏は同じ論文で、一般の Mordell-Tornheim 型 r

重ゼータ関数にまで彼らの結果を拡張している。Mordell-Tornheim 型の多重
ゼータ関数がルート系のゼータ関数の特殊化であることを考えれば、彼らの
結果はルート系のゼータ関数の一般的な関数等式を探索するためのひとつの
鍵を与えるものであるかもしれない。
他方、前節で述べたようにMellin-Barnes積分表示はルート系のゼータ関数
の解析的な挙動について精密に研究することを可能にするが、Romikは最近の

29他のタイプの多重ゼータ関数の関数等式としては、Barnes の多重ゼータ関数についての
[34] [63] がある。また新谷 L 関数についての広瀬氏と佐藤氏の結果 [15] も興味深い。
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プレプリント [62]において、Mellin-Barnes積分表示を用いて ζ2((s, s, s), A2)

の極の位置などを精密に研究し、その結果として SU(3) の n 次元表現の個
数についての精密な漸近式を証明した。
SU(2) の場合、その n 次元表現の個数は n の分割数に他ならないので、
その個数については古典的な Hardy-Ramanujan の漸近公式が知られている
が、Romik の得た結果は Hardy-Ramanujan の式の SU(3) でのアナロジー
を与える。従って、同様の分析を他の群に対して実行すれば、他の群の n 次
元表現の個数についても同じような漸近公式を得る可能性がある。既に C2

の場合について、筆者は [62] と類似の計算を実行して、そのゼータ関数の極
の位置の精密な情報を得ている。
また、5 節、6 節で論じたような話題に関しては、筆者と小森氏、津村氏
は最近、Poincaré 多項式との関連を追及している。多少の結果は既に得られ
ていて、2014 年秋の立教大学での日仏共同研究集会でアナウンスし、関連す
る論文もひとつ公表している ([36]) が、根幹部分の内容はまだ論文としてま
とめられていない。
以上のように、現在進行中の研究も多々あるが、筆者の印象としては、ルー
ト系のゼータ関数の研究はまだ「最低限の基礎工事」が終わった段階に過ぎ
ない。ルート系のゼータ関数の理論の本格的な発展へ向けて、成すべきこと
はまだまだ膨大に残されていると思われる。

謝辞 筆者に代数学シンポジウムでの講演の機会を与えてくださった方々
や、会場となった静岡大学でお世話になった方々に、この場を借りてお礼申
し上げたい。また、長期間に亘っての共同研究者であり、本稿に対しても多
くの貴重なコメントをくださった小森靖氏、津村博文氏の両氏、およびミス
プリントを指摘してくださった佐藤信夫氏にも感謝の意を表したい。
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