
Rankin-Selberg L関数の特殊値に関するBeilinson予想
について

千田雅隆

この論説では François Brunault氏との共同研究によって得られたRankin-Selberg L関数の
特殊値に関する Beilinson予想についての結果を紹介する. 前半では L関数の特殊値に関する
Beilinsonの予想について解説し, 後半では今回得られた結果とその背景について説明する.

1 Dedekind ζ関数の特殊値

1.1 Riemann ζ関数の整数点での値

nを正の偶数とする. Riemann ζ関数 ζ(s) =
∑∞

n=1
1
ns の s = nでの特殊値に関して, Eulerは

ζ(n) = −(2πi)n
Bn

2 · (n!)

となることを示した. ここでBnはBernoulli数であり, x
ex−1

=
∑∞

n=0
Bn

n!
xn によって定義される

のであった. 関数等式 π
s
2Γ
(
s
2

)
ζ(s) = π

1−s
2 Γ

(
1−s
2

)
ζ(1− s) を用いると ζ(1− n) = −Bn

n
となる

こともわかる. それでは nが 3以上の奇数の場合は ζ(n)の値はどうなるのであろうか? 関数等
式とΓ(s)の性質から ζ(1−n) = 0となり, ζ(n)の値は ζ(s)の s = 1−nでの一階微分値 ζ ′(1−n)
と結びついていることがわかる. nが 3以上の場合, 実は ζ(n)の値は (高次) regulatorと呼ばれ
るものを用いて表せることが知られている. 以下では, まずはじめに代数体のDedekind ζ関数
の特殊値と regulatorの関係について知られている結果を復習しよう.

1.2 Dedekind ζ関数の値と regulator

F を判別式DF を持つ代数体とし, OF を F の整数環とする. r1を F の実素点の個数, r2を複
素素点の個数とする. F のDedekind ζ関数は

ζF (s) =
∑

0̸=a⊆OF : ideal

1

Nas

と定義され, Re(s) > 1で絶対収束するのであった. Dedekind ζ関数の Euler積表示

ζF (s) =
∏

p:OFの素 ideal

(
1−Np−s

)−1

によりRe(s) > 1で極も零点も持たないことがわかる. さらに ζF (s)は s = 1で 1位の極を持ち,

s = 1以外で正則な関数に解析接続される. ζF (s)の s = 1での留数が代数体 F に関する数論的
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に重要な量を用いて表せることを主張するのが類数公式であった. hF を F の類数, wF を F に
含まれる 1の冪根の個数とし, RF を F の regulatorとする. このとき類数公式は次のように述
べられる:

Res
s=1

ζF (s) =
2r1(2π)r2hFRF

wF |DF |1/2
.

Dedekind ζ関数に対する関数等式を用いることで

lim
s→0

s−(r1+r2−1)ζF (s) = −hFRF

wF

という等式も得られる. 関数等式の形から s = 0での零点の位数は r1 + r2 − 1であることがわ
かるので, この値は ζF (s)の s = 0での Taylor展開の先頭項になっている. 類数公式に現れる
regulator RF についてもう少し思い出すことにしよう. Dirichletの regulator写像

rF : O×
F = K1(OF ) →

∏
τ :F ↪→C

R ∼= Rr1+r2

は x ∈ OF に対して τ 成分を log(|τ(x)|nτ )と定めることによって定義される写像であった. 但
し, nτ は τが実素点のときnτ = 1, τが複素素点のときnτ = 2とする. これを少し修正した写像

r̃F : O×
F ⊕ Z →

∏
τ :F ↪→C

R ∼= Rr1+r2

を考える (ここで, ZはRr1+r2に対角的に埋め込む). するとDirichletの単数定理により r̃F ⊗R
は同型であることがわかり, Im(r̃F ) はその中の格子を定める. このとき regulator RF はその格
子の基本領域の体積として定義されるのであった. 類数公式に現れる hF やwF は整数であるこ
とから, 特に

lim
s→0

ζF (s)s
r1+r2−1 ≡ RF mod Q×

となることがわかる. 高次K群からの (高次) regulator写像を用いて, この結果を他の整数点の
場合にも拡張したのがBorel [7, 8]である. n > 1に対し, R(n) = (2πi)nRとおき, 整数 dF,nを

dF,n = ords=1−n ζF (s) =

{
r2 nが偶数のとき,

r1 + r2 nが奇数のとき,

によって定める. このときBorelはBorel regulator写像

rBorel
F,n : K2n−1(OF ) → (ZHom(F,C) ⊗ R(n− 1))+ ∼= RdF,n

(ここで+は複素共役の作用で不変な部分を表す)を定義し, rBorel
F,n ⊗Rが同型になることを示し

た. さらにBorelは Im(rBorel
F,n )がRdF,nの格子になり, この格子の基本領域の面積をRF,nと書い

たとき
lim

s→1−n
s−dF,nζF (s) ≡ RF,n mod Q×

となることも証明した. この式と関数等式を使うことで

ζF (n) ≡
πn([F :Q]−dF,n)RF,n

|DF |1/2
mod Q×

となることがわかる. 特に, F = Qで nを 3以上の奇数とするとき, ζ(n) ≡ RQ,n mod Q×とな
り, Riemann ζ関数の 3以上の奇数での値が (有理数倍の曖昧さを除き) regulatorによって記述
されていることがわかる.

Lichtenbaum, Borel, BlochやDeligneらの先駆的な仕事の後, Beilinson [2]は代数多様体のL

関数の整数点での特殊値に対してこの一般化にあたる公式を予想した. 次の章ではBeilinsonに
よる予想の定式化について述べる.
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2 Beilinson予想
Beilinsonは論文 [2]の中で代数多様体, より一般にChow motiveに対して定まる L関数の整
数点での値に関する予想を提出した. 考えている整数点が (Deligneの意味で) criticalな場合に
はDeligne [10]による予想があり, Beilinson予想はDeligneの予想の criticalとは限らない場合
への拡張になっている. 以下では Beilinson予想の定式化を簡単に復習しよう. なお, Beilinson

予想については既に様々な紹介記事 ([16], [12], [15]など) が書かれているので, より詳細な定義
や性質などについてはそちらを参考にして頂きたい.

XをQ上の滑らかな射影的代数多様体とし, d = dimXとおく. ここでは簡単のため, hi(X)

の形になっている motiveのみを考えることにする (iは 0 ≦ i ≦ 2dを満たす整数). X の Q
への基底変換をXQと書く. L(hi(X), s)をX の étale cohomology H i

ét(XQ,Qℓ)へのGal(Q/Q)

の作用から定まる L関数とする. Deligneによって証明されたWeil予想により, この L関数は
Re(s) > i

2
+1で絶対収束し, この領域では極や零点を持たないことがわかる. この場合, 対応す

る Γ因子は次のように定めることができる. まず,

ΓR(s) = π−s/2Γ(s/2), ΓC(s) = ΓR(s)ΓR(s+ 1) = 2(2π)−sΓ(s)

とおき, de Rham cohomology H i
dR(X)の Hodge filtrationを F pH i

dR(X)と書くことにしよう.

p+ q = iとなる整数 p ≧ 0, q ≧ 0に対して

Hp,q(X) = F pH i
dR(X) ∩ F qH i

dR(X)

とおき, Hodge数 hp,qを hp,q = dimHp,q(X)と定める. さらに iが偶数のときは

h
i
2
,± = dimH

i
2
, i
2 (X)±(−1)i/2

とおく. このときM = hi(X)に対する無限素点での L因子を

L∞(hi(X), s) =


∏

p<q ΓC(s− p)h
p,q

iが奇数のとき,∏
p<q ΓC(s− p)h

p,q
ΓR(s− i

2
)h

i
2 ,+

ΓR(s− i
2
+ 1)h

i
2 ,−

iが偶数のとき,

によって定める. Λ(hi(X), s) = L∞(hi(X))L(hi(X), s)とおけば, Λ(hi(X), s)はC上に正則に解
析接続され, 関数等式

Λ(hi(X), s) = ε(hi(X), s)Λ(hi(X), i+ 1− s)

を満たすと予想されている. ただし, ε(hi(X), s)は Galois表現H i
ét(XQ,Qℓ)に対して定まる ε

因子を表す. 以下, L(hi(X), s)が解析接続を持つという仮定の下で s = j での L(hi(X), s)の
Taylor展開の先頭項を L∗(hi(X), j)と書くことにする.

一般の場合の regulator写像はmotivic cohomology からDeligne cohomologyへの写像として
与えられる. Xのmotivic cohomologyは代数的K群を用いて

H i
M(X,Q(j)) = (K2j−i(X)Q)

(j)

と定義することができる. motivic cohomologyは高次Chow群やVoevodskyのmotiveの圏を用
いて定義することもできるが, それらは (我々の考えている代数多様体の範囲では)一致するこ
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とが証明されている. motivic cohomology H i
M(X,Q(j))の中に integral partと呼ばれる部分空

間H i
M(X,Q(j))Zが定まる. 例えば, XがZ上の regular, proper flatなmodel X を持つ場合は

H i
M(X,Q(j))Z = Im

(
(K2j−i(X )Q)

(j) → (K2j−i(X)Q)
(j)
)

となる. Scholl [18]により, X が regular modelを持たない場合でも alterationを使うことで部
分空間H i

M(X,Q(j))Zが定義されている. これが §1で述べたDirichletの regulator写像におけ
る単数群の一般化にあたる対象である.

また, 代数体の場合の (少し修正した) regulatorの定義にあらわれた R線形空間 Rr1+r2 の一
般化にあたるものとしてDeligne cohomology H i

D(XR,R(j))を考えることができる. まず, (一
時的に設定を変えて) XをC上の滑らかな射影的代数多様体とする. jを整数とし, Xan上の層
の複体

R(j)D =
(
R(j) → OXan

d−→ Ω1
Xan

d−→ · · · d−→ Ωj−1
Xan

)
(R(j)は次数 0, Ωj−1

Xan
は次数 jのところにおく)を考える. このとき,

H i
D(X,R(j)) = H i(Xan,R(j)D)

とおき, XがR上の滑らかな射影的代数多様体のときは

H i
D(X,R(j)) = H i

D(XC,R(j))+

とおく. ただし, +は複素共役による固定部分である. この cohomologyをDeligne cohomology

とよぶ. Deligne cohomologyを定義するときに用いた複体R(j)Dについて

Cone
(
Ω≥j

Xan
⊕ R(j) → Ω•

Xan

)
[−1]

∼−→ R(j)D

という擬同型が存在するので, このことより長完全系列

· · · → H i
B(XC,R(j)) → H i

dR(XC)/F
jH i

dR(XC) → H i+1
D (XC,R(j)) → · · ·

を得る. ここでH i
B(X,R(j))はXのBetti cohomologyを表す. もし i− 2j ≦ −1なら上の長完

全系列から短完全系列

0 → H i
B(XC,R(j)) → H i

dR(XC)/F
jH i

dR(XC) → H i+1
D (XC,R(j)) → 0

が得られ, さらに複素共役の作用をみることで

0 → H i
B(XC,R(j))+

α→ H i
dR(X)/F jH i

dR(X) → H i+1
D (X,R(j)) → 0 (1)

という短完全系列が得られる. この短完全系列にあらわれる写像 αは比較定理から得られる写
像と一致することに注意する.

元の設定に戻って, X を Q上の滑らかな射影的代数多様体とする. M = hi(X)(j)の Betti

cohomology MB = H i
B(XC,Q(j))と de Rham cohomology MdR = H i

dR(X) を考える. MdRは
Hodge filtration F pMdR = F p+jH i

dR(X)を持つ. 比較同型 I∞ : MB ⊗Q C ∼−→ MdR ⊗Q C の
determinantを δ(M) ∈ C×/Q×と書くことにする. 比較同型によりDeligneの period写像

αM :M+
B ⊗Q R → (MdR/F

0MdR)⊗Q R
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が得られる. 短完全系列 (1)により, i− 2j ≦ −1のときCoker(αM)はH i+1
D (XR,R(j))と同型に

なるので L∞(hi(X), s)の整数点における零点の位数を計算することにより, 関数等式が成り立
つという仮定の下で

dimRH
i+1
D (XR,R(j)) = ords=i+1−j L(h

i(X), s)− ords=j L(h
i(X), s)

となることもわかる. さらにM+
B ⊗Q R, (MdR/F

0MdR) ⊗Q RのQ有理構造M+
B , MdR/F

0MdR

を用いることで detRH
i+1
D (XR,R(j))に Q有理構造を入れることができる. これを D(M)と

書くことにする. αM が同型となるとき, M は criticalであるといい, このとき Deligneの周
期 c+(M)を c+(M) = det(αM) ∈ C×/Q× によって定める. この場合は Coker(αM)は 0にな
るので detRCoker(αM) は canonicalに Rに同型となり, D(M) = c+(M)−1 · Qとなる. また
B(M) = (2πi)− dimM−

B δ(M)D(M)とおく. 関数等式及び rankが 1のmotiveの分類に関する予
想 ([10, Conjecture 6.6])の仮定の下で, このQ有理構造はM∨(1)に対応するQ有理構造になっ
ていることがわかる.

さらにBeilinsonは一般化されたChern指標を用いて regulator写像

rD : H i
M(X,Q(j)) → H i

D(XR,R(j))

を定義した. regulator写像の構成について説明するにはさらなる準備が必要になってしまうの
で, ここでは詳細は割愛させて頂くことにするが, 興味のある方は Beilinsonの原論文 [2]及び
Beilinson予想に関する紹介記事 [15, 16]などを参照して頂きたい. 以上の準備の下でBeilinson

による予想は次のように述べられる.

予想 2.1 (Beilinson). j > i
2
+ 1と仮定する.

(1) rD ⊗ RをH i+1
M (X,Q(j))Z ⊗ Rに制限した写像

rD,Z ⊗ R : H i+1
M (X,Q(j))Z ⊗ R → H i+1

D (XR,R(j))

は同型になる.

(2) detRH
i+1
D (XR,R(j))の中での等式

rD,Z(detQH
i+1
M (X,Q(j))Z) = L(hi(X), j)D(hi(X)(j))

= L∗(hi(X), i+ 1− j)B(hi(X)(j))

が成立する.

j = i
2
+ 1のときは予想を少し修正する必要がある. 例えば, 類数公式はこの場合にあた

り, Dirichletの regulator写像を修正したものを考えたのであった. 同様の修正をこの場合に
行う必要性がある. まず, CHj−1(X)hom を余次元が j − 1の X 上の代数的 cycleのなす群を
homological equivalenceで割った群とし, N j−1(X) = CHj−1(X)hom ⊗Qとおく. N j−1(X)から
Betti cohomologyへの cycle写像と比較同型を用いることで, 修正した regulator写像

r̃D : H i+1
M (X,Q(j))⊕N j−1(X) → H i+1

D (XR,R(j))

が定まる. このとき j = i
2
+ 1の場合のBeilinsonの予想は次のように述べられる.

予想 2.2 (Beilinson). j = i
2
+ 1と仮定する.
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(1) r̃D ⊗ Rを (H i+1
M (X,Q(j))Z ⊕N j−1(X))⊗ Rに制限した写像

r̃D,Z ⊗ R : (H i+1
M (X,Q(j))Z ⊕N j−1(X))⊗ R → H i+1

D (XR,R(j))

は同型になる.

(2) detRH
i+1
D (XR,R(j))の中での等式

r̃D,Z(detQH
i+1
M (X,Q(j))Z ⊕N j−1(X)) = L(hi(X), j)D(hi(X)(j))

= L∗(hi(X), i+ 1− j)B(hi(X)(j))

が成立する.

ここでは扱わなかったが, j = i
2
+ 2のときはBSD予想の一般化にあたる場合であり, その場

合には予想の定式化に height pairingを使う必要がある. さらに残りの有理数の部分を決定する
予想として Bloch-加藤の玉河数予想 (または単に Bloch-加藤予想とも呼ばれることもある) が
ある (Bloch-Kato [5]). これらの予想はChow motiveの場合にも自然に拡張される.

F を代数体とするとき, X = SpecF , i = 0, j = 1の場合の Beilinson予想は類数公式から従
い, jが一般の場合もBorelの結果及びBorel regulatorとBeilinson regulatorの比較から予想が
成立していることが確かめられる. Xの次元が 1以上の場合, 予想 2.1, 2.2の (1)の主張の一部
となっている rD,Z ⊗Rまたは r̃D,Z ⊗R の単射性は非常に難しい問題であり, ほとんど何も結果
が知られていない. その場合はH i+1

M (X,Q(j))ZやH i+1
M (X,Q(j))Z ⊕N j−1(X)の代わりに, これ

らの部分空間を用いて定式化される弱い形のBeilinson予想を考えることができる. また, Chow

motiveの代わりに (homological equivalenceを用いて定義される) Grothendieck motiveに対し
ても予想を定式化することができる. 例えば, あとで考察する重さが 2よりも大きい楕円保型形
式に伴うmotiveは一般にはGrothendiek motiveとしてしか構成されていないが, そのような場
合でもBeilinson予想が定式化される (重さが 2の場合はChow motiveが構成できる).

Beilinsonは予想を提出した論文 [2]の中で, 重さが 2の楕円保型形式 f に伴う Chow motive

M(f)に対し, i = 1, j = 2 のときに弱い形の Beilinson予想を証明している. さらに Beilinson

[3]はこの結果を j > 2の場合にも拡張している. この結果の重さ k ≧ 2の楕円保型形式の場合
への拡張はDeninger-Scholl [12]で解説されている. また, Beilinsonは重さが 2の楕円保型形式
f , gで f が gの指標 χによる twistになっていないときにRankin-Selberg積 f ⊗ gに対応する
Chow motive M(f ⊗ g) = M(f)⊗M(g)に対して, i = j = 2の場合の弱い形の Beilinson予想
を証明している. この場合, 予想に現れるL関数として, Rankin-Selberg L関数L(f ⊗ g, s)を考
えることになる. 後半ではこのBeilinsonの結果の一般化について説明したい.

3 Rankin-Selberg積に対するBeilinson予想
保型形式に対応するmotiveは久賀 ·佐藤多様体を用いて構成される. まず久賀 ·佐藤多様体
の構成について簡単に復習しよう. Nを 3以上の整数として Y = Y (N)をQ上のmodular曲線
とする. このとき Y のC値点は

Y (C) ∼= SL2(Z)\(H×GL2(Z/NZ))

と記述することができる. ここでHは上半平面を表す. Eを Y 上の普遍楕円曲線とし, Eの Y

上の k重 fiber積
Ek = E ×Y · · · ×Y E
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を考える. このときEkのC値点は

Ek(C) ∼= (Z2k ⋊ SL2(Z))\
(
H× Ck ×GL2(Z/NZ)

)
と記述することができる. νk : H× Ck → Ek(C)を

(τ ; z1, . . . , zk) 7→

[(
τ ; z1, . . . , zk;

(
0 −1

1 0

))]

によって定める.

Beilinson予想は滑らかな射影的代数多様体に対する予想であったが, Ekは射影的ではない.

そこでX = X(N)を Y のコンパクト化として, EをX上の普遍広義楕円曲線とし, 先ほどと同
様にEのX上の k重 fiber積E

k
= E ×X · · · ×X E を考える. しかし kが 2以上のときはE

k
は

滑らかになっていないので, さらにDeligneによる特異点解消E
k
→ E

k
を考えることでQ上の

滑らかな射影的代数多様体E
k
が得られる.

k1, k2, jを 0 ≦ j ≦ k1 ≦ k2を満たす整数とする.

f(τ) =
∞∑
n=1

an(f)q
n ∈ Sk1+2(Γ0(Nf ), χf )

new, g(τ) =
∞∑
n=1

an(g)q
n ∈ Sk2+2(Γ0(Ng), χg)

new

を正規化された固有形式とし, Kf,g = Q({an(f), an(g)})とおく. このときKf,g はQ上の有限
次拡大体になる. 以下, 簡単のため Nf と Ng は素であると仮定する. f ∗(τ) =

∑∞
n=1 an(f)q

n,

g∗(τ) =
∑∞

n=1 an(g)q
n とおく. ℓを素数とし, QからQℓへの埋め込みを一つ固定する. Ef,g =

Qℓ({an(f), an(g)})とおき, Vf , Vgをそれぞれ f , gに伴うEf,g係数の ℓ進Galois表現とする (Ef,g

上の2次元線形空間になる). L(f⊗g, s)をGalois表現V (f⊗g) = Vf⊗Ef,g
Vgに伴うL関数とする

と, L(f⊗g, s)は不分岐な素点では 4次のEuler因子を持ち, Re(s) > k1+k2+4
2
で絶対収束する. ま

た, Γ因子はL∞(f⊗g, s) = ΓC(s)ΓC(s−k1−1)で与えられ, Λ(f⊗g, s) = L∞(f⊗g, s)L(f⊗g, s)
とおくとき,

Λ(f ⊗ g, s) = ε(f ⊗ g, s)Λ(f ∗ ⊗ g∗, k1 + k2 + 3− s)

という形の関数等式が成り立つことが知られている (Jacquet [13]). さらに, 関数等式に現れる
ε因子 ε(f ⊗ g, s)はGalois表現から定まる ε因子に一致することも知られている. この関数等
式の形から L(f ∗ ⊗ g∗, s)は s = j + 1 (0 ≦ j ≦ k1)でちょうど 1位の零点を持つことがわかる.

以下, N = NfNgとおき, GL2(Z/NZ)の部分群G1を

G1 =

{(
∗ ∗
0 1

)
∈ GL2(Z/NZ)

}

によって定める. このとき, Ek1(C)およびEk2(C)上のG1不変な正則微分形式 ωf∗ , ωgで

ν∗k1ωf∗ = (2πi)k1+1f ∗(τ1)dτ1 ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzk1 , ν∗k2ωg = (2πi)k2+1g(τ2)dτ2 ∧ dzk1+1 ∧ · · · ∧ dzk1+k2

を満たすものが唯一つ存在する. ωf∗⊗ωgはEk1(C)×Ek2(C)上の微分形式を定め,この微分形式

はE
k1
(C)×E

k2
(C)上に滑らかに延びる. それをΩf,gと書くことにする. M(f), M(g)を Scholl

[17]によって構成されたf , gに対応するKf,g係数の (Grothendieck) motiveとする. 例えばM(f)

はE
k1
と f に対応する projector prf の組によって与えられる. M =M(f ⊗ g) =M(f)⊗M(g)
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とおくと, これがRankin-Selberg積 f ⊗ gに対応するmotiveとなる. このときM はE
k1
×E

k2

と prf,g = prf ⊗ prgの組によって与えられる. n = k1 + k2 + 2− jとおく. prf,gはE
k1
×E

k2
の

Deligne cohomologyから f ⊗ g部分への射影

prf,g : H
k1+k2+3
D (E

k1

R × E
k2

R ,R(n))⊗Kf,g → Hk1+k2+3
D (M(n))

を与える. さらに, (1)と比較同型により

0 → F nHk1+k2+2
dR (M)⊗ R → Hk1+k2+2

B (M(n− 1))+ ⊗ R → Hk1+k2+3
D (M(n)) → 0

という短完全系列が得られ, Deligne cohomology Hk1+k2+3
D (M(n))は rank 1のKf,g ⊗ R加群と

なる. この短完全系列によってHk1+k2+3
D (M(n))にKf,g有理構造が入る. このKf,g有理構造は

§2で定義した B(M(n))に一致する. そのKf,g基底 tを一つ固定する.

同型M(f⊗g)(n−1)∨ ∼= M(f ∗⊗g∗)(j+1)と比較同型を使うとΩf,gはHk1+k2+2
B (M(n−1)∨)⊗C

の元とみなすことができる. このこととPoincaré dualityを用いることでHk1+k2+3
D (M(n)) の元

αとΩf,gの間にwell-definedな pairing ⟨α,Ωf,g⟩が定まる. このとき次が成立する:

⟨t,Ωf,g⟩ ≡ (2πi)k1+k2−2j mod K×
f,g. (2)

以上の準備のもとで主結果は次のように述べられる.

定理 3.1 (Brunault-Chida [6]). 0 ≦ j ≦ k1 ≦ k2とする. k1 = k2 = jの場合は g ̸= f ∗でN > 1

と仮定する. このときHk1+k2+3
M (E

k1
× E

k2
,Q(k1 + k2 + 2− j))⊗Kf,g の元 ξが存在して,

⟨prf,g ◦rD(ξ),Ωf,g⟩ ≡ (2πi)k1+k2−2jL′(f ∗ ⊗ g∗, j + 1) mod K×
f,g

が成り立つ.

注意. 同様の結果は Scholl (unpublished), Kings-Loeffler-Zerbes [14]でも与えられている. [14]

ではHk1+k2+3
M (Ek1 ×Ek2 ,Q(k1+k2+2−j))⊗Kf,g に元を構成しており,我々の場合はboundary

まで元を拡張している点が異なる. また, [14]では Beilinson予想の p進類似 (Perrin-Riouの予
想)についても結果を与えている.

定理 3.1と (2)を合わせるとHk1+k2+3
M (E

k1
×E

k2
,Q(k1+ k2+2− j))⊗Kf,g の元 ξが存在して

prf,g ◦rD(ξ) ≡ L′(f ∗ ⊗ g∗, j + 1) · t mod K×
f,g

となることがわかる. つまり, あるmotivic cohomologyの元から定まるKf,g有理構造とHodge

理論により定まるKf,g有理構造のずれにRankin-Selberg L関数の微分値が現れることがわかり,

主定理がBeilinson予想の evidenceを与えていることがわかる. ただし, 構成された元が integral

partに属しているかどうかはまだわかっていない.

証明は大きく分けて三つの部分 (motivic cohomology の元の構成とその regulator の計算,

boundaryへの拡張)からなる. 元の構成は Beilinson [3]によって導入された Eisenstein sym-

bolの理論と対角埋め込みをうまく用いることで行われる. この論説の残りの部分では元の構成
と regulatorの計算方法について主に紹介する.
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4 Eisenstein symbolとBeilinson-Flach元

4.1 Eisenstein symbol

ここではBeilinson [3]によって導入されたEisenstein symbolについて紹介する. k ≧ 0, N ≧ 3

を整数とし, modular曲線 Y = Y (N)の関数体を FN と書く. Eを level構造

α : E[N ]
∼−→ (Z/NZ)2

を持つFN上の普遍楕円曲線とする. 以下, αを通してE[N ]と (Z/NZ)2を同一視する. §2と同様
に普遍楕円曲線Eのk重fiber積Ekを考える. 以下, EkをΣ : Ek+1 → Eのkernelと同一視し,こ
れによりEkへの対称群Sk+1の作用を定める. i = 0, . . . , kに対して,合成写像Ek ↪→ Ek+1 pri→ E

を qiによって表し, UN =
∩k

i=0 q
−1
i (E \E[N ]) ⊂ Ekとおく. f0, . . . , fk ∈ O(E \E[N ])×を選び,

f = q∗0(f0) ∪ · · · ∪ q∗k(fk) ∈ Hk+1
M (UN ,Q(k + 1))と書くことにする. G = (Z/NZ)2k ⋊Sk+1と

おき,

εk : G→ {±1}

を g = (t, σ) ∈ G = (Z/NZ)2k ⋊Sk+1 に対し, εk(g) = εk(σ) = sgn(σ)とおくことによって定め
る. いま, (Z/NZ)2k ∼= E[N ]kは UN に translationによって作用するので, Gも UN に作用する.

これによりGのHk+1
M (UN ,Q(k+ 1))への作用が定まる. εkに対応する projectorを ekと書くこ

とにする. ekによる像をHk+1
M (UN ,Q(k + 1))ek と書き, 対応する射影を

prek : Hk+1
M (UN ,Q(k + 1)) → Hk+1

M (UN ,Q(k + 1))ek , x 7→ |G|−1
∑
g∈G

εk(g)g · x

とする. 補助的に正の整数M を取って, 一つ固定する. j : UMN ↪→ UN を自然な包含関係から
定まる写像, [×M ] : UMN → UN をM 倍写像とするとき, jと [×M ]はそれぞれ

j∗ : Hk+1
M (UN ,Q(k + 1)) → Hk+1

M (UMN ,Q(k + 1))(Z/MZ)2k

及び
[×M ]∗ : Hk+1

M (UN ,Q(k + 1))
∼→ Hk+1

M (UMN ,Q(k + 1))(Z/MZ)2k

を定める. これらを用いて [×M−1] = ([×M ]∗)−1 ◦ j∗と定義する. Hk+1
M (U ′

N ,Q(k + 1))ekk を任意
のM ≧ 1に対して [×M−1]がM−k倍で作用するようなHk+1

M (UN ,Q(k + 1))ek の最大の商とす
る. これから定まる自然な写像を

prek : Hk+1
M (UN ,Q(k + 1)) → Hk+1

M (UN ,Q(k + 1))ekk

と書くことにする. このとき, 自然な埋め込み α : UN ↪→ Ekは同型

α∗ : Hk+1
M (Ek,Q(k + 1))ek

∼−→ Hk+1
M (UN ,Q(k + 1))ekk

を与えることが証明できる. f0, . . . , fk ∈ O(E \ E[N ])×に対して

Ẽis
k
(f0, . . . , fk) = (α∗)−1(prek(f)) ∈ Hk+1

M (Ek,Q(k + 1))
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とおく. このとき, Ẽis
k
は次数が 0の因子群Q[(Z/NZ)2]0を経由する. つまり次のような可換図

式が存在する: ⊗k
i=0O(E \ E[N ])×

Div ����

Ẽis
k

// Hk+1
M (Ek,Q(k + 1))

(⊗k
i=0Q[(Z/NZ)2]0

)ek
55

Q[(Z/NZ)2]0.
θ

≃oo

Eisk

OO

上の図式で θは β 7→ [β⊗α⊗· · ·⊗α] により定まる写像である (但しα = N2[0]−
∑

x∈(Z/NZ)2 [x]

とおいた). 上で構成された写像

Eisk : Q[(Z/NZ)2]0 → Hk+1
M (Ek,Q(k + 1))ek

を Eisenstein symbolと呼ぶ. k ≧ 1のときは EiskはQ[(Z/NZ)2]まで拡張することができる.

以下, k ≧ 1の場合は β ∈ Q[(Z/NZ)2]とし, k = 0の場合は βは (Z/NZ)2 − {0}に supportを
持つと仮定する.

Eisenstein級数を用いて Eisenstein symbolの regulator写像

rD : Hk+1
M (Ek,Q(k + 1))ek → Hk+1

D (Ek
R,R(k + 1))ek

の下での像の具体的な記述を与えることができる (Ekは射影的な代数多様体ではないが, この
場合にも Deligne cohomologyや regulator写像を定義することができる). この場合, Deligne

cohomologyは

Hk+1
D (Ek

R,R(k+1)) ∼=
{φ ∈ H0(Ek

R,an,Ak ⊗ R(k)) | dφ = 1
2
(ω + (−1)kω), ω ∈ Ωk+1(E

k
)(logD)}

dH0(Ek
R,an,Ak−1 ⊗ R(k))

と記述することができる. ここで A• は R値 C∞ 級微分形式の de Rham複体であり, D =

E
k
(C) \ Ek(C)とおいた. 0 ≦ j ≦ kに対して

ψk,j =
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn(σ)dzσ(1) ∧ · · · ∧ dzσ(j) ∧ dzσ(j+1) ∧ · · · ∧ dzσ(k)

とおく. このとき, rD(Eis
k(β))は上で述べたDeligne cohomologyの記述の下で

Φk(β) = −k!(k + 2)

N(2πi)
· τ − τ

2

k∑
a=0

ψk,a ·

 ∑′

(c,d)∈Z2

∑
v∈(Z/NZ)2

β(h−1v) · e
2πi(cv1+dv2)

N

(cτ + d)k+1−a(cτ + d)a+1

 mod dτ, dτ

の定める類として与えられる (Deninger [11]). ここで
∑′は (c, d) = (0, 0)を除いた全ての整数

の組 (c, d)に関する和を表す.

4.2 Beilinson-Flach元の一般化

整数 k1, k2, jを 0 ≦ j ≦ k1 ≦ k2となるように取り, k′1 = k1 − j ≧ 0, k′2 = k2 − j ≧ 0とおく.

このとき, 次のような 3つの写像を考える:

Ek′1+j+k′2
∆−−−→ Ek′1+2j+k′2 = Ek1+k2 i−−−→ Ek1 × Ek2yp

Ek′1+k′2 .

これらの写像は次のようにして与えられるものである.
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(1) p : Ek′1+j+k′2 → Ek′1+k′2は中央の j個の成分を忘れる写像.

(2) ∆ : Ek′1+j+k′2 → Ek′1+2j+k′2 = Ek1+k2は中央の j個の成分を対角に埋め込む写像.

(3) i : Ek′1+2j+k′2 = Ek1+k2 → Ek1 × Ek2はX上の fiber構造を一カ所だけ忘れる写像.

これにより次のような写像の合成を考えることができる:

H
k′1+k′2+1
M (Ek′1+k′2 ,Q(k′1 + k′2 + 1))

p∗−→ H
k′1+k′2+1
M (Ek′1+j+k′2 ,Q(k′2 + k′2 + 1))

∆∗−→ Hk1+k2+1
M (Ek1+k2 ,Q(k1 + k2 − j + 1))

i∗−→ Hk1+k2+3
M (Ek1 × Ek2 ,Q(k1 + k2 − j + 2)).

β ∈ Q[(Z/NZ)2]とする. j = k1 = k2のときは, βは (Z/NZ)2 \ {0}に supportを持つと仮定す
る. このとき上の合成写像の下での Eisk

′
1+k′2(β)の像を Ξk1,k2,j(β) と書くことにする.

ここでは詳しく述べられないが, motivic cohomologyの residue写像の計算やVoevodskyによっ
て定義されたmotiveの圏を用いたmotivic cohomologyの記述などを使うことによりΞk1,k2,j(β)

はE
k1
× E

k2
の boundaryまで拡張することができる.

k1 = k2 = j = 0の場合, boundaryまで拡張された元はBeilinson [2]が重さ 2の保型形式の場
合の証明に用いたBeilinson-Flach元と呼ばれるものに一致する. その意味で我々の構成した元
はBeilinson-Flach元の一般化になっている.

5 Rankin-Selberg積分と regulator

5.1 Rankin-Selberg積分

χ : (Z/NZ)× → C×を χfχgから定まるDirichlet指標とし,

D(f, g, s) =
∞∑
n=1

an(f)an(g)

ns

とおく. このとき Shimura [19]の結果によって

L(χ, 2s− k1 − k2 − 2)D(f, g, s) = Rf,g,N(s)L(f ⊗ g, s) (3)

となることが知られている. ただし, Rf,g,N(s)は

Rf,g,N(s) =

∏
p|N

Pp(f ⊗ g, s)

 ∑
n∈S(N)

an(f)an(g)

ns

で与えられる関数であり, Rf,g,N(s)は p | N となる素数 pについての p−sたちの多項式になる.

ここで S(N)はN を割る素数のみを素因子としてもつような正の整数全体の集合を表す.

Dirichlet指標 ω : (Z/NZ)× → C×に対して Eisenstein級数Ek2−k1,N(τ, s, ω)を

Ek2−k1,N(τ, s, ω) =
∑′

m,n∈Z

ω(n)

(Nmτ + n)k2−k1 |Nmτ + n|2s

と定義する. このときRankin-Selberg法によって次のことが証明される.
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定理 5.1 (Shimura [19]).∫
Γ0(N)\H

f(τ)g(−τ)Ek2−k1,N(τ, s−1−k2, χ)ys−1dxdy = 2(4π)−sΓ(s)L(χ, 2s−k1−k2−2)D(f, g, s).

この結果が以下の regulatorの計算に必要となる.

5.2 Regulatorの計算

βχ ∈ Q(χ)[(Z/NZ)2]を

βχ(v1, v2) =

{
χ(−v2) v1 = 0の場合,

0 v1 ̸= 0の場合,

によって定める.

Deligne cohomologyの元は currentを用いて表すことができる. currentを用いた Deligne

cohomology Hk1+k2+3
D (Ek1

R × Ek2
R ,R(k1 + k2 − j + 2))の元の表示により, 微分形式 Ωf,g との

pairingを積分を使って自然に定めることができる. この pairingは §2で定めた pairingと一致
することが積分表示の比較からわかる. さらにBurgos Gil-Kramer-Kühn [9]の結果を使うこと
で次の式が得られる:

⟨rD(Ξk1,k2,j(βχ)),Ωf,g⟩ =
1

(2πi)k
′
1+j+k′2+1

∫
Ek′1+j+k′2 (C)

∆∗i∗Ωf,g ∧ p∗Φk′1+k′2(βχ).

§3で見たようにΦk′1+k′2(βχ)はある種のEisenstein級数を用いて記述される微分形式であった.

その表示をもとに上の式の右辺の計算を行うと

⟨rD(Ξk1,k2,j(βχ)),Ωf,g⟩

= C · (2πi)k1+k2−j+1 lim
s→−k′2

Γ(s+ k2 − k1)

∫
Γ0(N)\H

f ∗(τ)g∗(−τ)Ek2−k1,N(τ, s, χ)y
s+k2dxdy

という結果が得られる. ここでCは具体的に書き下すことのできる有理数である. これに定理
5.1と (3)を用いることで最終的に次のような計算結果を得ることができる.

命題 5.2. Kf,g ⊗ Cの元としての等式

⟨rD(Ξk1,k2,j(βχ)),Ωf,g⟩ = ±(2πi)k
′
1+k′2 · (k

′
1 + k′2 + 2) · j! · ϕ(N)2

2 ·Nk′1+k′2
·Rf∗,g∗,N(j+1) ·L′(f ∗⊗g∗, j+1)

が成り立つ (符号も具体的に記述することができる).

注意. (1) k1 = k2 = 0のとき, 同様の結果はBaba-Sreekantan [1]やBertolini-Darmon-Rotger

[4]でも与えられている.

(2) (Nf , Ng) ̸= 1の場合はRf∗,g∗,N(j + 1) = 0となってしまうこともある.
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