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1. はじめに

本稿は静岡大学で開催された第 60回代数学シンポジウム (2015年 8月 31から 9月 3日)
において 「平面曲線のガロア点配置と応用」と題して発表した内容をまとめたものであ
る. より詳しくは, ガロア点の個数の上限について, これまで得られた結果について論じ
ている. またガロア点配置の応用のひとつとして, Ballico-Hefez曲線上の有理点 (=ガロア
点)を用いた代数幾何符号についても述べている.

2. ガロア点

Kを標数 p ≥ 0の代数閉体とし, C ⊂ P2を次数 d ≥ 4の既約平面代数曲線とする1. 曲
線Cの特異点集合を Sing(C)で表し, 関数体をK(C)で表す. 平面 P2内の 2点 P ̸= Qを
通る直線を PQとかく. P ∈ P2を点とする. このとき, 点 P からの射影 (とよばれる有理
写像)

πP : C 99K P1; Q 7→ PQ

を考えることができる. (P2内の 1点 P を通る直線全体の集合は射影直線 P1と一対一対
応が付くことに注意.) この射影により, 関数体の拡大

K(C)/π∗
PK(P1)

を得る. この拡大は有限次代数拡大である. 吉原久夫氏は次の定義を与えた.

定義 (吉原久夫, 1996 ([5, 22, 29])). 関数体の拡大K(C)/π∗
PK(P1)がガロアであるとき, P

をCのガロア点という.

点 P がガロア点のとき, GP でそのガロア群Gal(K(C)/π∗
PK(P1))を表す.

射影の計算方法について簡単に復習しよう. 点 P ∈ P2が 2枚の一次方程式 aX + bY +
cZ = dX + eY + fZ = 0で定義されているとき, 射影は

πP (X : Y : Z) = (aX + bY + cZ : dX + eY + fZ)

と与えられる. この有理写像はPの定義連立方程式に依存するが,部分体π∗
PK(P1) ⊂ K(C)

は定義連立方程式に依存しないことに注意する. P = (1 : 0 : 0)であれば, πP = (Y : Z)
と書ける. C の定義式を F (X, Y, Z) = 0とし, f(x, y) = F (x, y, 1)とする. このとき
Z = 1とすれば πP によって得られる関数体の拡大はK(x, y)/K(y)であり, その関係式は
f(x, y) = 0で与えられる.

本研究は, 日本学術振興会科学研究費補助金・若手研究 (B)(25800002)の援助を受けている.
1次数 d = 3のとき, C 上の点からの射影の次数は 2となるので (分離的なら)どの点から射影してもガロ

ア拡大を与えるため, 本稿の問題は自明となる. P2 \C の点からの射影を考えることにはそれでも意味があ
るが, 混乱をさける. また高次元については [13, 30]を参照.



これらを踏まえると次の例を観察できる.

例 1. 標数 p ̸= 2, 3とし, 次の式で定義される曲線Cを考える:

X3Z + Y 4 + Z4 = 0.

このとき, P1 = (1 : 0 : 0) ∈ C, P2 = (0 : 1 : 0) ∈ P2 \Cは共にガロア点である. P1でのガ
ロア群GP1は位数 3の, P2でのガロア群GP2は位数 4の巡回群である.

正標数においては次の例が考えられる.

例 2. 標数 p ≥ 3とし, 次の式で定義される曲線Hを考える:

XpZ +XZp − Y p+1 = 0.

このとき, P1 = (1 : 0 : 0) ∈ H, P2 = (0 : 1 : 0) ∈ P2 \Hは共にガロア点である. 特に πP1

はArtin-Schreier拡大を与える.

射影の中心点 P がガロア点でないときは, 次のような記号を準備する (簡単のため「体
拡大K(C)/π∗

PK(P1)は分離拡大」とする):

• LP := K(C)/π∗
PK(P1)のガロア閉包

• GP := Gal(LP/π
∗
PK(P1))

吉原氏は代数曲面の非有理次数 (曲線で言えば gonality2)を研究していた際, 代数曲線
の関数体について「gonalityを与える射による体拡大における中間体の存在・非存在」の
考察が必要となった (らしい). 特に非特異平面曲線の gonalityを与える射が点からの射影
として実現されることに着目し, 次のような問題提起をした ([22, 29, 32]):

(1) いつ P がガロア点となるか？
(2) ガロア点の個数はいくつか？
(3) GP の構造は？
(4) LP の構造は？
(5) LP の非特異モデルの構造 (種数など)は？

これがガロア点を定義する動機となった. それらのうち本稿では, (2)の問題に注目する.

問題 1. 平面曲線C ⊂ P2に対し, ガロア点の個数はいくつか？

これは他の問題が重要でないことを意味しない. 例えば問題 (3)に関して (p = 0のと
き)P が一般点であればGP は対称群になるが, これは uniform position principleと関係が
ある ([24]).
次のように記号を準備する.

• r : Ĉ → CはCの正規化を表す.
• g = g(Ĉ)で Ĉの種数を表す.

• Ĉ0 := {Q̂ ∈ Ĉ | 接空間の射 dQ̂r が単射 } ⊂ Ĉ 3

• π̂P は点 P ∈ P2からの射影 πP : C → P1と rとの合成 πP ◦ rとする.
• TQC ⊂ P2は点Q ∈ C \ Sing(C)での (射影)接線を表す.

2P1への dominant rational mapで最も低い次数のこと. 定義からわかるように「rationalからどれだけ
離れているか」を測る量.

3Ĉ0 = Ĉ のとき, 多様体論で言えば, rは “はめこみ”である.



• IQ(C, l)はCと直線 l ⊂ P2の点Q ∈ C ∩ lでの交わりの重複度を表す.
• Cの一般点QについてM(C) = IQ(C, TQC)なる値M(C)が定まる.

• Q̂ ∈ Ĉ0なら ∃ line h = 0 (unique) s.t. ordQ̂r
∗h ≥ M(C)

このとき νQ̂ := ordQ̂r
∗h

• δ(C) := #{P ∈ C \ Sing(C) | P はCのガロア点 }
• δ′(C) := #{P ∈ P2 \ C | P はCのガロア点 }

3. ガロア点の分布のあり方

写像 π̂P : Ĉ → P1 の点 Q̂ ∈ Ĉ での分岐指数を eQ̂ で表す. 像について Q = r(Q̂) ∈
C \ Sing(C)のときは, eQ̂を eQとも表す. 分岐について次のことがわかる.

事実 1. P ∈ P2, Q̂ ∈ Ĉ, Q = r(Q̂) ̸= P とする. 写像 π̂P について次が成立する.

(1) P ∈ C \ Sing(C) ⇒ eP = IP (C, TPC)− 1.
(2) hが直線PQを定義する一次式のとき, eQ̂ = ordQ̂r

∗hである. 特にQ ∈ C \Sing(C)

なら eQ = IQ(C,PQ)である.

このことから, P と異なる点Q ∈ C \ Sing(C)について

eQ ≥ 2 ⇔ PQ = TQC

となる.
ここで πP が非分離となるときを注意しておく. このとき, すべての点Q ∈ C \ Sing(C)

に対して, eQ ≥ 2が満たされる. 即ち, 上で考察したことから,

πP が非分離⇔ PQ = TQC for ∀Q ∈ C \ Sing(C)

が成立する4. 簡単な考察により, このような点は 1点しか存在しないことがわかり, しか
もどこにあるかすぐに特定できる. 従ってガロア点を探す際, 射影の分離性についてはほ
とんど気にしなくて良い.
さらに曲線のガロア被覆について次がある.

事実 2 ([25], III. 7.1, 7.2, 8.2). θ : C → C ′を非特異曲線の間の次数 dのガロア被覆とし,
そのガロア群をGとする. このとき, 次が成立する.

(1) ∀P ∈ C, ∀σ ∈ G, θ(σ(P )) = θ(P ).
(2) θ(P ) = θ(Q) ⇒ ∃σ ∈ G s.t. σ(P ) = Q.
(3) 任意の点 P ∈ Cに対して, P でのスタビライザー群G(P ) := {σ ∈ G | σ(P ) = P}
の位数は分岐指数 eP に等しい.

(4) θ(P ) = θ(Q) ⇒ eP = eQ.
(5) 分岐指数 eP は次数 dを割り切る.

点 P がガロア点のときどのような状況になるか, 上の 2つを使って説明する. 事実 1(2)
と 2(4)により

Q,R ∈ C \ (Sing(C) ∪ {P}), PQ = PR ⇒ IQ(C,PQ) = IR(C,PR)

4このような点 P をもつ曲線は strange曲線と呼ばれている [14, IV, Section 3].



となる. 即ち, R ∈ Cが直線 PQ上にあるとすると, RはQと同じ重複度で直線 PQと交
わらなければならない. πP が双有理でなければ (Hurwitzの公式より)分岐点は必ず存在
する. よって標語的に,

ガロア点は多重接線や変曲点での接線たちの交点である　
と言える5. (ここでは, 接点が 2つ以上ある接線を多重接線, IQ(C, TQC) ≥ 3なる点Q ∈ C
を変曲点と呼んだ.)

4. 非特異平面曲線に関する結果

標数 p = 0でCが非特異のときには, 問題 1は吉原氏, 三浦敬氏により完全に解決され
ている. (記号∼は射影同値を表すものとする.)

定理 1 (吉原, 三浦 [22, 29]). p = 0, 曲線C ⊂ P2は非特異とする. このとき:

(I) δ(C) = 0, 1 or 4.
δ(C) = 4 ⇔ C ∼ X3Z + Y 4 + Z4 = 0.

(II) δ′(C) = 0, 1 or 3.
δ′(C) = 3 ⇔ C ∼ Xd + Y d + Zd = 0.

標数 p > 0では, 本間正明氏による次の結果がある.

定理 2 (本間 [17]). p > 0, q ≥ 3を p冪とし, HはHermitian曲線6 XqZ+XZq−Y q+1 = 0
とする. (Hは Fq2で Fermat曲線 F (q + 1)に射影同値である.) このとき, 点 P ∈ P2 につ
いて

P :ガロア点 ⇔ P : Fq2-有理点
が成立する. 特に, δ(H) = q3 + 1, δ′(H) = q4 − q3 + q2である.

本間氏の結果から, 次数を大きくすればいくらでもガロア点の個数は大きくなるので,
吉原-三浦の定理は正標数では成立していないことがわかる. 正標数ではどうしてこのよ
うなことが起きるのか？主に次のことが考えられる.

• ガロア点からの射影がワイルドに分岐する点をもつことがある.
• generic order of contact M(C)が 2より大きくなることがある.

ワイルドに分岐している点があると分岐点が極端に少なくなることがあり, M(C) > 2だ
と変曲点の数え上げが変化する. これら 2つの現象は, 標数零の証明の「ガロア点ひとつ
に対して変曲点がたくさん必要であり, 変曲点の数え上げから個数を決める」という基本
的なアイデア7に影響を与える.
例えば上記曲線H において, ガロア点 P = (1 : 0 : 0) ∈ H からの射影 πP を考察する

と, 点 P での分岐指数は eP = qとなることが確認できる. また, 任意の点Q ∈ H につい
て, 接線との交わりの重複度は IQ(H,TQH) ≥ qになっていることも確かめられる.
これら 2つの現象があまりにも上手く機能してしまっている例がHermitian曲線だと言

える.
残りの状況を著者が決定し, 結果的には次を得た.

5このような点が必ずしもガロアになるとは限らないが.
6本来は Fq2 上で考察する際にそのように呼ぶそうである.
7実は, 多項式の条件だけを使う ([13, Key Lemma]), という代数的な別証明がある. しかしながらこちら

も, 正標数においてワイルドに分岐する点をもつ可能性があるときにはそのままでは機能しない.



定理 3 (吉原, 三浦, 本間, 深澤 [7]). δ(C) ≥ 2または δ′(C) ≥ 2となる非特異平面曲線
C ⊂ P2は次のいずれかに射影同値.

δ(C) 標数 p 次数 d 曲線
(1) q3 + 1 > 0 q + 1 Hermitian
(2) q + 1 2 q + 1

∏
α∈Fq

(x+ αy + α2) + cyq+1 = 0

(c ̸= 0, 1)
(3) 4 ̸= 2, 3 4 x3 + y4 + 1 = 0

δ′(C) 標数 p 次数 d 曲線
(1) q4 − q3 + q2 > 0 q + 1 Hermitian
(2) 7 2 4 Klein quartic
(3) 3 ≥ 0 ̸≡ 0 mod p Fermat

̸= q + 1
(4) 3 2 4 (x2 + x)2 + (x2 + x)(y2 + y)

+(y2 + y)2 + c = 0 (c ̸= 0, 1)

5. ガロア点を複数もつ例

非特異平面曲線についてはガロア点の配置が完全にわかったので, 特異曲線についても
考えたい. この節では δ(C)に注目する. δ(C) ≥ 2なる特異曲線は 3例知られている.

例 3 (三浦 [21], Example 1). p = 0とし, C ⊂ P2を x4 − x3y + y3 = 0によって (射影閉包
として)定義される射影曲線とする (g = 0である). このとき次が成立する.

(1) 点 (1 : 1 : 0), (8 : −16 : 3) ∈ C \ Sing(C)はガロア点である.
(2) δ(C) = 2

この例から次のことがわかるため, 簡単なようだがこの例は貴重である.

• ガロア点は変曲点とは限らない.
• ガロア点の群による作用でガロア点を移したとき, その像はガロア点とは限らな
い8.

例 4 (深澤-長谷川 [11]). p > 0, q = pe ≥ 4とし, C ⊂ P2が x− yq = 0で定義されている
とする. このとき, すべての非特異点がガロア点, つまり, δ(C) = ∞である.

例 5 (深澤 [8]). p > 0, q = pe ≥ 3とし, 射

φ : P1 → P2; (s : t) 7→ (sq+1 : sqt+ stq : tq+1)

の像B := φ(P1)をBallico-Hefez 曲線という9. 点 P ∈ P2に対して

P : Bのガロア点⇔ P : Fq-有理点
8非特異曲線のときには自己同型が射影変換の制限という事実 [1, Appendix A, 17 and 18], [3]から, こ

の作用でガロア点はガロア点に移る. 逆に言えば今の場合, ガロア点による作用は P2 の射影変換から来な
い. 下の例 5についても, p ≥ 3であれば, ガロア点による作用は P2 の射影変換から来ない.

9本間氏による命名. 由来は, Ballico-Hefezによる M(C) = d − 1の分類定理 [2]に出てくる 3タイプの
うちのひとつであるため. 文献 [12]で使用. Hoang-島田の論文ではタイトルの一部になっている.



が成立する. 特に, δ(C) = q + 1.

以上をまとめて次の表を得る (2010年 11月頃更新)10.

δ(C) 標数 p 次数 d M(C) 曲線 ガロア群
(1) ∞ > 0 q q x− yq = 0 巡回群
(2) q3 + 1 > 0 q + 1 q Hermitian (Z/pZ)⊕e

(3) q + 1 > 0 q + 1 q Ballico-Hefez (Z/pZ)⊕e

(4) q + 1 2 q + 1 2
∏

α∈Fq
(x+ αy + α2) + cyq+1 = 0 (Z/2Z)⊕e

(c ̸= 0, 1)
(5) 4 ̸= 2, 3 4 2 x3 + y4 + 1 = 0 巡回群
(6) 2 0 4 2 x4 − x3y + y3 = 0 巡回群

2015年 9月 1日現在, δ(C) ≥ 2なる例で現在までに知られている (公表されていない)
ものはこの 6タイプに限られる. これらの例は単発的に見つかっているが, どうしてこれ
らの例でなくてはならないのだろうか？「ガロア点の個数による特徴づけ」を行うことは
そのひとつの理論的解釈を与えることになる. 実際に次の結果がある.

定理 4 (深澤-長谷川 [11]). δ(C) = ∞ ⇔ p > 0, dは p 冪であり, Cは x − yd = 0で定義
される曲線に射影同値である.

この状況を (FH)と名付ける. (FH)でなければガロア点の個数は有限となるので, 次の
問題が浮上する.

問題 2. (FH)の状況にないとき, δ(C)の上限は何か？

6. ガロア点の個数の上限

特異曲線に対する δ(C)の上限について考察したものとして, 三浦氏の次の結果がある.

定理 5 (三浦 [21], Theorem 1). p = 0, d− 1を素数とする.

(1) Cが cuspをもつとき, d ≥ 5なら δ(C) ≤ 1であり, d = 4なら δ(C) ≤ 2である.
(2) Cが cuspをもたないとき,

(A(d, g) + 1)δd−2(C) + A(d, g)δ0(C) ≤ 3(2g + d− 2)

が成り立つ11. ここで

A(d, g) = (d− 3)(2g + 2d− 4)/(d− 2)

である.

10度 「々δ(C) ≥ 1かどうか」を考察しないのか, 或はその判定条件はないのか, という質問を受ける. 非特
異平面曲線 (または超曲面)については判定条件が存在する [29, Proposition 5], [30, Corollary 6], [13, Key
Lemma]. それら判定条件から δ(C) ≥ 1なる例はたくさんあることがわかる. またガロア理論でガロア拡大
について出てくる標準的な多項式を用いれば, それら例を作ることは簡単である. 問題は δ(C) ≥ 2とする
ことである. ひとつガロア点を作るためにガロア理論の標準形を使うと, もう一点を作ることはたいてい困
難である.

11δi−2(C)は IP (C, TPC) = iを満たすガロア点 P ∈ C \ Sing(C)の個数.



ここでの証明の基本方針は非特異曲線のときと同じで,「ガロア点に必要な変曲点の個
数の勘定+変曲点の個数の上限」である. 上の A(d, g)は概ねひとつのガロア点に必要な
変曲点の数と思っていよい. 尚, 三浦氏の考察している状況で cuspをもたないときは (特
に意識する必要はないが), 複数のガロア点に「共通して使われる分岐点はない」ことも上
限を決める上で重要である.
ガロア点が存在すればするほど自己同型群の位数が増えることになるので, 自己同型群

の位数の上限からガロア点の個数の上限が得られることは容易に想像できる. 次の補題に
注意する.

補題 1. P1, P2がガロア点で P1 ̸= P2であるとき, GP1 ∩GP2 = {1}である.

この補題とHurwitz上限を用いることにより, 次のような不等式が得られる.

事実 3 (Hurwitz上限を使った不等式). p = 0, g ≥ 2のとき次が成立する.

(1) (d− 1) + (δ(C)− 1)(d− 2) = δ(C)(d− 2) + 1 ≤ 84(g − 1) (≤ 42d(d− 3))
(2) δ(C) ≥ 2 ⇒ (d− 1)2 ≤ 84(g − 1)

これらの不等式は雑に作ったので, シャープかどうかわからない (恐らくシャープでは
ない). しかしながら標数零においては,「(g/d)の一次式程度で評価されるべき」ことや
「(ガロア点が多いと)あまり多くの特異点を持てない」ことがわかる.

M(C)が大きい場合には δ(C)は決定されている. 後でも使うのでそれを書いておく12.

定理 6 ([8]). 次が成り立つ.

(1) M(C) = dかつ δ(C) ≥ 1 ⇒ (FH)
(2) M(C) = d − 1かつ δ(C) ≥ 1 ⇒ C はHermitian曲線または Ballico-Hefez曲線に
射影同値である.

7. 主結果

主結果は次のように「generic order M(C), 種数 g, 次数 d を用いた上限を与え, それに
到達する曲線を分類」したものである.

主定理 ([9, 10]). Cが (FH)の状況にないとき,

δ(C) ≤ (M(C) + 1)(2g − 2) + 3d

が成り立つ. さらに, 等式が成り立つための必要十分条件は C が Hermitian曲線または
Ballico-Hefez曲線に射影同値であることである.

この結果により, (FH)と合わせて, δ(C)に関する表の上位 3つまでが特徴づけられたこ
とになる. 証明の道具を次の節で準備するが, そこで現れるように, この上限は「変曲点
の個数の上限」と一致する. M(C) = 2のときは上限 3(2g − 2) + 3dを得る. p = 0のとき
はM(C) = 2であるが,「g/dの一次式程度が妥当」と書いたように, 理想からは d倍程度
大きい.
ガロア点で特異点であるものの個数を δs(C)と書けば, 次のこともわかる.

12M(C) = dのときの本間の分類定理 [16, Theorem 3.4], M(C) = d− 1のときの Ballico-Hefezの分類
定理 [2]を用いているため, 著者の貢献度は大したことはない.



系. Cが (FH)の状況にないとき,

δ(C) + δs(C) ≤ (M(C) + 1)(2g − 2) + 3d+
(d− 1)(d− 2)

2
− g

が成り立つ. 等式が成立するための必要十分条件は上の定理に同じである.

8. 証明の準備

事実 4 (変曲点の数え上げ [26], Theorem 1.5).∑
Q̂∈Ĉ0

(νQ̂ −M(C)) ≤ (M(C) + 1)(2g − 2) + 3d.

事実 5 (Plücker formula [23]). d∗を双対曲線C∗の次数, s(γ)を双対写像の分離次数, q(γ)
を非分離次数とする. このとき次が成り立つ.

(1) s(γ)q(γ)d∗ ≤ 2g − 2 + 2d

(2) Ĉ0 = Ĉ (i.e. r : Ĉ → P2: unramified) ⇒ s(γ)q(γ)d∗ = 2g − 2 + 2d

ここでM(C) ≥ 3のときには, Hefez-Kleimanの定理 [15, (3.5) Theorem](または [16,
Proposition 4.4]) から, M(C) = q(γ)となることに注意しておく.

複数のガロア点に対して「分岐点が共有されるか」という問題は変曲点や多重接線の個
数を数え上げる際に重要である. 次のことがわかる.

補題 2. P1, P2 ∈ C \ Sing(C)がガロア点で P1 ̸= P2のとき, 次が成立する.

(1) P1P2 ∈ P1は πP1 , πP2の branch pointではない.

(2) r : Ĉ → P2が unramified ⇒ πP1と πP2は分岐点を共有しない
13.

9. 証明のアイデア

M(C) ≥ 3の場合に説明する.
証明のポイントは「ガロア点が上限の個数あると仮定すると, ガロア点がすべて変曲点

になる」ことである14. さらにその途中で「正規化 rが (ほとんどの場合) unramified」で
あることがわかり, M(C), g, dの正確な情報が得られたり, 楫の定理が使える.

(M(C) + 1)(2g − 2) + 3d ≤ δ(C) < ∞を仮定
(1) M(C) ≤ d− 1 (定理 6(1))

(2) g ≥ 1 ⇒ r : Ĉ → P2が unramified, を示す
(補題 2(1), 特異点からの射影を考察)

(3) (g = 0も含めて)ガロア点が変曲点, を示す
(rが unramifiedでM(C) ≥ 3のときは容易)

(4) 変曲点の数え上げ ⇒ δ(C) = (M(C) + 1)(2g − 2) + 3d

13unramifiedでないと特異点で分岐を共有するかもしれない. この (2)は主にM(C) = 2の場合の証明
で使う.

14ここで言う「変曲点」は IP (C, TPC) > M(C)となる点 P のことだと考えている. 例 3の後で注意し
たように, 一般にはガロア点は変曲点ではない.



曲線の決定

(5) (4) ⇒ IP (C, TPC) = M(C) + 1かつM(C) | d− 1 (事実 1(1), 事実 2(5))
(6) g = 0 ⇒ M(C) = d− 1 ⇒ C ∼ Ballico-Hefez (定理 6(2))
(7) g ≥ 1 ⇒ M(C) | 2g − 2 + 2d (上の (2)と Plücker formula (2)) ⇒ M(C) | 2g

⇒ g ̸= 1
(8) g ≥ 2 ⇒ g(Ĉ∗) = g & s(γ) = 1 (上の (2)と楫の定理 [18, 20])

(8-1) M(C) < d− 1 のとき:
∃ 重複度 (d− 1)/M(C)以上の特異点 on C∗ (ガロア点 1個あたり)
C∗ について genus formula (Plücker formula (1)も使用):

g ≤ 1

2

(
2g − 2 + 2d

M(C)
− 1

)(
2g − 2 + 2d

M(C)
− 2

)
−((M(C) + 1)(2g − 2) + 3d)× 1

2

d− 1

M(C)

(
d− 1

M(C)
− 1

)
⇒ 矛盾

(8-2) M(C) = d− 1 ⇒ C ∼ Hermitian (Ballico-Hefez分類定理 [2])

10. Ballico-Hefez曲線上の有理点を用いた代数幾何符号

代数幾何符号を簡単に復習する.

代数幾何符号の構成法 (H-construction) ([28, 3.1.1])

材料:

• Fq上定義された代数多様体X (通常はいくつか標準的な仮定)
• 直線束L (の global sections Γ (X,L))
• Fq-有理点 P1, . . . , Pn

作り方:

Φ : Γ (X,L) →
n⊕

i=1

LPi
/mPi

LPi
∼= F⊕n

q

像として符号15 CL := ImΦが得られる:

• CLの符号長= n
• Φ: 単射 ⇒ CLの次元 (情報量) = dimFq Γ (X,L)
• 符号CLの最小距離 (誤り訂正幅)

d := min{u− v の零でない成分の個数 | u, v ∈ CL, u ̸= v}

長さ n, 次元 k, 最小距離 dである符号を [n, k, d]qまたは [n, k, d]と表し, これらをパラ
メータと呼ぶ. n, kが計算できる場合であっても, dをきちんと求めることはしばしば難し
い. 最小距離の半分くらいまでなら「誤りを訂正できる」ため,「与えられた n, kに対し
て dが大きな符号」をいかにして作るかが符号理論の基本的な問題である.

15抽象的には単に, F⊕n
q の線形部分空間.



BH曲線上の有理点を用いた代数幾何符号
材料:

• 射影平面 P2(Fq)
• 直線束O(m) (Γ (P2(Fq),O(m))は Fq上m 次斉次式全体)
• BH曲線上の有理点全体B(Fq) (p ≥ 3)
BH曲線上の特異点全体 Sing(B) (p = 2)

ここでの dの求め方を簡単に説明する.

F ∈ Γ (P2,O(m)) ⇒ Φ(F ) = (F (Pi))
n
i=1

であるから,

Φ(F ) の第 i成分がゼロ⇔ F (Pi) = 0

である. 即ち,

m次曲線がB(Fq)を最大で何点通れるか

を考えればよい. Ballico-Hefez曲線上の有理点と直線の関係からその最大値が計算できる
(m ≥ 2でも直線に分解できた方が通れる有理点が多くなる).
符号のパラメータを次のように決定した.

定理 7 (深澤-本間-Kim [12]). m = 1とする.

(1) p ≥ 3のとき構成される符号は[
q2 + q + 2

2
, 3,

q2 − 1

2

]
というパラメータをもつ. 　

(2) p = 2のとき構成される符号は[
q2 − q

2
, 3,

q2 − 2q

2

]
というパラメータをもつ.

これらはいずれもGriesmer限界 n ≥
k−1∑
i=0

⌈
d

qi

⌉
に到達する.

定理 8 (深澤-本間-Kim [12]). qを奇数とする.

(1) q ≥ 5かつm = 2のとき構成される符号は[
q2 + q + 2

2
, 6,

q2 − q − 4

2

]
というパラメータをもつ.



(2) q ≥ 7かつm = 3のとき構成される符号は[
q2 + q + 2

2
, 10,

q2 − 2q − 7

2

]
というパラメータをもつ.

m = 2, 3のときの符号は現段階では何かしらの上限に到達しているわけではないが, 知
られている符号のテーブルと比較してみると,「現在知られている最も良い符号と同じパ
ラメータをもつ」ということがわかる16.

m = 2, 3のときの符号のテーブルとの比較 [http://www.codetables.de]

dq(n, k) := max{d | ∃[n, k, d]q-code}

q ≥ 5: odd, m = 2 ⇒ n =
q2 + q + 2

2
, k = 6, d =

q2 − q − 4

2

q n =
q2 + q + 2

2
k = 6 dq(n, k)

q2 − q − 4

2
5 16 8 8
7 29 21-19 19
9 46 36-34 34

q ≥ 7: odd, m = 3 ⇒ n =
q2 + q + 2

2
, k = 10, d =

q2 − 2q − 7

2

q n =
q2 + q + 2

2
k = 10 dq(n, k)

q2 − 2q − 7

2
7 29 17-14 14
9 46 33-28 28

11. 今後の課題

δ(C)の上限を決める, ということに関しては一応の満足いく結果が得られたのではない
かと考えている. δ′(C)についても同様に次が問題となる (δ′(C) = ∞については著者の結
果 [6]がある).

問題 3. δ′(C) < ∞のとき, δ′(C)の上限はいくつか？

標数零においてはもっと強く, 次が肯定的であろう, と予想されている.

問題 4. p = 0 のとき, δ(C) ≤ 4, δ′(C) ≤ 3は成り立つか？

実際にこれまでの結果で反例になっているものはない. また三浦氏の δ(C)に関する上
限についても d = 4においては “4”を出力する. p = 0の δ′(C)については次のことが知
られている.

16講演中にも質問があり回答したが, それらが符号として同じものかどうかは調べていない. しかしなが
ら少なくとも, 具体的な代数幾何符号として実現されている点に意味がある.



• (Duyaguit-三浦 [4]) dが素数でCが非有理的のとき δ′(C) ≤ 3.
• (吉原 [31]) 次数 d ̸= 12, 24, 60の有理曲線について δ′(C) ≤ 3.

次の問題も自然ではあるが例がほとんど知られておらず, 2011年頃高橋剛氏によって初
めて与えられた ([27], 付録のテーブル (8)の例)17.

問題 5. 群が異なるガロア点を 2つもつ平面曲線をみつけよ.

ガロア点全般の未解決問題については [33]があるので, そちらをご覧ください.

12. 付録：複数の外ガロア点をもつ平面曲線のテーブル
(2013年 4月 2日更新)

δ′(C) 標数 p 次数 d 曲線 ガロア群

(1) ∞ > 0 pe
∑e

i=0(αix
pi + βiy

pi) = 0 (Z/pZ)⊕e

(2) q4 − q3 + q2 > 0 q + 1 Hermitian 巡回群
(3) q(q + 1)/2 > 0 q + 1 Ballico-Hefez 巡回群

q + 1 (xq − x)2 + (xq − x)(yq − y) (Z/pZ)⊕e

(4) or > 0 2q +λ(yq − y)2 + µ = 0 ⋊
q − 1 (λ ∈ Fq, (q, λ, µ) ̸= (2, 1, 1)) Z/2Z

(5) 7 2 4 Klein quartic (Z/2Z)⊕2

(6) 3 ≥ 0 ̸≡ 0 mod p Fermat 巡回群
̸= q + 1

(7) 3 0 (sd : (s+ 1)d : 1) 巡回群
(8) ≥ 2 0 2m x2m + xm + y2m = 0 巡回群

二面体群
≥ 2 qℓ (xq − x)ℓ + λ(yq − y)ℓ (Z/pZ)⊕e

(9) = 2 > 0 p ∤ ℓ, ℓ ≥ 3 +µ = 0 ⋊
(many cases) ℓ | q − 1 Z/ℓZ

テーブルについての注意

• δ′(C)を考察する際は, d ≥ 3を仮定する.
• δ′(C)の欄が “≥ 2”となっているものは, 2以上であることは分かるが, 実際には何
個あるか明らかにされていない.

• 標数 pが正のとき, qは pの冪であるとする.
• 標数 pの欄が “0”になっているものは, p = 0で明らかにされているものであり,
p > 0でもある程度成立することは容易に推察されるが, 正標数での条件をきちん
と述べた文献がないものについてはそのような表記にしてある.

• “ガロア群”はガロア点のガロア群として現れるものを意味する.

172011年 6月に開催された佐渡シンポジウムでの高橋氏の講演で公表された. 金沢-吉原 [19]にも d = 4
についての考察がある. 例自体は有名かもしれない. 例えば d = 4のときは Hartshorne [14, I. Ex. 5.1]に
(射影同値な例が)載っている.
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