
特殊な線形射影を持つ射影多様体とその応用

野間　淳

ここでは，射影多様体の内点からの線形射影により，次数の低い定義方程式を構成する問
題と線形射影の二重点因子の positivityについての問題を扱う．このような問題を扱う動
機とこれらの応用についてもふれる．問題を考察する際に，特殊な線形射影を持つ射影多
様体，すなわち１点からの線形射影が像と双有理とならない射影多様体と一般の内点から
の線形射影が例外因子を持つ射影多様体の考察が必要になる．

1. 状況設定と問題設定

1.1. 状況設定.

全体を通して，常に次を仮定する．

Xn ⊆ PN は，代数閉体 k上の N 次元射影空間 PN の中で非退化な射影多様体で，次元
(dimX) n, 次数 (degX) d, 余次元 (codimX) e = N −nとする．さらに，kの標数は 0で
あると仮定する．（chark = pの場合の結果についてもふれることがあります．）

ここで，N 次元射影空間 PN := {[a0 : a1 : · · · : aN ] ̸= 0|ai ∈ k}の部分集合Xが射影多様
体 (projective variety)であるとは，同次多項式 F1, . . . , Fm ∈ S := k[T0, T1, . . . , TN ]があっ
て，X = {(a0 : · · · : aN)|Fi(a0 : · · · : aN) = 0 ∀i = 1, . . . ,m} と表せ，その斉次イデアル
I(X) := ({F ∈ S|F 同次式 , F (P ) = 0 ∀P ∈ X}) が素イデアル (prime ideal) となること
である．多項式環SはPNの座標環，剰余環S/I(X)はXの座標環になっている．さらに，射
影多様体X ⊆ PNがPNで非退化 (nondegenerate)であるとは，任意の超平面HにXが含
まれないことである．射影多様体X ⊆ PNの次元 (dimX)とは，一般の (N−k)-次元の線形
部分空間（以下 (N−k)-planeという）とXとの交わりX∩ΦN−k が有限個の点集合となる最
小値kのこと. dimX = min{k ∈ N|一般の (N−k−1)-plane Γ に対して X∩ΓN−k−1 = ∅}
でも定義できる．さらに，Xの次数 (degX)とは，次元の定義の中で，一般の (N−k)-plane
に対して有限点集合となったときのその個数#(X ∩ ΦN−n)のことである．この次数は，
一般の (N − n− 2)-plane Λe−2からの線形射影 πΛ : PN \ Λ → Pn+1 によるXの像 πΛ(X)
である超曲面 F の次数とも定義できるが，これは後で使われる．

1.2. 条件Am, Bm, Cm.

mを自然数として，射影多様体X(⊆ PN)に対する次の３つの条件を考える．

(Am) Xに含まれない任意の直線 L ⊆ PN に対して次が成立する；

ℓ(X ∩ L) := length (OX∩L) ≤ m.
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(Bm) Xを含む次数m以下の PN の超曲面の共通部分を Em(X)と表すとき，すなわち

Em(X) :=
∩

F hypersurface ⊇X
degF≤m

F

のとき，X = Em(X)が成立する．ここで，“=”は，集合/スキーム/斉次イデアル
としてなどが考えられるが，どの意味であるかその都度断ることにする．

(Cm) X は Castelnuovo-Mumfordの意味でm-regularである．すなわち，次の同値な
条件 (i)または (ii)が成立する．（(i)と (ii)が同値であることは例えば，[1], [15]を
参照．）
(i) Xのイデアル層 IX/PN について，H i(PN , IX/PN ⊗OPN (m− i)) = 0 (∀ i > 0)
が成立する．

(ii) X の斉次イデアル I(X)の座標環 S := k[T0, T1, . . . , TN ]上の次数付き極小自
由分解
0 →

⊕
i

S ei,N → · · · →
⊕
i

S ei,1 →
⊕
i

S ei,0 → I(X) → 0

に対して，deg ei,j ≤ m+ j (∀i, ∀j) が成立する．
考えたい問題は，

問題. Am, Bm, Cmが成り立つ最小のmは何か．

である．e = 1の時は，Xが超曲面であり，どの条件も成立する．従って以下ではつねに，
e ≥ 2と仮定する．これらの条件に対して次に注意する．

注意. (1). Bmが斉次イデアルとして成立すれば，Bmがスキームとして成立する．また，
Bmがスキームとして成立すれば，Bmが集合として成立する．
(2). Cm =⇒ Bm =⇒ Am が成り立つ．というのは，もしCmが成立すれば，斉次イデ
アル I(X)の極小生成元 ei,0について deg ei,0 ≤ mが成立するので，I(X)はm以下の元
で生成され，斉次イデアルとしてのBmが成立する．また，集合としてのBmが成立する
とき，Xに含まれない直線Lに対してP ∈ L \Xを含まないm次の超曲面F がとれるか
ら，このF とLとの交わりについて，ℓ(X ∩L) ≤ ℓ(F ∩L) = mとなり，Amが成立する．

この注意により，Cmが成立すれば他の条件が成立するので，はじめにCmについてみて
いく．そしてAmについて，最後にここで主に考えたい条件Bmについてみていく．

1.3. Castelnuovo-Mumford regularity Cmについて.

条件Cmについては次の予想がある．

Regularity予想=Eisenbud-Goto予想. (Gruson, Lazarsfeld, Peskine [11], Eisenbud,
Goto [8]) 任意の射影多様体Xは (d− e+ 1)-regularであろう．すなわち，任意の射影多
様体Xに対してCd−e+1が成立する．

この予想については，以下の結果が知られているが，n ≥ 3のとき未解決である．

定理. 状況設定のもとで考える．
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(1) Cd−e+1が次の場合に成立する．

• 曲線 (p ≥ 0)．すなわち，既約かつ被約な曲線Xは (d− e+ 1)-regularである
(Gruson, Lazarsfeld, Peskine [11]).

• ∆(X) = 0(d = e+ 1) (p ≥ 0)．すなわち，最小次数の多様体 (d = e+ 1)は
2-regularである (Eisenbud, Goto [8]).

• 非特異曲面 (p = 0)．すなわち，非特異な曲面は (d− e+ 1)-regularである
(Pinkham [21], Lazarsfeld [14]).

(2) ε = (n− 2)(n− 1)/2に対してCd−e+1+εが次の場合に成立する．

• 非特異 3-fold (p = 0)．すなわち，非特異な 3次元射影多様体は
(d− e+ 1 + ε)-regularである (Kwak [13]).

• 非特異 n-fold (n ≤ 14) (p = 0)．すなわち，非特異な n次元 (n ≤ 14)射影多
様体は (d− e+ 1 + ε)-regularである (Chiantini,Chiarli,Greco [6]).

(3) 任意の非特異射影多様体 (p = 0) に対して，

• C(n+1)(d−2)+2が成立する．すなわち， 任意の非特異射影多様体は
((n+ 1)(d− 2) + 2)-regularである (Bayer, Mumford [1]).

• Ce(d−1)+1が成立する．すなわち， 任意の非特異射影多様体は
(e(d− 1) + 1)-regularである (Bertram, Ein, Lazarsfeld [4]).

上の結果 (1), (2)のうちEisenbud, Goto [8]以外のものは，大雑把にいって，Lazarsfeld [14]
のアイディアをもとに，線形射影のファイバーのある性質を使って示された．この性質が
一般に成立する場合がn ≤ 14であることが知られている（[6],[13]参照）．他方で，Bayer,
Mumford [1]の結果は，OX(d−n− 2)⊗ω∨

Xの base-point-freenessとPn上のKoszul 複体，
小平消滅定理を使って示された．Bertram, Ein, Lazarsfeld [4]の結果は，Bd:IX ⊗OPN (d)
が globally generated とKawamata-Viehweg消滅定理を使って示された．

1.4. Secant Length Amについて.

Regularity予想=Eisenbud-Goto予想が正しいと考えられるので，注のCm =⇒ Am によ
り，任意の射影多様体Xに対してAd−e+1が成立することが予想される．実際，次の議論
により，Ad−e+1が成立しそうである．L ⊆ PNをXに含まれない直線とし，l(X ∩L) = m
が成立しているとする．このとき，Xの一般の点 x1, . . . , xe−1 ∈ Xがあって，

• ℓ(⟨L, x1, . . . , xe−1⟩ ∩X) = d = degX

が成立していると仮定する．このとき，ℓ(L∩X)+ (e− 1) ≤ ℓ(⟨L, x1, . . . , xe−1⟩∩X) = d,
となるので，ℓ(L ∩X) ≤ d− e+ 1が成立する．

事実. (Bertin [2]) X ∩ L ⊆ SmX（特にXが非特異）なら，上の仮定が成立し，従って
Ad−e+1が成立する．(超平面切断を取る方法もある）

問題点は，仮定は一般には成立しないことである．
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問題. Ad−e+1は任意の射影多様体について成立するか？(これについては，Bertinの結果
([2],[3])も参照．）

1.5. Hypersurfaces cut out X, Bmについて.

Cd−e+1やAd−e+1を示すことが難しそうなので，方針を転換してBmについて考える．ま
ず，Bdがほぼ成立していることが次の結果によってわかっている．

事実. (Mumford [16]) 射影多様体X ⊆ PN に対して，

(1) 集合としてBdが成立；

(2) さらにXが非特異ならば，スキームとしてBdが成立．

Mumfordによる証明のアイディア. （詳細は [16]を参照）．一般の (e− 2)-平面
Λe−2 ⊆ PN を取ると，Λ ∩X ̸= ∅であるので，Λを中心とする射影 πΛ : PN \ Λ → Pn+1

は，X上で定義される．このとき，Xの像 X̄Λ := πΛ(X)が，Pn+1で d次超曲面となる．
これを PN へ引き戻したもの FΛ は PN の d次超曲面となる．

Λ ⊆ PN ⊇ X ⊆ FΛ := Cone(Λ, πΛ(X)) :=
∪
x̄∈πΛ(X)⟨Λ, x̄⟩

πΛ ↓ ↓ ↙
Pn+1 ⊇ X̄Λ := πΛ(X)

鍵となるのはΛe−2 ⊆ PN をいろいろ動かして FΛの共通部分を取ると，Xとなることで
ある．これを示すには，

(1) Xの外の点w ∈ PN \XとXを分離する FΛ = Cone(Λ, πΛ(X))の構成

(2) Xの非特異点 u ∈ SmXでの接空間 Tu(X) ⊆ PN と, Tu(X)の外の点
w ∈ PN \ Tu(X)を分離する超曲面 FΛの構成

を行えばよい．考え方を使うため，以下でこれらがどのように構成されるかを見ていく．

(1) Xの外の点w ∈ PN \XとXを分離する超曲面 FΛ = Cone(Λ, πΛ(X))の構成．
wを頂点とする X 上の錐 Cone(w,X) :=

∪
x∈X⟨w, x⟩ に対して，(e − 2)-平面 Λ ⊆ PN

を Λ ∩ Cone(w,X) = ∅と取る．すると，πΛ(w) ̸∈ πΛ(X) =: X̄ となる．実際，もし，
πΛ(w) ∈ πΛ(X)であれば，πΛ(w) = πΛ(x)となるXの点xに対して，直線 ⟨w, x⟩が ⟨Λ, w⟩
に含まれることになり，⟨Λ, w⟩の超平面Λと ⟨w, x⟩は必ず交わるので，Λ∩Cone(w,X) = ∅
に矛盾する．πΛ(w) ̸∈ πΛ(X)なので，w ̸∈ FΛが成立し，この FΛが，Xを含むがwを含
まない超曲面となる．

(2) Xの非特異点 u ∈ SmXでの接空間 Tu(X) ⊆ PN と, Tu(X)の外の点w ∈ PN \ Tu(X)
を分離する超曲面 FΛ = Cone(Λ, πΛ(X)) の構成．
u ∈ Xを頂点とするX上の錐Cone(u,X)を，

∪
x∈X\{u}⟨u, x⟩ のザリスキー閉包として定

義する．また，wと Tu(X)の線形閉包 ⟨w, Tu(X)⟩も考える．これらに対して，(e− 2)-平
面Λ ⊆ PN をΛ∩ (Cone(u,X)∪ ⟨w, Tu(X)⟩) = ∅ と取る．すると，⟨u,Λ⟩はXと接するこ
となくただ一点 uで交わるので，その像 πΛ(X)の中で πΛ(u)は非特異な点となる．（この
ことにより，Xと πΛ(X)は双有理となり，πΛ(X)はPn+1の degX次の超曲面となってい
ることがわかる．）さらに，Λ ∩ ⟨w, Tu(X)⟩ = ∅より，πΛ(w) ̸∈ TπΛ(u)(πΛ(X)) ともなって
いる．従って，Λを頂点集合とする πΛ(X)上の錐 FΛ は，uで非特異となり，その接空間
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Tu(FΛ) は ⟨Λ, TπΛ(u)(πΛ(X))⟩である．πΛ(w) ̸∈ TπΛ(u)(πΛ(X))より，w ̸∈ Tu(FΛ)となり，
FΛがXを含み uで非特異でwを含まない超曲面となる．

2. 内点からの線形射影を用いてBd−e+1を示せるか？

この章では，射影多様体X ⊆ PNに対して，Xの一般の内点からの線形射影により，Bd−e+1

の成立を示せるかどうかを検討する．

アイデア. 射影多様体X ⊆ PN に対して，Xの一般の点 x1, . . . , xe−1 ∈ Xが張る (e− 2)-
平面Λe−2 := ⟨x1, . . . , xe−1⟩ ⊆ PN を中心とする射影 πΛ : PN \ Λ → Pn+1 を考える．Xの
像の閉包 X̄Λ := πΛ(X \ Λ) （以下単にXの像という）が，Pn+1で (d− e+ 1)次超曲面
となる．この超曲面を PN へ引き戻したものFΛ := Cone(Λ, X̄Λ) は PN の (d− e+ 1)次超
曲面となる．

Λe−2 ⊆ PN ⊇ X ⊆ FΛ

πΛ ↓ ↙
Pn+1 ⊇ X̄Λ := πΛ(X \ Λ)

そこで，(e− 1)コの点 x1, . . . , xe−1をX上の点としていろいろと動かしてできる FΛに
より，Xが切り取られるかどうかをを検討する．

問題.上の FΛのみでXが切り出せるか？

答えは，Noで，その理由を以下で見ていく．

2.1. 非双有理中心点の集合 B(X), C(X).

次に定義する非双有理中心点集合とXとを，FΛ型の超曲面によっては分離できない．

B(X) := {v ∈ PN \X | 一般の点 x ∈ Xに対して l(X ∩ ⟨v, x⟩) ≥ 2}
C(X) := {u ∈ SmX | 一般の点 x ∈ Xに対して l(X ∩ ⟨u, x⟩) ≥ 3}

B(X)を非双有理外中心点の集合，C(X)を非双有理内中心点の集合と呼ぶ（下図参照）．
（e ≥ 2として考えているが，これらを特に e = 1のとき，すなわちXが超曲面のときに考
えると，d ≥ 2のときB(X) = PN \X であり，d ≥ 3のとき C(X) = SmXである．）B(X)
は PN \Xの閉集合であり，C(X)は SmXの閉集合となっていることがわかる．さらに，
B(X)の閉包B(X)はB.Segreによって研究されており，Segreローカスとも呼ぶ（以下の
節 2.6参照）．

v u

xx

c

ab

c1

a1b1i j
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2.2. 非双有理中心点の集合が FΛ型の超曲面によっては分離できない理由.

次に B(X), C(X)が FΛ型の超曲面によっては分離できない理由を見ていく．

補題. 射影多様体X(e ≥ 2)の一般の x1, . . . , xe−1に対し，

(1) X ∪ B(X) ⊆ F⟨x1,...,xe−1⟩が成立する．

(2) u ∈ C(X)は，超曲面 F⟨x1,...,xe−1⟩の特異点である．（uで Tu(X)を分離する
F⟨x1,...,xe−1⟩ 型の超曲面は存在しない．）

証明. (1). v ∈ B(X)を任意の点とする．このとき，Xの一般の x1, . . . , xe−1 ∈ Xに対し，
(e− 2)-平面Λe−2 := ⟨x1, . . . , xe−1⟩ ⊆ PN を中心とする射影 πΛ : PN \ Λ → Pn+1 を考え
る．vは B(X)の点なので ⟨x1, v⟩ ∩ (X \ {x1}) ̸= ∅となるのでその像 πΛ(v)は
πΛ(X \ Λ) ⊆ X̄Λ に含まれる．従って，vは X̄Λの PN への引き戻し FΛ に含まれる．

(2). uを C(X)の点とする．定義より ⟨x1, u⟩ ∩ (X \ {x1, u}) ̸= ∅となるので, 射影による
像 πΛ(u)はXの像 X̄Λの特異点となる．従って，uはその引き戻しである超曲面 FΛの特
異点となる． □

2.3. Bd−e+1型の結果.

次の定理により，非双有理中心点の集合 B(X), C(X)を除くと，Xを FΛ型の超曲面で分
離できることがわかる．

定理. ([17]) 射影多様体Xについて e ≥ 2と仮定する．

(1) 集合としてX ⊆ Ed−e+1(X) ⊆ X ∪ B(X) が成立する．
（この部分は，既にCalabri,Ciliberto [5]と Sommese, Verschelde, Wampler [23]
によって知られていた．）

(2) スキームとしてX = Ed−e+1(X) が PN \ (B(X) ∪ C(X) ∪ SingX) 上で成立する．

証明のためには次の事実が重要である

補題. 射影多様体Xについて e ≥ 3と仮定する．

(1) 与えられた v ̸∈ B(X)に対して, x ∈ Sm(X)を一般の点とする．このとき，
πx(v) ̸∈ B(πx(X \ {x})) が成立する．

(2) 与えられた u ∈ Sm(X) \ C(X)に対して, x ∈ Sm(X)が一般の点とする．このと
き，πx(u) ∈ Sm(πx(X \ {x})) \ C(πx(X \ {x})) が成立する.

2.4. Bd−e+1へ向けての問題.

Bd−e+1 型の定理が得られたので，Bd−e+1 の成立を調べるため，次の問題を設定し調べ
る．

問題.

(1) B(X), C(X)が空であるXはあるか？
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(2) B(X), C(X)が空でないとき，その次元はどのくらいで，その閉包はどのような
性質を持つか？

(3) B(X), C(X)が空でないXはどのような特徴を持つか？特に，つぎの (4)を見据
えて何か特徴を抽出できないか？

(4) 線形射影以外の方法でXを含む (d− e+ 1)次の超曲面を見つけることができ
るか？

それぞれの問いに対して，現在までにわかっていることを以下で見ていく．

2.5. B(X), C(X)の問題 (1). B(X), C(X)が空であるXはあるか？
第一歩としてB(X) = C(X) = ∅となるXをなるべくたくさん見つけたい．そうすればその
ような多様体に対してはBd−e+1は成立するからである．これに対して，次がわかる．

命題. 次の場合は B(X) = C(X) = ∅となる．従って，次の場合に対して，集合として
Bd−e+1，非特異なXに対してスキームとしてBd−e+1が成立する．

(1) Xがある射影空間のベロネーゼ埋め込み vl(Pm)(l ≥ 2)に含まれるとき．
(2) ∆(X) = 0 (d = e+ 1)の射影多様体のとき.

(3) Xが曲線上のスクロールで，n− 2次元の頂点を持つ coneではなく，R1(regular
in codimension 1)が成立するとき．

ほかにも沢山ありそうなので，B(X), C(X)をもつ射影多様体Xを特徴付けるための次の
ステップへ進む．

2.6. B(X), C(X)の問題 (2). B(X), C(X)の次元と形状.

B(X)の閉包B(X)については，既にBeniamino Segreによる次の事実が知られている．

事実. (Beniamino Segre [22],[5]) 余次元 e ≥ 2の射影多様体Xに対し，B(X) の閉包
B(X)−の既約成分 Γ について次が成立する．

• Γは線形部分集合で dimΓ ≤ n− 1である．
• dim πΓ(X \ Γ) = dimX − dimΓ が成立する．特に，Xは Γを頂点とする
πΓ(X \ Γ)上の錐Cone(Γ, πΓ(X \ Γ))n+1 上の余次元 1の部分集合すなわち “因子”
となっている.

注. 上の事実は chark = 0の場合であるが，chark = p > 0のときは Furukawa [10]の結
果がある．

Segreの結果の証明のアイデアを使うと次がわかる．

定理. ([17]) Xを余次元 e ≥ 2の射影多様体とする．

(1) B(X) の閉包 B(X)の既約成分 Γ について dim(X ∩ Γ) = dimΓ− 1かつ
X ∩ Γ ⊆ SingXが成立する．従って，dimΓ ≤ min{n− 1, dimSingX + 1} が成
立する．
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(2) C(X)の閉包 C(X)の既約成分Ψは線型部分空間で，
dimΨ ≤ min{n− 1, dimSingX + 2}が成立する．さらに
dim πΨ(X \Ψ) = dimX − dimΨ が成立する．

特にXが非特異の場合には，dim ∅ = −1である（と定義される）ので，次がわかる．

系. ([17]) X は非特異で n ≥ 2 かつ e ≥ 2のとき，B(X) は高々有限集合で，C(X) は
高々有限個の点と直線の和集合である．従って，これらを除くと，Bd−e+1が集合として，
さらにスキームとして成立する

2.7. B(X), C(X)の問題 (3). B(X), C(X)が空でないXはどのような特徴を持つか

この節では，問題 (3)について得られた結果を述べる．その前に，まず概略を述べる．

Γを ¯B(X)または ¯C(X) の既約成分とすると，X は Cone(Γ, πΓ(X \ Γ)) の “因子”になっ
ている．Cone(Γ, πΓ(X \ Γ)) を非特異多様体上の射影束として実現するとその因子型がわ
かる．逆に，空集合でない B(X), C(X) を持つXの存在もわかる．

C(X)についてはさらに２つの typeに分かれて，C(X)の既約成分 Γ上のGauss map γ :
Γ ∩ SmX → Grass(n,PN)が constant か non-constantかで構造が異なる．

特に，Xが smoothのとき，C(X)に line含まれるXの構造がわかるので，その lineに沿っ
た normal bundleの様子が分かる．この事実は，応用上で重要な役割をはたす．

以下の図は，Γが直線で，Xが (n− 1)次元射影多様体 Y によってパラメトライズされた
平面曲線Xy ⊆ ⟨Γ, y⟩ ∼= P2 (y ∈ Y )の族で，Γ ⊆ B(X)となっている．

Γl

Y ⊆ PN−l−1
y

⟨Γ,y⟩ ⊇ Xy

定義. ([18]) C(X) ̸= ∅となるXの構成 (その１) —Scroll divisor type (µ, 1)

n > l ≥ 0, µ ≥ 2を任意の整数とする．Y を (n− l)次元非特異射影多様体で，次を満た
すものを取る：

(1) 像と双有理な射 ν : Y → PN−l−1 が存在する，このときOY (1) := ν∗OPN−l−1(1)と
おく;

(2) H0(Y,L) ̸= 0と (L · OY (1)
n−l−1) = 1を満たす直線束L ∈ PicY が存在する；

FΓ
Y と Γ̃を，Y 上の射影束FΓ

Y := PY (O⊕l
Y ⊕OY (1)) ⊇ Γ̃ := PY (O⊕l

Y ) と定義する．
φ : FΓ

Y → PN を，|OFΓ
Y
(1)|の部分線形束で定まり像と双有理な射と取る．
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X̃ ∈ |OFΓ
Y
(µ)⊗ τ ∗L| を，GX̃ ∈ H0(OFΓ

Y
(µ)⊗ τ ∗L) で定まり Γ̃と異なる既約かつ被約な

因子で，ある t ̸= 0 ∈ H0(Y,L) と h ̸= 0 ∈ H0(Γ,OΓ(µ)) があってGX̃ |Γ̃ = t · h ̸= 0が成
立し，さらに像 φ(X̃)と双有理となっているものを取る．このとき，像X := φ(X̃) を
scroll divisor type(µ, 1)と呼ぶ．Γ := φ(Γ̃)とおく．

Γ̃ := PY (O⊕l
Y ) ⊆ FΓ

Y := PY (O⊕l
Y ⊕OY (1))

φ→ PN
↙ τ ∪ ∪

Y X̃
bir→ X := φ(X̃)

命題. ([18]) 上の定義のもとで，t ∈ H0(Y,L)が Y 上の既約かつ被約な因子を定めるなら
ば，Γ ∩ SmX = Γ \ V+(h) ̸= ∅で Γ ∩ SmX ⊆ C(X) となる．

定義. ([18]) C(X) ̸= ∅となるXの構成 (その２) -Rational scroll divisor type (µ, 1)

n > l ≥ 0,µ ≥ 2 を任意の整数とする．E := ⊕n
i=l+1OP1(ai)を P1上の階数 n− lの ample

ベクトル束とする．EΓ
E と Γ̃を P1上の射影束EΓ

E := PP1

(
O⊕l

P1 ⊕ E
)
，Γ̃ := PP1

(
O⊕l

P1

)
とす

る．ψ : EΓ
E → PN を |OEΓ

E
(1)|の部分線形束で定まり像と双有理な射とする．

X̃ ∈ |OEΓ
E
(µ)⊗ τ ∗OP1(1)|をGX̃ ∈ H0(EΓ

E ,OEΓ
E
(µ)⊗ τ ∗OP1(1)) で定まり既約かつ被約で

ψによる像と双有理な因子とする．このとき，X := ψ(X̃)を rational scroll divisor
type(µ, 1)と呼ぶ．直ちに degX = µc1(E) + 1がわかる．

Γ̃ := PP1

(
O⊕l

P1

)
⊆ EΓ

E := PP1

(
O⊕l

P1 ⊕ E
) ψ→ PN

↙ τ ∪ ∪
P1 X̃

bir→ X := ψ(X̃)

命題. ([18]) 上の定義のもとで考える．W0,W1, . . . ,Wlを Γの斉次座標，s, tを P1の斉次
座標とする．Γ̃ ∼= Γ× P1なので，
GX̃ |Γ̃ ∈ H0(OΓ(µ))⊗k H

0(OP1(1))(∼= H0(OΓ̃(µ)⊗ τ ∗OP1(1))) と見なし，
GX̃ |Γ̃ = G1s+G2t (G1, G2 ∈ H0(OΓ(µ)))と表すと Γ ∩ SmX = Γ \ V+(G1, G2) が成立す
る. 従って，GX̃ |Γ̃ ̸= 0であることと Γ∩ SmX ̸= ∅は同値であり，この条件が満たされる
とき Γ ∩ SmX ⊆ C(X)が成り立つ．さらに，degGCD(G1, G2) < µであることと，ガウ
ス写像 γ : X → Grass(n,PN), u 7→ Tu(X) ⊆ PN の Γへの制限 γ|Γ が non-constantであ
ることは同値である．

構造定理．上の様に C(X) ̸= ∅となる射影多様体X が構成されることがわかったが，逆
に C(X) ̸= ∅となる射影多様体 X はこれしかないことが以下のようにわかる．ただし，
γ : X → Grass(n,PN), u 7→ Tu(X) ⊆ PN をGauss mapとする．

定理. ([18]) C(X) ̸= ∅と仮定し，Γを C(X)の既約成分とする．
• γ|Γが constant (dimΓ = 0を含む) ならば，Xは scroll divisor type (µ, 1)で，
dimΓ ≤ dimSingX + 1 が成立する.

• γ|Γが non-constant (特に，dimΓ > 0) ならば，Xは rational scroll divisor type
(µ, 1)で，dimΓ ≤ dimSingX + 2 が成立する.
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注. Y が rational scrollのときの scroll divisor type (µ, 1)から，rational scroll divisor
type (µ, 1)へは，双有理写像があり，このときのXは，どちらの構成でも得られる．

注. 同様にして，B(X) ̸= ∅となる射影多様体Xの構造定理が得られる ([18]参照)．

B(X), C(X)の次元についての定理と構造定理により，非特異で dim C(X) ≥ 1となる射
影多様体X の特徴付けが得られる．

定理. ([18]) Xを非特異で e ≥ 2かつ dim C(X) ≥ 1となる射影多様体と仮定する．この
とき，dim C(X) = 1であり，Xは直線を頂点集合に持つ有理スクロール
EΓ

E := PP1(O⊕2
P1 ⊕ E) p→ P1 （E は，P1上の階数 n− 1の ample ベクトル束）の (µ, 1)-型

の因子 (µ ≥ 2)である．

定義. (BoIlic [12]) 上のXで (µ ≥ 1)となっているものを，Roth多様体という．

2.8. B(X), C(X)の問題 (4). B(X)や C(X)を持つ射影多様体に対して，線形射影以外の
方法で (d− e+ 1)次の超曲面を見つけられるか？　

この問題については，まだほとんどよくわかっていない．しかし，非特異で dim C(X) ≥ 1
として特徴づけられるRoth多様体については部分的に次がわかる．

定理. ([20]) X ⊆ PN をRoth多様体で，e < a = c1(E)を満たすと仮定する．このとき，
Xは (d− e+ ((1− e)µ+ a− 1))-regularである．

注. X ⊆ PN をRoth多様体で，e < a = c1(E)を満たし，さらに，(1− e)µ+ a− 1 ≤ 1の
場合, Cd−e+1とBd−e+1成立が成立する．しかし，(1− e)µ+ a− 1 ≥ 2の場合これらが成
立するかは今のところわからない．

2.9. 非双有理中心点の研究の応用.

この節では，常にXは非特異と仮定する．

定理. ([18]) µ : P̃N := BlX(PN) → PN をXを中心とするブローアップ，Eを µの例外因
子，Aを引き戻し µ∗OPN (1)とする．このとき，(d− e+ 1)A− Eは semiample特に nef
である.

上に， Bertram, Ein, Lazarsfeld [4]の論法を用いると, Bayer, Mumford [1]や Bertram,
Ein, Lazarsfeld [4] の regularity上限の改良が得られる．

系. ([18]) 非特異な射影多様体Xは，(e(d− e) + 1)-regularである. すなわち，非特異な
射影多様体に対してCe(d−e)+1が成立する．

注. 上の系は，Bertram, Ein, Lazarsfeld [4] の結果「X は (ed− e+ 1)-regularである」
の改良になっている．

任意の自然数 aに対して IaX がm-regularとなる最小の整数mを reg(IaX)とおく．
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系. ([18])(Asymptotic regularity 上限の改良) lim
a→+∞

reg(IaX)
a

≤ d− e+ 1が成立する．

注. 上の系は，Bertram, Ein, Lazarsfeld [4]の結果「 lim
a→+∞

reg(IaX)
a

≤ d」の改良になって
いる．

3. 内点からの線形射影の二重点因子の positivity

前章では，射影多様体の内点からの線形射影を用いて定義方程式を構成したが，ここでは，
射影多様体の内点からの線形射影の二重点因子について考察し，その応用を述べる．

3.1. 射影多様体の外点からの線形射影の二重点因子.

はじめに，射影多様体の外点からの線形射影の二重点因子についてのMumfordの結果に
ついて再吟味する．

事実. (Bayer, Mumford [1]) Xが非特異でその標準束を ωX とする．このとき，直線束
OX(d− n− 2)⊗ ω∨

X （これを二重点因子と呼ぶ）は大域的切断で生成される (spanned)
である．

Mumfordは，非特異射影多様体Xに対して，射影空間の一般の (e− 2)-plane Λ を中心と
する射影 πΛ : PN \Λ → Pn+1 による像 X̄ = πΛ(X) とXとの非同型集合 (non-isomorphic
locus)D(πΛ) について考察した．ただし，ω◦

X̄
は X̄の dualizing sheafで，今の場合に X̄が

超曲面なので，直線束になっている．
(1) D(πΛ)はΛの取り方によらず |OX(d− n− 2)⊗ ω∨

X | = |π∗
Λ,Xω

◦
X̄
⊗ ω∨

X |のメンバー，

(2) 任意の点 x ∈ Xに対し，一般のΛを取れば射影 πΛは xで同型となる．すなわち，
x ̸∈ D(πΛ)である.

が成立するので，上の事実が証明される．
ここでは，一般の内点からの線形射影を考えることで，「ある正の整数 εに対して，OX(d−
n− 2− ε)⊗ ω∨

X は spannedが示せないか」考える．別の言い方をすれば，非特異射影多
様体Xに対し，次の問題が考えられる．

問題. 直線束OX(d− n− 2)⊗ ω∨
X はより強い “positivity”を満たすか？

この方向の研究は，Bo Ilicにより行われている．

事実. (Bo Ilic [12]) もし，e ≥ 2かつ，XがRoth多様体でなければ，Xの線形束
|OX(d− n− 2)⊗ ω∨

X |はX上の任意の異なる２点を分離する．特に，
OX(d− n− 2)⊗ ω∨

X は ampleである．

注. (Bo Ilic [12])で注意されているように，Xが Roth多様体のとき，直線
L := ψ(P(O⊕2)) ⊆ Xに対して，OX(d− n− 2)⊗ ω∨

X |L ∼= OL となる．従って，
OX(d− n− 2)⊗ ω∨

X のより強い positivityのためには，Roth多様体を除いて考えなけれ
ばならない．
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3.2. 内点からの線形射影の二重点因子.

一般の内点からの線形射影を考えることで，X̄ の次数は d − e + 1となるので，OX(d −
n− 2)⊗ ω∨

X ではなく，OX((d− e+ 1)− n− 2)⊗ ω∨
X が spannedかどうかを考える．そ

のため，x1, . . . , xe−1をXの一般の点とし，それらの線形包Λe−2 := ⟨x1, . . . , xe−1⟩からの
線形射影を πΛ : PN \ Λ → Pn+1，これによるX の像 πΛ(X \ Λ) の閉包を πΛ(X \ Λ) と
する．

πΛ : PN \ Λ → Pn+1

∪ ∪
πΛ,X : X \ Λ → πΛ(X \ Λ)

このとき，線形射影のXへの制限πΛ,X : X \Λ → πΛ(X \ Λ)について，次がわかる：

(1) πΛ,X の例外因子Exc(πΛ,X) （すなわち，πΛ,X で次元の下がる因子の和) が空なら
ば，πΛ,X の同型でないローカスの閉包 D(πΛ,X) は effective因子で |OX((d − e +
1)− n− 2)−KX | のメンバーである．

(2) 非双有理内中心点でないXの点 x （すなわち x ∈ X \ C(X)）が与えられたとき，
x1, . . . , xe−1を十分一般に選べば，πΛ,Xは xで定義され局所的に同型となる．従っ
て特に，x ̸∈ D(πΛ,X)となる. (既にBd−e+1型の結果の補題でこの事実をみた)

これらを合わせると，中間的な結果として次が得られる．

命題. ([19]) Xは非特異で e ≥ 2とする．πΛ,X の例外因子Exc(πΛ,X)(⊆ X) が空であると
仮定する．このとき，Bs |OX(d− e− n− 1)⊗ ω∨

X | ⊆ C(X)となる. 従って特に，
|OX(d− e− n)⊗ ω∨

X |はX \ C(X)上 very ample．さらに dim C(X) ≤ 0を仮定すると，
OX(d− e− n− 1)⊗ ω∨

X は semiampleで，OX(d− e− n)⊗ ω∨
X は ampleである．

上の命題により，

(1) dim C(X) ≥ 1となる射影多様体

(2) πΛ,X の例外因子 Exc(πΛ,X)(⊆ X) が空でない射影多様体

を調べることが次の問題となる．(1)は 2.7節で示したようにRoth多様体になることが
わかっているので，残された問題は，(2)の多様体について調べることである．

3.3. πΛ,X の例外集合 Exc(πΛ,X) が空集合でない射影多様体.

(2)の多様体について調べるために次を定義をする．

定義. ([19]) 射影多様体Xが条件 (Em)を満たすとは，Xの十分に一般のm点
(1 ≤ m ≤ e− 1) x1, . . . , xmに対して，その線形包Λ := ⟨x1, . . . , xm⟩からの線形射影
πΛ,X : X \ Λ → πΛ,X(X \ Λ) が例外因子（πΛ,X で次元の下がる因子）を持つことである．

例. 上で定義した，条件 (Em)を満たす射影多様体には次のようなものがある．

• 曲線上のスクロールは (E1)を満たす．

• ベロネーゼ曲面 v2(P2) ⊆ P5は (E2)を満たす．
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次の定理が示すように，1 ≤ m ≤ e− 1に対して (Em)を満たす射影多様体は本質的に上
の例以外に存在しない．

定理. ([19]) X ⊆ PN は非特異とは限らない射影多様体とする．
(1) e ≥ 2で，Xは (E1)を満たすと仮定する．このとき，Xは線形部分空間

Pn−1 ⊆ PN で覆われる．更に，Xが非特異ならば，Xは曲線上の射影束と射影同
値となる．

(2) e ≥ 3で，Xは (E2)を満たし (E1)は満たさないと仮定する．このとき，Xは
(n− 3)-planeを頂点にもつ，２次ベロネーゼ曲面 v2(P2)上の coneと射影同値と
なる．従って特に，Xが非特異ならば，Xは v2(P2)と射影同値となる．．

(3) 整数m (3 ≤ m ≤ e− 1)に対して，Xが (Em)を満たすことと，Xが (E1)を満た
すことは同値である．

3.4. 内点からの線形射影の二重点因子の positivity.

上の結果をあわせると，内点からの線形射影の二重点因子の positivityについて次の結果
が得られる．

定理. ([19]) X ⊆ PN は非特異で，次の (1)-(3)とも射影同値でないと仮定する：
(1) e ≥ 2のときの，曲線上のスクロール ;

(2) e = 3のときの，２次ベロネーゼ曲面 v2(P2);

(3) Roth多様体．
このとき，Bs |OX(d− n− e− 1)⊗ ω∨

X | ⊆ C(X)となり，高々有限集合である．従って特
に，OX(d− n− e− 1)⊗ ω∨

X は semiample （すなわち十分ひねると spanned）で，
OX(d− n− e)⊗ ω∨

X は ampleである.

注. 上の定理において，(2)と (3)は結論が成立するために本当に除かなければならない
が，(1)はすべて除く必要あるかどうかはわかっていない．

3.5. 二重点因子の positivityの応用.

3.4の定理の系として，次がわかる．

系. ([19]) X ⊆ PN を非退化な非特異射影多様体で，曲線上のスクロールと射影同値でな
いと仮定する．このとき，構造層OX は (d− e)-regularである．すなわち，
H i(X,OX(d− e− i)) = 0 (∀i > 0) が成立する．

注. regularity予想「Xは (d− e+ 1)-regularである」が成立することは，OX が
(d− e)-regularかつH1(PN , IX ⊗OPN (d− e)) = 0が成立することと同値である．従って，
上の系はその一部がいえたことになる．しかし，H1(PN , IX ⊗OPN (d− e)) = 0 を示すこ
との方が難しいと思われている．

系. ([19]) X ⊆ PN を非退化な非特異射影多様体で，3.4の定理の (1)とも (3)とも射影同
値でないと仮定する．このとき，
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(1) ∆(X,OX(1)) ≤ nならば，Bs |ω∨
X |は高々有限集合である；

(2) ∆(X,OX(1)) < nならば，ω∨
X はX \ C(X)上で very ampleであり，ω∨

X は ample
on Xである.

系. ([19]) X ⊆ PN は非退化な非特異射影多様体で次元 n ≥ 2で，3.4の定理の (1)とも
(3)とも射影同値でないと仮定する．このとき，

(1) κ(X) ≥ 0 (i.e., H0(X,ω⊗l
X ) ̸= 0 ∃l > 0) ならば∆(X,PN) ≥ n が成立する；

(2) ∆(X,PN) ≥ 2
d
(g(X,OX(1))− 1) + 1 が成立する．

注. 上に関連して，Fukuma [9]によって，「dimkH
0(X,ωX) > 0のとき

∆(X,OX(1)) ≥ n
n+1

(OX(1)
n − 1)が成立する」ことが知られている．

系. ([19]) X ⊆ PN は非退化な非特異射影多様体で次元 n ≥ 2で，3.4の定理の (1)-(3)と
射影同値でないと仮定する．このとき，OX(k) は，(Nk−d+e)-propertyを満たす．特に，
OX(d− e)は，projectively normalである．

注. 上の系は，Ein,Lazarsfeld [7]の結果「OX(k) は，(Nk−d+1)-propertyを満たす」の改
良になっている．
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