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F特異点論の最近の進展について

高木 俊輔（東京大学）∗

1 はじめに
昨年，日本大学の渡辺敬一先生と共著で雑誌『数学』に F 特異点の解説記事 [17]

を書かせて頂いたが1，紙面の都合上，限られた話題にしか触れることができなかっ
た．そこでこの小文では，[17]で触れることのできなかった話題を幾つか取り上げ
る．説明の都合上，[17]と重複する部分もあるが，ご寛恕頂きたい．
以下，環と言えば常に単位元を持つ可換ネーター環を意味するものとする．

2 F純・強F正則環
F 特異点と呼ばれる特異点のクラスは，強 F 正則環，弱 F 正則環，F 有理環，F

純環，F 単射環，F 冪零環，有限 F 表現型の環など多岐にわたるが，この小文では
主にF 純環と強F 正則環を扱う（最後の節で有限F 表現型の環についても触れる）．
Rを素数標数pの環とし，簡単のためRは整域であると仮定する．このとき，Q(R)

をRの商体Q(R)の代数閉包とし，R1/pe := {x ∈ Q(R) | xpe ∈ R}とおく．環同型
R1/pe ∼= R x 7→ xpeにより，Rの e回 Frobenius写像

F e : R → R r 7→ rp
e

を包含写像R ↪→ R1/pe と同一視する．F eはR準同型ではないが，R ↪→ R1/pe はR

準同型であることに注意する．R ↪→ R1/pによってR1/pをR加群と見る．R1/pが有
限生成R加群であるとき，RはF 有限 (F -finite)であると言う．例えば，標数 p > 0

の完全体上本質的有限生成な環，剰余体が完全体であるような素数標数の完備局所
環などは F 有限である．F 有限ならば優秀環であることが知られている ([7])．
まず F 純環・強 F 正則環の定義を復習する．

定義 2.1. Rを標数 p > 0の F 有限な整域とする．

∗E-mail: stakagi@ms.u-tokyo.ac.jp
1日本語版 [17] の誤植を英語版 [18]で修正したので，そちらも合わせてご覧頂きたい．
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2 高木俊輔

(i) R ↪→ R1/pがR準同型として分裂するとき，つまりR準同型 φ : R1/p → Rが
存在して合成写像R ↪→ R1/pe φ−→ Rが恒等写像になるとき，RはF 純 (F -pure)

環であると言う．

(ii) 任意の非零元 c ∈ Rに対し，ある e ∈ Nが存在して，合成写像

R ↪→ R1/pe ×c1/p
e

−−−−→ R1/pe r 7→ r 7→ c1/p
e

r

がR準同型として分裂するとき，Rは強F 正則 (strongly F -regular) 環である
と言う．

F 有限環について次のような関係がある．

正則 =⇒強 F 正則 =⇒ F 純

F 純環・強F 正則環の例については，[18, Exmaples 3.3, 3.8, 3.16]を参照されたい．

定義 2.2. Rを完全体上本質的有限生成なQ-Gorenstein整閉整域とする．Y が正規
スキームであるような固有双有理射 π : Y → X := SpecRが与えられたとき，X, Y

の標準因子KX , KY を比較する．

KY = f ∗KX +
∑
i

aiEi (ai ∈ Q, Eiは πの例外素因子)

任意の πと任意の iに対し ai > −1 (resp. ai ≥ −1, ai ≥ 0) が成り立つとき，Xは
高々対数的端末特異点 (resp. 対数的標準特異点, 標準特異点) しか持たないと言う．

強 F 正則環は，次の 3つの「証拠」から，対数的端末特異点の正標数における類
似と見なせる．以下，R = k[x1, . . . , xn](x1,...,xn)/(f1, . . . , fr)は完全体 k上本質的有限
生成なQ-Gorenstein整閉整域とする．

(1) (原 [3]) kを標数 p > 5の代数閉体とし，dimR = 2とする．このとき，Rが強
F 正則環であることと，SpecRが高々対数的端末特異点しか持たないことは同
値である．

(2) (原 [5], Smith [14], Mehta-Srinivas [10]) kを標数 0の体とし，Rpを Rの標数
p > 0への還元とする2．このとき，SpecRが高々対数的端末特異点しか持たな
いことと，十分大きい pに対してRpが強 F 正則であることは同値である3．

2正確には，Z上 fi達の係数で生成される kの部分環をAとし，RA = A[x1, . . . , xn]/(f1, . . . , fr)
とおいたとき，自然な射 XA → SpecAの一般の閉ファイバー（の局所化）を X の標数 p > 0への
還元と言う．fiが整数係数の多項式ならば，Rpとして Fp[x1, . . . , xn](x1,...,xn)/(f1, . . . , fr)を考えれ
ば良い．より詳しくは [18, Section 3.3]を参照のこと．

3「十分大きい pに対して Rpが」とは，稠密な開集合 U ⊂ SpecAが存在して U の各閉点のファ
イバーが，という意味である．
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(3) (Blickle-Schwede-Tucker [1]) 次の 2条件は同値である．

(a) 任意の分離的かつ正則な alteration π : Y → X = SpecRに対し4，
Trπ(π∗OY (⌈KY −π∗KX⌉)) = OXが成り立つ．ただし，Trπは πに付随す
る跡写像である5．

(b)

{
SpecRは高々対数的端末特異点しか持たない (kの標数が零の場合)

Rは強 F 正則環である (kの標数が正の場合).

注意 2.3. (3)から (2)は従わない．なぜなら，(3) (a)では全ての分離的かつ正則な
alterationを考える必要があり，標数 0からの還元として得られる alterationを考え
るだけでは不十分である．

F 純環も対数的標準特異点の類似であると見なされているが，強F 正則環と対数
的端末特異点の対応に比べると，「証拠」にやや乏しい6．

(2’) (藤野-高木 [2]) kを標数 0の代数閉体とし，Rを 3次元以下の孤立特異点とす
る．RpをRの標数 p > 0への還元とすると，SpecRが高々対数的標準特異点
しか持たないことと，無限個の pに対してRpがF 純であることは同値である7．

3 F特異点の長所・短所
この節では，F 特異点の長所・短所を列挙する．3.1～3.3は長所，3.4は短所と考
えられる．

3.1 Cohen-Macaulay性

標数 0の対数的端末特異点は必ずCohen-Macaulayであるが，正標数ではCohen-

Macaulayではない対数的端末特異点の例が知られている．実際，[9]で 6次元の非
特異 Fano多様体で小平の消滅定理が成り立たない例が構成されているので，その
affine錐を考えれば，Cohen-Macaulayではない孤立対数的端末特異点が得られる．
その一方で，強 F 正則環については次が成り立つ．

命題 3.1. 強 F 正則環はCohen-Macaulayである．

命題 3.1は通常，密着閉包のコロン捕捉という性質を用いて示されるが，ここで
は Frobenius写像の分裂を用いた証明を与える．

4つまり π : Y → X は，X が正則スキームであるような，分離かつ広義有限な固有全射である．
5跡写像の定義については，例えば，[18, Theorem 3.20]の直前の段落を参照されたい．
6F 純環は対数的標準特異点と類似の性質を満たすことが知られている (詳しくは [18, Section 4]

参照)．そのような「状況証拠」は多くある．
7「無限個の pに対してRpが」とは，閉点からなる稠密な部分集合 U ⊂ SpecAが存在して U の

各閉点のファイバーが，という意味である．
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4 高木俊輔

命題 3.1の証明. (R,m)を標数 p > 0の d次元強 F 正則局所整域とし，RがCohen-

Macaulay環であることを示す．Rは優秀環なので，SpecRの非Cohen-Macaulay集
合W はZariski閉集合であることに注意する．W の生成点で局所化することにより，
m以外の任意の素イデアル p ̸= mに対しRpはCohen-Macaulayであると仮定してよ
い．このとき，任意の i < dに対しH i

m(R)は有限生成R加群なので，任意の i < dに
対し c ·H i

m(R) = 0となる非零元 c ∈ Rがとれる．Rは強F 正則なので，ある e ∈ N
が存在して，R準同型の合成写像R ↪→ R1/pe ×c1/p

e

−−−−→ R1/peは分裂する．よって，こ
の合成写像が誘導する局所コホモロジー加群の間の写像

H i
m(R) → H i

m(R
1/pe)

×c1/p
e

−−−−→ H i
m(R

1/pe)

は単射である．cの定義から任意の i < dに対しH i
m(R

1/pe)
×c1/p

e

−−−−→ H i
m(R

1/pe)は零写
像なので，上の単射性から任意の i < dに対しH i

m(R) = 0が成り立つ．すなわち，
RはCohen-Macaulay環である．

3.2 Bertiniの定理

Bertiniの定理は標数 0の特異点を調べる上で基本的かつ重要な定理の 1つである．
例えば，標数 0の代数閉体上定義された準射影多様体Xが高々標準特異点しか持た
ないとき，Xの一般の超平面切断Hも高々標準特異点しか持たないことが，Bertini

の定理の帰結として示される．
正標数では，一般にBertiniの定理は成り立たないため，同じ命題が成り立つかど
うかは分かっていない，現在のところX が 3次元の場合ですら未解決である8．そ
れに対し，F 特異点については類似の主張が成り立つ．

定理 3.2 (Schwede-Zhang [11]). X を標数 p > 0の代数閉体 k上定義された準射影
多様体とし，H をX の一般の超平面切断とする．X が高々F 純 (resp. 強 F 正則)

特異点しか持たないならば，Hも高々F 純 (resp. 強 F 正則) 特異点しか持たない9．

3.3 taut性

kを代数閉体とし，(R,m, k)を k上本質的有限生成な 2次元正規局所環とする．
π : Y → X = SpecRを極小対数的特異点解消とし，E =

∪
i Eiを πの例外集合とす

る．πの定義から，Eは単純正規交叉因子である．このとき，次のようにしてRの
重み付きグラフ ΓRを定義する．

(1) 各Eiにグラフの頂点 viを対応させ，viには 2つの重みE2
i (Eiの自己交点数)

と g(Ei) (曲線Eiの種数) を付す．
(2) 頂点 viと vjをEi ∩ Ej本の辺で結ぶ．

8講演中に説明した 3次元の場合の証明には gapがありました．ここでお詫び致します．
9代数多様体 Z が高々F 純 (resp. 強 F 正則) 特異点しか持たないとは，Z の各局所環が F 純

(resp. 強 F 正則) 環であるという意味である．
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5

(R,m, k)が tautであるとは，次の条件を満たすときに言う: k上本質的有限生成
な 2次元正規局所環 (S, n, k)の重み付きグラフ ΓSが重み付きグラフとして ΓRと同
型ならば，Rの完備化と Sの完備化は環同型である．

定理 3.3 (Laufer [8]). k = Cのとき，2次元対数的端末特異点は tautである．

一方，正標数では 2次元対数的端末特異点は tautとは限らない．例えば kを標数
2の代数閉体とすると，k[x, y, z]/(x2+y3+z5)と k[x, y, z]/(x2+y3+z5)は共に (E8)

型特異点だが，完備化しても同型にはならない．実は，これらの特異点は強 F 正則
環ではない．強 F 正則環に注目すると次が成り立つ．

定理 3.4 (田中 [19]). kを正標数の代数閉体とするとき，2次元強 F 正則局所環は
tautである．

3.4 正規化

kを標数 2の完全体とし，R = k[x, y, z]/(x2z + y2)とおく．R ∼= k[u, uv, v2] ⊂
k[u, v]より，Rの正規化RNは k[u, v]と同一視できる．このとき，Rの導手イデア
ル c := (R :Q(R) R

N)は uRNである．双有理幾何学の哲学に従うと，

(RN, c)の特異点 = Rの特異点

が成り立って欲しい．
まずF 純環の概念は，環と単項イデアルの対に対して拡張できる．Aを標数 p > 0

の F 有限な整域とし，a = (f) ̸= (0)をAの単項イデアルとしたとき，対 (A, a)が
F 純であるとは， 任意の e ∈ Nに対し，合成写像

A ↪→ A1/pe ×f (pe−1)/pe

−−−−−−−→ A1/pe a 7→ a 7→ f (pe−1)/pea

がA準同型として分裂することと定義する．これが自然な定義であることは，[18,

Section 4]を見て欲しい．この定義を上の状況に当てはめると，対 (RN, c)はF 純だ
が，Rは F 純環ではないことが分かる (証明は [18, Example 4.18]参照). このよう
に，F 特異点は正規化に関して病的な振る舞いをすることがある．

4 R1/peの分解
(R,m)を標数 p > 0の F 有限な d次元局所整域とし，剰余体R/mは完全体であ
ると仮定する．強 F 正則性・F 純性は，R1/peのR加群としての分解を用いて特徴
付けることができる．任意の e ∈ Nに対し，

R1/pe ∼= R⊕ae ⊕Me (ae ∈ Z≥0, MeはR1/peの非自由部分)

をR1/peのR加群としての分解とする．

5



6 高木俊輔

定義 4.1 (Huneke-Leuschke [4]). 上の状況で，Rの F 符号 (F -signature) s(R)を次
のように定義する:

s(R) = lim
e→∞

ae
pde

.

この極限は常に存在するか？という問題は 10年近く未解決であったが，最近Kevin

Tucker [20] によって肯定的に解決された．

s(R)はRの特異性を測る尺度と見なせる．正則性・強 F 正則性は，F 符号 s(R)

を用いて特徴付けられる．

命題 4.2 ([4]). (1) 次の 3条件は同値である．

(a) Rは F 純環である．

(b) ある e ∈ Nが存在して，ae > 0．

(c) 任意の e ∈ Nに対して，ae > 0.

(2) Rが強 F 正則環であることと，s(R) > 0は同値である．

(3) 1 ≥ s(R) ≥ 0であり，Rが正則であることと s(R) = 1は同値である．

R1/peのR加群としての分解を用いて定義される概念としては，有限 F 表現型と
呼ばれる F 特異点のクラスがある．

定義 4.3 (Smith-van den Bergh [15]). (R,m)は標数 p > 0の完全体上定義された次
数付整域か，もしくは剰余体R/mが完全体であるような標数 p > 0の完備局所整域
とする．Rが有限 F 表現型 (finite F -representation type) であるとは，有限個の有
限生成R加群M1, . . . ,Msが存在して，次の条件を満たすときに言う: 任意の e ∈ N
に対し，非負整数 b

(e)
1 , . . . , b

(e)
r が存在して，R同型

R1/pe ∼= M
⊕b

(e)
1

1 ⊕ · · · ⊕M⊕b
(e)
r

r

が存在する．このとき各 i = 1, . . . , sに対し，lime→∞ b
(e)
i /pdeが存在し，有理数にな

ることが知られている ([21])．

定義より，有限 F 表現型の環は種々の有限性を満たす．Rが正則局所環ならば，
Kunzの定理よりR1/peは自由R加群なので，特にRは有限 F 表現型である．故に
有限 F 表現型の環は特異点のクラスと見なせるが，lime→∞ b

(e)
i /pdeがどのような意

味を持つ不変量なのかはまだ分かっていない．

例 4.4. kを標数 p > 0の代数閉体とする．
(1) ([15], [6]) S = k[x1, . . . , xd]を k上の多項式環とし，SにGLn(k)の有限部分群

Gが作用しているとする．Gは擬鏡映を持たず，Gの位数は pで割り切れないと仮

6
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定する．このとき不変式環R := SGは有限F 表現型である．橋本-中嶋 [6] は，この
Rについて定義 4.3の不変量 lime→∞ b

(e)
i /pdeを計算し，

lim
e→∞

b
(e)
i

pde
=

rankRMi

|G|

が成り立つことを証明した．
(2) ([13], [16]) k[s, t, u, v, w, x, y, z]/(su2x2 + sv2y2 + tuxvy + tw2z2)は強 F 正則
環（さらにはUFD）であるが，有限 F 表現型ではない．

一般に，与えられた環が有限 F 表現型かどうか判定することは難しい．kを標数
p > 0の完全体とし，R = k[x, y, z]/(x2 + y3 + z7)とする．p = 2, 3, 7の場合は，渋
田 [12] によってRが有限F 表現型であることが示されている．p ̸= 2, 3, 7の場合は，
Rは有限 F 表現型ではないと予想されているが，現在のところ未解決である．
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有限群のブロック多元環とコホモロジー環

佐々木 洋城

信州大学

はじめに

筆者はこの 15 年ほど有限群のブロック多元環のコホモロジー環の基礎的な部分の勉強をして来ました．

ちょうど 10年前の仙台での第 49回代数学シンポジウムでも Brauer対応で対応するブロックのコホモロジー

環について講演させていただきました．この度，再び機会をいただいたことは大変ありがたく，また光栄に存

じます．組織委員会には心からお礼を申し上げます．10年を振り返って，成果の少なさには身の縮む思いで

すが，恥を忍んで報告させていただきます．

1 有限群のコホモロジー環

G を有限群とし，R を単位元をもつ可換環とする．群環 RG は特殊な多元環である．主な特徴を挙げて

みる：

• RG は Gを基底とする自由 R加群である

• RG は対称多元環である

• Rは添加写像 ε : RG → R;
∑

g∈G ag g 7→
∑

g∈G ag により，RG-加群である

• 部分群H 6 Gに対して RG は自由 RH-加群である

• RGは ∆ : RG → RG ⊗ RG; g 7→ g ⊗ g を余積として Hopf 代数である

RG-加群 U を係数加群とするGのコホモロジー群を

H∗(G, U) = Ext∗RG(R, U) =
⊕

n≧0

Extn
RG(R, U)

と定義する．有限群のコホモロジー群の主な特徴を挙げよう：

• H∗(G, R)は cup積により可換次数付多元環である．

• U, V が RG-加群ならば Ext∗RG(U, V ) は Yoneda積によりH∗(G, R)-加群である．

• 部分群H 6 G，元 g ∈ Gに対して次の写像が定義される：

resH : H∗(G, U) → H∗(H, U), trG : H∗(H, U) → H∗(G, U),

cong : H∗(H, U) → H∗(gH, U).

• これらの写像は次の性質をもつ：

– 部分群H 6 Gに対して合成 trG
◦ resH : H∗(G, R) → H∗(G, R)は |G :H |倍である．

1



10 佐々木洋城

– 部分群H, K 6 Gについて次のいわゆるMackey分解公式が成り立つ．

H∗(G, U)

resK

H∗(H, U)

trG

M

HgK∈H\G/K

resgH∩K ◦ cong

� H∗(K, U)

⊕

HgK∈H\G/K

H∗(gH ∩ K, U)

X

HgK∈H\G/K

tr
K

他に重要な写像として norm写像，inflation写像などがある．このような写像とその性質により有限群のコホ

モロジー論は豊かな世界を形作っている．基本定理は何といっても次の定理である．

定理 (Evens [2] , Venkov [22]). Rが Noether的ならばコホモロジー環H∗(G, R)も Noether的である．

S 6 G を Sylow p-部分群とする．指数 |G :S |が Rで可逆ならば可換図式

H∗(G, R)
|G : S |·

≃

resS
�

H∗(G, R)

H∗(S, R)

trG

が得られるから，直和分解 H∗(S, R) = Im resS ⊕Ker trG
が得られる．さらに，いわゆる stable elements

theoremにより

H∗(G, R) ≃ Im resS = { ζ ∈ H∗(S, R) | resP∩gP ζ = resS∩gS
gζ ∀g ∈ G }

が成り立ち，さらに，これを言い換えて

= { ζ ∈ H∗(S, R) | resQ ζ = resQ
gζ ∀Q 6 S, ∀ g ∈ NG(Q) }

= { ζ ∈ H∗(S, R) | ζ は FS(G)-安定 }.

ここで，FS(G) は S の部分群を対象とする圏で Frobenius 圏とよばれている．

2 対称多元環の Hochschild コホモロジー環

有限群の群環は対称多元環であり，その Hochschild コホモロジー環は通常のコホモロジー環を含む．そこ

で，ここでは，一般に対称多元環のHochschild コホモロジー環について，必要な範囲で若干の事項を述べる．

A, B を対称 R-多元環とする．

(A, B)-両側加群 X は左 A-加群としても，右 B-加群としても有限生成，射影的であると仮定する．

• 対 (ζ, τ) ∈ HH
∗(A) × HH

∗(B) は条件

ζ ⊗ 1X = 1X ⊗ τ ∈ Ext∗A⊗RBop(X, X).

を満たすときX-stableであるという．

2
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• transfer写像とよばれ写像が定義される：

tX : HH
∗(B) → HH

∗(A), tX∗ : HH
∗(A) → HH

∗(B).

ここで，X∗ = HomR(X, R)である．この写像は，A, B が対称多元環であることとX が左 A-加群と

しても，右 B-加群としても有限生成射影的であるということに基づいて定義される．

一般に，有限群 G のコホモロジー環 H∗(G, R) は Hochschild コホモロジー環 HH
∗(RG) に diagonal

embedding δG : H∗(G, R) → HH
∗(RG)により埋め込まれる．これは多元環の単射凖同型である．

H 6 Gを部分群とする．(RH, RG)-両側加群としてのRGをX とおくと，X∗ ≃ RGRGRH である．コホ

モロジー環における写像 trG, resH は RHRGRG, RGRGRH が導く Hochschildコホモロジー環の transfer写

像と compatibleである：

H∗(G, R)

�

δG

resH

HH
∗(RG)

t(RH RGRG)

H∗(H, R)
δH

HH
∗(RH)

, H∗(G, R)

�

δG

HH
∗(RG),

H∗(H, R)

trG

δH

HH
∗(RH)

t(RGRGRH )

さらに

Im(δH◦ resH) ⊂ HH
∗(RH)の RHRGRH -stable部分環.

Gの Sylow p-部分群 S の指数 |G :S |が Rで可逆ならば，ζ ∈ H∗(S, R)について

ζ が FS(G)-stable ⇐⇒ δSζ ∈ HH
∗(RS) は RSRGRS-stable.

さらに，上の二つの可換図式を合成して

H∗(S, R)

�

δS

resS ◦ trG

HH
∗(RS)

t(RS RGRS)

H∗(S, R)
δH

HH
∗(RS)

が得られ，かつ

Im resS ◦ trG ≃ H∗(G, k)

である．

3 ブロック多元環

本節以降，係数環としては標数 p > 0 の代数的閉体 k を採用する．標数 p は G の位数の素因数であると

する．

3
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群環 kG は直既約な両側イデアルの直和に分解される：

kG = B0 ⊕ B1 ⊕ · · · ⊕ Bm.

この直和因子をGのブロック・イデアルまたはブロック多元環とよぶ．ただ一つのブロック多元環のみが添加

写像 ε : kG → k によって零化されない．そのブロック多元環を主ブロックとよぶ．B0 を主ブロックとする．

k の射影分解に現れる射影加群はすべて主ブロックに属するから，H∗(G, k) = Ext∗kG(k, k) = Ext∗B0
(k, k)が

成り立つ．従って，Gのコホモロジー環は主ブロックのコホモロジー環である．主客を転倒させると

B0 のコホモロジー環 = Ext∗B0
(k, k) = Ext∗kG(k, k) = H∗(G, k).

それでは，ブロック多元環一般についてはどうなのだろうか？

ブロック多元環には defect群とよばれる p-部分群が定められる．主ブロックの defect群は Sylow p-部分群

である．Sylow p-部分群が Gで共役であるように，defect群も Gで共役である．

B を kGのブロック多元環とし，D をその defect群とする．

主ブロックには自明な加群 k が属しているが，一般のブロック多元環にはそのような「標準的な加群」は存

在しない．それゆえ，主ブロックのように Ext群を用いてホモロジー代数的に定義することはできない．

「ブロック多元環 B のコホモロジー環」を定義するためには適切にカテゴリーを選ぶ必要がある．

以上を次の表にまとめてみる：

ブロック多元環 主ブロック B0 B

defect群 P Sylow p-部分群 S D

コホモロジー

環を定義する

ために

Ext Ext∗B0
(k, k) なし

H∗(P, k)において H∗(S, k)の FS(G)-安定部分環 H∗(D, k)の ?1 -安定部分環
x

?

?

?

y

δS

x

?

?

?

y

δD

HH (kP )において Im δS ∩ (kSkGkS-安定部分環) Im δD ∩ (kD ?2 kD-安定部分環)

コホモロジー環をとらえるために resS ◦ trG ?3

?1 ， ?2 には何が入るか，入るべきか？ それが問題である．

ブロック多元環Bには source加群とよばれる直既約k[G×Dop]が定められる．それはBの k[G×Dop]-加

群としての直和因子で∆(D)を vertexとするものである．二つの source加群は同型であるとは限らないが，

NG(D) の元により共役である．source加群は defect 群を指定して考えるものであるから，(B, kD)-source

加群とよぶことにする．

X を (B, kD)-source加群とする．

A = X∗ ⊗B X とおく．Aは B の source多元環とよばれていて，モデュラー表現論において大変重要な役

割を果たしている．それは次の定理が成り立つからである．

定理 (Puig [14]). Aと B はMorita同値である．

4
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p-部分群 Q 6 G と k[QCG(Q)] のブロック多元環 bQ との対 (Q, bQ) を subpairまたは Brauer pairとよ

ぶ．（日本語ではそれぞれ部分対，Brauer対となるが，ここでは英語のまま使わせてもらう）

subpairs には順序が定義され，集合 { (Q, bQ) | Q 6 Gは p-部分群，bQ は k[QCG(Q)]のブロック多元環}

は順序集合である．subpairは有限群の構造論における p-部分群と同様の役割をモデュラー表現論において果

たす．

定義. 部分群H 6 Gと kH のブロック多元環 C について

C が (kH, kH)-両側加群としてB の重複度が 1の直和因子に同型である

とき，B と C は Brauer対応で対応しているといい，B = CG
と書く．このとき，C のどの defect群も B の

ある defect群に含まれる．

subpair (Q, bQ)については bQ の Brauer対応は常に定義される．B = bQ
G
のとき (Q, bQ)を B-subpair

とよぶ．

P, Q 6 G を p-部分群とする．subpair (P, bP ) 対して k[QCG(Q)] のブロック多元環 bQ で (Q, bQ) 6

(P, bP )となるものが一意的に存在する．(P, bP )が B-subpairならば，この (Q, bQ)も B-subpairである．

さて，Dは Bの defect群であった．B-subpair (D, b) を Sylow B-subpairとよぶ．Sylow B-subpairやそ

れに含まれる subpairについて構造論における Sylowの定理と同様のことが成り立つ．さて，(B, kD)-source

加群 X に付随して，ある条件を満たすように，k[DCG(D)]のブロック多元環 bD が定められる．この bD は

D を defect群としてもち，B = bD
G
が成り立つ．すなわち，(D, bD)は B-subpairである．bD はX によっ

て定められるから，Sylow (B, X)-subpairとよびたい．

定義. B を kGのブロック多元環とし，defect群（のひとつ）を D とする．B の (B, kD)-source加群（の

ひとつ）を X とし，(D, bD)を Sylow (B, X)-subpairとする．Brauer 圏 F(D,bD)(B, X)を次のように定義

する．

• 対象は部分群Q 6 D である．

• Q, R 6 D に対して (Q, bQ), (R, bR) 6 (D, bD)とする．射 ϕ : Q → Rは g(Q, bQ) = (R, bR)をみた

す g ∈ G がひきおこす共役写像である．

定義 (Linckelmann [8]). ブロック多元環 B の D，X に関するコホモロジー環 H∗(G, B; X)を H∗(D, k)の

F(D,bD)(B, X)-stable部分環と定義する．すなわち

H∗(G, B; X) = { ζ ∈ H∗(D, k) | resQ ζ = gresQ ζ ∀Q 6 D ∀ g ∈ NG(Q, bQ) }.

S が Sylow p-部分群でX0 を (B0, kS)-source加群とすると

H∗(G, B0; X0) = { ζ ∈ H∗(S, k) | ζ は FS(G)-stable } ≃ H∗(G, k)

が成り立つ．従って，前項の ?1 の中には F(D,bD)(B, X)が入る．

5
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定理 1 (Linckelmann [8]). 今までと同じ記号で，次の可換図式が得られる：

H∗(D, k)
δD

�

HH
∗(kD)

TX

�

HH
∗(B)

H∗(G, B; X)
✞

✝

☎

✆kDAkD-stable部分環
✞

✝

☎

✆
X-stable部分環

ここで TX はX によって引き起こされる正規化された transfer写像である．

そこで， ?2 の中には Aが入るべきであると思われていたが，実際

定理 2 (Sasaki [18]). ζ ∈ H∗(D, k)について

δDζ ∈ HH
∗(kD) が kDAkD-stable =⇒ ζ ∈ H∗(G, B; X).

が成り立ち，これによってブロック多元環のコホモロジー環の定義が合理的であることが確認されたといって

よい．

次の課題は自然である．

課題 1. A = X∗ ⊗B X の (kD, kD)-両側加群としての構造を知りたい．

この課題はモデュラー表現論においても重要な，しかも困難な課題としてとらえられている．

ブロック多元環は Extを用いて表現することはできない．つまり，ホモロジー代数をおいそれとは展開で

きないのである．しかし，主ブロックのコホモロジー環での事実を考えれば

課題 2. 写像 t : H∗(D, k) → H∗(D, k)を適切に定義し，その像としてH∗(G, B; X)を把握したい．

次に，ブロック多元環のコホモロジー環の間に写像を定義したい．何の関係もないブロック多元環の間で

は，さすがに，無理である．しかし，せめて，Brauer対応で対応しているブロック多元環に対してはどうだ

ろうか？

課題 3. H 6 Gを部分群とする．kH のブロック多元環 C の Brauer対応が定義され，それは B に一致し，

さらに，Dは C の defect群でもあるとする．このとき次のような写像を定義したい．

resC : H∗(G, B; X) → H∗(H, C; Y ), trB : H∗(H, C; Y ) → H∗(G, B; X)

もちろん，Frobeniusの相互律など，当然期待される性質を備えた写像でなければならない．また，(B, kD)-

source加群X と (C, kD)-source加群 Y は「よい」関係になければならない．

4 ブロック多元環の source多元環の加群構造

(B, kD)-source加群 X は B の，従って，kGの (kG, kD)-両側加群としての直和因子に同型であるから，

A = X∗ ⊗B X は kG ⊗kG kG = kGの (kD, kD)-両側加群としての直和因子に同型である．従って，Gにお

ける (D, D)-両側剰余類DgDが定める (kG, kD)-両側加群 k[DgD]の直和に同型である．

kDAkD = kDX∗ ⊗B XkD ≃
⊕

いくつかの k[DgD].

6
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どの k[DgD]がいくつの重複度で現れるか？これが問題である．

Puigによる次の結果と Linckelman [7]，Külshammer–Okuyama–Watanabe [6]以外には知られていない

というのが実情である（と思う）．

定理 (Puig [15]). 今までの記号の下で

(1) (kD, kD)-両側加群として

A ≃





⊕

gDCG(D)∈NG(D,bD)/DCG(D)

k[Dg]



 ⊕ N. (*)

ここで，N は x ∈ G r NG(D)の k[DxD]の直和である．

(2) k[Dg]（gDCG(D) ∈ NG(D, bD)/DCG(D))）の形の加群のどの二つも同型でない．

この N については，J. Thévenazは教科書 [21] 392pで次のように述べている：

”. . . , the summands of (OGb)γ isomorphic to OPgP for some g 6∈ NG(P ) seem much more

difficult to handle.”

最近，コホモロジー論（といっても簡単な事実のみ）を用いて次がわかった．

定理 3 (Sasaki [19]). G, B, D, X, Aは今までと同様とする．(P, bP ), (Q, bQ) ⊆ (D, bD)は g ∈ Gで共役で

ある（

g(P, bP ) = (Q, bQ)）とする．PCD(P ) は bP の defect群であるか，QCD(Q)は bQ の defect群であ

ると仮定する．写像

tg : H∗(D, k) → H∗(D, k); ζ 7→ trD resQ
gζ

が 0写像でなければ

(1) Q = D ∩ gD であり

(2) (kD, kD)-両側加群 k[DgD]は source多元環 Aの直和因子に同型である．

この定理の写像 tg の由来は次の節で述べるように，Aが導く transfer写像にある．

さらに，最近，次が得られた．

定理 4 (Okuyama and Sasaki [13]). (Q, bQ) 6 (D, bD) とする．(Q, bQ) は essential B-subpair と

する．NG(Q, bQ) には真部分群 M > ND(Q)CG(Q) で M/QCG(Q) は NG(Q, bQ)/QCG(Q) の strongly

p-embedded 部分群となるものが存在する．

x ∈ NG(Q, bQ) r M について

(1) xD ∩ D = Q,

(2) (kD, kD)-両側加群 k[DxD]は (kD, kD)-両側加群としてAの直和因子に同型であり，その重複度は p

を法として 1に合同である．

5 ブロック多元環のコホモロジー環に対する trace写像

G, B, D, X, Aは今までと同様とする．

7
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source 多元環 A を (kD, kD)-両側加群とみなして定義される Hochschild コホモロジー環 HH
∗(kD) の

transfer写像 tA は H∗(D, k)の transfer写像 tを引き起こす：

H∗(D, k)
δD

t �

HH
∗(kD)

tA

H∗(D, k)
δD

HH
∗(kD)

.

唐突ではあるが，次が成り立つと信じている！

予想.
H∗(G, B; X) = t(H∗(D, k)).

例 1. NG(D, bD) = { g ∈ NG(D) | g(D, bD) = (D, bD) }が (D, bD)における subpairの融合を統制するな

らば上の「予想」は正しい．例えば

• D が可換

• D が Gで正規である

場合などがある．

transfer写像 tは Aの (kD, kD)-両側加群としての直和分解 (*)により次のように記述される：

t : H∗(D, k) → H∗(D, k); ζ 7→
∑

gDCG(D)∈NG(D,bD)/DCG(D)

gζ +
∑

N≃
L

DgD k[DgD]

trD resD ∩ gD
gζ. (*2)

しかしながら，前節で述べたように，(kD, kD)-両側加群としてN の様子はわからないので具体的に解析する

ことは困難である．

例 2. B をテイム表現型（つまり直既約加群がひとつのパラメータを用いて記述できる）のブロック多元環

とする． このとき，p = 2 であり，defect 群は４元群，二面体群，準二面体群，（一般）四元数群である．

Kawai–Sasaki [3]と定理 4 とにより

(1) transfer写像 t : H∗(D, k) → H∗(D, k)を記述し，

(2) Im t = H∗(B, D; X)が成り立つ（つまり，このブロックについては予想が正しい）

ことが確認できた．この例は予想が成り立つ「自明でない」最初の例である．

例 3. p = 2とし，ブロックB の defect 群 D は wreathed 2-群 (Z/2n ×Z/2n) ⋊ Z/2に同型であるとする：

D = 〈 a, b, t | a2n

= b2n

= 1, ab = ba, t2 = 1, tat = b 〉.

Kawai–Sasaki [3] ではこのブロック多元環のコホモロジー環についても計算し，写像 TrB
D : H∗(D, k) →

H∗(D, k)で ImTrB
D = H∗(G, B; X)であるものを構成した．

U = 〈 a, b 〉, V = 〈 a2n−1

, ab, t 〉 6 D とおき，(U, bU ) 6 (D, bD)，(V, bV ) 6 (D, bD) とする．集

合 { (D, bD), (U, bU ), (V, bV ) } は共役族とよばれるものであり，(D, bD) に含まれる B-subpair の融合は

8
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NG(D, bD), NG(U, bU ), NG(V, bV )に属する元による共役の合成として記述される．wreathed 2-群の自己同

型群は 2-群であることから，NG(D, bD)/DCG(D)は単位群である．従って，NG(U, bU ), NG(V, bV )のあり

ようによって subpairの融合のありかたが決まる．

NG(U, bU )/CG(U) 6 Aut U ≃ GL(2, 2)，NG(V, bV )/V CG(V ) 6 Aut V ≃ GL(2, 2) であるが，ここで

は，ともに GL(2, 2)に同型であると仮定しよう．

このとき，(U, bU ), (V, bV )は essentialな subpairであり，元 g0 ∈ NG(U, bU )，g1 ∈ NG(V, bV ) でそれぞ

れ (U, bU )，(V, bV )の位数 3の自己同型を引き起こすものをとる．

写像 TrB
D : H∗(D, k) → H∗(D, k)を次のようにつくる：

TrB
D : ζ 7→ ζ + trD resU

g0ζ + trD resV
g1ζ + trD resT

g1g0ζ + trD resW
g0g1ζ + trD resF

g1g0g1ζ.

ここで，T = 〈 a, b2n−1

〉，W = 〈 ab, a2n−1

t 〉，F = 〈 t, (ab)2
n−1

〉である．この写像は B のコホモロジー環を

つくる：

ImTrB
D = H∗(G, B; X).

この写像の意味づけをしたい．

(1) TrB
D の第 1項の写像 ζ 7→ ζ は NG(D, bD)/DCG(D)から引き起こされる．

(U, bU ), (V, bV ) は essential な subpair であるから，写像 TrB
D の第 2 項，第 3 項については定理 4 により，

Puigの定理における N の直和因子から得られるものであることがわかる．

(2) 直既約 (kD, kD)-両側加群 k[Dg0D]，k[Dg1D]は A = X∗ ⊗B X の直和因子に同型である．その重複

度はそれぞれ奇数である．

(3) (kD, kD)-両側加群 k[Dg0D]，k[Dg1D]が引き起こす HH
∗(kD)の transfer写像の H∗(D, k)への制

限 ζ 7→ trD resD ∩ g0D
g0ζ，ζ 7→ trD resD ∩ g1D

g1ζ はそれぞれ，ζ 7→ trD resU
g0ζ，ζ 7→ trD resV

g1ζ と

なる．

第 4，第 5項の写像については定理 3が適用できて，次がわかる．

(4) 直既約 (kD, kD)-両側加群 k[Dg1g0D]，k[Dg0g1D]は A = X∗ ⊗B X の直和因子に同型である．しか

しながら k[Dg1g0D]，k[Dg0g1D]の重複度は不明である．

(5) (kD, kD)-両側加群 k[Dg1g0D]，k[Dg0g1D] が引き起こす HH
∗(kD) の transfer 写像の H∗(D, k)

への制限 ζ 7→ trD resD ∩ g1g0D
g1g0ζ，ζ 7→ trD resD ∩ g0g1D

g0g1ζ はそれぞれ，ζ 7→ trD resT
g1g0ζ，

ζ 7→ trD resW
g0g1ζ となる．

第 6項については

(6) 最後の項の写像 ζ 7→ trD resF
g1g0g1ζ と Aの直和因子との関わりについては全く不明である．

一方，Aが導く transfer写像 t : H∗(D, k) → H∗(D.k)は (D.bD)における subpairの融合をつぶさに調べ

ることにより，ある整数m1, m2, m3 ≧ 0により

t : ζ 7→ ζ + trD resU
g0ζ + trD resV

g1ζ + m1 trD resT
g1g0ζ + m2 trD resW

g0g1ζ + m3 trD resF
g1g0g1ζ

と記述されることがわかる．係数のm1, m2 は上で述べた (4)，(5)により 1以上であるが，偶数か奇数かはま

だ不明である．係数m3 については全く不明である．

9
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6 Brauer 対応

ここでは，次の状況で考察する．

• DCG(D) 6 H 6 G

• C は kH のブロック多元環で C の Gへの Brauer対応は B である：CG = B

• D は C の defect群である．

H∗(G, B; X)と H∗(H, C; Y )との関係を調べたい！

もちろん，B の source加群 X と C の source加群 Y は注意深く設定しなければならない．さらに， ブロッ

ク B，C を結びつける加群が必要である．

次のようにX，Y と (B, C)-両側加群 Lをとる．

(1) B の source加群は直既約 k[G × Dop]-加群であり，C の source加群は直既約 k[H × Dop]-加群であ

る．X と Y は Green対応で対応しているように指定する．

(2) C を k[H × Hop]-加群とみて，C の G × Hop
への Green 対応を L = L(B, C) とおく．L は直既約

(B, C)-両側加群である．

G×Gop B

G×Hop L = L(B, C)

Green 対応X

Green 対応

G×Dop

H×Hop C

Y H×Dop

∆D

(B, C)-両側加群 Lは B-加群と C-加群を結びつける．Green対応の精密化を与えるといえる．

B と C についてある条件の下では H∗(G, B; X) は H∗(H, C; Y ) に含まれる．このようなとき，包含写

像を resC : H∗(G, B; X) → H∗(H, C; Y ) と考えてよいであろう．この包含写像は上で定義した L の k 双

対 L∗
が引き起こす Hochschildコホモロジー環の transfer写像 HH

∗(kB) → HH
∗(C)から引き起こされる

（Sasaki [17]）．
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さらに

定理 5 ([18]).

H∗(G, B; X) ⊆ H∗(H, C; Y ) ⇐⇒ δDH∗(G, B; X) ⊆ HH
∗
Y ∗⊗CL∗⊗BX(kD).

この条件が成り立つとき，次は可換である．

H∗(G, B; X)
δD

resC

HH
∗
X∗⊗BL⊗CY (kD)

TX

HH
∗
L⊗CY (B)

TL∗

H∗(H, C; Y )
δD

HH
∗
Y ∗(kD)

TY

HH
∗
Y (C)

写像 resC : H∗(G, B; X) → H∗(H, C; Y )については，B と C が共通の defect群をもつ場合は目処がつい

たといってよいと思う．

しかし，trB : H∗(H, C; Y ) → H∗(G, B; X)については，Kawai–Sasaki [3]に計算例はあるものの，なお

不明である．

7 Varieties

前節まではブロック多元環のコホモロジー理論の基礎にかかわる課題について述べた．なお不十分なのでは

あるが，創始者のM. Linckelmannはそんなことにはおかまいなく，よい結果を与えている．特に，ブロック

のコホモロジー環における support varietyに関する仕事 [7]，[9]，[11]は特筆に値する．近年の Hochschild

コホモロジー環における support varietyの研究の端緒になっていると思う．この節では，その一部（もちろ

ん結論のみ）を紹介して，本報告を閉じることにする．

群環の Hochschildコホモロジー環の特徴はなんといっても，群のコホモロジー環からの diagonal embed-

ding があるということである．S. Siegelと S. Witherspoonは [20]において

(1) δG : H∗(G, k) → HH
∗(kG)はべき零根基を法として同型をひきおこすか？

(2) 合成 δG : H∗(G, k) → HH
∗(kG) → HH

∗(B0)はべき零根基を法として同型をひきおこすか？（B0 は

主ブロック）

という課題を提起した．

次の自然な写像

τ : H∗(G, B; X)
δD−→ HH

∗
X∗⊗BX(kD)

TX−→ HH
∗
X(B)

を考える．Linckelmannは次の定理を示し，上の課題を解決した．

定理 6 (Linckelmann [11]). 上の写像は同型

H∗(G, B; X)/{べき零元} ≃ HH∗(B)/{べき零元}

を引き起こす．特に

H∗(G, B; X)の極大イデアル・スペクトラム ≃ HH∗(B)の極大イデアル・スペクトラム.

11
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Hochschild cohomology and support varieties for
finite-dimensional algebras

古谷貴彦 (明海大学歯学部)

速水孝夫 (北海学園大学工学部)

1 序

多元環のホッホシルトコホモロジーは，与えられた多元環が “分離的” という性質からどのぐら
い隔たりがあるかを記述する指標と言えます。これまでに有限群の表現論，多元環の表現論，ホモ

とピー論，非可換代数幾何等の様々な分野で応用されており，重要な研究対象となっています。し

かしながら，与えられた多元環が具体的なものであっても，その計算は容易ではなく，今後，その

計算方法や理論の発展が望まれています。

多元環の表現論においては，スナーシャル・ソルベルグ (2004年)によって（有限次元）多元環上
の加群のサポート多様体が，ホッホシルトコホモロジー環を用いて定義されました。これは，その

性質からカールソンによって導入された有限群の群環上の加群の多様体の類似と言えます。以後，

有限次元多元環上の加群のサポート多様体の研究が盛んになり始めました。（有限群の表現論，多

元環の表現論における “加群の多様体”は様々な形研究されています。今回のシンポジウムの佐々
木氏の報告集，また，2009年度代数学シンポジウムの飛田氏，長瀬氏の報告集も合わせてご覧く
ださい。）

本稿では，これまでに計算されてきたホッホシルトコホモロジー環に関する計算結果，および，そ

れらに端を発するいくつかの問題や予想を述べます。また，ある種の有限次元単項多元環 (stacked
monomial algebra)上の単純加群のサポート多様体関するいくつかの結果を紹介します。
本稿を通して，断りのない限りK は代数的閉体，BはK 上の直既約な有限次元多元環とし，加

群はすべて有限生成な右加群とします。また，Be で B の包絡多元環 Bop ⊗ B を表します。

今回の講演の機会を与えて頂きました河田成人先生ならびに関係者の方々に深く感謝いたします。

2 ホッホシルトコホモロジーの定義

本節では，ホッホシルトコホモロジーの定義および多元環の表現論における基本性質を紹介す

る。本節では K を可換環とする。このとき，B のホッホシルトコホモロジー群 HHi(B) (i ≥ 0)
とは

HHi(B) := Exti
Be(B,B)

によって定義されるK-加群である ([3])。また，これらの直和を考えた空間

HH∗(B) := Ext∗(B,B) =
⊕
i≥0

Exti(B,B)

は米田積 ×を考えることで，次数付き可換 (graded commutative)，すなわち

θ × η = (−1)mnη × θ ∈ HHm+n(B) (θ ∈ HHm(B), η ∈ HHn(B))

1
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をみたす次数付き多元環になることが知られている ([19])。HH∗(B)をBのホッホシルトコホモロ

ジー環とよぶ。

次に，N を HH∗(B)における同次冪零元から生成されるイデアルとする。このとき，N も同次
イデアルとなり，その剰余環HH∗(B)/N は可換な次数付き多元環となる ([23])。HH∗(B)/N をB

の冪零元を法とするホッホシルトコホモロジー環とよぶ。

さて，0次および 1次のホッホシルトコホモロジー群に関しては次のことが知られている。

• HH0(B) = Z(B) B の中心に環として一致。

• HH1(B)は，(B の)導分の空間の (B の)内部導分による剰余空間に一致。

また，HH2(B)は，Bの無限小変形 (infinitesimal deformation)がどのぐらい存在するのかを表す
指標と考えることができる。さらに，ホッホシルトコホモロジー環は，多元環の森田同値，導来同

値，森田型の安定同値 (0次は除く)で不変であることが分かっている。このことから，近年ホッホ
シルトコホモロジー群の多元環の導来同値分類への応用も見られる。(例えば [26]参照）

3 ホッホシルトコホモロジー環の計算例 (K[x]/(xn))

多元環の表現論に限定した場合，ホッホシルトコホモロジー環を中心とする研究はごく最近始

まったと言える。それらは，有限表現型の自己入射多元環 ([5], [6])や有限次元前射影多元環 ([9])
など，両側加群としての射影分解が周期的なもの対するものであった。

ホッホシルトコホモロジーの定義から，両側射影分解が構成できればホッホシルトコホモロジー

環の計算は (理論的に)可能である。したがって，多元環の両側射影分解をいかに構成するかが 1
つのポイントである。本節では，ホルムの多元環 K[x]/(xn)に対するホッホシルトコホモロジー
環の計算結果 ([17])について紹介する。これはホッホシルトコホモロジー群および環を具体計算す
る際の手本となる例と言えよう。

本節を通し，K は可換環とする。n ≥ 2を整数とし，剰余環 Λ := K[x]/(xn)を考える。このと
き，Λの両側射影分解は次のように与えられる。

定理 1. ([17]) Λの次の周期 2の両側射影分解が存在する。

· · · d3

−→ Λ ⊗ Λ d2

−→ Λ ⊗ Λ d1

−→ Λ ⊗ Λ d0

−→ Λ −→ 0

ただし，di (i ≥ 0)は次の式で決まる両側加群の準同型である: d0(1 ⊗ 1) = 1,

di(1 ⊗ 1) = 1 ⊗ x − x ⊗ 1 (iが奇数),

di(1 ⊗ 1) =
n−1∑
j=0

xj ⊗ xn−j−1 (iが偶数).

注意. 論文 [17]では，より一般的な形の多元環K[x]/(f(x))の両側射影分解およびホッホシルトコ
ホモロジー環が計算されている。本節は特に f(x) = xn の場合を扱っている。

これらの射影分解を用いてホッホシルトコホモロジー環を計算すると次のようになる。

定理 2. ([17]) 次の可換な次数付き多元環の同型が存在する:

2
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(a) charK | nのとき，

HH∗(Λ) ≃



K[x, y, z]/(xn, y2)

if charK ̸= 2, or if charK = 2 and n ≡ 0 (mod 4),

K[x, y, z]/(xn, y2 − xn−2z)

if charK = 2 and n ≡ 2 (mod 4).

ただし deg x = 1, deg y = 2 and deg z = 3とする。

(b) charK - nのとき，

HH∗(Λ) ≃ K[x, y, z]/(xn, nxn−1z, yxn−1, y2).

ただし deg x = 1, deg y = 2 and deg z = 3とする。

上記のように，より扱いやすい多元環であっても，その構造は煩雑になる。しかしながら，冪零

元を法とするホッホシルトコホモロジー環は比較的明快な構造をしている場合が多い。実際，周期

的な両側射影分解をもつ多元環に対しては，次の同型が存在する。

定理 3. ([14]) B が周期的な両側射影分解をもつとき，HH∗(B)/N は次数付き多元環としてK ま

たはK[x]に同型である。

4 単項多元環上の加群のサポート多様体

有限次元多元環上の加群の多様体を，有限群の表現論における定義 ([2])と同様に定めようと考
えても，自明な加群の概念が存在しないため，同様の方法では行えない。そこでスナーシャル，ソ

ルベルグはホッホシルトコホモロジー環を用いて，サポート多様体を導入した。

M を B-加群とする。そうすると，次数付き多元環

Ext∗B(M,M) =
⊕
i≥0

Exti
B(M,M)

を得る。ただし積は米田積とする。このとき，テンソル積M ⊗B −は次数付き多元環の準同型

H
inc.−−−−→ HH∗(B) M⊗B−−−−−−→ Ext∗B(M,M)

を引き起こす。この準同型を通して Ext∗B(M,M) をH-加群とみなす。N ′でH における同次冪零

元から生成されるイデアルを表す。

定義. ([23]) M のH/N ′ におけるサポート多様体とは

VH(M) = {m ∈ MaxSpecH/N ′ | AnnHExt∗B(M,M) ⊆ m′}

を言う。ただし，m′はmのHにおける逆像である。特にH = HH∗(B)のときは VH(M) を V (M)
で表し，単にM のサポート多様体とよぶ。

3
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4.1 有限性条件 (Fg)

[8]においてエルトマン，ホロウェイ，スナシャル，ソルベルグテイラファーは，以下に述べる
の有限性条件 (Fg1)，(Fg2)を導入した。そして，(Fg1)，(Fg2)が成り立つとき，有限生成加群が
有限群の表現論おける多様体に関連する幾何学的性質 ([2]参照)をもつことを示した。

(Fg1) HH∗(B)の可換な次数付きネーター部分多元環 H で，H0 = HH0(B) (= Z(B))となるもの
が存在する。

(Fg2) 拡大多元環 (Ext algebra) Ext∗B(B/radB,B/radB)は有限生成H-加群である。

[23]において，一意的にHの極大イデアルmgrが存在して，任意のB-加群Mに対してmgr ∈ VH(M)
となることが示されている。このとき，サポート多様体が自明であることを次にように定義する。

定義. ([23]) M のH/N ′におけるサポート多様体が自明であるとは，VH(M) = {mgr}であるとき
を言う。

さて，有限次元多元環上の加群のサポート多様体の基本的な性質が論文 [23]において述べられ
ている。本稿ではその中の次の性質に注目する。

命題. ([23]) B-加群M の射影次元または入射次元が有限のとき，サポート多様体は自明である。

上記に述べたように，有限性条件 (Fg1)，(Fg2)がみたされるとき，多元環Bのサポート多様体

の理論は有限群の表現論の場合と類似した性質をもつことが示されているが，特に，上記の命題に

関して逆の主張が成立することが示されている。このことから，一般的な有限次元多元環 B につ

いて次の問題が考えられる。

問題 1. ([23]) B-加群M のサポート多様体が自明になるのはどのようなときか？

また，どのような場合に (Fg1)，(Fg2)をみたすか？という問題も研究されている。

問題 2. 多元環 B が (Fg1)，(Fg2)をみたすのはどのようなときか？

エルトマン，ソルベルグ ([9])によって，根基の 3乗が零であるが，冪零ではないような対称多元
環について (Fg1)，(Fg2)が成り立つための必要十分条件が与えられている。

4.2 積み上げ単項多元環上の加群のサポート多様体

この節では積み上げ単項多元環上の単純加群について問題 1 を考える。すなわち，単純加群の

サポート多様体が自明になるための必要十分条件を与える。はじめに積み上げ単項多元環につい

て復習する。以降 Q は有限クイバーを表し，I は常に道多元環 KQ の許容イデアル，すなわち

J t ⊆ I ⊆ J2（t ≥ 2，J は全ての矢から生成されるKQのイデアル）となる両側イデアルとする。

定義. ([13])

(i) 有限次元多元環 KQ/I が単項多元環 (monomial algebra) であるとは，I がいくつかの道か

ら生成されるときを言う。
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(ii) 単項多元環 Λ := KQ/I が (D,A)-積み上げ単項多元環 ((D,A)-stacked monomial algebra)
であるとは，A/radAの極小射影分解の各項が同じ次数から成る生成元をもつときを言う。

（ここで，D ≥ 2, Aは I の生成元から一意的に決まる整数である。）

注. (a) 積み上げ単項多元環のオリジナルの定義は道のオーバーラップ (overlap) の概念および整
数D ≥ 2，A ≥ 1を用いて定義されている（詳しくは [13]をご覧頂きたい）。

(b) 積み上げ単項多元環の類は，コシュール単項多元環および D-コシュール単項多元環の類を
含む。実際，コシュール単項多元環は (2, 1)-積み上げ単項多元環に一致し，D-コシュール単項多元
環は (D, 1)-積み上げ単項多元環に一致する ([13]参照)。

本節の主結果を述べるために [11]から記号を準備する。

記号. Qの任意の道 pに対して o(p)で pの始点を表し，t(p) で pの終点を表す。Qの頂点 vでの

閉道 (closed path)とは，自明でない道 C で C = vCv ∈ KQをみたすものを言う。また，整数

A ≥ 1に対してQの閉道 T が A-閉小径であるとは，自明でない道 T = α0α1 · · ·αm−1 (∈ KQ)を
言う。ここで α0, . . . αm−1 は相異なる長さ mの道である。T0 = T，Ti = αi · · ·αm−1α0 · · ·αi−1

(i = 1, . . . ,m − 1)とおく。
次に，整数 d ≥ 2に対して d = Nm + lと置く。ここで 0 ≤ N , 0 ≤ l ≤ m− 1とする。自然数 t

について，tを N で割った余りを [t]と書く。A-閉小径 T に対して，W = TN
0 α0 · · ·αl−1 とおく。

ただし，N = 0のとき TN
0 = o(α0)とし，l = 0のときW = TN

0 とする。さらに，W に対して

σk(W ) = TN
k αkαk+1 · · ·αk+l−1 (k = 0, 1, . . . ,m − 1)と定義する。ここで

(a) t ≥ mのとき，αt = α[t],

(b) N = 0のとき，TN
k = o(αk),

(c) l = 0のとき，σk(W ) = TN
k

する。ρT := {W,σ(W ), . . . , σm−1(W )}と定める。
Λ = KQ/I を無限大局次元をもつ (D,A)-積み上げ単項多元環とし，ρを I の道から成る生成元

の極小集合とする。ここでD = dAであることに注意する ([11]参照)。
Ci (i = 1, . . . , u)を Qの頂点 vi における閉道で次をみたすものとする: (i) Qの任意の道 pi に

対して Ci ̸= pri
i (ri ≥ 2). (ii) Cd

i ∈ ρ. (iii) 差集合 ρ\{Cd
i }の任意の元と Cd

i のオーバーラップ

(ovarlap)は存在しない。また vi に対応する Λの単純加群を Ci に付随する単純加群とよぶ。

続いて，Tj (j = u + 1, . . . , r)を Qの相異なるすべての A-閉小径で次をみたすものとする。(i)
ρTj ⊂ ρ. (ii) 長さAの道 αij を用いて，Tj = αj0αj1 · · ·αjmj−1 と表したとき，各 i = u + 1, . . . , r
について ρ\ρTi の任意の元と αjk のオーバーラップは存在しない。また，k = 0, . . . ,mj − 1 (j =
j + 1, . . . , r)に対して，o(Tjk)に対応する Λの単純加群を Tj に付随する単純加群とよぶ。

このとき，次の同型が存在することが示されている。

定理 4. ([13]) Λ = KQ/I を (D,A)-積み上げ単項多元環とする。Λの冪零元を法とするホッホシ
ルトコホモロジー環について次の可換次数付き多元環の同型が存在する:

HH∗(Λ)/N ≃ K[x1, . . . , xr]/(xaxb | 1 ≤ a, b ≤ r; a ̸= b)

ただし，r = 0のときは HH∗(Λ)/N ≃ K とする。

5
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上記の定理を用いて次を得る:

定理 5. ([11]) Λ = KQ/I を (D,A)-積み上げ単項多元環とする。Λの単純加群 S のサポート多様

体 V (S)が自明となるための必要十分条件は，S が C1, . . . , Cr または Tu+1, . . . , Tr のいづれかに

付随することである。

注. (a) 上記の定理に関して，単純でない加群のサポート多様体が自明になるための条件は分かっ
ていない。

(b) (D,A)-積み上げ単項多元環のなす類は (Fg1), (Fg2)をみたさないものも多く含む。

5 ある自己入射多元環のホッホシルトコホモロジーの計算例

Γ を次のような 4個の頂点 ei (i = 0, 1, 2, 3)と 8個の矢 al,m (l = 0, 1; m = 0, 1, 2, 3)をもつク
イバーとする:

e3 e2

e1e0

a1,0

a0,0

a1,1a0,1

a1,2

a0,2

a1,3 a0,3

//
//

����
oo
oo

OO OO

また，l = 0, 1に対して xl =
∑3

i=0 al,i ∈ KΓ と置き，qi ∈ K× (i = 0, 1, 2, 3) とする。さらに
T (≥ 2)を整数とする。I = IT (q0, q1, q2, q3)を 4種類の元 eix0x1, eix1x0, ej(qjx

4T+2
0 + x4T+2

1 ),
ek(qkx4T+2

1 +x4T+2
0 ) (i = 0, 1, 2, 3; j = 0, 2; k = 1, 3)から生成されるKΓ の両側イデアルとする。

多元環A = AT (q0, q1, q2, q3)を剰余多元環KΓ/IT (q0, q1, q2, q3)で定義する。このとき，Aは弱対

称多元環ではない自己入射多元環であり，また，特殊双列多元環であることが分かる。特に T = 2
の場合はコシュール多元環になる。本講演の目的はいくつかの Aのホッホシルトコホモロジー群

および冪零元を法とするホッホシルトコホモロジー環を調べることである。

さて，ホッホシルトコホモロジー群に関する次の問題は長年未解決であった:

問題 3. (ハッぺルの問題 [16])任意の i ≫ 0 に対して，HHi(B) = 0のとき Bの大局次元は有限で

あるか？

2005年に [1]においてこの問題に対する否定的な答えが与えられた。この予想の逆はハッぺル自身
によって示されている。実際 B の大局次元と Be 加群としての B の射影次元は一致することが示

されている。

一方，[23]において冪零元を法とするホッホシルトコホモロジー環について次のことが予想さ
れた:

予想 4. 任意の多元環 B に対して，HH∗(B)/N は環として有限生成である。

次の有限次元多元環の類に対して，上記の予想が正しいことが分かっている:

• 有限群の群環のブロック ([4])

• 大局次元が有限な多元環 ([16])

6



27

• 周期的な多元環 ([14]) (特に有限表現型の自己入射多元環)

• 単項多元環 ([15])

また，最近，数種類の具体的な特殊双列自己入射多元環に対して上記の予想正しいことが示されて

いる ([24, 25, 18, 20])。しかし，2005年にシュウ ([27])，スナシャル ([21])によってこの予想の反
例が見つかった ([28]も参照)。現在は上記の予想にかわる次の問題と予想が研究されている。

問題 5. ([21]) 多元環 B に対して，HH∗(B)/N が環として有限生成のはどのようなときか？

予想 6. B が自己入射多元環のとき，HH∗(B)/N は環として有限生成である。

さて，この節で定めた多元環Aのホッホシルトコホモロジーについてのいくつかの結果を述べる。

定理 6. ([10]) qi = 1K (i = 0, 1, 2, 3), T = 0とする。このとき，次の可換な次数付き多元環の同
型が存在する:

HH∗(A)/NA ≃ K[z0, z1, z2, z3, z4]

/⟨z0z2 − z2
1 , z0z3 − z1z2, z0z4 − z2

2 , z0z4 − z1z3, z1z4 − z2z3, z2z4 − z2
3⟩.

ここで，deg zj = 4 (j = 0, . . . , 4)である。したがってHH∗(A)/NAは環として有限生成である (予
想 6は正しい)。

定理 7. ([12]) 積 q0q1q2q3 は 1K の冪乗根ではないとする。このとき次を得る。

(a) 整数m ≥ 0, r = 0, 1, 2, 3に対して

dimK HH4m+r(A4,4T+2) =



2T + 1 if m = r = 0

2T + 3 if m = 0, r = 1 and charK | 2T + 1

2T + 2 if m = 0, r = 1 and charK - 2T + 1

2T + 2 if m = 0, r = 2 and charK | 2T + 1

2T + 1 if m = 0, r = 2 and charK - 2T + 1

2T if m ≥ 0 and r = 3,

or if m ≥ 1 and r = 0

2T + 2 if m ≥ 1, r = 1 and charK | 2T + 1,

or if m ≥ 1, r = 2 and charK | 2T + 1

2T if m ≥ 1, r = 1 and charK - 2T + 1,

or if m ≥ 1, r = 2 and charK - 2T + 1.

(b) 全ての n ≥ 3に対して，HHn(A) = 0 となる必要十分条件は T = 0である。

注. 上記の定理において，Aの大局次元は無限であるので問題 3に否定的な答えを与えている。

系. 積 q0q1q2q3 は 1K の冪乗根ではないとする。このとき HH∗(A)は 4次元の局所環である。ま
た HH∗(A)/N ≃ K となる。

7
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ATOM SPECTRA OF GROTHENDIECK CATEGORIES

RYO KANDA

Abstract. This paper explains recent progress on the study of Grothendieck categories using
the atom spectrum, which is a generalization of the prime spectrum of a commutative ring.
As a part, we give a classification of localizing subcategories which can be applied to both
locally noetherian schemes and noncommutative noetherian rings. It is shown that the atom
spectrum of a Grothendieck category can have a rich poset structure compared with the prime
spectrum of a commutative ring. We also show some properties on minimal elements of the
atom spectrum for noncommutative noetherian rings.

1. Introduction

The aim of this paper is to explain recent progress on the study of Grothendieck categories.
We investigate a Grothendieck category by using a kind of spectrum, which we call the atom
spectrum. A typical example of a Grothendieck category is the category of modules over a ring.
In the case where the ring is commutative, the atom spectrum of the module category coincides
with the prime spectrum of the commutative ring. Therefore this theory can be regarded as
an attempt to generalize the notion of the prime spectrum to noncommutative rings. It seems
possible to understand and reformulate some classical noncommutative ring theory from the
categorical viewpoint.

The theory of atom spectrum is not only for the study of noncommutative rings. Another
example of a Grothendieck category is the category of quasi-coherent sheaves of a scheme. We
can show that the atom spectrum of the category of quasi-coherent sheaves of a locally noetherian
scheme coincides with the set of points of the scheme, and as a consequence, we can show a
classification of localizing subcategories in a general setting including both the case of locally
noetherian schemes and the case of noncommutative noetherian rings.

The reader may find the details of this paper in [Kan12a], [Kan12b], [Kan13], and [Kan14].
The reader who is unfamiliar with terms of abelian categories may be referred to [Pop73] or
[Ste75].

We start with the definition of a Grothendieck category.

Definition 1.1. An abelian category A is called a Grothendieck category if it satisfies the fol-
lowing conditions.

(1) A admits arbitrary direct sums (and hence arbitrary direct limits), and for every direct
system of short exact sequences in A, its direct limit is also a short exact sequence.

(2) A has a generator G, that is, every object in A is isomorphic to a quotient object of the
direct sum of some copies of G.

As we mentioned, the category ModΛ of right modules over a ring Λ and the category QCohX
of quasi-coherent sheaves on a scheme X (see [Con00, Lemma 2.1.7]) are Grothendieck categories.

2010 Mathematics Subject Classification. 18E15 (Primary), 16D90, 14A22, 13C60 (Secondary).
Key words and phrases. Grothendieck category; atom spectrum; localizing subcategory.
This paper contains an announcement of our results. The detailed version concerning the results will be

submitted for publication elsewhere.
The author is a Research Fellow of Japan Society for the Promotion of Science. This work is supported by

Grant-in-Aid for JSPS Fellows 25·249.
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One might think the notion of Grothendieck categories is quite an abstract setting given in
order to include module categories. However, it is shown that every Grothendieck category is a
part of some module category.

Theorem 1.2 (Gabriel and Popescu [PG64, Proposition]). Let A be a Grothendieck category.
Then there exist a ring Λ and a localizing subcategory X of Mod Λ such that A is equivalent to
(Mod Λ)/X .

In this paper, we adopt Grothendieck categories as main objects to study. Recall that for a
commutative ring R, the prime spectrum Spec R plays an fundamental role. For a Grothendieck
category A, we will consider the atom spectrum ASpecA.

2. Atom spectrum

From now on, let A be a Grothendieck category. The atom spectrum of a Grothendieck
category is defined by using the notion of monoform objects.

Definition 2.1. A nonzero object H in A is called monoform if for each nonzero subobject L
of H, no nonzero subobject of H is isomorphic to a subobject of H/L.

In the case of a commutative ring, the following result shows how monoform objects are related
to prime ideals.

Proposition 2.2 ([Sto72, Lemma 1.5]). Let R be a commutative ring and a an ideal of R. Then
R/a is a monoform object in Mod R if and only if a is a prime ideal of R.

We state basic properties of monoform objects.

Proposition 2.3. Let H be a monoform object in A.
(1) ([Kan12a, Proposition 2.2]) Every nonzero subobject of H is again monoform.
(2) ([Kan12a, Proposition 2.6]) H is uniform, that is, for every nonzero subobjects L1 and

L2 of H, we have L1 ∩ L2 6= 0.

Even in the case of a commutative ring R, the collection of monoform objects is quite different
from the set of prime ideals. Indeed, it is known that the residue field k(p) = Rp/pRp is a
monoform object in ModR for each prime ideal p of R ([Sto72, p. 626]). Hence all its submodules
are monoform. See [Kan12a, Example 8.3] for an example of a noncommutative ring. In order to
obtain a generalization of the prime spectrum of a commutative ring, we introduce an equivalence
relation between monoform objects.

Definition 2.4. We say that monoform objects H1 and H2 in A are atom-equivalent (denoted
by H1 ∼ H2) if there exists a nonzero subobject of H1 isomorphic to a subobject of H2.

Definition 2.5. The atom spectrum ASpecA of A is defined by

ASpecA =
{monoform objects in A}

∼
.

Each element of ASpecA is called an atom in A. For each monoform object H in A, the
equivalence class of H is denoted by H.

The notion of atoms was originally introduced by Storrer [Sto72], and the generalization to
abelian categories was stated in [Kan12a].

The following result shows that the atom spectrum is a generalization of the prime spectrum
of a commutative ring.

Theorem 2.6 (Storrer [Sto72, p. 631]). Let R be a commutative ring. Then the map

Spec R → ASpec(ModR)

given by
p 7→ R/p

is bijective.
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For a locally noetherian scheme X, the atom spectrum of QCoh X coincides with the set of
points of X.

Theorem 2.7 ([Kan14, Theorem 7.6]). Let X be a locally noetherian scheme. Then the map

|X| → ASpec(QCohX)

given by
x 7→ jx∗k(x)

is bijective, where k(x) is the residue field of x, and jx : SpecOX,x → X is the canonical mor-
phism.

Matlis’ correspondence between the prime ideals and the indecomposable injective modules
can be generalized to a wide class of Grothendieck categories including the category Mod Λ for a
right noetherian ring Λ.

For an object M in a Grothendieck category A, the injective envelope E(M) of M always
exists and it is unique up to isomorphism (see [Pop73, Theorem 10.10]).

We recall the statement of Matlis’ correspondence.

Theorem 2.8 (Matlis [Mat58, Proposition 3.1]). Let R be a commutative noetherian ring. Then
the map

Spec R → { indecomposable injective R-modules }
∼=

given by
p 7→ E(R/p)

is bijective.

In order to generalize Matlis’ correspondence, we need to consider some noetherianness of a
Grothendieck category. The notion of the locally noetherianness is well-investigated one.

Definition 2.9. A Grothendieck category A is called locally noetherian if there exists a gener-
ating set G of A consisting of noetherian objects, that is, A admits a set G of noetherian objects
such that

⊕
G∈G G is a generator of A.

For a ring Λ, the Grothendieck category ModΛ is locally noetherian if and only if Λ is right
noetherian. Therefore the following generalization can be applied to right noetherian rings.

Theorem 2.10 ([Kan12a, Theorem 5.9]; see also [Sto72, Corollary 2.5]). Let A be a locally
noetherian Grothendieck category. Then the map

ASpecA → { indecomposable injective objects in A}
∼=

given by
H 7→ E(H)

is bijective.

3. Classification of localizing subcategories

In this section, we state a classification of localizing subcategories.

Definition 3.1. A full subcategory X of A is called a localizing subcategory if the following
conditions are satisfied.

(1) X is closed under subobjects, quotient objects, and extensions. In other words, for every
exact sequence

0 → L → M → N → 0
in A, we have M ∈ X if and only if L,N ∈ X .

(2) X is closed under arbitrary direct sums, that is, for every set S of objects in X , we have⊕
M∈S M ∈ X .
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We recall a classification of localizing subcategories for a commutative noetherian ring. This
classification given by [Gab62] is regarded as an origin of many kinds of classification of subcat-
egories.

For a commutative ring R, we say that a subset Φ of Spec R is closed under specialization if
for every p ⊂ q in Spec R, the assertion p ∈ Φ implies q ∈ Φ.

Theorem 3.2 (Gabriel [Gab62, Proposition VI.4]). Let R be a commutative noetherian ring.
Then the map

{ localizing subcategories of Mod R } → { specialization-closed subsets of Spec R }
given by

X 7→
⋃

M∈X
SuppM

is bijective. The inverse map is given by

Φ 7→ {M ∈ Mod R | SuppM ⊂ Φ }.
The key notion to generalize Gabriel’s classification is the “support” of an object in a

Grothendieck category. It is defined in terms of atoms as follows.

Definition 3.3. For each object M in A, define the subset ASuppM of ASpecA by

ASuppM = {H ∈ ASpecA | H ∼= L′/L for some L ⊂ L′ ⊂ M }.
This is called the atom support of M .

Proposition 3.4 ([Kan13, Proposition 3.2]). The set

{ASuppM | M ∈ A}
satisfies the axioms of open subsets of ASpecA.

This simple proposition is quite impressive from the viewpoint of ring theory. For a commu-
tative ring R, the set of subsets of the form SuppM is exactly the set of specialization-closed
subsets, and hence it is also closed under infinite intersection. However, this is not necessarily
true for a Grothendieck category. Indeed, Example 4.3 gives a counter-example.

We call the topology on ASpecA defined by Proposition 3.4 the localizing topology.
We define maps which will be used in the generalized classification of localizing subcategories.

Definition 3.5.
(1) For a full subcategory X of A, define the subset ASuppX of ASpecA by

ASuppX =
⋃

M∈X
ASuppM.

(2) For a subset Φ of ASpecA, define the full subcategory ASupp−1 Φ of A by

ASupp−1 Φ = {M ∈ A | ASuppM ⊂ Φ }.
We introduce a class of Grothendieck categories, which includes all locally noetherian

Grothendieck categories, in particular ModΛ for a right noetherian ring Λ, and QCohX for
a locally noetherian scheme X (which is not necessarily a locally noetherian Grothendieck cate-
gory. See [Har66, p. 135, Example]).

Definition 3.6. We say that a Grothendieck category A has enough atoms if A satisfies the
following conditions.

(1) Every injective object in A has an indecomposable decomposition.
(2) Each indecomposable injective object in A is isomorphic to E(H) for some monoform

object H in A.

See [Kan14] for more details on Grothendieck categories with enough atoms. It is shown in
[Kan14, Theorem 7.6] that the Grothendieck category QCoh X has enough atoms for every locally
noetherian scheme X.
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Theorem 3.7 ([Kan14, Theorem 6.8]; see also [Her97, Theorem 3.8], [Kra97, Corollary 4.3], and
[Kan12a, Theorem 5.5]). Let A be a Grothendieck category with enough atoms. Then the map

{ localizing subcategories of A} → { specialization-closed subsets of ASpecA}
given by

X 7→
⋃

M∈X
ASuppM

is bijective. The inverse map is given by

Φ 7→ {M ∈ A | ASuppM ⊂ Φ }.

For a localizing subcategory X of A, it is known that the categories A and A/X are
Grothendieck categories (see [Pop73, Corollary 4.6.2]). It is natural to ask how their atom
spectra are related to each other.

Proposition 3.8 ([Kan13, Proposition 5.12 and Theorem 5.17]; see also [Kra97, Corollary 4.4]
and [Her97, Proposition 3.6]). Let X be a localizing subcategory.

(1) ASpecX is homeomorphic to the open subset ASuppX of ASpecA.
(2) ASpec(A/X ) is homeomorphic to the closed subset ASpecA \ASuppX of ASpecA.

In particular, under the identifications by these homeomorphisms, we have

ASpecA = ASpecX qASpec
A
X

as a set.

4. Partial order

In this section, we introduce a partial order on the atom spectrum and investigate its structure.

Definition 4.1. Let α, β ∈ ASpecA. We write α ≤ β if α belongs to the topological closure {β}
of β with respect to the localizing topology.

In fact, the relation ≤ is a partial order on ASpecA (see [Kan13, Proposition 3.5]). The
following result shows that this is a generalization of the inclusion relation between prime ideals
of a commutative ring.

Proposition 4.2 ([Kan13, Proposition 4.3]). For a commutative ring R, the bijection in Theo-
rem 2.6 gives an isomorphism

(Spec R,⊂) ∼= (ASpec(ModR),≤)

of posets.

For a commutative ring R, the open subsets of Spec R with respect to the localizing topology
is exactly the specialization-closed subsets. Therefore the localizing topology on Spec R and the
poset (partially ordered set) structure of Spec R can be recovered from each other. However, as
the next example shows, the localizing topology cannot necessarily be recovered from the poset
structure for a Grothendieck category.

Example 4.3 ([Pap02, Example 4.7]). Let k be a field. We consider the graded ring k[x]
with deg x = 1. The category GrMod k[x] of Z-graded k[x]-modules with degree-preserving
homomorphisms is a locally noetherian Grothendieck category. For each object M in GrMod k[x]
and i ∈ Z, the object M(i) in GrMod k[x] is defined by M(i)j = Mi+j . Let S := k[x]/(x). Then
we have

ASpec(GrMod k[x]) = {k[x]} ∪ {S(i) | i ∈ Z }.
Note that k[x] = k[x](i) for each i ∈ Z and that S(i) = S(j) if and only if i = j.

A subset Φ of ASpec(GrMod k[x]) is open if and only if k[x] /∈ Φ or there exists n ∈ Z such
that Φn ⊂ Φ, where

Φn := {k[x]} ∪ {S(i) | i ≤ n }.
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Although all Φn are open, their intersection⋂
n∈Z

Φn = {k[x]}

is not open. Since every element of ASpec(GrMod k[x]) is a closed point, we have α ≤ β in
ASpec(GrMod k[x]) if only if α = β.

Since we have the naturally defined partial order on ASpecA, it is expected to investigate its
general property. Let us recall the case of commutative rings. For every commutative ring R, the
poset Spec R has a maximal element and a minimal element. Some other properties of Spec R
were also known (see for example, [Kap74, Theorem 11]). The next theorem, essentially shown
by Hochster [Hoc69], states all general properties of the poset Spec R. The precise statement was
given by Speed [Spe72].

Theorem 4.4 (Hochster [Hoc69, Proposition 10] and Speed [Spe72, Corollary 1]). Let P be a
poset. Then the following assertions are equivalent.

(1) There exists a commutative ring R such that P ∼= Spec R as a poset.
(2) P is an inverse limit of finite posets.

We establish the same type of result for Grothendieck categories, but the conclusion is quite
different from the case of commutative rings.

Theorem 4.5 ([Kan13, Theorem 7.27]). For every poset P , there exists a Grothendieck category
A such that P ∼= ASpecA as a poset.

The construction uses colored quivers. See [Kan13] for the details.
Theorem 4.5 shows that there are quite various kinds of Grothendieck categories compared

with commutative rings. By combining this theorem with Theorem 1.2 and Proposition 3.8, we
also realize a diversity of noncommutative rings.

Corollary 4.6 ([Kan13, Corollary 5.19]). For every poset P , there exists a ring Λ such that P
is homeomorphic to a closed subset of ASpec(ModΛ).

From now on, we state some results on the poset structure of the atom spectrum of a
Grothendieck category with some noetherian property.

Proposition 4.7 ([Kan13, Proposition 4.6]). Let A be a locally noetherian Grothendieck category.
Then ASpecA satisfies the ascending chain condition.

The previous proposition is expected from the analogous result on commutative noetherian
rings. On the other hand, we will see a different phenomenon about minimal elements. Denote
by AMinA the set of minimal elements of ASpecA.

Proposition 4.8 ([Kan13, Proposition 8.2]). There exists a locally noetherian Grothendieck
category A such that AMinA = ∅.

We regard this proposition as a consequence of the weakness of the condition of the locally
noetherianness. Instead of this condition, we consider a Grothendieck category having a noether-
ian generator. Note that for every right noetherian ring Λ, the Grothendieck category ModΛ has
the noetherian generator Λ. We obtain the following result with an impressive proof.

Theorem 4.9. Let A be a Grothendieck category with a noetherian generator.
(1) ([Kan13, Proposition 4.7]) For each β ∈ ASpecA, there exists α ∈ AMinA such that

α ≤ β.
(2) ([K]) AMinA is a finite set.

Sketch of proof. (2) It can be shown that Φ := ASpecA \AMinA is an open subset of ASpecA.
Let X := ASupp−1 Φ. Then we have ASpec(A/X ) = AMinA. Let G be a noetherian generator
of A and G′ its image in A/X . Then G′ is a generator of A/X which is of finite length. Therefore
ASpec(A/X ) = ASuppG′ is a finite set. �
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Note the following result on Grothendieck categories.

Theorem 4.10 (Năstăsescu [Nas81, Theorem 3.3]). Let A be a Grothendieck category with an
artinian generator. Then there exists a right artinian ring Λ such that A ∼= Mod Λ.

For a given right noetherian ring Λ, the category ModΛ is a Grothendieck category with
the noetherian generator Λ. By the above argument, there exists a right artinian ring Λ′ such
that A/X ∼= Mod Λ′, where X = ASupp−1(ASpecA \ AMinA). In particular, AMin(ModΛ) =
ASpec(ModΛ′). Consequently, we obtain a right artinian ring (unique up to Morita equivalence)
from a right noetherian ring in a categorical way.
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Boundary of Cohen-Macaulay cone and

asymptotic behavior of system of ideals

Kazuhiko Kurano

Meiji University

1 Introduction

On a smooth projective variety, we can define the intersection number for a

given divisor and a given curve. By this pairing, we can define the numerical

equivalence on divisors and curves. We get a (finitely generated) lattice if

we divide the set of Weil divisors or curves by the numerical equivalence. In

order to study the intersection pairing, we have some concepts of ”positive”

elements, e.g., ample, base point-free, nef, etc.. Consider the cone spanned

by positive elements in the lattice tensored with the field of real numbers.

This cone gives us many informations on the given algebraic variety.

In this note, we are interested in the intersection pairing around a fixed

singular point of a scheme, or the vertex of the affine cone of a smooth

projective variety. Let R be a Noetherian (Cohen-Macaulay) local ring cor-

responding to the given point. We first define a pairing between a finitely

generated module, and a module of finite length and finite projective dimen-

sion. Consider the Grothendieck group of finitely generated R-modules, and

divide it by the numerical equivalence. Then, we get a finitely generated

lattice. It is natural to think that Cohen-Macaulay modules are positive ele-

ments under the pairing. So, we study the cone spanned by Cohen-Macaulay

modules in the numerical Grothendieck group tensored with R.
We always assume that R is a d-dimensional Noetherian Cohen-Macaulay

local domain such that one of the following conditions are satisfied1:
1If either (a) or (b) is satisfied, there exists a regular alteration of SpecR by de Jong’s
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(a) R is a homomorphic image of an excellent regular local ring containing

Q.

(b) R is essentially of finite type over a field, Z or a complete DVR.

In this note, modules are always assumed to be finitely generated.

2 Intersection pairing on SpecR and the Cohen-

Macaulay cone

Let G0(R) be the Grothendieck group of finitely generated R-modules. The

symbol [M ] means the element in G0(R) corresponding to an R-module M .

Let CR be the category of modules of finite length and finite projective di-

mension. Here, note that R/(x1, . . . , xd) ∈ CR for a system of parameters

x1, . . . , xd. In particular, CR is not empty.2 For L ∈ CR, we define

χL : G0(R) −→ Z by χL([M ]) =
∑

i(−1)iℓR(Tor
R
i (L,M)).

Consider the map

CR ×G0(R)→ Z defined by (L, [M ]) 7→ χL([M ]). (1)

Here, we define numerical equivalence as follows. For α, β ∈ G0(R),

α ≡ β
def⇐⇒ χL(α) = χL(β) for any L ∈ CR.

Here, we put

G0(R) = G0(R)/{α ∈ G0(R) | α ≡ 0}.

By Theorem 3.1 and Remark 3.5 in [9], we have the following result.

Theorem 1 G0(R) is a finitely generated torsion-free abelian group.

theorem [6].
2By the new intersection theorem due to Roberts, we know that, for a Noetherian local

ring R, CR is not empty if and only if R is Cohen-Macaulay.
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Remark 2 MCM (Maximal Cohen-Macaulay) modules behave as ”positive

elements” under the pairing (1) by the following reason.

Let L be an object in CR. Then, by Auslander-Buchsbaum formula, we

have

depthL+ pdR L = depthR = d.

Then, we have pdR L = d. Let F. be the minimal free resolution of L. Then,

it is very easy to check that the complex F. has a depth sensitive property,

i.e., for any module N , we have

depthN = d−max{i | Hi(F.⊗R N) ̸= 0}.

We say that M is a MCM module if depthM = d. By the depth sen-

sitivity, if M is MCM, then TorRi (L,M) = 0 for any i > 0. Therefore, we

have

χL([M ]) = ℓR(L⊗R M) > 0.

By Auslander-Buchsbaum formula, any MCM module over a regular local

ring is free. We say that a ring R is of finite (Cohen-Macaulay) representation

type if there are only finitely many isomorphism classes of indecomposable

MCM’s. If R is of finite representation type, then R has only isolated sin-

gularity. It was proved that a Gorenstein local ring of finite representation

type has a simple singularity. Simple singularities are of finite representation

type. We refere the reader to Yoshino [17] for the representation theory of

MCM’s.

Bad Cohen-Macaulay rings have many MCM’s in general. But, if we do

not assume that R is Cohen-Macaulay, it is not known whether there exists

an MCM module. This open problem is called the small Mac conjecture [5].

Example 3 1. If L = R/(x1, . . . , xd) for a system of parameters x1, . . . , xd,

then χL([R]) ̸= 0. Hence, G0(R) ̸= 0.

2. If d ≤ 2, then rankG0(R) = 1. See Proposition 3.7 in [9].

3. Let X be a smooth projective variety with embedding X ↪→ Pn. Let

R (resp. D) be the affine cone (resp. the very ample divisor) of this
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embedding. Then, we have the following commutative diagram:

G0(R)Q
∼−→ A∗(R)Q

∼←− CH ·(X)Q/D · CH ·(X)Q

↓ ↓ ↓
G0(R)Q

∼−→ A∗(R)Q
ϕ←− CH ·

num(X)Q/D · CH ·
num(X)Q

(a) By the commutativity of this diagram, ϕ is a surjection. Therefore,

we have

rankG0(R) ≤ dimQ CH ·
num(X)Q/D · CH ·

num(X)Q. (2)

(b) If CH ·(X)Q ≃ CH ·
num(X)Q, then ϕ is an isomorphism ([9], [15]).

In this case, the equality holds in (2).

(c) There exists an example such that ϕ is not an isomorphism [15].

Further, Roberts and Srinivas [15] proved the following: Assume

that the standard conjecture and Bloch-Beilinson conjecture are

true. Then ϕ is an isomorphism if the defining ideal of R is gen-

erated by polynomials with coefficients in the algebraic closure of

the prime field.

4. It is conjectured that G0(R)Q ≃ Q if R is complete intersection isolated

singularity with d even.

It is true if R is the affine cone of a smooth projective variety X over

C ([2]). In fact, since we have an injection

CH i
hom(X)Q −→ H2i(X,Q) = Q

and the natural surjection

CH i
hom(X)Q −→ CH i

num(X)Q ̸= 0,

we know CH i
num(X)Q = Q for each i = 0, 1, . . . , dimX. Here, remark

that H2i(X,Q) = Q since the dimension of X is odd. Then, we have

CH ·
num(X)Q/D · CH ·

num(X)Q = Q.

Therefore, the rank of G0(R) is one by 3 (a) as above.
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Definition 4 We define the Cohen-Macaulay cone as follows:

CCM(R) =
∑

M :MCM

R≥0[M ] ⊂ G0(R)R.

Here G0(R)R = G0(R)⊗Z R.

We refer the reader to [1] for basic properties on Cohen-Macaulay cones.

It is easy to see that the dimension of the cone is equal to the rank of G0(R).

Further, we have

G0(R)R ⊃ CCM(R)− ⊃ CCM(R) ⊃ Int(CCM(R)−) = Int(CCM(R)) ∋ [R],

where CCM(R)− is the closure of CCM(R) with respect to the classical topol-

ogy on G0(R)R, and Int(−) is the interior.

If R is of finite representation type, then CCM(R) is a strongly convex

polyhedral cone, in particular CCM(R)− = CCM(R).

We have no example that CCM(R)− is not equal to CCM(R), or CCM(R)

is not a polyhedral cone.

Remark that, for any L ∈ CR, χL induces χL which makes the following

diagram commutative:

G0(R)
χL−→ Z

↓ ↗ χL

G0(R)

The map χL induces

(χL)R : G0(R)R −→ R.

Let x1, . . . , xd be a system of parameters. Consider the map

χR/(x) : G0(R) −→ Z.

Let K. be the Koszul complex with respect to x. This map satisfies

χR/(x)([M ]) = rankM · χR/(x)([R]),

since K. is the minimal free resolution of R/(x) and K. admits this property.

Therefore, we have a map

rk : G0(R) −→ Z
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and

rkR : G0(R)R −→ R

defined by rk([M ]) = rankM . (Here, rk = 1
χR/(x)([R])

χR/(x).)

Let F be the kernel of the map rk. Then, F is generated by cycles [M ]

with dimM < d. Thus, we have

G0(R) = Z[R]⊕ F and G0(R)R = R[R]⊕ FR.

Example 5 1. Put R = k[x, y, z, w](x,y,z,w)/(xy − zw), where k is a field.

Then, F = Z[R/(x, z)] ≃ Z. This ring has only three indecomposable

MCM modules, R, (x, z) and (x,w).

Then, the Cohen-Macaulay cone is spanned by

[(x, z)] = ([R],−[R/(x, z)]) and [(x,w)] = ([R], [R/(x, z)])

in G0(R)R = R[R]⊕ FR.

2. Put R = k[x1, x2, . . . , x6](x1,x2,...,x6)/(x1x2 + x3x4 + x5x6), where k is

a field. Then, F = Z[R/(x1, x3, x5)] ≃ Z. This ring has only three

indecomposable MCM modules, R, M1 and M2, where M1 and M2 are

MCM modules of rank 2.

Then, the Cohen-Macaulay cone is spanned by

[M1] = (2[R], [R/(x1, x3, x5)]) and [M2] = (2[R],−[R/(x1, x3, x5)])

in G0(R)R = R[R]⊕ FR.

The Cohen-Macaulay cone of this ring is not spanned by classes of

MCM modules of rank one.

3. PutR = k[x, y, z, w](x,y,z,w)/(xy−f1f2 · · · ft), where k is an algebraically

closed field of characteristic zero. Here, we assume that f1, f2, . . . , ft

are pairwise coprime linear forms in k[z, w]. In this case, we have

F = (⊕iZ[R/(x, fi)]) /Z([R/(x, f1)] + · · ·+ [R/(x, ft)]) ≃ Zt−1.

We can prove that the Cohen-Macaulay cone is minimally spanned by

the following 2t − 2 MCM’s of rank one.

{{(x, fi1fi2 · · · fis) | 1 ≤ s < t, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < is ≤ t}

This ring is of finite representation type if and only if t ≤ 3.
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3 Maximal Cohen-Macaulay modules of rank

one

Let R be a Noetherian standard graded normal domain such that R0 is a

field of characteristic zero. Assume that R has at most isolated singularity,

and [H2
R+

(R)]0 = 0. Then, it is known that R has at most finitely many

MCM modules of rank one. (Prof. Flenner kindly taught me this result.)

If R is a Noetherian local ring with at most isolated singularity. Assume

that R is a complete intersection and dimR ≥ 4. Then, R is factorial. In

particular, R is only one MCM modules of rank one.

Assume that R is a Noetherian local ring of dimension 2. Even if R is a

hypersurface with at most isolated singularity, R may have infinitely many

MCM modules of rank one. (For example, the affine cone of an elliptic curve

actually has infinitely many MCM modules of rank one.)

So, it is important to consider the case of dimR = 3. In this section

(Theorem 9), we show that R has only finitely many MCM’s of rank one if R

is a 3-dimensional isolated hypersurface singularity with desingularization.

By the following result, we know that CCM(R)− is a strongly convex cone,

that is, CCM(R)− does not contain a line through the origin.

Lemma 6 Let R be a d-dimensional Cohen-Macaulay local domain which

satisfies (a) or (b) in the introduction. Then, (rkR)
−1∩CCM(R)− is a compact

set.

Corollary 7 Assume that R is a Cohen-Macaulay local domain. Then, for

any positive integer r,

{[M ] ∈ G0(R) |M is a MCM module of rank r }

is a finite subset of G0(R).

Further, assume that R is a normal domain. Then, we have the determi-

nant map (or the first Chern class map) c1 : G0(R)→ Ad−1(R).

We can also define numerical equivalence on Ad−1(R). Then, we define

the class group modulo numerical equivalence to be

Ad−1(R) = Ad−1(R)/ ≡ .
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By Proposition 3.7 and Example 4.1 in [9], we know that it is also a finitely

generated torsion-free abelian group.

Here we can prove that there exists the map c1 which makes the following

diagram commutative:

G0(R)
c1−→ Ad−1(R)

↓ ↓
G0(R)

c1−→ Ad−1(R)

By the commutativity of the above diagram, we have the following:

Corollary 8 Let R be a d-dimensional Cohen-Macaulay local normal do-

main. Assume that

(*) the kernel of the natural map Ad−1(R) −→ Ad−1(R) is a finite group.

Then, for any positive integer r,

{c1([M ]) ∈ Ad−1(R) |M is a MCM module of rank r }

is a finite subset of Ad−1(R).

In particular, R has only finitely many MCM modules of rank one up to

isomorphism.

Theorem 9 (Dao-Kurano, [2]) Let R be a 3-dimensional isolated hyper-

surface singularity with desingularization. Then, the natural map

A2(R) −→ A2(R)

is an isomorphism. In particular (*) in Corollary 8 is satisfied. Therefore R

has only finitely many MCM’s of rank one.

Remark 10 Put B = ⊕n≥0Bn = C[B1] = C[y0, y1, . . . , yn]/I, R = BB+,

and X = Proj(B). Assume that X is smooth over C. (Since dimR = d,

dimX = d− 1.)

CH1(X) −→ CH1(X)/c1(OX(1))CH
0(X) = Ad−1(R)

↓ ↓ f

CH1
num(X) −→ CH1

num(X)/c1(OX(1))CH
0
num(X)

g−→ Ad−1(R)
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1. Assume that R is a Cohen-Macaulay local normal ring with d ≥ 3.

Then, CH1(X) is finitely generated and f ⊗Q is an isomorphism.

2. Assume that the ideal I is generated by some elements in Q[y0, y1, . . . , yn].

If some famous conjectures (the standard conjecture and Bloch-Beilinson

conjecture) are true, then g⊗Q is an isomorphism. (Roberts-Srinivas [15])

Therefore, if R is a Cohen-Macaulay local normal ring with d ≥ 3 such that

X is defined over Q, and if some conjectures are true, then (*) is satisfied.

It is also proved in the case of positive characteristic.

If we remove the assumption that X is defined over Q, then there exists

an example that g ⊗Q is not an isomorphism (Roberts-Srinivas [15]).

However, remark that if R is a standard graded Cohen-Macaulay normal

graded domain over C with dimR ≥ 3. Then, there exist only finitely many

MCM modules of rank one.

4 The fundamental class of a Noetherian lo-

cal ring

We define the strictly nef cone SN(R), and the fundamental class µR for a

Noetherian local domain R. They satisfy the following:

G0(R)R ⊃ SN(R) ⊃ CCM(R)− {0}
∪

G0(R)Q ∋ µR

The fundamental class is deeply related to the homological conjectures as in

Fact 15.

We are mainly interested in the problem whether µR is in such cones or

not. Theorem 18 is the main result in this section, which states that if R

is FFRT or F-rational, then µR is in CCM(R). We shall give a corollary

(Corollary 21).

Definition 11 We define the strictly nef cone by

SN(R) = {α | χL(α) > 0 for any L ∈ CR}.
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By the depth sensitivity, χL([M ]) = ℓR(H0(L ⊗M)) > 0 for any MCM

module M (̸= 0) and L ∈ CR. Therefore,

SN(R) ⊃ CCM(R)− {0}.

We can also define SN(R) for non-Cohen-Macaulay local ring R using some

perfect complexes instead of CR.

Definition 12 We put

µR = τR
−1([SpecR]) ∈ G0(R)Q,

where τR : G0(R)Q
∼→ A∗(R)Q is the singular Riemann-Roch map.

G0(R)Q −→ G0(R)Q
µR 7→ µR

We call the image µR in G0(R)Q the fundamental class of R.

Remark that µR ̸= 0 since rankR µR = 1.

Put R = T/I, where T is a regular local ring. The map τR is defined

using not only R but also T . Therefore, µR ∈ G0(R)Q may depend on the

choice of T .3 However, we can prove that µR ∈ G0(R)Q is independent of T

(Theorem 5.1 in [9]).

We shall explain why we call µR the fundamental class of R.

Remark 13 1. If X = SpecR is a d-dimensional affine variety over C,
we have the cycle map cl

G0(R)Q
τR−→ A∗(R)Q

cl−→ H∗(X,Q)

µR 7→ [SpecR] 7→ µX

such that cl([SpecR]) is the fundamental class µX in H2d(X,Q) in the

usual sense, where H∗(X,Q) is the Borel-Moore homology. Here µX is

the generator of H2d(X,Q) ≃ Z.

Hence, we call µR the fundamental class of R.

3There is no example that the map τR actually depend on the choice of T . For some

excellent rings, it had been proved that τR is independent of the choice of T (Proposition 1.2

in [8]).
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2. Let R have a subring S such that S is a regular local ring and R is

a localization of a finite extension of S. Let L be a finite-dimensional

normal extension of Q(S) containing Q(R). Let B be the integral

closure of R in L. Then, we have

µR = 1
rankR B

[B] in G0(R)Q.

In particular, µR = [B]
rankR B

in G0(R)Q.

3. Assume that R is of characteristic p > 0 and F-finite. Assume that

the residue class field is algebraically closed. By the singular Riemann-

Roch theorem, we have

µR = lim
e→∞

[eR]

pde
in G0(R)R,

where eR is the eth Frobenius direct image.

Example 14 1. If R is a complete intersection, then µR is equal to [R]

in G0(R)Q, therefore µR = [R] in G0(R)Q. There exists a Gorenstein

ring such that µR ̸= [R]. However there exist many examples of rings

satisfying µR = [R]. Roberts ([12], [13]) proved the vanishing property

of intersection multiplicity for rings satisfying µR = [R].

2. Let R be a normal domain. Then, we have

G0(R)Q
τR−→ A∗(R)Q = Ad(R)Q ⊕ Ad−1(R)Q ⊕ · · ·

[R] 7→ [SpecR]− KR

2
+ · · ·

[ωR] 7→ [SpecR] + KR

2
+ · · ·

If τ−1
R (KR) ̸= 0 in G0(R)Q, then [R] ̸= µR.

Sometimes µR = 1
2
([R]+ [ωR]) is satisfied. But it is not true in general.

3. Let R = k[xij]/I2(xij), where (xij) is the generic (m + 1) × (n + 1)-

matrix, and k is a field. Suppose 0 < m ≤ n.
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Then, we have

G0(R)Q ≃ G0(R)Q ≃ Q[a]/(am+1)

[R] 7→
(

a
1−e−a

)m ( −a
1−ea

)n
= 1 + 1

2
(m− n)a+ 1

24
(· · · )a2 + · · ·

[ωR] 7→
( −a
1−ea

)m (
a

1−e−a

)n
µR 7→ 1

τ−1
R (KR) 7→ (n−m)a

Here, we shall explain the relationship between the fundamental class µR

and homological conjectures.

Fact 15 1. The small Mac conjecture is true if and only if µR ∈ CCM(R)

for any R.

Even if R is an equi-characteristic Gorenstein ring, it is not known

whether µR is in CCM(R) or not. If R is a complete intersection, then

µR = [R] ∈ CCM(R) as in 1) in Example 14.

2. If µR = [R] in G0(R)Q, then the vanishing property of intersection

multiplicity holds (Roberts [12], [13]).

3. Roberts [14] proved µR ∈ SN(R) if ch(R) = p > 0. Using it, he proved

the new intersection theorem in the mixed characteristic case.

4. µR ∈ SN(R) if R contains a field (Kurano-Roberts [11]). Even if R is

a Gorenstein ring (of mixed characteristic), we do not know whether

µR ∈ SN(R) or not.

5. If µR ∈ SN(R) for any R, then Serre’s positivity conjecture is true in

the case where one of two modules is (not necessary maximal) Cohen-

Macaulay.

If µR ∈ CCM(R) for any R, then small Mac conjecture is true, and so

Serre conjecture is true in the case.

Remark 16 1. If R is Cohen-Macaulay of characteristic p > 0, then eR

is a MCM module. Since µR is the limit of [eR]/pde in G0(R)R, µR is

contained in CCM(R)−. In the case where R is not of characteristic
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p > 0, we do not know whether µR is contained in CCM(R)− even if R

is Gorenstein.

2. As we have already seen, ifR is Cohen-Macaulay, then [R] ∈ Int(CCM(R)) ⊂
CCM(R).

There is an example of non-Cohen-Macaulay ring R such that [R] ̸∈
SN(R).4 On the other hand, it is expected that µR ∈ SN(R) for any

R. Therefore, for the non-Cohen-Macaulay local ring R, µR behaves

better than [R] in a sence.

The fundamental class µR is deeply related to homological conjectures.

Therefore, we propose the following question.

Question 17 Assume that R is a ”good” Cohen-Macaulay local domain (for

example, equi-characteristic, Gorenstein, etc). Is µR in CCM(R)?

We can prove the following:

Theorem 18 (Kurano-Ohta [10]) Assume that R is an F-finite Cohen-

Macaulay local domain of characteristic p > 0 with residue class field alge-

braically closed.

1. If R is FFRT, then µR is contained in CCM(R).

2. If R is F-rational, then µR is contained in Int(CCM(R)).

The most important point in this proof is to use the dual F-signature

defined by Sannai [16].

Remark 19 If the rank of G0(R) is one for a Cohen-Macaulay local domain

R, then µR ∈ CCM(R).

If R is a toric ring (a normal semi-group ring over a field k), then we can

prove µR ∈ CCM(R) as in the case of FFRT without assuming that ch(k) is

positive.

4It was conjectured that [R] ∈ SN(R).
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Problem 20 1. As in the above proof, if there exists a MCM module

in Int(CCM(R)) such that its generalized F-signature or its dual F-

signature is positive, then µR is in Int(CCM(R)−).

Without assuming that R is F-rational, do there exist such a MCM

module?

2. How do we make mod p reduction? (the case of rational singularity)

3. If R is Cohen-Macaulay, is µR in CCM(R)−? If R is a Cohen-Macaulay

ring containing a field of positive characteristic, then µR in CCM(R)−

as in 1) in Remark 16.

4. If R is of finite representation type, is µR in CCM(R)?

5. Find more examples of CCM(R) and SN(R).

In order to prove the following corollary, we use the fact µR ∈ Int(CCM(R))

for some F-rational ring R.

Corollary 21 (Chan-Kurano [1]) Let d be a positive integer and p a prime

number. Let ϵ0, ϵ1, . . . , ϵd be integers such that

ϵi =


1 i = d,

−1, 0 or 1 d/2 < i < d,

0 i ≤ d/2.

Then, there exists a d-dimensional Cohen-Macaulay local ring R of char-

acteristic p, a maximal primary ideal I of R of finite projective dimension,

and positive rational numbers α, βd−1, βd−2,. . . , β0 such that

ℓR(R/I [p
n]) = ϵdαp

dn +
d−1∑
i=0

ϵiβip
in

for any n > 0.
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0. Introduction

In this survey, we shall explain some properties of moduli spaces of stable
sheaves on smooth projective surfaces. We first explain classical results on the
moduli spaces briefly. Then we explain recent development in detail. Thus we
shall explain geometry associated to the derived category of coherent sheaves,
which was started by Mukai and developed by Orlov, Bridgeland and other people.
For other aspects of derived category of coherent sheaves, we recommend excellent
articles [20], [38].

Due to lack of the author’s ability and also enough time to write, this article is
not written well. Moreover there will be many misunderstanding on the results in
particular references. So if you are interested in these topic, it is better to check
the detail as students do before seminar.

0.1. Stability. Let X be a smooth projective surface over C. For a coherent
sheaf E on X, v(E) denotes a topological invariant of E. Typical topological
invariants are

(i) the Chern character v(E) = ch(E) ∈ H2∗(X,Q),

2010 Mathematics Subject Classification. 14D20.
The author is supported by the Grant-in-aid for Scientific Research (No. 26287007), JSPS.
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(ii) Mukai vector v(E) = ch(E)
√
tdX ∈ H2∗(X,Q), if KX is numerically

trivial.
(iii) the class in the numerical Grothendieck group

K(X)num = K(X)/ ker(ch),

where ch : K(X)→ H2∗(X,Q) is the Chern character map or
(iv) v(E) = (rkE, c1(E), χ(E)) ∈ Z⊕ NS(X)⊕ Z.

Definition 0.1. Let H be an ample divisor on X and β ∈ NS(X)Q. A coherent
sheaf E is β-twisted semi-stable if E is torsion free and

(0.1)
χ(F (−β + nH))

rkF
≤ χ(E(−β + nH))

rkE
(n≫ 0)

for all non-trivial subsheaf F of E. If β = 0, then β-semi-stability is nothing but
the semi-stability of Gieseker.

Remark 0.2. Roughly speaking, torsion freeness means locally free except finitely
many points of X, since X is smooth of dimension 2. Although we are mainly
interested in locally free sheaves, in order to get a compact moduli space, we need
to add torsion free sheaves in the boundary.

Theorem 0.3 (Gieseker [16], Matsuki-Wentworth [27]). There is a coarse moduli

scheme Mβ
H(v) of β-twisted semi-stable sheaves with topological invariant v. It is

a projective scheme.

If β = 0, then we denote the moduli space by MH(v). If H is general in

Amp(X), then Mβ
H(v) is independent of the choice of β, and hence Mβ

H(v) =
MH(v). β-twisted semi-stability is a generalization of a more restrictive notion
slope stability, which is defined by looking the coefficient of n in (0.1). The
famous Kobayashi-Hitchin correspondence connects the algebro-geometric notion
with the differential geometric notion:

(0.2) slope stable vector bundles⇔ irreducible Hermite-Einstein connections.

For smooth 4-manifolds, Donaldson constructed a very powerful invariant called
Donaldson invariant by using the moduli of Hermite-Einstein connections. Then
the Kobayashi-Hitchin correspondence says that the computations of Donaldson
invariants of Kähler surfaces can be reduced to study MH(v). By this reason, the
structure of MH(v) was extensively studied until a more useful invariant called
Seiberg-Witten invariant appeared in 1995.

0.2. Classical results. We first pick up some general results on the structure of
MH(v) which were obtained until 1995. There are many examples of smooth and
irreducible moduli spaces if X is not of general type. However MH(v) is singular
in general, and may be non-reduced and reducible. On the other hand, if c2 ≫ 0,
then the singular locus of MH(v) is higher codimension, MH(v) is irreducible and
locally complete intersection [34], [17]. In particular, MH(v) is a normal variety.
If the geometric genus pg is positive, then Jun Li [Li] and O’Grady proved that
MH(v) is of general type under mild conditions. In order to prove the claim, a
section of H0(X,KX) is used to construct many canonical sections on a resolution
of MH(v). Hence the proof does not work if pg = 0. Indeed there is no general
results of the moduli spaces for the case pg = 0, as far as I know.
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Problem 0.4. Study MH(v) for a surface of general type with pg = 0.

For special surfaces such as P2, K3 surfaces, abelian surfaces, or elliptic sur-
faces, there are many works on the structure ofMH(v). They were started in early
80’s and continued after 1995. For these cases, there are many examples of smooth
or normal moduli spaces, and we can expect beautiful properties of the moduli
spaces. As examples, we pick (1) Drezet and Le Potier’s result for P2 [15] and
(2) Mukai’s fundamental results for abelian and K3 surfaces [31],[32]. (1) In [15],
they described the condition for the existence of stable sheaves. Although they
only treated the case of a projective plane, their method1 are powerful enough to
be applied to other surfaces. We mention in section 2.6 recent developement on
their work. For Mukai’s works and related results, we shall explain them in next
paragraph. For other results, I would like to recommend to see Huybrechts and
Lehn’s book and its references [21].

Assume that X is an abelian surface or a K3 surface. Then we usually use
Mukai vector v(E) ∈ H2∗(X,Z)alg = Z ⊕ NS(X) ⊕ ZϱX , where ϱX is the funda-
mental class of X. We have an integral bilinear form ⟨ , ⟩ on H2∗(X,Z)alg:

(0.3) ⟨(x0, x1, x2), (x
′
0, x

′
1, x

′
2)⟩ = (x1, x

′
1)− x0x2 − x2x

′
0 ∈ Z.

If v = (r, ξ, a) is primitive, i.e., gcd(r, ξ, a) = 1 and H is a general ample divisor,
then Mukai showed MH(v) is a holomorphic symplectic manifold of dimension
⟨v2⟩ + 2. Moreover the deformation class of MH(v) is determined by ⟨v2⟩ [42].
The main idea to determine the deformation class is to use the symmetry of X.
For abelian surfaces and K3 surfaces, we have big symmetries to determine the
deformation classes. More concretely, we use the following symmetry:

(i) Deformation of the pair (X,H): For a polarized deformation of X, we
have a monodromy representation on H2(X,Z). By this action, we can
change ξ.

(ii) Equivalences of the derived category (Fourier-Mukai transforms): By
these actions, we can change r.

Let us explain (ii) more. A non-trivial example of equivalences Φ : D(X) →
D(X ′) of derived categories was first constructed by Mukai for abelian varieties
[30]. Later similar equivalences were constructed for other varieties, e.g., a K3
surface [36], [10]. Here non-trivial implies the category of coherent sheaves are
not preserved under Φ and the rank of objects change. Although these kind of
equivalences are quite useful, technically it is not so easy to deal with: Indeed
we need to find deformations (X ′, H ′) of (X,H) and Fourier-Mukai transforms
Φ : D(X ′) → D(X ′′) which induce isomorphisms MH′(v′) ∼= MH′′(v′′). This
can be achieved by solving some indeterminate equations on Mukai vectors. It
was elementary but not interesting, since there was no systematic treatment, and
which may make the topic of stable sheaves on surfaces unattractive.

0.3. Recent development. A method to improve the situation is to appreciate
the symmetries of the derived category and apply them to classical problems.
For this purpose, we may need to consider complexes and their moduli spaces.

1The author imagines that they were influenced by the work of Atiyah and Bott [3], and
Harder and Narasimhan to compute the Betti numbers of the moduli spaces on curves.
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However derived categories of coherent sheaves themselves are too big to con-
trol, it is desirable to introduce good subcategories which is easier to control and
capture rich geometric and algebraic structures. Bridgeland’s theory of stability
conditions is very suitable for this purpose. Before explaining Bridgeland’s sta-
bility conditions and their applications, let us start with related results before
Bridgeland’s theory of stability conditions appeared.

First of all, we note that Beilinson constructed a derived equivalence

(0.4) D(Pn) ∼= D(A),

where A is a non-commutative algebra and D(A) is the derived category of A-
modules. In the theory of vector bundles, it is famous as Beilinson’s spectral
sequence, which was a very useful tool to study vector bundles on projective
spaces. As we mention in section 2.6, instead of Beilinson’s spectral sequence,
the equivalence (0.4) itself plays important roles recently.

Similar equivalences are also found for some rational varieties by Russian math-
ematicians. Moreover many interesting results on the derived categories were
proved. For the relation with this survey, Bondal and Orlov’s contributions
([8],[9]) are noteworthy. They proved that the underlying manifold X can be
recovered from D(X) if KX or −KX is ample. They also studied the relation of
3-fold flops with the derived categories, and conjectured that 3 fold flops preserves
the derived categories. Bridgeland [11] solved this conjecture by using the geom-
etry of derived categories. Thus he constructed 3 fold flops as moduli spaces of
some objects in D(X) and used the technique of Fourier-Mukai transforms which
was developped mainly by Bridgeland. Since this work is the first well-known
application of moduli problem of objects in D(X), we shall explain the construc-
tion in detail. Derived category of coherent sheaves also appears in Homological
mirror symmetry, which also influenced recent development.

1. Construction of 3 fold flops

1.1. Idea of the construcion. Let us explain the idea of Bridgeland construc-
tion of 3 fold flops. Let φ : X → Z be a flopping contraction of a smooth 3-fold.
Let X ′ be a moduli space of stable 0-dimensional sheaves E with v(E) = v(Cx)
(x ∈ X). Then E ∼= Cx for some x ∈ X, and we get X ′ ∼= X. By perturbing the
stability condition, we would like to get a different moduli space giving the flop of
X. For simplicity, we first assume that φ is a contraction of (−1,−1)-curve, that
is, a contraction of a smooth rational curve C with the normal bundle OC(−1)⊕2.
Since Cx is an irreducible object of Coh(X), there is no choice to modify the
stability. For x ∈ C, we have an exact sequence in Coh(X).

(1.1) 0→ OC(−1)→ OC → Cx → 0

In the derived category, it can be understand as an exact triangle

(1.2) 0→ OC → Cx → OC(−1)[1]→ OC [1]

If there is an abelian category C such that OC ,OC(−1)[1] ∈ C, then we may
have a stability condition such that Cx is not stable. Bridgeland introduced
a modification of Coh(X) called a category of perverse coherent sheaves, and
constructed the flop as a moduli space of stable perverse coherent sheaves. As
the name indicates, this notion is influenced by Beilinson, Bernstein and Deligne’s
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article [7]. In their paper, they introduced the notion of t-structure, which has
been useful in representation theory and the theory of non-commutative algebra.
By this work of Bridgeland, the importance of t-structure may be noticed by
general algebraic geometer.

In the remaining of this section, let us explain a more detail of the construction
of the flop. So it is possible to skip to the next section.

1.2. Perverse coherent sheaves. Let φ : X → Z be a flopping contraction of
a smooth 3-fold X. Then we have

Rφ∗(OX) = OZ , dimφ−1(z) ≤ 1 for any z ∈ Z.

For simplicity, we assume that there is one singular point p of Z. Let C1, ..., Cn

be the irreducible components of the exceptional locus φ−1(p). Ci are smooth
rational curves. We set

T :={E ∈ Coh(X) | Hom(E,OCi
(−1)) = 0},

F :={E ∈ Coh(X) | E is generated by OCi
(ai), ai ≤ −1}.

(1.3)

Then (T, F ) is a torsion pair of Coh(X), that is, there is a unique exact sequence

(1.4) 0→ E1 → E → E2 → 0

such that E1 ∈ T and E2 ∈ F for any E ∈ Coh(X). Let −1 Per(X/Z) be the
tilting: For E ∈ −1 Per(X/Z),

(1.5) −1 Per(X/Z) = ⟨T, F [1]⟩ =

{
E ∈ D(X)

∣∣∣∣∣ H i(E) = 0, i ̸= −1, 0,
H−1(E) ∈ F,H0(E) ∈ T

}
.

Thus we have an exact sequence in −1 Per(X/Z):

(1.6) 0→ H−1(E)[1]→ E → H0(E)→ 0.

There is a locally free sheaf G such that Rφ∗(G
∨ ⊗ E) ∈ Coh(Z) for E ∈

−1 Per(X/Z) and Rφ∗(G
∨ ⊗ E) = 0 if and only if E = 0. G is called a local

projective generator of −1 Per(X/Z) and Rφ∗(G
∨ ⊗ •) induces a Morita equiva-

lence [39]

(1.7) −1 Per(X/Z)→ CohA(Z),

where A = φ∗(G
∨ ⊗G) is a sheaf of OZ-algebras. Then we define the dimension

of E ∈ −1 Per(X/Z) by the dimension of Rφ∗(G
∨ ⊗ E). X ′ is constructed as a

moduli space of A-modules on Z.
We choose a divisor D on X. For 0-dimensional objects of −1 Per(X/Z), we

have a notion of stability.

Definition 1.1. A 0-dimensional object E is D-semi-stable, if

(1.8)
χ(G,E1(−D))

χ(G,E1)
≤ χ(G,E(−D))

χ(G,E)

for all subobject E1 of E.

Then there is a moduli space MD(v) of D-twisted semi-stable objects E of
−1 Per(X/Z), where v is the Chern character of E [43, Prop. 1.5.4] (the assump-
tion of dimX in [43, Prop. 1.5.4] is not needed).
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We note that χ(G,E(−D)) = χ(G,E)− (ch2(E), D). Hence (1.8) is equivalent
to

(1.9)
−(ch2, D)

χ(G,E1)
≤ −(ch2(E), D)

χ(G,E)
.

Let ϱX ∈ H3(X) be the fundamental class of X. Then ϱX = v(Cx). For
v(E) = ϱX , (1.9) implies E is D-semi-stable iff (ch2(F ), D) ≥ 0 for all subobject
F of E.

From now on, we assume that −D is φ-ample. Then

Lemma 1.2. Cx is not D-twisted semi-stable for x ∈ φ−1(p).

Proof. We have an exact sequence in Coh(X)

(1.10) 0→ c→ φ∗(φ∗(Cx))→ Cx → 0,

where Rφ∗(c) = 0. We note that φ∗(φ∗(Cx)) = Oφ−1(p) and c is generated by
OCi

(−1). Since ch2(Oφ−1(p)) = −φ−1(p) and ch2(OCi
) = −Ci,

(1.11) (ch2(Oφ−1(p)), D) > 0, (ch2(OCi
[1]), D) < 0

for all i. Hence the claim holds. □

In the paper [11], Bridgeland constructed the moduli space of perverse coherent
subsheaves I of OX with v(OX/I) = v(Cx). As we shall see below, these two
moduli spaces are the same.

Lemma 1.3. Let E be a perverse coherent sheaf with v(E) = v(Cx). E is D-
semi-stable if and only if there is a surjective morphism f : OX → E.

Proof. Assume that E is a quotient of OX . Let I be the kernel. Since

Hom(OX ,OCi
(−1)[1]) = Hom(I,OCi

(−1)) = 0,

E satisfies Hom(E,OCi
(−1)[1]) = 0. Hence if v(E) = v(Cx), then it is D-twisted

stable.
Conversely for a D-stable object E with v(E) = v(Cx), χ(E) = 1 implies there

is a morphism f : OX → E. Since OCi
[1] and Oφ−1(p) are the irreducible objects

supported on φ−1(p), we have

im f =
∑
i

niOCi
[1] + nOφ−1(p), (ni, n ≥ 0)

coker f =
∑
i

miOCi
[1] +mOφ−1(p), (mi,m ≥ 0).

(1.12)

Since 1 = χ(E) = χ(im f) + χ(coker f), we get (n,m) = (1, 0) or (0, 1). Since
Hom(im f,OCi

(−1)[1]) = 0 for all i, (n,m) = (1, 0). By the D-stability of E,
coker f must be zero. Thus f is surjective. □

We set X ′ := MD(ϱX).

Remark 1.4. There is a universal family E on X ′ × X. Since L := pX′∗(E) is a
line bundle on X ′, replacing E by E ⊗ p∗X′(L∨), we have a surjective morphism
OX′×X → E in −1 Per(X ′ ×X/X ′ × Z). Thus E is a quotient of OX′×X .
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Since π∗(E) (E ∈ X ′) is a structure sheaf of a point of Z, we have the following
diagram:

(1.13)
X ′ X
↘ ↙

Z

Then Bridgeland proved that the universal family E induces an equivalenceD(X) ∼=
D(X ′) and also proved that X ′ → Z is the flop of X → Z.

2. Bridgeland’s stability condition

2.1. Definition of stability condition. Bridgeland introduced a notion of sta-
bility for objects ofD(X). Moreover he showed that the space Stab(X) of stability
conditions has a structure of a complex manifold. In this section, we shall briefly
explain stability condition ([12], [13]). We start with the definition.

Definition 2.1. A stability condition σ = (Zσ,Pσ) on D(X) consists of a group
homomorphism Zσ : K(X) → C and full additive subcategories Pσ(ϕ) ⊂ D(X)
for all ϕ ∈ R satisfying the following conditions:

(i) For E ∈ Pσ(ϕ) \ {0}, we have

(2.1) Zσ(E) = m(E)eπ
√
−1ϕ

with some m(E) ∈ R>0.
(ii) Pσ(ϕ+ 1) = Pσ(ϕ)[1] for all ϕ ∈ R.
(iii) If ϕ1 > ϕ2 and Ei ∈ Pσ(ϕi) (i = 1, 2), then HomD(X)(E1, E2) = 0.
(iv) For any E ∈ D(X) \ {0}. we have the following collection of triangles

0 = E0
// E1

~~}}
}}
}}
}}

// E2
//

~~}}
}}
}}
}}

· · ·En−1
// En = E

zzvv
vv
vv
vv
v

A1

[1]

ccGGGGGGGGG

A2

[1]

``AAAAAAAA

An

[1]

ddHHHHHHHHH

such that Ai ∈ Pσ(ϕi) with ϕ1 > ϕ2 > · · · > ϕn.

A non-zero object E ∈ Pσ(ϕ) is called σ-semi-stable of phase ϕ.

Definition 2.2. M̃σ(v) denotes the moduli space of σ-semi-stable objects E with
v(E) = v in a suitable sense (e.g. a scheme, an algebraic space or a stack). Since
the phase is not determined by v, shift functor [2] acts on M̃σ(v). We denote the
quotient by Mσ(v).

We explain another formulation of the stability condition, which resemble
Gieseker semi-stability: For a stability condition σ, let Aσ := Pσ(0, 1] denotes
the extension closed full subcategory of D(X) generated by E ∈ Pσ(ϕ) with
ϕ ∈ (0, 1]. Then Aσ is an abelian category and the phase ϕ(E) ∈ (0, 1] is de-
fined for a non-zero object E ∈ Aσ by (2.1). Moreover E ∈ Aσ is σ-semi-stable
iff ϕ(F ) ≤ ϕ(E) for any subobject F of E in Aσ. Conversely for an abelian
subcategory A (which is the heart of a t-structure) and a group homomorphism
Z : K(X)→ C such that

Z(A \ {0}) ⊂ {R>0e
π
√
−1ϕ | ϕ ∈ (0, 1]} = H ∪ R<0

7
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and satisfying some conditions like the Harder-Narasimhan property, we have a
stability condition σ = (Zσ,Pσ) with Zσ = Z and A = Pσ(0, 1]. Therefore we
have one to one correspondence:

(2.2) σ = (Zσ,Pσ)←→ (Zσ,Aσ).

As in the β-twisted stability in Definition 0.1, the phase ϕ plays the role of a
slope function on the abelian category Aσ. Thus we have the correspondence

(Aσ, ϕ(•))←→ (Coh(X), χ(•(−β+nH))
rk(•) ).

Remark 2.3. Gieseker semi-stability is not a stability condition in the sense of
Definition 0.1 if dimX ≥ 2.

The space Stab(X) of stability conditions has a structure of complex manifold.
For a stability condition σ, we have Π(σ) ∈ H∗(X,C)alg such that Zσ(•) =
⟨Π(σ), •⟩. Then Π : Stab(X) → H∗(X,C)alg is a covering map over the image.
We require that imΠ is an open subset from now on.2

Proposition 2.4. We fix a Mukai vector v. There is wall/chamber structure on
Stab(X) and Mσ(v) is constant on each chamber.

2.2. Group actions on Stab(X). On the space of stability conditions, there

is a natural right action of the universal cover G̃L
+
(2,R) of GL+(2,R). By an

identification C = R + R
√
−1, g ∈ GL+(2,R) acts on Zσ : K(X) → C by the

composition g−1 ◦Zσ. In order to get an action on the phase function ϕ, we need
to take the universal cover of GL+(2,R). Here we only explain the action of a

subgroup C ⊂ G̃L
+
(2,R):

(2.3)
C ⊂ G̃L

+
(2,R)

↓ ↓
C∗ ⊂ GL+(2,R).

For λ ∈ C,

(2.4) λ(σ) = (e−π
√
−1λZσ,P ′), P ′(ϕ) = Pσ(ϕ+Re(λ)).

Remark 2.5. The second formulation of the stability condition may be familiar to

whom working on vector bundles. However the description of G̃L
+
(2,R) is not

easier for this formulation. Indeed it seems there is no simple relation of abelian
categories P ′(0, 1] and Pσ(0, 1] unless Re(λ) ∈ Z, where λ ∈ C.

There is also an action of Aut(D(X)). For an equivalence Φ : D(X)→ D(X ′)
and a stability condition σ = (Zσ,Pσ) on X, we define a stability condition Φ(σ)
on X ′ by

(2.5) Φ(σ) := (Zσ ◦ Φ−1,PΦ(σ)), PΦ(σ)(ϕ) = Φ(Pσ(ϕ)).

By this property (and the first formulation of stability condition), Φ induces an
isomorphism

(2.6) Φ : Mσ(v)→MΦ(σ)(Φ(v)).

2Thus we require the support property.
8
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Assume that X is a K3 surface or an abelian surface, so that there are enough
Fourier-Mukai transforms. The stability conditions of Matsuki-Wentworth (clas-
sical stability) are parameterized by

(2.7) (β,H) ∈ NS(X)Q × Amp(X)Q.

We would like to extend the notion of stability which behaves well in the derived
category. However we don’t want to generalize the notion of stability blindly,
since it makes hard to analyse. In order to minimize our consideration, we would
like to impose the following conditions for our parameter space S of stability
conditions:

(a) For each Mukai vector v, there is a wall/chamber structure on S and the
stability is constant on each chamber.

(b) For a general (β,H), there is σ ∈ Stab(X) such that Mβ
H(v) = Mσ(v).

(c) Stability is preserved under any Fourier-Mukai transform

Φ : D(X)→ D(X ′).

Thus for σ ∈ S, there is Φ(σ) ∈ S such that E ∈ D(X) is σ-semi-stable
if and only if Φ(E) is Φ(σ)-semi-stable.

(d) For each chamber C, there is a Fourier-Mukai transform Φ which induces

an isomorphism Mσ(v)→Mβ′

H′(w), where σ ∈ C and Mβ′

H′(w) is a moduli
space of β′-twisted semi-stable sheaves.

Theorem 2.6. Bridgeland stability conditions satisfy (a)–(d).

For (a), (b), see [13]. (c) is (2.6). (d) is in [5] and [26].

Remark 2.7. For other surfaces, we cannot expect property (d) in general.

2.3. Examples of stability conditions. Let us explain examples of stability
conditions in [13]. Let X be a K3 surface or an abelian surface. Assume that
(β, ω) ∈ NS(X)R × Amp(X)R. For E ∈ K(X), we set

Z(β,ω)(E) :=⟨eβ+
√
−1ω, v(E)⟩.

Let A(β,ω) be the tilt of Coh(X) with respect to the torsion pair (T(β,ω),F(β,ω))
defined by

(i) T(β,ω) is generated by β-twisted stable sheaves with Z(β,ω)(E) ∈ H∪R<0.
(ii) F(β,ω) is generated by β-twisted stable sheaves with−Z(β,ω)(E) ∈ H∪R<0.

A(β,ω) is the abelian category in [13] and it depends only on β and the ray Q>0ω.
Then the pair σ(β,ω) = (Z(β,ω),A(β,ω)) satisfies the requirement of stability

conditions on D(X)3 [13]. By the action of G̃L
+
(2,R) and Aut(D(X)), a general

stability condition is represented by σ(β,ω). Moreover if X is an abelian surface,
then

(2.8) Stab(X)/G̃L
+
(2,R) ∼= NS(X)R × Amp(X)R.

Every object E ∈ A(β,ω) fits in an exact sequence in A(β,ω):

(2.9) 0→ H−1(E)[1]→ E → H0(E)→ 0

3We need one more condition if X is a K3 surface.
9
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where H−1(E) ∈ F(β,ω) and H0(E) ∈ T(β,ω). Thus E is a two-term complex. If
X is a K3 surface, more complicated complexes appear by applying autoequiv-
alences. On the other hand for an abelian surface, (2.8) implies only 2-terms
complexes appear.

Definition 2.8. For a Mukai vector v, M(β,ω)(v) denotes the moduli stack of
σ(β,ω)-semi-stable objects E ofA(β,ω) with v(E) = v. M(β,ω)(v) denotes the moduli
scheme of the S-equivalence classes of σ(β,ω)-semi-stable objects E of A(β,ω) with
v(E) = v, if it exists.

As we claimed, there is a region called large volume limit, where Bridgeland
stability coincides with the classical stability.

Proposition 2.9 (Large volume limit). For a Mukai vector v = (r, ξ, a) with r ≥
0, assume that (ω2) ≫ 0 (depending on v). If (ξ − rβ, ω) > 0, then M(β,ω)(v) =
Mβ

ω (v).

2.4. Birational geometry of MH(v). In this subsection, we shall explain the
birational geometry ofMH(v) in [6], [26], [44]. These results are the significant ap-
plication of Bridgeland stability conditions to the structure of the moduli spaces.
We start with some definitions.

Definition 2.10. Let f : M → S be a projective morphism.

(1) D ∈ Pic(M) is f -movable, if

codim coker(f ∗f∗(OM(D))→ OM(D)) ≥ 2.

(2) A relative movable cone Mov(M/S) is a cone generated by f -movable
divisors.

We shall consider relative cones over the albanese map.

Definition 2.11. (1) Two albanese maps a′ : M ′ → Alb(M ′) and a : M →
Alb(M) are equivalent if there is a birational map f : M ′ · · · → M and
an isomorphism g : Alb(M ′)→ Alb(M) with a commutative diagram

(2.10)

M ′ f−−−→ M

a′

y ya

Alb(M ′)
g−−−→ Alb(M)

(2) For a normal varietyM , Amprel(M) denotes the relative ample cone of the
albanese map a : M → Alb(M). We set Movrel(M) := Mov(M/Alb(M)).
Movrel(M)0 denotes the interior of Movrel(M).

For the moduli space MH(v), all the (relative) minimal models are the moduli
spaces of Bridgeland’s stable objects. Thus by extending our consideration from
sheaves to complexes, we get a desirable description of birational properties.

We take σ ∈ C. Then we have a map ξσ : Stab(X) → P+(Mσ(v)). Up to
the action of R>0, ξσ is surjective. Then ξσ(C) = Amprel(Mσ(v)). So we set
CAmp := C. There is another chamber decomposition of Stab(X) such that each

10
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chamber CMov containing σ corresponds to the movable cone via ξσ.

(2.11)

Stab(X)
ξσ−→ P+(Mσ(v))

∪ ∪
CMov −→ Movrel(Mσ(v))0
∪ ∪
CAmp −→ Amprel(Mσ(v))

We also have a decomposition.

(2.12) Movrel(Mσ(v)) =
∪

M ′···→Mσ(v)

Amprel(M ′).

By the characterization of walls for nef cones of each birational models, we get
the following result.

Corollary 2.12 ([24]). Kawamata and Morrison’s Nef cone conjecture holds:
There is a rational finite polyhedral fundamental domain for the action of Aut(Kσ(v))
on Nef(Kσ(v)), where Kσ(v) is a fiber of the albanese map.

2.5. Abelian surface with NS(X) = ZH and (H2) = 2.

2.5.1. Stability condition. In order to give an easy example of Stab(X), we assume
thatX is a principally polarized abelian surface with NS(X) = ZH, i.e., (H2) = 2.
In this case, we have an identification

NS(X)R × Amp(X)R ∼= H
(s, t) ↔ s+ t

√
−1

Then the action of the autoequivalence group Aut(D(X)) on H factors through
the natural action of SL(2,Z):

Aut(D(X)) //

''NN
NNN

NNN
NNN

Aut(H)

SL(2,Z)

99rrrrrrrrrr

So we have

SL(2,Z)\ Stab(X)/G̃L
+
(2,Z) ∼= SL(2,Z)\H ∼= C.

By adding a cusp4∞, we get a compactification.

SL(2,Z)\(H ∪ P1
Q)
∼= P1.

Remark 2.13. If n = (H2)/2 > 1, we still have Stab(X)∗/G̃L
+
(2,R) ∼= H, and

Aut(D(X)) acts as the action of Γ0(n) ⊂ SL(2,Z).

The large volume limit (Proposition 2.9) corresponds to a neighborhood of
∞ ∈ P1

C. Mz(r, dH, a) = MH(r, dH, a) for |z| ≫ 0 and z < d/r (Mz(r, dH, a) =
{E∨ | E ∈MH(r,−dH, a)} for |z| ≫ 0 and z > d/r). Each wall is a semi-circle C
in H ∪ {∞}. If ∞ ∈ C, then C is a half line (rz − d = 0). Walls do not intersect
each other.

4Cusps are related to Foourier-Mukai transforms [23]
11
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We illustrate walls for v = (1, 0,−3) (see Figure 1). C0 is a wall passing ∞.
By the action of linear fractional transformation5

f(z) =
2z − 3

−z + 2
,

C0 is transformed to C1 and C1 is transformed a semi-circle C2 which is in-
side of C1. Applying fn(z), we have infinitely many walls Cn = fn(C0) (n ∈
Z). We also have infinitely many walls Wn = fn(W0). Cn (n > 0) and Wn

(n ≥ 0) are semi-circles in the left hand side of C0. Let C−0 be the chamber
bounded by C0 and C1, and C+0 the chamber bounded by C0 and C−1. We set
C±n := fn(C±0 ). These are the walls and chambers for v = (1, 0,−3). The walls
and chambers are symmetric with respect to t-axis. Each bounded chamber C±n
(n ̸= 0) is annulus. There are two unbounded chambers C±0 . The chamber C−0
parameterizes MH(1, 0,−3) and the chamber C+0 parameterizes the dual. For
q
p
∈ C±n , by a Fourier-Mukai transform Φ inducing an isomorphism f(z) of P1

with f(q/p) = ∞, C±n is transformed to an unbounded chamber, which gives
the claim (d). In this example, the movable chamber is a single chamber. In
particular, Movrel(Mσ(v))0 = Amprel(Mσ(v)) = ξσ(C±n ), where σ ∈ C±n .

o s

t

−3

1

−1

W0
C0

C+0C−0

C1
C+1

−2 −3
2

1
4

Figure 1. Walls for v = (1, 0,−3) between C0 and C1.

2.5.2. Relation with binary quadratic form. Let Q be the space of binary qua-
dratic forms:

(2.13) Q := {rx2 + 2dxy + ay2 | r, d, a ∈ Z}.
If X is a principally polarized abelian surface with NS(X) = ZH, then the

Mukai lattice H∗(X,Z)alg is isomorphic to Q via

(2.14)
H∗(X,Z)alg → Q
(r, dH, a) 7→ rx2 + 2dxy + ay2.

Then for v = (r, dH, a), ⟨v2⟩/2 = d2 − ra is the discriminant of rx2 + 2dxy +
ay2. Under this identification, the cohomological action of the Fourier-Mukai
transforms factors through the natural action of SL(2,Z) on Q.

5f(z) is the generator of the action of D(X) on H preserving ±(1, 0,−3). It is related to the

fundamental unit of Z[
√
3].

12
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Theorem 2.14 ([40],[25],[44]). Let (X,H) be a principally polarized abelian sur-
face with NS(X) = ZH.

(1) The birational equivalence class of MH(v) depends on the equivalence
class of the associated quadratic form. In particular,

(2.15) #{MH(v) | gcd(r, d, a) = 1, ⟨v2⟩/2 = D}/(birational equiv.) ≤ hD,

where hD is the class number of quadratic forms of discriminant D.
(2) There is a birational map

MH(v) · · · → X × Hilb
⟨v2⟩/2
X

if and only if

rx2 + 2dxy + ay2 = ±1
has a solution.

Remark 2.15. Finally we would like to remark that almost all results on MH(v)
in this subsection are found or conjectured by Mukai around 1980 ([28],[29]).
It is really surprizing to the author that these discoveries were done without
Bridgeland stability condition.

2.6. Related results and some problems. The example of stability condition
σ(β,ω) in section 2.3 is generalized to arbitrary surface by Arcara and Bertram
[1]. If X = P2, then Arcara, Bertram, Coskun and Huizenga [2] studied moduli
spaces M(β,ω)(v) of stable objects. By the equivalence (0.4), we can use the
theory of quiver in order to study Bridgeland stability condition. In particular,
we can use King’s result to construct the moduli space M(β,ω)(v) as a projective
scheme. Moreover they showed that M(β,ω)(v) is a log Fano variety, which implies
M(β,ω)(v) is a Mori dream space. In particular, the movable cone is rational finite
polyhedral cone. Moreover for a non-commutative P2, Li and Zhao [22] studied
moduli spaces of stable objects, and showed that they are Fano varieties. See
also [14] for recent development.

For the stability condition on Enriques surface, Nuer [33] studied moduli of
stable objects.

Finally we list the following problems.

Problem 2.16. (1) Construction of moduli space.
(2) Smoothness of the moduli spaces. In birational geometry, smooth varieties

do not form a good category. So it may not be so important.

As we explained, Bridgeland stability condition is related to birational geom-
etry of moduli spaces. So it is desirable to have projective moduli spaces. Note
that Inaba [18] constructed moduli of simple complexesM(v)spl. LetMσ(v) be
the subset consisting of σ-stable objects. On the other hand, Bayer and Macri
[5] constructed nef line bundle Lσ onMσ(v). For all known cases, Lσ is ample.
For example, if X is a K3 surface or an abelian surface, Lσ is nothing but ξσ in
(2.11). It is interesting to show the ampleness of Lσ for general cases.
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代数・数論力学系について

川口　周

本稿では，代数・数論力学系の話題から，筆者が興味深いと思う力学系次数と等分布定理の 2 つの話題を取

り上げています．筆者自身の結果（J. H. Silvermanの共同研究に基づく）は，力学系次数では 2.3節に関す

るものです．等分布定理では注意 3.13(5)と注意 3.16 に挙げたものぐらいです．

代数学シンポジウムでは，午前の一般向け講演ということもあり，背景となる事柄や関連する多くの数学者

の結果を紹介し，力学系次数と等分布定理の大まかなところを捉えて頂けるように努めました．本稿は講演時

のスライドをもとに作成しており，講演と同様に細部はかなり省略されています．末尾に参考文献を多く挙げ

ましたので，詳細についてはそちらをご覧下さい．

代数学シンポジウムで講演の機会をあたえてくださった組織委員の皆様，特に，プログラム責任者（代数幾

何）の松下大介氏と稲場道明氏に感謝します．1節以下では，「だ・である」調に変えます．

目次

1 はじめに 1

2 力学系次数 3

2.1 力学系次数の定義と性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2 力学系次数と位相的エントロピーの関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.3 1次力学系次数と算術的次数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3 等分布定理 10

3.1 等分布定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3.2 偏極付き力学系への応用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.3 2つの偏極付き力学系への応用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.4 楕円曲線への応用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1 はじめに

k を体とし，X を k 上で定義された滑らかな射影代数多様体，f : X → X を X からそれ自身への射（ま

たは，X からそれ自身への支配的な有理写像 f : X 99K X）とする．
例えば，X が C 上の射影平面 P2 で f が双有理写像のときは f は Cremona 変換であり，Noether の

2014年 10月 31日
〒606-8502 京都市左京区北白川追分町　京都大学大学院理学研究科数学教室
kawaguch(())math.kyoto-u.ac.jp
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定理など古くから深い研究がされている．また，例えば，X が K3 曲面で f が同型射のときも自己同型群

Aut(X) の性質など深い研究がされている．

(A) 一方で，力学系というときは，f の反復合成に関する性質を調べる．例えば，P ∈ X(k)に対して，P

が f に関する周期点になるか，P が f に関する固定点のときは P の近傍で f はどのように振る舞うか

などを考える．あるいは，P の前軌道 Of (P ) = {P, f(P ), f (f(P )) , . . .} が無限集合のとき， Of (P )

は X の中でどう分布しているか（例えば，k = C のときは Euclid 位相に関して稠密かなど）などを

考える．

(B) また，代数力学系，数論力学系というときには，基礎体 k は C に限らず，非アルキメデス付値体や代
数体を考えることも多い．

(A) に関して，一般にコンパクト位相空間 X からそれ自身への連続写像 f : X → X に対して，位相的エ

ントロピー htop(f) という 0以上の量が定まる（定義 2.5参照）．Cantat は，コンパクト複素曲面の同型射に

対して，力学系の量である位相的エントロピーという観点から次の結果を示した．

定理 1.1 (Cantat [16], [17]). X をコンパクト複素曲面とする．このとき，正の位相的エントロピーをもつ同

型射 f : X → X が存在することと，X が次のいずれかであることは同値である．（特に，X は Kähler に

なる．）

• X は K3 曲面かそれの blow-up，

• X は Enriques 曲面かそれの blow-up，

• X は Abel 曲面かそれの blow-up，

• X は有理曲面．

同じく，(A) に関して，f : X → X をコンパクト Kähler 曲面の同型射とする．McMullen は固定点 P の

回りで無理数回転をしているような円板（Siegel円板）が存在するかという観点から，次の定理を証明した．

定理を述べるために，まず，Siegel円板の定義を述べる．

定義 1.2 (無理数回転，Siegel円板). (1) C2 の線形変換 F (z1, z2) = (λ1z1, λ2z2) が無理数回転（irra-

tional rotation）とは，|λ1| = |λ2| = 1 で，任意の (i, j) ̸= (0, 0) ∈ Z2 に対して λi1λ
j
2 ̸= 1 のときに

いう．

(2) f : X → X を，コンパクト Kähler 曲面の同型射とする．領域 U ⊂ X が Siegel 円板（Siegel disk）

であるとは，U と単位開円板 ∆2 := {(z1, z2) ∈ C2 | |z1| < 1, |z2| < 1} の間の双正則写像が存在して，
この双正則写像を通じて，f |U が 無理数回転の F |∆2 と共役になるときにいう．

定理 1.3 (McMullen [51], [52]). (1) K3 曲面の自己同型射で，Siegel円板をもつものが存在する．

(2) 有理曲面の自己同型射で，Siegel円板をもつものが存在する．

定理 1.1, 定理 1.3 はいずれもコンパクト複素曲面の同型射に関する定理である．これらの定理を代数力学

系の定理といっていいのかどうか分からないが，いずれにしても，f の反復合成に関する性質を調べている点

で力学系と代数幾何の双方に関連している．

(B) に関しては，例えば，X が代数体 K 上で定義されていて，P が X の代数的点で f に関する周期点の

とき，P の K 上での共役全体からなる集合 G(P )（Galois 軌跡）がどう分布しているかなどが調べられてい

2
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る（等分布定理）．等分布定理は数論力学系の深い定理であり，3節で紹介したい．

2 力学系次数

この節では，代数・数論力学系の話題から力学系次数について紹介する．非常におおざっぱにいうと，力学

系次数は写像 f を反復合成した写像の「次数」の増大度を測る量である．力学系次数は複素力学系と可積分

系の研究者によって調べられてきた．

2.1節で力学系次数の定義とその基本的な性質を紹介し，2.2節で位相的エントロピーの定義をして，位相

的エントロピーと力学系次数の関係を与える Gromov [29], Yomdin [61] と Dinh–Sibony [21] の定理を紹介

する．2.3節では，f が代数体上に定義されているときに，力学系次数と算術的次数との関係を述べる．筆者

自身の結果は 2.3節に関するものである．

2.1 力学系次数の定義と性質

力学系次数（dynamical degree）は，複素力学系と可積分系の２つの視点から導入された．力学系次数の定

義を述べる前に文献をいくつか挙げよう．

(1) 複素力学系の視点から

• 1989年に出版された [27] で，Friedland–Milnor はアフィン平面の多項式自己同型写像について，

1次力学系次数を調べた．

• 1997年に出版された [53] で，Russakovskii–Shiffman は N 次元射影空間からそれ自身への支配

的な有理写像について，p次力学系次数を導入した（0 ≤ p ≤ N）．

• 力学系次数に関する論文は非常に多く出版されている．そのごく一部を挙げると，例えば，
Bedford–Kim [5], [6], [7], [8], Boucksom–Favre–Jonsson [14], Diller–Favre [20], Dinh–Sibony

[21], Favre–Jonsson [24], Guedj [28], Takenawa [57], [58] などがある．注意 2.4 にあげる文献も

参照されたい．また，Hasselblatt–Proppによる monomial map の力学系次数に関するサーベイ

[30] はまとまっていて読みやすい．

(2) 可積分系の視点から

1999 年に出版された [10] で，Bellon–Viallet は Russakovskii–Shiffman とは独立に，1 次力学系次

数の対数をとった量を考え，この量を代数的エントロピー (algebraic entropy) とよんだ．可積分

系の代数的エントロピーについての論文には，例えば，Bellon [9], Hientarinat–Viallet [31], [32],

Lafortune–Ramani–Grammaticos–Ohta–Tamizhamani [43] などがある．

以下で，力学的次数を定義しよう．本稿では，C 上の滑らかな射影代数多様体 X を考える．なお，Dinh–

Nguyên [22], Dinh–Nguyên–Truong [23] により，力学的次数は双有理不変量（注意 2.8 参照）であることが

知られているので，X が滑らかでない場合にも力学的次数は定義される．

定義 2.1 (p 次力学系次数). X は C 上の滑らかな射影代数多様体とし，ω を X 上の Kähler 形式とする．

f : X 99K X は X からそれ自身への支配的な有理写像とする．f の不定集合を If で表す．また，fn で f の

n回合成写像を表す．p ∈ Z, 0 ≤ p ≤ dimX とする．

(1) f |(X\If ) : (X \ If ) → X のグラフの X × X における閉包を Γf で表し，Γ̃f を Γf の特異点

3
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解消とする．π1 : Γ̃f → X を第 1 成分への射影，π2 : Γ̃f → X を第 2 成分への射影とする．

f∗(ωp) := (π1)∗(π
∗
2(ω

p)) とおく．ここで，f∗(ωp) は C∞ 形式 π∗
2(ω

p) をカレントとみて，π1 で押し

出した X 上の (p, p)-カレントである．そして，

dp(f) :=

∫
X

f∗(ωp) ∧ ωdimX−p

と定める．

(2) X, f は上の通りとする．

(2.1) λp(f) := lim
n→∞

dp(f
n)1/n

と定める．λp(f)を f の p次力学系次数（p-th dynamical degree）という．

注意 2.2. 容易にわかるように，p次力学系次数 λp(f) は Kähler form ω の取り方によらない．したがって，

p次力学系次数は (X, f) から定まる量である．[21] により，λp(f)の定義 (2.1) の右辺の極限は存在する．

上と同様に，X は C 上の滑らかな射影代数多様体，f : X 99K X は X からそれ自身への支配的な有理写

像とする．ω を X の Kähler form とする．以下で，0次力学系次数，d次力学系次数（d = dimX），1次力

学系次数についてもう少し詳しく見よう．

0次力学系次数

d0(f
n) =

∫
X
ωdimX > 0 （n に無関係）だから

λ0(f) := lim
n→∞

d0(f
n)1/n = 1

となる．したがって，0次力学系次数は常に 1 である．

d次力学系次数（d = dimX）

X の一般の点の f による逆像の個数を位相的次数（topological degree）といい，e(f) で表す．このとき，

e(fn) = e(f)n である．

ddimX(fn) =

∫
X

(fn)∗(ωdimX) = e(fn) ·
∫
X

ωdimX = e(f)n ·
∫
X

ωdimX

だから，
λdimX(f) := lim

n→∞
ddimX(fn)1/n = e(f)

となる．したがって，d次力学系次数（d = dimX）は f の位相的次数に他ならない．

1次力学系次数

X = PN として，1次力学系次数の例をあげよう．

PN を C 上のN 次元射影空間，f : PN 99K PN は PN からそれ自身への支配的な有理写像とする．ωFS は

PN の Fubini-Study 計量とする．

このとき，斉次多項式 F0, . . . , FN ∈ C[X0, . . . , XN ] で，GCD(F0, . . . , FN ) = 1 であるものを用いて

f = (F0 : F1 : · · · : FN ) と表せる．algdeg(f) := deg(Fi) とおけば，

d1(f) :=

∫
PN

f∗(ωFS) ∧ (ωN−1
FS ) = algdeg(f)

4
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となる．よって，第 1次力学系次数は λ1(f) = limn→∞ algdeg(fn)1/n で与えられる．

例 2.3. (1) N = 2とする．f : P2 → P2（algdeg(f) = 2）を

f : P2 → P2, (x0 : x1 : x2) 7→ (x20 : x21 : x22)

で定める．このとき，fn(x0 : x1 : x2) = (x2
n

0 : x2
n

1 : x2
n

2 ) であるから，algdeg(fn) = 2n である．

よって， f の第 1次力学系次数は，λ1(f) = lim
n→∞

algdeg(fn)1/n = 2 になる．

(2) N = 2とする．g : P2 99K P2（algdeg(g) = 2）を

g : P2 99K P2, (x0 : x1 : x2) 7→ (x1x2 : x0x1 : x22)

で定める．このとき，g2(x0 : x1 : x2) = (x0x1x
2
2 : x0x

2
1x2 : x42) = (x0x1x2 : x0x

2
1 : x32) であ

るから，algdeg(g2) = 3 となる． {an}∞n=1 を Fibonacci 数列，すなわち，漸化式 a1 = a2 = 1,

an+2 = an+1 + an で定まる数列とおく．すると，

gn(x0 : x1 : x2) = (x
an−1

0 xan
1 x

an−1

2 : xan
0 x

an+1

1 : x
an+2

2 )

であるから，algdeg(gn) = an+2 である．

よって，g の第 1次力学系次数は λ1(g) = limn→∞ algdeg(gn)1/n = (1 +
√
5)/2（黄金比） になる．

力学系次数について，いくつか補足したい．

注意 2.4. (1) Bellon–Viallet [10] は，1 次力学系次数 λ1(f) は常に代数的整数であると予想している．こ

の予想は，いくつかの場合に正しいことが示されているが，一般には未解決である（と思う）．さらに，

任意の　 1 ≤ p ≤ dimX について，p 次力学系次数も，知られている場合はすべて代数的整数になっ

ている（と思う）．

(2) X を有理曲面とし，f : X 99K X を双有理な射（つまり不定集合 If が空集合）で位相的エントロ

ピーが正とする． [52] において McMullen は，λ1(f) が Lehmer 数以上であることを示している．

また，上原 [59] は，Weyl 群から定まる任意の Salem 数 λ について，適当な有理曲面と双有理な射

f : X 99K X が存在して，λ1(f) = λ となることを示している．

(3) dimX ≥ 3 とする．このとき，p ̸= 0, 1, dimX について，λp(f)の値（例えば λ2(f)など）は，あま

り知られていない（と思う）．もちろん，X = PN で f が射（つまり，f の不定集合 If が空集合）の

ときは，d = algdeg(f) とおくと，定義から λp(f) = dp （0 ≤ p ≤ N）が成り立つ．そこで，f は射

でないか，X は射影空間でないと仮定する．このとき，以下は知られている．

• C上の滑らかな射影代数多様体 X と支配的な有理写像 f : X 99K X に対して，λp−1(f)λp+1(f) ≤
λp(f)

2（ 1 ≤ p ≤ dimX − 1 ）が成立する（Guedj [28]）．

• f が PN の monomial map の場合は λp(f) は具体的に求まる（Favre–Wulcan [26], Lin [45],

[46]）．

• ハイパーケーラー多様体 X の自己同型射 f : X → X について，p 次力学系次数 λp(f) は Salem

数か 1（特に代数的整数） である（Oguiso [47]）．
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2.2 力学系次数と位相的エントロピーの関係

X は C 上の滑らかな射影代数多様体，f : X 99K X は X からそれ自身への支配的な有理写像とする．If

で f の不定集合を表し，Ωf := X \
∪

n∈Z f
n(If ) とおく．

位相的エントロピー（topological entropy）の定義をしよう．ω を X の Kähler 計量とし，ω から X に距

離 dist : X ×X → R を入れる．
n ∈ Z>0 と ε > 0 について，Ωf の部分集合 F が (n, ε)-分離的（ (n, ε)-separated） というのを，

任意の x, y ∈ F (x ̸= y) について max
0≤i≤n−1

dist(f i(x), f i(y)) ≥ ε

によって定める．

定義 2.5 (位相的エントロピー). X, f は上の通りとする．このとき，f の位相的エントロピーは，

(2.2) htop(f) := sup
ε>0

(
lim sup
n→∞

log
1

n
logmax {#F | F は Ωf の (n, ε)-分離的な部分集合 }

)
で定義される．

位相的エントロピーと力学系次数の間には次のような等式がある．

定理 2.6 (Gromov [29], Yomdin [61]). f : X → X を C 上の滑らかな射影代数多様体 X からそれ自身への

全射な射（つまり，f の不定集合 If は空集合）とする．このとき

htop(f) = max
0≤p≤dimX

log λp(f)

が成り立つ．

Gromov, Yomdin の定理は，f が射のとき，位相的エントロピーが力学系次数によって捉えられることを

示している．p次力学系次数は，f の (p, p) コホモロジー Hp,p(X) への作用として捉えることができる．実

際，一般に C 上の有限次元ベクトル空間 V の線形変換 φ : V → V について，φ のスペクトル半径（spectral

radius）を ρ(φ) = max{|α| | α は φ の固有値 } で定める．このとき，λp(f) = ρ
(
f∗|Hp,p(X)

)
となるから，

htop(f) = max0≤p≤dimX log ρ
(
f∗|Hp,p(X)

)
となる．

f が射と限らない支配的な有理写像のときは，位相的エントロピーと力学系次数の間には不等式が存在する．

定理 2.7 (Dinh–Sibony [21]). f : X 99K X を C 上の滑らかな射影代数多様体 X からそれ自身への支配的

な有理写像とする．このとき

(2.3) htop(f) ≤ max
0≤p≤dimX

log λp(f)

が成り立つ．

注意 2.8. 一般には，有理写像のときは (2.3) において等号は成り立たない．実際，力学系次数は双有理不変

量である（つまり，X と Y が双有理で，f を Y から Y への有理写像とみなしたときの写像を g とすれば，

λp(f) = λp(g)が成り立つ）ことが，Dinh–Nguyên [22], Dinh–Nguyên–Truong [23] の結果から従う．一方，

htop(f) は双有理不変量ではないことが知られている．筆者は小木曽啓示氏からこのことを教えていただいた．
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2.3 1次力学系次数と算術的次数

2.1節では力学系次数を，2.2節では力学系次数と位相的エントロピーの関係を紹介した．この小節では，1

次力学系次数への数論的なアプローチについて紹介したい．

K を代数体（つまり，Q 上の有限次拡大体），K を K の代数閉包，X をK 上の滑らかな射影代数多様体，

L を X 上の直線束とする．このとき，L に付随する高さ関数（height function）

(2.4) hL : X(K) → R

を定めることができる．

hLは Lから一意には決まらないが，h′Lを Lに付随する別の高さ関数とすれば，supP∈X(K) |hL(P )− h′L(P )| <
+∞ が成り立つ．すなわち，X(K) 上の有界関数を法とすれば，hL は L から一意に定まる．

hL の定義など高さ関数の一般論については，[44], [33]や [13] などを参照してほしい．（数論力学系の教科

書には [55]がある．）

本稿では，naive 高さ hnaive とよばれる射影空間 PN 上の高さを定義しよう．以下の例 2.13，例 2.14で 1

次力学系次数と算術的次数の関係をみるが，その例では有理点の hnaive 高さ（定義 2.9）しか使わない．

定義 2.9 (有理点の naive 高さ). PN を Q 上の N 次元射影空間とする．P ∈ PN (Q)とし，P = (x0 : x1 :

· · · : xN )を xi ∈ Z かつ GCD(x0, . . . , xN ) = 1 と書く．このとき，

hnaive(P ) := logmax{|x0|, . . . , |xN |}

で定める．

例えば，P2 の有理点 (1/2 : 1/3 : 1) の naive 高さは hnaive ((1/2 : 1/3 : 1)) = hnaive ((3 : 2 : 6)) = log 6

である．

注意 2.10. (1) 一般に，K を代数体とするとき，代数的点 P ∈ PN (K) に対して，その naive 高さ

hnaive(P ) が定まる．3.1 節でもう少し詳しく述べるが，MK を K の素点からなる集合，| · |v を v に

付随する（正規化された） v-進ノルムとするとき，

hnaive(P ) :=
1

[K : Q]

∑
v∈MK

logmax{|x0|v, . . . , |xN |v}

で与えられる．

(2) hnaive : PN (Q) → R は，PN (1) の豊富な直線束 OPN (1) に付随する高さ関数である．

(3) 一般に，L を代数体K 上の滑らかな射影代数多様体 X 上の豊富な直線束とし，hL : X(K) → R を L

に付随する高さ関数とする．hL(P ) は代数的点 P ∈ X(K) の「算術的な大きさ（arithmetic size）」，

「算術的な複雑さ（arithmetic complexity）」を測る量と考えられる．

X は代数体 K 上の滑らかな射影代数多様体，f : X 99K X は X からそれ自身への支配的な有理写像，If

を f の不定集合とする．

Xf (K) := {P ∈ X(K) | fn(P ) ̸∈ If (for all n ≥ 0)}

とおく．Xf (K) は無限集合である（[1]）

7
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力学系次数では，写像の反復合成に関する「次数」の増大度を測っていた．以下では，写像の反復合成に関

する代数的点の「高さ」の増大度を測ろう．

定義 2.11 (算術的次数). L を X 上の豊富な因子とする．このとき，X(K) 上で hL ≥ 1 となるように hL

をとることができる．P ∈ Xf (K) に対して

αf (P ) := lim sup
n→∞

hL (fn(P ))
1/n

と定め，f の P での算術的次数（arithmetic degree）という．

注意 2.12. αf (P ) は， P の f による反復合成に関する高さの増大度を測る量である．αf (P ) は L と hL の

取り方によらないことが容易にわかる．したがって，αf (P ) は，(X, f) と P ∈ Xf (K) から決まる量である．

1次力学系次数のときに使った例 2.3を用いて，1次力学系次数と算術的次数を比較しよう．

例 2.13. 例 2.3(1) のように，f : P2 → P2 を 2 乗射

f : P2 → P2, (x0 : x1 : x2) 7→ (x20 : x21 : x22)

とする．L = OP2(1) とし，hL として hnaive + 1 をとる（P2(Q) 上で hL ≥ 1 としたいため）．

(1) P = (1 : 1 : 1) ととる．fn(P ) = (1 : 1 : 1) であり，hL(fn(P )) = hnaive(f
n(P )) + 1 = 1 である．

よって，αf (P ) := lim supn→∞ hL (fn(P ))
1/n

= 1 となる．

(2) Q = (1 : 3 : 1) ととる．fn(Q) = (1 : 32
n

: 1) であり，hL(fn(Q)) = hnaive(f
n(Q)) + 1 =

log(32
n

) + 1 = 2n log 3 + 1 である．よって，αf (Q) := lim supn→∞ hL (fn(Q))
1/n

= 2 となる．

例 2.3(1) でみたように，f の 1 次力学系次数は λ1(f) = 2 であった．したがって，αf (P ) ≤ λ1(f),

αf (Q) ≤ λ1(f) が成り立っている．

例 2.14. 例 2.3(2) のように，g : P2 99K P2 を

f : P2 99K P2, (x0 : x1 : x2) 7→ (x1x2 : x0x1 : x22)

で定める．L = OP2(1) とし，hL として hnaive + 1 をとる．

(1) P = (1 : 1 : 1) ととる．gn(P ) = (1 : 1 : 1) であり，hL(gn(P )) = hnaive(g
n(P )) + 1 = 1 である．

よって，αg(P ) := lim supn→∞ hL (gn(P ))
1/n

= 1 となる．

(2) Q = (1 : 3 : 1) ととる．{an}∞n=1 を例 2.3(2) のように Fibonacci 数列とする．gn(Q) = (3an−1 :

3an : 1) であり，hL(gn(Q)) = hnaive(g
n(Q)) + 1 = an log(3) + 1 である．よって，αg(Q) :=

lim supn→∞ hL (gn(Q))
1/n

= (1 +
√
5)/2（黄金比）となる．

例 2.3(2)でみたように，g の 1 次力学系次数は λ1(g) = (1+
√
5)/2 であった．したがって，αg(P ) ≤ λ1(g),

αg(Q) ≤ λ1(g) が成り立っている．

例 2.13, 例 2.14では，いずれも算術的次数は第 1力学系次数を超えなかった．これは一般に成り立つ．

定理 2.15 ([40]). f : X 99K X を，代数体 K 上の滑らかな射影代数多様体 X からそれ自身への支配的な有

理写像とする．このとき，任意の P ∈ Xf (K) に対して，

αf (P ) ≤ λ1(f)

8
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が成り立つ．

算術的次数の性質をより詳しく調べよう．X を代数体K 上の滑らかな射影代数多様体，f : X 99K X をX

からそれ自身への支配的な有理写像とする．補助的に，X 上の豊富な直線束 L と，高さ関数 hL ≥ 1 をとる．

予想 2.16 ([54], [40]). (1) 任意の P ∈ Xf (K) に対し，αf (P ) := limn→∞ hL(f
n(P )) が存在する．（つ

まり，lim sup でなく lim が存在する．）

(2) 任意の P ∈ Xf (K) に対し，αf (P ) は 代数的整数である．

(3) 与えられた (X, f) に対し，{αf (P ) | P ∈ Xf (K)} は有限集合である．
(4) P ∈ Xf (K) は，前軌道 Of (P ) := {P, f(P ), f2(P ), . . .} が X で Zariski 稠密であるような点とする．

このとき，αf (P ) = λ1(f) が成り立つ．

注意 2.17. 予想 2.16(1) の lim sup が lim に置き換えられるということには意味がある．実際，予想 2.16(1)

が成り立てば，算術的次数 αf (x) は x の前軌道 Of (x) の算術的な大きさを測っていることが分かる．正確

に述べると，

lim
B→∞

#{y ∈ Of (x) | hL(y) ≤ B}
logB

=
1

logαf (x)

が成り立つことが分かる（αf (x) = 1のときは右辺は ∞ として正しい）．予想 2.16(2) は，第 1力学系次数

における Bellon–Viallet の予想（注意 2.4(2)参照）の算術的次数版と思える．

予想 2.16 はいくつかの場合に正しい．

定理 2.18 (Silverman [54]). f : PN 99K PN を，代数体 K 上の射影空間からそれ自身への monomial map

とする．このとき，予想の (1)(2)(3)(4) は正しい．

定理 2.19 (K.–Silverman [41], [42]). f : X → X を，代数体 K 上の滑らかな射影代数多様体 X からそれ

自身への全射な射（つまり，不定集合 If が空集合）とする．

(1) このとき，予想の (1)(2)(3) は正しい．

(2) 次のときは，予想 (4) も正しい．

(a) ある豊富な直線束 L が存在して，ある正の整数 d ≥ 2 について f∗(L) ∼= L⊗d となる．（偏極付き

力学系という．定義 3.6参照．）

(b) dimX = 2で f は同型射である．

(c) X はアーベル多様体，f は群の準同型写像である．

注意 2.20. (1) 定理 2.19で (a)の場合は Call–Silverman [15] の結果から従う．定理 2.19で (b)の場合

は [37] の結果から従う．

(2) 定理 2.19(1)では，Call–Silverman [15] の標準的高さ関数の理論を，ジョルダンブロックに対する標

準的高さ関数に拡張して示す．また，定理 2.19(c)の証明は，ネフな R-因子に対する アーベル多様体
の Néron–Tateの高さ関数の性質を調べることによって得られる．

(3) “正則な”多項式同型 f : AN → AN を，射影空間に拡張した双有理写像 f : PN 99K PN についても，

[35], [38] の結果を使うと予想の (1)(2)(3)(4) が正しいことが分かる（[41]参照）．
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3 等分布定理

数論力学系の深い結果は，等分布定理（equidistribution theorem）を使って得られるものが多い．等分布

定理は，Yuan [62] によって，非常に一般的な設定で証明された（関連する結果については，注意 3.13を参照

されたい）．

3.1節で Yuan [62] の結果を紹介し，3.2節以下で等分布定理の数論力学系への応用を紹介する．具体的に

は，3.2 節で Yuan [62] による偏極付き力学系への応用を，3.3 節で Yuan-Zhang [63] による 2 つの偏極付

き力学系への応用を，3.4 節で DeMarco–Wang–Ye [19] による楕円曲線の数論の定理への応用を紹介する．

なお，筆者自身の等分布定理に関連する結果はあまりなく，注意 3.13(5)と注意 3.16に書いたものぐらいで

ある．

3.1 等分布定理

Yuan [62] による等分布定理を紹介するために，記号の設定をしよう．

K は代数体（すなわち，Q上の有限次拡大体）とする．OK でK の整数環を表す．Mfin
K = Spec(OK)\{0}，

M∞
K = {v : K ↪→ C | 体の埋込み } とおき，MK =Mfin

K ∪M∞
K とおく．MK の元 v を K の素点とよぶこ

とにする（v ∈M∞
K が実のときは，通常の呼び方と少し違うことに注意されたい）．v ∈Mfin

K のとき v を非

アルキメデス的，v ∈ M∞
K のとき v をアルキメデス的とよぶ．v ∈ MK に対し， Kv を K の v-進ノルム

| · |v による完備化を表し，Cv でKv の代数閉包の完備化を表す．

X を代数体K 上に定義された滑らかな射影代数多様体とし，L を X 上の直線束とする．K の素点 v に対

して，XCv := X ×Spec(K) Spec(Cv)，LCv := L⊗K Cv とおく．

Xan
Cv
で XCv に付随する解析空間（analytic space）を表す．v がアルキメデス的のときは，Xan

Cv
は通常の

複素解析空間 Xv(C) である．v が非アルキメデス的のときは，Xan
Cv
は集合としては

Xan
Cv

:= {(x, | · |) | x ∈ XCv , | · | は剰余体 κ(x) のノルムで，Cv のノルムを拡張}

で与えられるXCv に付随する Berkovich 空間である（[11]参照）．v がアルキメデス的のときも，非アルキメ

デス的のときも，Xan
Cv
はコンパクトハウスドルフ空間になる．

x ∈ X(Cv) に対して，∥ · ∥v(x) は LCv (x) の Cv-ノルムとする．このとき，∥ · ∥v := {∥ · ∥v(x)}x∈X(Cv) と

おく．

X 上の直線束 L と各素点 v ∈MK 上の計量 ∥ · ∥v の組 L := (L, {∥ · ∥v}v∈MK
) を，アデール計量付き直線

束という．（正確には，計量は連続であるなどの仮定を入れる．詳しくは，Zhang [66]などを参照されたい．）

さらに，L が豊富なときには，アデール計量付き直線束 Lが半正である（semipositive）ということが定義

できる. 詳しくは，Zhang [66] などを参照されたい．おおざっぱにいえば，L が半正であるとは，v ∈ MK

がアルキメデス的なときには，∥ · ∥v は LCv の C∞ な正の計量の一様収束極限として表されることを要請す

る．v ∈ MK が非アルキメデス的なときには，∥ · ∥v は (X,L) の Kv の整数環上のモデルから決まる計量の

一様収束極限として表されることを仮定し，さらに，Spec(OK) の Zariski開集合 U ̸= ∅ が存在して，任意の
v ∈ U 上では ∥ · ∥v は (X,L) の U 上のモデルから決まる計量であることを要請する．

以下では，X は代数体K 上に定義された滑らかな射影代数多様体とし，L は X 上の豊富な直線束とする．

L := (L, {∥ · ∥v}v∈MK
) は X 上のアデール計量付き直線束で半正であると仮定する．

10
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定義 3.1 (Galois軌跡). x ∈ X(K) に対して，x の Galois軌跡（Galois orbit）を，

G(x) := {σ(x) ∈ X(K) | σ ∈ Gal(K/K)}

で定める．

定義 3.2 (高さ関数). アデール計量付き直線束 L に付随する高さ関数

hL : X(K) → R

を，x ∈ X(K) に対して，

(3.5) hL(x) =
1

#G(x)

∑
v:素点

∑
z∈G(x)

(− log ∥s∥v(z))

で定める．ただし，s は G(x) 上で 0 にならない L の任意の有理切断であり，積公式から hL(x) は s の取り

方によらずに決まる．

注意 3.3. hL は 2.3節 で述べた L に付随する高さ関数である．すなわち，hL を L に付随する高さ関数（の

1つ）とすれば，supx∈X(K) |hL(x)− hL(x)| < +∞ が成り立つ．L は計量が入っているので，有界関数を法

にすることなく，hL は L から一意的に決まっている．

さらに，次も定義される．

L をアデール計量付き直線束とするとき，各素点 v に対して，Xan
Cv
上の確率測度

dµv =
c1(L, ∥ · ∥v)dimX

degL(X)

が定まる．これを，Monge–Ampère 測度（Chambert-Loir測度）という．dµv の構成については，Chambert-

Loir [18] を参照されたい．

Y を XK の部分多様体とする．s を L の有理切断で，Y と div s が固有に交わるものとする．このとき，

Y に関する次元に関する帰納法で，

hL(Y ) = hL(Y · div)−
∑

v∈MK

∫
Xan

v

log ∥s∥v c1
(
L, ∥ · ∥v

)dimY ∧ δY

によって，Y の高さ hL(Y ) ∈ R を定めることができる（例えば，[64]を参照されたい）．

定義 3.4 (高さの小さい点からなる生成的な点列). X,L は上の通りとする．{xm}∞m=1 ⊂ X(K) が高さの小

さい点からなる生成的な点列（generic sequence of small height）であるとは，次の 2 条件を満たすときに

いう．

(i) limm→∞ hL(xm) = hL(X) が成り立つ．

(ii) 任意の XK の真の部分多様体 Y に対して，ある m0 が存在して，任意の m ≥ m0 に対して xm ̸∈ Y

となる．

x ∈ X(K) とする．K の各素点 v に対して，G(x) = {σ(x) | σ ∈ Gal(K/K)} は Xan
Cv
の有限集合とみな

すことができる．そこで，

µv,x :=
1

#G(x)

∑
z∈G(x)

δz （δz は Dirac 測度）

11



79

とおく．µv,x は Xan
Cv
上の確率測度を定める．

以上の準備のもとに，（ようやく）Yuan [62]による等分布定理を述べることができる．

定理 3.5 (Yuan [62], 等分布定理). K を代数体, X を K 上に定義された滑らかな射影代数多様体，L を X

上の豊富な直線束とする．L := (L, {∥ · ∥v}v ∈ MK ) は，X 上の半正なアデール計量計量付き直線束とする．

{xm}∞m=1 ⊂ X(K) を高さの小さい点からなる生成的な点列とする．このとき，K の各素点 v に対して，Xan
Cv

上で，{xm}∞m=1 の Galois 軌道に付随する確率測度 µv,xm はMonge–Ampère 測度 dµv = c1(L,∥·∥v)
dimX

degL(X) に

弱収束する．

3.2 偏極付き力学系への応用

Yuan [62] によって与えられた，等分布定理の偏極付き力学系への応用を紹介しよう．

定義 3.6 ([64]参照). X を滑らかな射影代数多様体, f : X → X を X からそれ自身への射とする．X 上の

豊富な直線束 L が存在して，ある整数 d ≥ 2 に対して f∗L ∼= L⊗d となるとき，(X, f, L) を 偏極付き力学

系（polarized dynamical system）という．

例 3.7. (1) A をアーベル多様体，[2] : A → A を [2]-倍射とする．L を豊富で対称な（すなわち，

[−1]∗L ∼= L である）直線束とすれば，[2]∗L ∼= L⊗4 となるから，(A, [2], L) は偏極付き力学系である．

(2) f : PN → PN を次数が 2 以上の射とするとき，(PN , f,OPN (1)) は偏極付き力学系である．

さて，K は代数体とし，K 上の偏極付き力学系 (X, f, L) を考える．すなわち，X は K 上に定義された

滑らかな射影代数多様体で，f ;X → X は X からそれ自身への射であり，L は X 上の豊富な直線束で，あ

る整数 d ≥ 2 が存在して，同型 φ : f∗L ∼= L⊗d が存在するとする．

点 x ∈ X(K) は，fn(x) = fm(x) となる 0 ≤ m < n が存在するとき，f に関する前周期点（preperiodic

point）であるという．また，fm(x) = x となる 0 < m が存在するとき，f に関する周期点（periodic point）

であるという．ここでは，前周期点を主に考え，

(3.6) Prep(f) := {x ∈ X(K) | xは f に関する前周期点 }

とおく．このとき，次が成立する．

命題 3.8 (Zhang [66]). (1) 各素点 v ∈ MK に対して，φCv : f∗LCv
∼= L⊗d

Cv
計量同型になる LCv の計量

∥ · ∥v,can が唯一存在する．
(2) (1) の計量で，L

can
:= (L, {∥ · ∥v,can}v∈MK ) は 半正なアーデル計量付き直線束になる．

(3) ĥf := hLcan とおくと（式 (3.5)参照），ĥf に関する高さが 0 である点全体のなす集合は，f に関する

前周期点全体のなす集合に一致する．すなわち，

{x ∈ X(K) | ĥf (x) = 0} = Prep(f)

が成り立つ．

(4) X 自身の ĥf に関する高さは 0 である．すなわち，ĥf (X) = 0 が成り立つ．

定義 3.9. ĥf := hLcan を 偏極付き力学系 (X, f, L) から定まる 標準的高さ関数（canonical height function）

とよぶ．

12
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命題 3.8を用いて，偏極付き力学系 (X, f, L) に Yuan の定理 3.5を適用すると，次の系が得られる．

定理 3.10 (Yuan [62], 偏極付き力学系の等分布定理). (X, f, L) を 代数体 K 上の偏極付き力学系とする．

L
can

:= (L, {∥ · ∥v,can}v∈MK ) を偏極付き力学系から定まるアーデル計量付き直線束とし，ĥf := hLcan :

X(K) → R を標準的高さ関数とする．{xm}∞m=1 ⊂ X(K) は生成的な点列で，limm→∞ ĥf (xm) = 0 を満た

すとする．このとき，K の各素点 v ∈ MK に対して，Xan
Cv
上で，{xm}∞m=1 の Galois 軌道に付随する確率

測度 µv,xm はMonge–Ampère 測度 dµv,can =
c1(L,∥·∥can

v )dimX

degL(X) に弱収束する．

この定理を，例 3.7の偏極付き力学系に適用してみよう．

例 3.11 (cf. Szpiro–Ullmo–Zhang [56]). A を代数体K 上に定義されたアーベル多様体，L を豊富で対称な

直線束とする．例 3.7で述べたように，このとき，(A, [2], L) は偏極付き力学系になる．(A, [2], L) に関する

標準的高さは，（Lに付随する）Néron–Tate の高さ ĥNT に等しい．また，[2]-倍射に関する K-前周期点は，

A の捻れ点（torsion point）に他ならない．

v を K のアルキメデス的な付値とする．Cv を複素数体 C で表し，v によって K は C に埋め込まれてい
るとみなす．このとき，Monge–Ampère 測度 dµv,can はアーベル多様体 A(C) の正規化された Haar 測度に

他ならない．{xm}∞m=1 ⊂ A(K) は生成的な点列で，limm→∞ ĥNT (xm) = 0 を満たすとする．このとき，定

理 3.10は，{xm}∞m=1 の Galois 軌道に付随する確率測度 µv,xm が，A(C) の正規化された Haar 測度に弱収

束することを示している．

例えば，A の捻れ点 x ∈ A(K) は ĥNT (x) = 0 を満たすので，非常におおざっぱにいえば，十分に一般の

捻れ点 x を考えると，x の K 上の共役点全体は A(C) 上でほぼ等分布していることが分かる．

例 3.12 (cf. Bilu [12]). K は代数体とする．f : P1 → P1 を 2乗射 (x0 : x1) 7→ (x20 : x21) とする．このと

き，f∗OP1(1) ∼= OP1(2) となるから，(P1, f,OP1(1)) は偏極付き力学系である．このとき，(P1, f,OP1(1)) に

関する標準的高さは，naive 高さ hnaive に他ならない（定義 2.9参照）．また，P1(K) = K ∪ {∞} とみると
き，Kronecker の定理より Prep(f) = {x ∈ K | xは 1のべき根 } ∪ {0,∞} である．
{xm}∞m=1 ⊂ P1(K) は生成的な点列で，limm→∞ ĥnaive(xm) = 0 を満たすとする．例えば，相異なる 1 の

ベキ根からなる点列 {xm}∞m=1 はこのような点列である．

(1) v を K のアルキメデス的な付値とする．Cv を複素数体 C で表し，v によって K は C に埋め込まれ
ているとみなす．このとき，Monge–Ampère 測度 dµv,can は単位円周 {z = eiθ | 0 ≤ θ ≤ 2π} 上の正
規化された Haar 測度 dθ

2π に他ならない．したがって，定理 3.10は，{xm}∞m=1 の Galois 軌道に付随

する確率測度 µv,xm が，単位円周上の正規化された Haar 測度 dθ
2π に弱収束することを示している．

例えば，K = Q とし，xm を 1 の原始 m 乗根としよう．このとき，xm の Q 上の共役点は

G(xm) =

{
exp

(
2πk

m

)
∈ C

∣∣∣∣ 1 ≤ k ≤ m, GCD(k,m) = 1

}
で与えられる．そしてm→ ∞ のとき，G(xm) は，単位円周 {|z| = 1} 上に（Haar 測度に関して，弱

収束の意味で）等分布している．

(2) v が非アルキメデス的な付値とする．このとき，Monge–Ampère 測度 dµv,can は単位円板 {|z|v ≤ 1}
に対応する Berkovich空間 P1an

Cv
の 1点（Gauss点）に台をもつ Dirac 測度になる．したがって，定

理 3.10 は，{xm}∞m=1 の Galois 軌道に付随する確率測度 µv,xm が， P1an
Cv
の Gauss 点に台をもつ

Dirac 測度に弱収束することを示している．
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注意 3.13. (1) v がアルキメデス的のとき，アーベル多様体上の等分布定理は Szpiro–Ullmo–Zhang [56]

によって Arakelov 幾何を使ってはじめて証明された（例 3.11参照）．Ullmo [60] と Zhang [65] は，

このアーベル多様体上の等分布定理を使って，Bogomolov 予想の証明を与えた．

(2) 例 3.12は，アーベル多様体上の等分布定理の Gm 版とみなせる．v がアルキメデス的のとき，GN
m 上

の等分布定理は Bilu [12] によって証明された．

(3) 次元が 1 のときの，定理 3.5 にあたる等分布定理は，Baker–Rumely [4], Chambert-Loir [18], Favre–

Rivera-Letilier [25] によって証明された．それ以前に，Autissier [2], Baker–Hsia [3] も関連する結果

を証明している．奥山 [48]も参照されたい．

(4) Yuan の定理 3.5 は，Arakelov 幾何を使って等分布定理を非常に一般的な設定で証明している．ただ

し，次元が 1 のときは，定式化が異なり証明も違うので，[4] や [25] の結果を完全には含んでいない．

(5) 筆者自身の等分布定理に関連する結果はあまりないが，N ≥ 2のとき，偏極付き力学系 (PN , f,OPN (1))

について等分布定理が成り立つか分かっていなかった時期に，[34] で，v がアルキメデス的のとき，高

次元の Lattè 写像という PN の特別な射 f については等分布定理が成り立つことを指摘した（[56] の

結果から従う）．また，[36] では Yuan の定理 3.10 を利用した．

3.3 2つの偏極付き力学系への応用

この小節では，Yuan–Zhang [63] による 2つの偏極付き力学系への等分布定理の応用を紹介したい．

定理 3.14 (Yuan–Zhang’s unlikely intersection [63]). X は代数体 K 上の滑らかな射影多様体で，L は X

上の豊富な直線束とする．f : X → X と g : X → X はともに，(X,L) に関して偏極付き力学系になってい

るとする（すなわち，ある整数 df ≥ 2 と dg ≥ 2 が存在して，f∗L ∼= L⊗df , g∗L ∼= L⊗dg が成り立つとす

る）．このとき，次は同値になる．

(i) Prep(f) ∩ Prep(g) は X でザリスキー稠密である．（ここで，Prep(f) は f に関する前周期点全体の

なす集合である．(3.6) 参照． ）

(ii) Prep(f) = Prep(g) が成り立つ．

(iii) 標準的高さ関数 ĥf と ĥg は X(K) 上で一致する．（ĥf の定義は定義 3.9参照．）

定理 3.14を，P1 の 2乗射を用いて例示してみよう．

例 3.15. K は代数体で，f : P1 → P1 は 2乗射 (x0 : x1) 7→ (x20 : x21) とする．例 3.12 で説明したように，

このとき，ĥf は naive 高さ hnaive と一致し，Prep(f) = {x ∈ K | xは 1のべき根 } ∪ {0,∞} である．
g : P1 → P1 を次数が d ≥ 2 以上の射とする．このとき，定理 3.14は次の 3 つの条件が同値であることを

示している．

(i) Prep(g) は 1のべき根を無数に含む．

(ii) Prep(g) = {x ∈ K | xは 1のべき根 } ∪ {0,∞} である．
(iii) ĥg は naive 高さ hnaive と一致する．

さらに，このときは，(i)(ii)(iii)は以下の条件とも同値になる（[39]参照）．

(iv) 1のべき根 ε1, ε2 ∈ K が存在して，g は g(x0 : x1) = (ε1x
d
0 : ε1x

d
1)または　 g(x0 : x1) = (ε1x

d
1 : ε1x

d
0)
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と表される．

Yuan–Zhang による定理 3.14 の証明の概略を見てみよう．まず，x ∈ X(K) について，命題 3.8(3) より

ĥf (x) = 0 であることと x ∈ Prep(f) であることが同値であるから，

(iii) =⇒ (ii) =⇒ (i)

は明らかである．そこで，「(i) =⇒ (iii)」 を示せばよい．(i) が成り立つとき，生成的な点列で {xm}∞m=1 ⊂
X(K) で，limm→∞ ĥf (xm) = 0 かつ limm→∞ ĥg(xm) = 0 を満たすものがとれる．よって，等分布定理 3.10

を使うと，K の各素点 v に対して，f と g のMonge–Ampère 測度
c1(L,∥·∥can

f,v )dimX

degL(X) と
c1(L,∥·∥can

f,v )dimX

degL(X) が

一致することが分かる．ここで，算術的 Hodge 指数定理を用いると，c1(L, ∥ · ∥canf,v ) と c1(L, ∥ · ∥cang,v ) が一致

することが分かる．これから，各素点 v に対して，∥ · ∥canf,v と ∥ · ∥cang,v が定数倍の違いしかないことが分かる．

すると，素点 v をわたった和を考えることで，標準的高さ ĥf と ĥg が一致して（式 (3.5)参照），(iii) が成り

立つ．

注意 3.16. [39] において，筆者は Silverman と標準的高さ関数 ĥf と ĥg が一致するときにどういう

ことがいえるかを調べた．特に，定理 3.14 の非常に特別な場合にあたる f が 射影空間 PN の d 乗射

(x0 : · · · : xN ) 7→ (xd0 : · · · : xdN ) のときと，f が楕円曲線からくる 1 変数 4 次有理式（Lattès 写像，以下

の定義 3.18参照）のときに，(i)(ii)(iii) が同値であることを示した（1のべき根に関する Laurent の定理と，

アーベル多様体の捩れ点に関する Raunaud の定理を使う）．また，この場合には，ĥf = ĥg となる g の具体

的な形（上の例の (iv)にあたるもの）も求められる．

3.4 楕円曲線への応用

DeMarco–Wang–Ye [19] は， P1 の Lattès 写像（以下の定義 3.18参照）の族のなすパラメーター空間上

で等分布定理を使って，Masser–Zannier による楕円曲線についての数論の定理の別証明を与えた（さらに，

Masser–Zannier の結果よりも強い主張を示した）．力学系の手法を使って，楕円曲線についての数論の定理

を示すというのは非常に興味深いと思うので，この最後の小節で簡単に紹介したい．

まず，Masser–Zannierによる定理を述べよう．

定理 3.17 (Masser–Zannier’s unlikely intersection [49], [50]). t ∈ C, t ̸= 0, 1 に対して，Et を，射影平面

P2 内で，
Et : y2z = x(x− z)(x− tz)

（Legendre form）で与えられる楕円曲線とする．a ̸= b ∈ Q \ {0, 1} に対して，Pt := (a :
√
a(a− 1)(a− t) :

1), Qt := (b :
√
b(b− 1)(b− t) : 1) とおく．このとき，

{t ∈ C | Pt, Qt がともに Et の捩れ点 }

は有限集合となる．√
a(a− 1)(a− t) の取り方は二通りあるが，(a :

√
a(a− 1)(a− t) : 1) が Et の捩れ点のときは，(a :

−
√
a(a− 1)(a− t) : 1) も捩れ点になるので，定理の主張には影響しないことに注意しよう．

DeMarco–Wang–Ye [19] の結果を述べる前に，Lattès 写像の定義をする．
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定義 3.18. E を楕円曲線とし，φ : E → E を isogeny（つまり群の全射準同形写像）とする．さらに，

f は同型射ではないとしておく．φ は [−1]-倍射と可換であるから，φ は商空間 E/[−1] 上の全射な射

f : E/[−1] → E/[−1] を導く．ここで，E/[−1] は P1 と同型であるから，この同型を通じて f は P1 からそ

れ自身への射とみなせる．この f : P1 → P1 を Lattès 写像 とよぶ．

さて，楕円曲線 が Legendre form Et ⊂ P2 で与えられているときには，Et の [−1]-倍射は，Et ∋ (x : y :

z) 7→ (x : −y : z) ∈ Et で与えられる．従って，射影 π : Et → P1, Et ∋ (x : y : z) 7→ (x : z) ∈ P1 を商写像

Et → Et/[−1] ∼= P1 とみなすことができる．Et の isogeny として [2]-倍射を考えると，[2]-倍射の次数は 4

なので，これから導かれる Lattès 写像 ft : P1 → P1 は次数 4の射となる．具体的に計算すると，

(3.7) ft : P1 → P1, (x : z) 7→ ((x2 − tz2)2 : 4xz(x− z)(x− tz))

である．

Lattès 族を用いると，上の Masser–Zannier の定理は次のように言い換えられる．

定理 3.19 (定理 3.17の言い換え). t ∈ C, t ̸= 0, 1 に対して，ft : P1 → P1 を (3.7) で与えられる Lattès 写

像とする．このとき，任意の a ̸= b ∈ Q \ {0, 1} に対して，

{t ∈ C | a, b がともに ft の前周期点 }

は有限集合である．

t ∈ Q, t ̸= 0, 1 に対して，ĥft : P1(K) → R を ft に関する標準的高さとし，φ(t) := ĥft(a), ψ(t) := ĥft(b)

とおく．このとき，φ,ψ はパラメーター空間 (A1 \ {0, 1})(Q) 上の関数である．DeMarco–Wang–Ye [19]は，

φ,ψ について，等分布定理を用いて，Lattès 写像の族に対する上の定理 3.19（従って，定理 3.17）の別証明

を与えた．
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Minimal model theory for surfaces over an imperfect field

田中公∗

0 はじめに

本稿は未発表のプレプリント [T2]について、代数学シンポジウムで講演した内容をまとめたものである。

1 主定理

定理 1.1 (主定理). kを正標数の体とする。(X,∆)を k上の log canonicalな射影曲面とする。

1. (X,∆)に対して、ＭＭＰが成立する。つまり、因子収縮射の列があり、最後には極小モデルまたは森

ファイバー空間になる。

2. もしKX +∆がネフなら半豊富となる。

上記 1が極小モデルプログラムと呼ばれるもので、2がアバンダンスと呼ばれるものである。本定理は閉

体上および標数ゼロでは既に知られていた結果である。上記の定理を証明しようと思った際、まず思いつく

のは次の２つの方法である。

a. 閉体の時の証明を適用する。

b. 閉体の場合に帰着する。

例えば、上記 1(MMP)は aの方法で証明される。実際、証明は [T1]とほとんど同じであるので割愛する。

上記 2(アバンダンス）は aの方法は適用できない。例えば、閉体の場合はアルバネーゼ射やネーターの公式

などを用いるが、これらは regularな曲面には適用できない（と思われる）からである。実際には、アバン

ダンスは bの方法によって証明される。この為の鍵は以下の定理である。

定理 1.2. kを標数 p > 0の体とし、X を k上の regularな多様体とする。Y をX ×k k
1/p∞

の被約構造の正

規化とし、f : Y → X を誘導された射とする。すると、Y 上の有効因子 C が存在し、

KY + C = f∗KX

が成立する。

上記の設定において、Y は Q-分解的である。また f∗KX はカルティエ因子なので、上記の等号は因子と

しての等号である。ただ、KY 自身が因子として定まっている訳ではなく、線形同値の分の不定性があるの

で、上記等号は因子を線形同値で割ったレベルでの等号であるというべきかも知れない。いずれにせよ、主

張は Y の標準因子の方がX の標準因子より小さい、というものである。系として例えば次を得る。

系 1.3. kを標数 p > 0の体とし、X を k上の regularな射影多様体とする。Y をX ×k k
1/p∞

の被約構造の

正規化とする。すると、不等式

κ(X,KX) ≥ κ(Y,KY )

が成立する。

∗tanakahi@math.kobe-u.ac.jp
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2 田中公

2 主定理の証明の概略

主定理の内、ＭＭＰは証明が閉体の時と同じなので、アバンダンスについて説明する。大ざっぱに言うと、

アバンダンスの証明はマンフォードの既知の結果と定理 1.2によって示せる。なので、定理 1.2の証明につ

いて概観する。まず、X が幾何学的に被約なら既知の結果から従う。実際、この場合は正規化射について双

対化層の挙動を追うだけで良い。なので、問題は幾何学的に被約でない場合である。被約でないゴレンシュ

タインなスキームが与えられて、それの被約構造を取った際、両者の双対化層を比べるのは難しい。なので、

被約でないスキームが現れないようにすればよい。この為に次の補題が重要である。

補題 2.1. kを標数 p > 0の体とし、k′ と Lを kを含む体とする。次の２つを仮定する。

• [k′ : k] = p.

• L/kは純非分離的に閉じている。つまり、x ∈ Lかつ xp ∈ kならば x ∈ kが成立する。

すると、L⊗k k′ は体。

見ての通り、可換体に関する主張である。正直に条件を使っていけば証明できる。kを正標数の体として、

X を k上の正規な多様体とする。L := K(X)として上の補題を適用する事を考える。２つ目の「L/kは純

非分離的に閉じている。」という条件は α : X → Spec kという構造射が α∗OX = OSpec k という条件を満た

せばＯＫである。なので、k を Stein分解 X → Spec k1 → Spec k に現れる k1 で取り換えれば、上記の条

件は満たされる。すると、上記の補題は、「次数 pの純非分離拡大 k′/kによって base changeしたスキーム

X ×k k
′は integralになる」という事を主張している。よって、更にX ×k k

′の正規化X ′をとる。すると、

組 (X, k)から少し拡大した体上の組 (X ′, k′)が得られた事になる。これをどんどん繰り返して、かつ適切に

体拡大と取っていくと、有限回操作を行った後の組 (X ′′, k′′)が良い性質（正確にはX ′′ が k′′ 上幾何学的に

被約という性質）を満たし、あとは k′′ から k1/p
∞
まで base changeしてやると結論が得られる。

3 その他の定理

定理 1.2は綺麗な主張なので、他にも応用があるべきではないか？と考えるのは自然な事だと思う。実際

に、例えば次の２つの定理が得られた。

定理 3.1. k を正標数の代数閉体とする。f : X → Y を正規な多様体の間の射影な全射で f∗OX = OY を

満たすとする。KX が Q-カルティエとし、KX ≡f 0とする。もし一般ファイバーが正規でなければ、X は

uniruledである。

定理 3.2. kを正標数の代数閉体とする。f : X → Y を正規な多様体の間の射影な全射で f∗OX = OY を満

たすとする。X が Q-分解的とし、−KX が f -豊富で ρ(X/Y ) = 1とする。すると、f の一般ファイバーは

rationally chain connectedである。

上記２つのファイバー空間はどちらも極小モデル理論で重要である。どちらも generic fiberを取ってから

定理 1.2や、定理 1.2と同じ議論を適用する事によって主張が得られる。
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SINGULARITIES OF MODULI OF STABLE SHEAVES
ON SOME ELLIPTIC SURFACES

KIMIKO YAMADA

Abstract. Let X be some type of elliptic surface X over C with κ(X) = 1,

and M(c) the coarse moduli scheme of rank-two stable sheaves with Chern classes

(c1, c2) = (0, c) on X. Then M(c) allows only canonical singularities. By using it,

we hope eventually to calculate the Kodaira dimension of M(c).

1. Introduction

Let be O(1) an ample line bundle on a non-singular projective surface X over

C. A torsion-free sheaf E on X is O(1)-stable (resp. semistable) if for any proper

subsheaf F of E one has χ(F (n))/rk(F ) < χ(E(n))/rk(E) (resp. ≤) when n ≫ 0.

There exists the coarse moduli scheme M(c) of O(1)-stable rank-two sheaves with

Chern classes (c1, c2) = (0, c) ∈ Pic(X)×Z by Gieseker-Maruyama. If c is odd, then

M(c) is projective over C. By Donaldson and Zuo, if c is sufficiently large w.r.t. X

and O(1), then M(c) is normal, l.c.i., and of dimension ext1(E,E)0 − ext2(E,E)0

with E ∈ M(c).

In this article, we shall consider the following question, and report the following

theorem.

Question 1.1. (1) How is the birational property of M(c), e.g. its Kodaira dimen-

sion κ(M(c))? (2) Does M(c) allow only canonical singularities?

(See Definition 2.1 for definition of terms)

Theorem 1.2. Let X be a minimal elliptic surface over P1 s.t. (i) χ(OX) =

1, (ii) its singular fibers are either rational integral curve with one node (I1) or

multiple fiber with smooth reduction (nI0), and (iii) X has just two multiple fibers

with multiplicities (2,m), where m is odd and m ≥ 3. In particular, κ(X) is 1. Let

O(1) be c-suitable, that is, O(1) is so close to the fiber class f of the elliptic fibration

X → P1, that O(1) and f is not divided by any c-wall ([1, Def. 2.1]).

Then M(c) admits only canonical singularities.

For some history of Question 1.1, see Section 3. As explained there, this question

is settled mainly in the one case where pg(X) ̸= 0 and one can use generically non-

degenerate two-forms, or in the another case where moduli of sheaves is related to

This work was supported by the Grants-in-Aid for Young Scientists (B), JSPS, No. 23740037.
1
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some more-clarified scheme, e.g. Hilbert scheme of points, but neither case fits the

situation of Theorem 1.2. Expecting to calculate Kodaira dimension of M(c) by

using its original definition and Theorem 1.2, the author is now trying to estimate

the dimension of pluricanonical maps of M(c), and hopes to report it somewhere

else. We end with notifying that such a plan worked well in the following.

Fact 1.3. [6, Y] Let M be a moduli scheme of stable sheaves with fixed Chern classes

on an Enriques surface or a hyper-elliptic surface. If its expected dimension is not

less than 7, then M admits only canonical singularities. Moreover, if M is compact,

then its Kodaira dimension is zero. Also the characteristic of singular points of M

is obtained at [6, Lem. 13(a)].

Notation. For a line bundle L, Exti(E,E ⊗ L)◦ denotes the kernel of trace map

Exti(E,E⊗L) → H i(L). Denote dimExti(E,F ) and dimExti(E,E⊗)◦ by exti(E,F )

and exti(E,E ⊗ L)◦ respectively.

2. Ideas in the proof of Theorem 1.2

Let us begin with recalling the definition of some terms.

Definition 2.1. (1) Given any variety V0, define its Kodaira dimension κ(V0) to

be max{dimΦmKṼ

∣∣ m ∈ N}, where Ṽ is a desingularization of a completion of V0.

Kodaira dimension is birational invariant.

(2) A normal variety V is said to admit only canonical singularities when (i) KV is

Q-Cartier, and (ii) if ϕ : Ṽ → V is a desingularization with except divisors Ei, then

KṼ = ϕ∗KV +
∑

i aiEi (ai ≥ 0).

When V does so and V is complete, κ(V ) equals max{dimΦmKṼ

∣∣ m ∈ N}, so we

need not consider its desingularization Ṽ in calculating κ(V ).

Lemma 2.2. Under assumptions in Theorem 1.2, any sheaf E ∈ M satisfies that

ext2(E,E)◦ = hom(E,E(KX))
◦ ≤ 1 .

The next fact results from deformation theory of sheaves and singularities theory.

Fact 2.3 ([6] Lem. 2.5.). Let E be a stable sheaf on a projective surface.

(1) If hom(E,E(KX))
◦ = 0, then moduli M is non-singular at E.

(2) Suppose hom(E,E(KX))
◦ = 1 so Hom(E,E(KX))

◦ = C · f . Then f : E →
E(KX) define a map H1(f−) : Ext1(E,E) → Ext1(E,E(KX)) by H1(f−)(α) =

f ◦ α− α ◦ f . If rkH1(f−) ≥ 3, then M admits only canonical singularity at E.

Thus it’s important to estimate rkH1(f−). Let k(P1) denote the function field

of P1 and k(P1) its algebraic closure. We set η = η(P1) = Spec(k(P1)), η̄ =

Spec((k(P1))), Xη = X ×P1 η, and Xη̄ = X ×P1 η̄. Xη̄ is a nonsingular elliptic
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curve over η̄. Any sheaf F on X induces Fη on Xη, and Fη̄ on Xη̄. For E ∈ M(c),

Eη̄ is degree-zero semi-stable vector bundle on Xη̄ since O(1) is c-suitable, and so

Atiyah’s classification of vector bundles on an elliptic curve deduces the following.

Lemma 2.4. For E ∈ M(c), one of the following holds:

(A) Eη̄ is decomposable, that is, Eη̄ ≃ OXη̄(F )⊕OXη̄(−F ) on Xη̄. Moreover,

(A-1) OXη̄(F ) is not rational over k(P1). Let C → P1 be the double cover con-

sisting of nonsingular curves which corresponds to the stabilizer subgroup of OXη̄(F )

in Gal(k(P1)/k(P1)). Then OXη̄(F ) is rational over η′ = Spec(k(C)).

(A-2) OXη̄(F ) is rational over k(P1).

(B) Eη̄ is indecomposable on Xη̄.

Let E be a singular point ofM(c), and then there exists a traceless homomorphism

f : E → E(KX) by Fact 2.3 (1). We study E and f with Lemma 2.4 in mind, and

get the following.

Proposition 2.5. Under assumptions in Theorem 1.2, any singular point E ∈
M(c) satisfies the following: In Lemma 2.4, only Case (A-1) occurs; any traceless

homomorphism f : E → E(KX) satisfies det f ̸= 0; the determinant det f ∈ Γ(2KX)

induces double covers C → P1 and γ : Y = X ×P1 C → P1, and decompositions of

γ∗E on Y

(1) 0 −→ F± −→ γ∗E −→ G± −→ 0,

that extend decompositions of Eη̄ on Xη̄

0 −→ Ker(f ± s) −→ Eη̄ −→ Im(f ± s) −→ 0,

where ±s are eigenvalues of fη̄ : Eη̄ → E(KX)η̄ ≃ Eη̄.

To estimate the rank of H1(f−) : Ext1(E,E) → Ext1(E,E(KX)), we look into

RHom(F±, G±), and so on. Since only Case (A-1) occurs by Proposition 2.5, sub-

sheaves F± ⊂ γ∗E do not descend to subsheaves of E. Consequently several coho-

mology groups coming from RHom(F±, G±) etc. vanish, and thus we can obtain

good estimation of rkH1(f−) from below. In such a way, we can prove Theorem 1.2.

3. Appendix: History of Question 1.1

Here we note some historical background of Question 1.1; refer to [4, Section 11]

for more. When X is a minimal surface with KX = 0, i.e. a K3 surface or a

torus, moduli scheme M of rank-two stable sheaves is of Kodaira dimension zero

by [4, Thm. 11.1.7.]. If X is a minimal surface of general type, the expected

dimension of moduli scheme ext1(E,E)0 − ext2(E,E)0 is even, and |KX | contains
a reduced curve, then M is of general type for c2 ≫ 0 by [5]. In these works, they
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utilize generically non-degenerate two-forms, a generalization of symplectic forms

introduced by Mukai. When X is an Enriques surface or hyper-elliptic, see Fact 2.3.

Let X be an elliptic surface. When c1(E) · f is odd, M is non-singular. If in

addition X has just two multiple fibers, then moduli M is birationally equivalent to

Symt(Je+1(X)) by [2, Thm. 3.14], where c1(E) · f = 2e+ 1. This work uses the fact

that E ∈ M is obtained by a sequence of elementary transforms of a special sheaf

V0 s.t. V0|f is stable for every fiber f .

When c1 · f is even and X is an elliptic surface over P1 with just two multiple

fibers (plus some conditions), then M birationally fibers over some projective space

whose fibers are isomorphic to finite union of Jacobian of some hyperelliptic curves

by [1, Section 7]. They construct this fibration using the spectral cover induced by

a stable sheaf (cf. [3, p. 229]). Some upper bound of κ(M) is obtained there, but

κ(M) itself is still unknown.

Question 1.1 is unsolved yet in the following cases: (a) X is an Enriques surface,

but moduli of stable sheaves is not compact. (b) X is of Kodaira dimension one,

but c1(E) · f is even. (c) X is of general type, but conditions in [5] do not hold;

for example, the expected dimension of moduli is odd, or pg(X) = 0. (d) Most of

results above holds when c2 ≫ 0. How is the case where c2 is not sufficiently large?
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2–連結な種数 3 の超楕円的代数曲線束の非超楕円的変形

村上雅亮1

鹿児島大学大学院理工学研究科

1，背景等

複素数体 C 上の非特異射影代数曲面 S を考え，その上の相対極小な代数
曲線束構造 f : S → B を考えよう．ここに B は複素数体 C 上の非特異射影
代数曲線である．代数曲線束 f : S → B は一般ファイバーの種数が g のと
き種数 g の代数曲線束であると言い，全ての一般ファイバーが超楕円曲線と
なるとき超楕円的であると言う．本講演では種数 3 の超楕円的代数曲線束を
考え，全てのファイバーが 2–連結である場合2にこの代数曲線束が非超楕円
的代数曲線束に変形するための判定法 (十分条件) を与える．
主定理を述べるには幾らか記号を用意せねばならないので，まず背景から

述べよう．周知の様に代数曲線束の構造は代数曲面の研究において，古くか
ら中心的な役割を果たしてきた．その研究においては様々なアプローチがあ
るが，相対標準環を通した研究は近年最も重要で活発なものの内の一つであ
る (例えば [1], [7])．しかし相対標準環の大域構造については，局所構造に比
べずっと少ない理解しかなされて来なかった．F.Catanese と R. Pignatelli
は [5] において，相対標準環の大域構造を用いることにより，種数 2 の代数
曲線束と種数 3 の非超楕円的代数曲線束について新しいタイプの構造定理を
与えた．この結果は当該論文を含むいくつかの論文で応用されるなど有用で
あることが判明したので，このアプローチをより発展させるのは面白い問題
である．実際，[8] において我々は種数 3 の超楕円的代数曲線束の構造定理
を得た．
本講演の主定理はこの [8] の研究の続きである．そもそも超楕円曲線束

は本質的には線織曲面の曲線束構造の二重被覆である．この二重被覆として
の記述に頼らず相対標準環を用いることの利点の一つは，それが非超楕円的
代数曲線束と比較的容易に関連づけられること3である．本講演の主定理は，
[8] において得た超楕円曲線束を非超楕円的曲線束に関連づける試みを実行
したものとなっている．

2，主定理
1講演の機会を頂き有り難うございました．オーガナイザーの皆様に感謝申し上げます．
2ファイバー F は F = D + D′ なる部分曲線 D > 0, D′ > 0 への任意の分解について

DD′ ≥ 2 となるとき「2–連結である」と言われる．
3これはあくまでも利点の一つに過ぎず，勿論利点はこれだけではない．実際，Catanese

と Pignatelli は [5] において，種数 2 の代数曲線束についての彼らの構造定理を用いること
により，長らく不明であった第 1 Chern 数 c2

1 = 3, 幾何種数 pg = 1, 不正則数 q = 1 の一
般型曲面のモジュライ空間の連結成分の個数 (= 4) を決定することに成功している．種数
2 であれば常に超楕円的となるのだから，このことからも上に述べたものがあくまで利点の
一つに過ぎないことは分かるであろう．

1
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それでは主定理を述べよう．以下 f : S → B は相対極小な種数 3 の超楕
円的代数曲線束であるとし，全てのファイバーは 2-連結であるとする．
まず幾つか記号を準備する．ωS|B を f : S → B の相対標準層である

とする．すなわち ωS，ωB をそれぞれ S, B の標準層とするとき ωS|B =
ωS ⊗ f∗(ωB)⊗(−1) である．このとき各自然数 n に対して f による ω⊗n

S|B の順
像 Vn = f∗(ω

⊗n
S|B) は B 上の局所自由層となる．これらを直和して得られる

準連接 OB-可換代数の層R(f) =
⊕∞

m=0 Vn が f の相対標準環と呼ばれるも
のであった．
本稿の仮定のもとでは f が超楕円的としていたので，f の各一般ファイ

バーは超楕円対合を持つ．これらの超楕円対合が張り合って，S の対合 ι を
定める．この ι を f の超楕円対合と呼ぶ．この ι が S の自己同型群の中で
生成する部分群 〈ι〉 ' Z/2 ⊂ Aut(S) は曲面 S に作用する．この作用が Vn

への作用を誘導し，これが相対標準環への作用を定める．各斉次部分が ι∗ に
関して固有空間に直和分解するので，V +

n , V −
n で，それぞれ固有値 +1 部分，

−1 部分を表わすこととする．各 V +
n , V −

n の階数は Riemann–Roch の定理に
より簡単に計算できるが，ここでは

rk V1 = rk V −
1 = 3, rk V +

2 = 5, rk V −
2 = 1

であること，そして特に V −
2 が可逆層であることのみ注意しておく．

さて S2(V1)を V1 の 2次対象積とするとき，相対標準環の積構造より定ま
る射 σ2 : S2(V1) → V2 を考える．両辺は共に階数 6 の局所自由層である．ま
た

∧2 V1 を V1 の 2次交代積とするとき，層の射 c : S2(
∧2 V1) → S2(S2(V1))

(a ∧ b)(c ∧ d) 7→ (ac)(bd) − (ad)(bc)

を考え，S2(σ2) ◦ c : S2(
∧2 V1) → S2(V2) を c : S2(

∧2 V1) → S2(S2(V1))
と S2(σ2) : S2(S2(V1)) → S2(V2) の合成射とする．S2(σ2) ◦ c は階数 6 の
局所自由層から階数 21 の局所自由層への射である．このとき S2(σ2) ◦ c :
S2(

∧2 V1) → S2(V2) の余格 Ṽ4 = Cok(S2(σ2) ◦ c) が階数 15 の局所自由層で
あることが証明できる．
以上の準備のもと，次が本講演の主定理である．

定理 1. f : S → B を相対極小な種数 3 の超楕円的代数曲線束であるとし，
全てのファイバーは 2–連結であるとする．可逆層 L′

4 を L′
4 = (V −

2 )⊗2 で定
める．今，次の 3 条件が満たされているとしよう ;

1) dim Hom(S2(V1), V −
2 ) > dim Hom(V +

2 , V −
2 ),

2) h1(Ṽ4 ⊗ (L′
4)

⊗(−1)) = 0,
3) S の相対極小モデル X は非特異．

このとき f : S → B の非特異な底空間 T 上の変形族 f : S → B であり，
一般の t ∈ T に対して t 上のファイバー ft : St → Bt が種数 3 の非超楕円
的代数曲線束となるものが存在する．

2
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3，証明について

以下定理 1 の証明について少しだけ述べておく．

第一段階.
定理 1の証明の第一段階は，全てのファイバーが 2–連結であるような種数

3 の超楕円的相対極小代数曲線束 f : S → B が与えられたとき，Catanese–
Pignatelli の種数 3 超楕円束についての結果のアナログとして，f : S → B
の非超楕円的変形族の構造定理をあたえることである．
目的の上で支障がないので，変形族は今回はパラメータ空間が非特異の

もののみを考える．また変形族の方もスムースな変形族のみを考える．すな
わち代数曲線束 f : S → B が与えられたとき，非特異代数多様体 T , 参照
点 t0 ∈ T , 曲面 S のスムースな変形族 πS : S → T , 曲線 B のスムースな
変形族 πB : B → T , 平坦固有射 f : S → B の組であり，πS = πB ◦ f かつ
f0 = f : S0 = S → B0 = B を満たすものをここでは “f : S → B の変形族”
と呼ぶことにする．勿論ここに各閉点 t ∈ T に対し St = π−1

S (t), Bt = π−1
B (t)

であり，ft : St → Bt は f : S → B の t 上への制限である．さらに，変形族
という言葉には「全ての t ∈ T に対して代数曲線束 ft : St → Bt は相対極小
でかつ全てのファイバーが 2–連結である」という条件も込めておくことにす
る．これは，もし全てのファイバーが 2–連結な種数 3 の超楕円的相対極小
代数曲線束 f : S → B に対してその変形族が与えられれば，パラメータ空間
T を小さなものに置き換えることによりこの条件を満たす様できるので，無
害な条件である．また一般の t ∈ T に対して，ft : St → Bt が非超楕円的と
なるとき，この変形族を “非超楕円的変形族”と呼ぶことにする．
まだ説明していない 5-tuple なる言葉を用いて，我々の構造定理は以下の

ものである:

定理 2. f : S → B は全てのファイバーが 2–連結である種数 3 の超楕円的
相対極小代数曲線束であるとする．T を非特異代数多様体，t0 をその一点と
する．このとき，f : S → B の (T, t0) 上の非超楕円的変形族の同型類全体
の集合と「許容的な」5-tuple の同型類全体の集合の間に自然な全単射が存在
する．

この文言の意味を明らかにする為には 5-tuple なる言葉を説明しなけれ
ばならない．我々の定理における 5-tuple とは，概ね以下のようなものから
なる五つ組

(πB : B → T, V1, τ, ξ, δ)

のことである: πB : B → T は曲線 B のスムースな変形族，V1 は B の階数
3 の局所自由層，τ は B の正因子，ξ, δ はまだ説明しない何か．
この ξ, δ が何であるかを説明するには，超楕円的変形族が与えられたと

きにどの様に 5–tuple を得るかを見るのが良い．超楕円束 f : S → B の
(T, t0) 上の非超楕円的変形族 f : S → B が与えられたとする．このとき f の

3
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相対標準層 ωS|B を ωS|B = OS(KS − f∗KB) で定める．ここに KS , KB はそ
れぞれ S, B の標準因子である．また各自然数 n に対して Vn = f∗(ω

⊗n
S|B) と

おくと Vn は B 上の局所自由層になることが分かる．普通の代数曲線束の相
対標準環の場合と同様，直和 R(f) =

⊕
n≥0 Vn は次数付き OB–可換代数の層

となるので，これを f の相対標準環と呼ぶことにする．

σ̄2 : S2(V1) → V2

を R(f) の積構造から定まる自然な射とするとき，次を示すことが出来る．

補題 1. B 上に次の 2 条件を満たす正因子 τ が存在する :
1) 余核 Cok σ̄2 は可逆 Oτ–加群，
2) ft : St → Bt が超楕円的である為の必要十分条件はBt ⊂ sup τ .

以上を見れば非超楕円的変形族が与えられたとき，それに付随する5-tuple
の最初の三つの成分がどうきまるかは明らかであろう．一つ目の成分は非超
楕円的変形族にあらわれる πB : B → T であり，二つ目の成分は相対標準環
R(f) の 1 次部分，そして三つ目の成分は補題 1 に現れる正因子 τ である．
だからあとは四つ目の成分 ζ と五つ目の成分 ξ だけ分かれば良い．四つ

目の成分 ζ は簡単で，これは σ̄2 : S2(V1) → V2 から定まる拡大類

0 → S2(V1) → V2 → T2 → 0

である．より正確には Ext1(T2, S2(V1)) を T2 の自己同型群の作用で割った
空間の中で上の拡大が定める類のことである．
あとは五つ目の成分 ξ のみ見れば良い．これを見る為に，T2 = Cok σ̄2

が可逆 O(τ)–加群であったので supp τ の外では σ̄2 は同型であることに注意
する．従って σ̄2 より誘導される有理写像 σ̄∗

2 : P(V2) −− → P(S2(V1)) は双
有利写像である．そこで Veronese embedding P(V1) → P(S2(V1)) と σ̄∗

2 の
逆有理写像 (σ̄∗

2)
−1 : P(S2(V1)) − − → P(V2) の合成 P(V1) − − → P(V2) を

rational Veronese map と呼ぶことにする．この rational Veronese map の像
を W とするとき，次が成立する．

補題 2. S の標準モデル X = ProjR(f) は W の超曲面である．

この補題のもとに ξ が何であるかが説明出来る．ここではきっちりした
ことは書かないが，ξ は W 内での定義方程式にあたる「何か」である．
以上で我々の場合に 5-tuple が何であるかが分かった．しかし以上で見た

のは非超楕円的変形族が与えられた時にそれに対し 5-tuple をどう付随させ
るかという部分である．実際にはまずこの「付随する 5-tuple」の受け皿と
なる様に抽象的に 5-tuple の概念を定める．そしてその抽象的に定義された
5-tuple に「許容性 (admissibility)」なる概念を導入し，「非超楕円的変形族に
付随する 5-tuple が許容的であること」，逆に「許容的な 5-tuple に対し，必

4
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ずある非超楕円的変形族が存在して，この 5-tuple はその非超楕円的変形族
に付随するものとして実現されること」，そして「許容的な 5-tuple に対し
て対応する非超楕円的変形族の同型類が唯一つに定まること」を示したのが
定理 2 である．

第二段階.
証明の第二段階は定理 1の三つの条件を満たすf : S → B が与えられたと

きこの三つの条件を用いてパラメータ空間 (T, t0) とその上の許容的 5-tuple
を構成することである．この部分は本稿では説明しないが，以下の注意だけ
しておく．
定理 1 に於いて条件 1) は拡大

0 → S2(V1) → V2 → T2 → 0

を構成できる様するための，すなわち 5-tuple の四つ目の成分 ζ を得る為の，
条件である．一方条件 2) は曲面 S の標準モデル X のある空間の中での方
程式が変形族 S の標準モデル X のW の中での方程式に伸びる様する為の，
すなわち 5-tuple の五つ目の成分 ξ を得る為の，条件である．最後の条件 3)
は本質的な条件ではなく，定理の形をもう少し精密な形に書き換えれば実質
的に不要なものである．

4，応用

最後に応用について述べて本稿を終える．定理 1 を用いて次の様なこと
が出来た: 第 1 Chern 数 c2

1 = 8, 幾何種数 pg = 4, 不正則数 q = 0 の一般型
曲面の 32 次元の族を構成し，この族がモジュライ空間の中でなす stratum
をM ]

0 と置く時，Bauer-Pignatelli [4] に出てくる 28 次元の stratum M0 が
モジュライ空間のなかで M ]

0 の境界上にあることを示すことができた．特に
我々の構成した第 1 Chern 数 c2

1 = 8, 幾何種数 pg = 4, 不正則数 q = 0 の一
般型曲面は Bauer-Pignatelli の stratum M0 のものと可微分同相である．
方法は，我々の M ]

0 の一般の点に対応する曲面は種数 3 の非超楕円曲線
束構造を持ち，一方 Bauer–Pignatelli の M0 の一般の点に対応する曲面は種
数 3 の超楕円曲線束構造を持つので，この Bauer–Pignatelli の一般の点に
対応する曲面の超楕円曲線束を我々の定理 1 を用いて非超楕円曲線束に変形
し，この変形で得られた曲面が stratum M ]

0 の点に対応することを証明する，
というものである．
この様に我々の主定理はモジュライ空間の strata を張り合わせることに

用いることが出来る．実際，本稿の最初では我々の主定理の背景を Catanese–
Pigantelli のアプローチの一般化の仕事の続きであると述べたが，実は我々
の主定理は元々モジュライ空間の strata を張り合わせてモジュライ空間の連
結成分の個数を調べる為の道具を得ることを企図して研究したものでもある．
幾何種数 pg = 4 は標準像が曲面になりうる最小の幾何種数の場合であ

り，そのため標準写像の双有理性に関連して Enriquess の頃から研究されて

5
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来た．現在では c2
1 ≤ 7 まで曲面の完全な分類があり，曲面の分類という意

味では c2
1 = 8 が次の目標である．しかし実は c2

1 = 6, 7 の場合もモジュライ
空間の連結性分の個数は解決されておらず，これらを解決するのは興味深い
問題である．c2

1 = 6 の問題については Horikawa [6] がモジュライ空間の連結
成分の個数が高々 3 であることを示して以来，漸く [3] において高々 2 であ
ることが示された．一方 c2

1 = 7 の場合については I. Bauer が [2] において
曲面を完全に分類すると同時にモジュライ空間の連結成分が高々 2 であるこ
とを証明している．この c2

1 = 7 の場合一方の stratum の点に対応する曲面
に種数 3 の超楕円曲線束が入り，もう片方の stratum に対応する曲面に種数
3 の非超楕円曲線束構造が入る．そこで定理 1 より精密な判定法を作って，
c2
1 = 7 の場合にモジュライ空間の連結性を示すということが考えられる．実
は本当はこれやりたいことなのであるが，今回の講演では現時点で出来てい
るところまでの結果で講演した．すなわちまず第一段階として試みに荒い定
理を作ってみたのが定理 1 であり，この定理を用いて c2

1 = 7 の場合より簡
単な c2

1 = 8 の場合で試してみたのが上に述べた応用である．
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代数群と被覆群上の保型表現

池田保　（京都大学大学院理学研究科）

1 半整数の重さの保型形式の志村対応

SL2(R)は一次分数変換

γ(z) =
az + b

cz + d
z ∈ h, γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2(R)

により上半平面 hに作用しているものとする．4の倍数 N に対して合同部分群 Γ0(N)を

Γ0(N) =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) c ≡ 0 mod N

}
により定義する．テータ函数 θ(z) を

θ(z) =
∑
n∈Z

qn
2

q = e2π
√
−1z, z ∈ h

により定義する．このとき，Γ0(4)の保型因子 j(γ, z)で

θ(γ(z)) = j(γ, z)θ(z) z ∈ h, γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(4)

を満たすものが存在する．この保型因子は

j(γ, z)2 =

(
−1

d

)
(cz + d) γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(4)

を満たす．

整数 k > 0に対して，上半平面上の正則函数 f(z)が Γ0(N)に関する重さ k + (1/2)の

保型形式であるとは

f(γ(z)) = j(γ, z)2k+1f(z) ∀γ ∈ Γ0(N)
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なる式を満たし，さらにすべてのカスプで正則であることをいう．さらに，すべての

カスプで零点をもつようなものを重さ k + (1/2) のカスプ形式といい，その全体を

Sk+(1/2)(Γ0(N))で表す．

N を割らない素数 p に対して Hecke 作用素 Tk+(1/2)(p
2) が Sk+1/2(Γ0(N)) に作用

する．

一方，整数M > 0に対して重さ 2k, レベルM のカスプ形式の空間 S2k(Γ0(M))には

通常の Hecke作用素 T2k(p) (p -M) が作用する．

定理 1.1 (志村). k ≥ 2とする．M を N によって定まるある整数とする．（M は N の

適当なベキの約数であるようにとれる。）f ∈ Sk+(1/2)(Γ0(N))をすべての素数 p - N に
関する Hecke作用素の同時固有関数とする．

Tk+(1/2)(p
2)f = λpf p - N.

このとき，Hecke作用素 T2k(p) の同時固有関数 g ∈ S2k(Γ0(M)) で

T2k)(p)g = λpg p - N.

を満たすものが存在する．

この対応を志村対応という．

2 メタプレクティック群

整数の重さを持つ保型形式はアデール群 SL2(Q)\SL2(AQ)上の保型形式とみなすこと

ができるが，半整数の重さを持つ保型形式は SL2(Q)\SL2(AQ)上の関数とみなすことは

できない．半整数の重さを持つ保型形式を扱うには SL2(AQ)の被覆群 ˜SL2(AQ)を考える

必要がある．（一般に半整数の重さを持つ Siegel 保型形式を考えるには Spn(AQ) の被覆

群 ˜Spn(AQ)を考える必要がある．）

F を局所体とするとき，SL2(F ) には唯一の自明でない 2 重被覆群 S̃L2(F ) が存在す

る．これは次のようにして構成される．g ∈ SL2(F )に対して

x(g) =

{
c c ̸= 0 のとき

d c = 0 のとき

とおき

c(g1, g2) = ⟨ x(g1)

x(g1g2)
,

x(g2)

x(g1g2)
⟩ g1, g2 ∈ SL2(F )
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と定義する．ここで ⟨ , ⟩ は F における Hilbert 記号である．このように定義すると

c(g1, g2) は SL2(F ) 上の 2 コサイクルとなることが知られている．これを久保田 2 コサ

イクルという．久保田 2 コサイクルによって定まる SL2(F ) の 2 重被覆群をメタプレク

ティック群といい S̃L2(F )で表す．F ̸≡ Cならこの被覆は自明でない．
F の剰余標数が奇数ならばこの被覆群は SL2(oF )上で分裂する．ここで oF は F の整

数環である．一方，F の剰余標数が 2ならば被覆 S̃L2(F ) → SL2(F )は SL2(oF )状では

分裂しないが

Γ0(4) =

{(
a b
c d

)
∈ SL2(o) c ∈ 4oF

}
上では分裂することが知られている．半整数の重さを持つ保型形式を考えるとき，レベル

が 4の倍数のものを考えなければならないのはこのことが背景にある．

SL2(AQ)の 2重被覆群 ˜SL2(AQ) → SL2(AQ)で，すべての素点 v に対して SL2(Qv) ⊂
SL2(AQ)の逆像が ˜SL2(Qv)と同型になるようなものが（同型を除いて）ただ一つ存在す
る．すなわち，次の図式を可換にするような被覆群 ˜SL2(AQ)が同型を除いてただ一つ存

在する．
˜SL2(Qv) −−−−→ ˜SL2(AQ)y y

SL2(Qv) −−−−→ SL2(AQ)

これを SL2(AQ) のメタプレクティック被覆群という．この被覆群は SL2(Q) 上で分裂

する．

SL2(Q) −−−−→ ˜SL2(AQ)y||
y

SL2(Q) −−−−→ SL2(AQ)

これにより SL2(Q)は ˜SL2(AQ)の部分群と考えられる．半整数の重さを持つ保型形式は

SL2(Q)\ ˜SL2(AQ)上の関数と考えることができる．

3 Waldspurger-Shimura 対応

F を局所体，ψ : F → C× を自明でない加法指標とする．S̃L2(F ) の許容表現 π̃ は

S̃L2(F ) → SL2(F ) の核 {±1} が非自明な指標により作用するとき genuine であるとい

う．π̃ を S̃L2(F )の genuineな既約許容表現とする．π̃ からテータ対応によって得られる
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PGL2(F )の許容表現を τ = θ(π̃, θ)とする．θ(π̃, ψ) ̸= (0)となるための必要十分条件は

π̃ が ψ-Whittaker modelを持つことである．また ξ ∈ F× に対して

ψξ(x) = ψ(ξx), χξ(t) = ⟨ξ, t⟩, x ∈ F, t ∈ F×

とおく．このとき θ(π̃, ψξ)⊗ χξ ̸= (0) となる ξ ∈ F× が存在し，θ(π̃, ψξ)⊗ χξ の同型類

はそのような ξ の取り方によらずに定まる．この表現 θ(π̃, ψξ)⊗ χξ ̸= (0)をWald(π̃, ψ)

で表す．これについて次のようなことが知られている．

(1) π̃ が主系列表現ならば τ = Wald(π̃, ψ) も主系列表現である．このとき

Wald(π̃′, ψ) = τ となる S̃L2(F )の genuineな既約許容表現 π̃ は π̃ しかない．

(2) π̃ が離散系列表現ならば τ = Wald(π̃, ψ) も離散系列表現である．このとき

Wald(π̃′, ψ) = τ となる S̃L2(F ) の genuine な既約許容表現 π̃ は 2 つある．そ

れらを π̃+, π̃− とする．ただし π̃+ = π̃ とする．

F を代数体，Aを F のアデール環とする．ψ : A/F → C× を自明でない加法指標とす

る．π̃ = ⊗vπ̃vを S̃L2(A)の既約尖点保型表現とする．π̃の表現空間に属する保型形式は 1

変数のテータ関数と直交すると仮定する．このとき τ = Wald(π̃, ψ) := ⊗vWald(π̃v, ψv)

は PGL2(A)の既約許容表現である．
S を π̃v が離散系列表現となるような F の素点の集合とする．π̃′ を別の既約尖点保型

表現でWald(π̃′, ψ) = Wald(π̃, ψ)とするとき次が成り立つ．

(1) v /∈ S ならば π̃′ = π̃ である．

(2) v /∈ S ならば τ̃ ′ = π̃+, π̃− である．π̃′ = π̃εv , εv ∈ {±1}とすると∏
v∈S

εv = 1

が成り立つ．

逆にこの条件 (1), (2)を満たす S̃L2(A)の既約許容表現 π̃ = ⊗vπ̃v は S̃L2(A)の既約尖点
保型表現である．

4 被覆群の構成

前節でみたように，メタプレクティック 2重被覆群 S̃L2(A) → SL2(A)上には自然な保
型形式が存在し，美しい理論を展開することができる．同様の理論をより一般的な被覆群

で構成できないかと考えるのは自然なことである．ところが志村五郎先生が注意している
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ように分母が 3以上の分数の重さを持つ保型形式を考えたのでは同様の理論を作ることは

できない．実際 n > 2ならば SL2(Q)上分裂するような SL2(AQ)の n重被覆群で nより

低い次数の被覆群から誘導されないようなものは存在しない．また，p ̸≡ 1 mod nならば

SL2(Qp)の n重被覆群で nより低い次数の被覆群から誘導されないようなものは存在し

ない．志村先生の注意の背景にはこのような事情がある．

一般に被覆群上の保型形式で意味のあるものを得るためには，代数体 F 上に定義され

た代数群 Gのアデール群 G(AF )の被覆群 G̃(AF )で G(F )上分裂するようなものを探す

必要があると考えられる．G が分裂型の単連結な単純代数群の場合にはこの問題は古く

から考察されていた．

体 F 上のK 群K2(F )を

K2(F ) = F× ⊗ F×/⟨x⊗ (1− x) |x ∈ F, x ̸= 0, 1⟩

により定義する．ここで ⟨x⊗ (1− x) |x ∈ F, x ̸= 0, 1⟩は {x⊗ (1− x) |x ∈ F, x ̸= 0, 1}
で生成される F× ⊗ F× の部分群である．自然な双線型写像

F× × F× → K2(F )

を普遍記号写像という．この写像による (x, y)の像を ⟨x, y⟩で表す．定義により ⟨x, 1 −
x⟩ = 1 (x ̸= 0, 1)である．これを記号関係式という．

G を F 上定義された分裂型の単連結な単純代数群とするとき，松本英也は自然な群

拡大
1 → K2(F ) → E → G(F ) → 1

を構成した．しかも G ̸≃ Spn(F )のときにはこの拡大は普遍中心拡大である．

F を標数 0の大局体でとする．F に含まれる 1のベキ根全体のなす群を µ(F ), 1の n

ベキ根全体のなす群を µn で表す．µn ⊂ µ(F )であると仮定する．

F の素点 v に対して次数 n の Hilbert 記号 F×
v × F×

v → µn は記号関係式を満たすの

で，自然な写像K2(Fv) → µn が存在する．拡大

1 → K2(Fv) → Ev → G(Fv) → 1

のK2(Fv) → µn による push outを

1 → µn → G̃(Fv) → G(Fv) → 1
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とする．v - nなる有限素点 v に対しては拡大 G̃(Fv) → G(Fv)は G(ov)上で分裂する．

このことからすべての素点 v に対して図式

1 −−−−→ µn −−−−→ G̃(Fv) −−−−→ G(Fv) −−−−→ 1y||
y y

1 −−−−→ µn −−−−→ G̃(AF ) −−−−→ G(AF ) −−−−→ 1

を可換にするようなアデール群上の拡大 G̃(AF ) → G(AF ) が存在する．ここで

1 → K2(F ) →
⊕
v

µ(Fv) → µn → 1

なる完全列が存在することが知られているのでこの拡大 G̃(AF ) → G(AF )は G(F )上で

分裂する．すなわち次の図式．

G(F ) −−−−→ G̃(AF )y||
y

G(F ) −−−−→ G(AF )

を可換にする準同型 G(F ) → G̃(AF )が存在する．
Brylinski-Deligneは圏論的な手法により一般の簡約可能な代数群 Gに対して同様の性

質を持つ拡大を構成した．

F を標数 0 の体，F̄ を F の代数閉包とする．G を F 上に定義された簡約可能な代

数群とする．簡単のため G の derived group Gder は単連結であるとする．ここで Gder

は Gder(F̄ ) = [G(F̄ ), G(F̄ )] なる半単純代数群である．T を F 上定義された一つの極

大トーラス，Y = HomF̄ (Gm, T ) を T の cocharacter group とする．Y には Galois 群

Gal(F̄ /F )が自然に作用する．

SZar を体 F 上の Zariski siteとする．K 群 K2, 代数群 Gは SZar 上の層K2, Gとみ

なすことができる．このとき Brylinsky-Deligne [1] は SZar 上の層の拡大

1 → K2 → E → G → 1

のなす圏を記述した．とくにこのような拡大に対して，Zに値を持つ Y 上の 2次形式 Q

でWeyl群と Galois群 Gal(F̄ /F )の作用で不変なものを対応させることができる．
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5 被覆群の跡公式の安定化

このような被覆群上の保型表現と代数群の保型表現の間の対応を与えるには跡公式の比

較を行うことによって可能になると考えられる. ここでは SL2(A)の n重被覆群の跡公式

に安定化（京都大学の平賀氏との共同研究）について簡単に紹介する．

F を局所体，nは µ(F )の約数で偶数であるとする．⟨ , ⟩を µn に値を持つ Hilbert記

号とする．SLn(F )の n重被覆群も 2重被覆群と同様の方法で構成される．2節と同様に

x

((
a b
c d

))
=

{
c if c ̸= 0,

d if c = 0.

とおき，久保田 2コサイクル c(g1, g2)を

c(g1, g2) = ⟨ x(g1)

x(g1g2)
,

x(g2)

x(g1g2)
⟩

により定義すれば，これが SL2(F ) の n 重被覆群 S̃L2(F ) を与える．すなわち

[g1, ζ1], [g2, ζ2] ∈ SL2(F )× µn の積を

[g1, ζ1] · [g2, ζ2] = [g1g2, ζ1ζ2c(g1, g2)].

与えたものが S̃L2(F )である．g ∈ SL2(F )に対して [g, 1]を単に [g]で表すことにする．

SL2(F )の部分集合 H に対して H の S̃L2(F )における逆像を H̃ で表す．

F が非アルキメデス的で n ∈ o× ならば S̃L2(o) → SL2(o) には標準的な分裂写像

s : SL2(o) → S̃L2(o)が存在する．この分裂写像の像 s(SL2(o))を SL2(o)と同一視する．

写像
τ+ : GL2(F ) → SL2(F ) τ− : GL2(F ) → SL2(F )

を
τ+(g) = (det g)−n/2gn τ−(g) = −(det g)−n/2gn

により定義する．これらの写像はスカラー倍写像で不変なので PGL2(F )を経由するので

PGL2(F )から SL2(F )への写像 τ+ : PGL2(F ) → SL2(F ), τ
− : PGL2(F ) → SL2(F )

と考えることができる．

正則半単純な元 h ∈ SL2(F ) が good であるとは ˜ZSL2(F )(h) = Z
S̃L2(F )

([h]) が成

り立つことと定義する．ここで ZSL2(F )(h) は h の SL2(F ) における中心化群であり，

Z
S̃L2(F )

([h])は [h] ∈ S̃L2(F )の S̃L2(F )における中心化群である．このとき，h ∈ SL2(F )
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が goodであるためには h = τ+(g)または h = τ−(g)を満たす g ∈ PGL2(F )が存在す

ることが必要十分である．

h ∈ SL2(F ) が τ+ に関して g ∈ PGL2(F ) と対応するとは τ+(g) が h に安定共役，

（すなわち SL2(F̄ )において共役）であることとする．同様に h ∈ SL2(F )が τ− に関し

て g ∈ PGL2(F )と対応するとは τ−(g)が hに安定共役であることとする．

F の加法指標 ψ : F → C× を一つとって固定する．x ∈ F× とする．このとき任意の

Schwartz関数 ϕ ∈ S(F )に対して∫
F

ϕ(t)ψ(xt2) dt = αψ(x)|2x|−1/2

∫
F

ϕ̂(t)ψ(−x−1t2/4) dt,

が成り立つような定数 αψ(x) ∈ C× が存在する．ここで ϕ̂(t)は ϕの Fourier変換で

ϕ̂(t) =

∫
F

ϕ(u)ψ(tu) du

により定義される．この定数 αψ(x)を xのWeil定数という．

h ∈ SL2(F )が g ∈ GL2(F )と τ+ によって対応しているとき，転移因子 δ+ψ ([h, ζ], g)

を

δ+ψ ([h, ζ], g) =

ζ
αψ(1)

αψ(det g)
⟨(det g)n/2,−x(h)⟩ if n ≡ 2 mod 4,

ζ⟨(det g)n/2,−x(h)⟩ if n ≡ 0 mod 4.

により定義する．h が g に τ+ によって対応していないときは δ+ψ ([h, ζ], g) = 0 とお

く．この定義は g にスカラー行列をかけても変わらないので g ∈ PGL2(F ) に対しても

δ+ψ ([h, ζ], g)が定義できる．また g ∈ PGL2(F ), h = τ−(g) ∈ SL2(F )に対して

δ−ψ (h̃, g) := αψ(1)
−2δ+ψ ([−12]h̃, g).

とおく．これらの転移因子 δ+ψ ([h, ζ], g), δ
−
ψ ([h, ζ], g)は [h, ζ]の S̃L2(F )における共役類

上で不変であることを示すことができる．

C0(PGL2(F )) を PGL2(F ) 上の台がコンパクトな局所定数関数のなす空間とする．

φ ∈ C0(PGL2(F ))の正則半単純な元 g ∈ PGL2(F )上の正規化された軌道積分を

I(g, φ) = ∆(g)

∫
PGL2(F )/ZPGL2(F )(g)

φ(xgx−1) dx,

により定義する．ここで ZPGL2(F )(g) は g の PGL2(F ) における中心化群で ∆(g) は

Weylの分母因子である．
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S̃L2(F )上の関数 φ̃が anti-genuineであるとは

φ̃(ζh̃) = ζ−1φ̃(h̃), ∀ζ ∈ µn

が成り立つことをいう．C̃0(S̃L2(F ))を S̃L2(F )上の台がコンパクトで anti-genuineな局

所定数関数全体のなす空間とする．φ̃ ∈ C0(S̃L2(F ))の h̃ = [h, ζ] ∈ S̃L2(F )上の正規化

された軌道積分を

I(h̃, φ) = ∆(h)

∫
S̃L2(F )/Z ˜SL2(F )

(h̃)

φ(x̃h̃x̃−1) dx̃

により定義する．h̃ ∈ S̃L2(F )が goodでなければ I(h̃, φ̃) = 0となる．

φ+ ∈ C0(PGL2)が φ̃ ∈ C̃0(S̃L2(F ))の転移因子 δ+ψ に関する転移であるとは∑
h

δ+ψ ([h], g)I([h], φ̃) = I(g, φ+), ∀g ∈ PGL2(F )

が成り立つことをいう．ここで h ∈ SL2(F )は g と τ+ に関して対応する共役類の代表元

を走る．同様にして φ̃ ∈ C̃0(S̃L2(F ))の転移因子 δ+ψ に関する転移 φ− ∈ C0(PGL2(F ))

を ∑
h

δ−ψ ([h], g)I([h], φ̃) = I(g, φ−), ∀g ∈ PGL2(F )

が成り立つものとして定義する．このような転移 φ+, φ− が実際に存在すること

を示すことができる．また n ∈ o× ならば Hecke 環 PGL2(o) の単位元は Hecke 環

H̃(S̃L2//SL2(o))の単位元の転移であることを示すことができる．

アルキメデス的局所体上でも同様に転移因子を定義でき、転移 φ+, φ− の存在を示すこ

とができる．

F を代数体で µn ⊂ µ(F )とする．また nは偶数と仮定する．アデール群 SL2(A)の n

重被覆群を S̃L2(A)で表す．A/F の加法指標 ψ : A/F → C× を一つとって固定する．

C0(PGL2(A)) を PGL2(A) 上の台がコンパクトで滑らかな関数のなす空間とする．
g = (gv) ∈ PGL2(A)と φ =

∏
v φv ∈ C0(PGL2(A))に対して大局的な軌道積分を

I(g, φ) =
∏
v

I(gv, φv).

により定義する．
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また C̃0(S̃L2(A)) を S̃L2(A) 上の anti-genuine で台がコンパクトかつ滑らかな関数の

なす空間とする．ただし S̃L2(A)上の関数 φ̃が anti-genuineであるとは

φ̃(ζh̃) = ζ−1φ̃(h̃), ∀ζ ∈ µn

が成り立つことをいう．h = (hv) ∈ S̃L2(A), φ̃ =
∏
v φ̃v ∈ C̃0(S̃L2(A))に対して正規化

された軌道積分を
I(h, φ̃) =

∏
v

I(hv, φ̃v).

により定義する．局所的な転移の存在から，φ̃ ∈ C̃0(S̃L2(A)) に対して大局的な転移
φ+, φ− ∈ C0(PGL2(A))が存在することがわかる．

定理 5.1.

2
∑

h∈SL2(F )/∼
h: ell. reg.

I(h, φ̃) =
∑

g∈PGL2(F )/∼
τ±(g): ell. reg.

(
I(g, φ+) + I(g, φ−)

)
.

ここで左辺の hは正則な楕円的元の共役類を走り，右辺の gは τ± が正則で楕円的な元の

共役類を走る．

楕円的でない元の跡公式の寄与についても S̃L2(A)の跡公式と PGL2(A)の跡公式の比
較ができ，それによって両者の保型表現の対応を示すことができると考えられるが，現時

点ではまだそういった結果を得るには至っていない．

この方面では最近Wen-Wei Li [3] などが精力的に研究を進めている．
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代数体の付随するガロワ群による特徴付けについて
尾崎　学 (早稲田大学　基幹理工)

1. 序

本稿では，代数体の同型類と算術的同値類を付随するガロワ群で特
徴付けるという問題を，近年筆者によって得られた結果も交えて概説
する．
以下，有理数体の代数的閉包Qを一つ固定して，その部分体を代数

体，特にQ上有限次拡大である代数体を有限次代数体ということにす
る．そして，

A0 := {有限次代数体全体 } ⊆ A := {代数体全体 }

とおく．
本稿では以下の 2つの同値関係を考察する：

(1) 同型　K1 ≃ K2　（K1, K2 ∈ A）
(2) 算術的同値　K1 ≈ K2

def.⇐⇒ ζK1(s) = ζK2(s) 　（K1, K2 ∈ A0）

ここで，F ∈ A0に対し，ζF (s) =
∑
a

1

[OF : a]s
（aは F の整数環OF

の非零イデアル全体を亙る）は F のDedekind zeta函数を表す．
明らかに，K1, K2 ∈ A0に対し，K1 ≃ K2 =⇒ K1 ≈ K2 であるか

ら，≃は≈よりも強いA0上の同値関係である．

以下の節で，代数体の同型類と算術的同値類がいかにGalois群の言
葉で特徴付けられるかについて解説する．

2. 算術的同値類の特徴付け

数論研究を生業にしている人は多かれ少なかれ，Dedekind zeta函数
ζF (s) は有限次代数体 F のことを良く知っていると信じている．実際，
ζF (s)から F の多くの算術的情報が復元される：

命題 1. K1, K2 ∈ A0, K1 ≈ K2とすると，以下が成立する．

(1) すべての素数のK1とK2における分解様式が一致する．即ち，任
意の素数 pに対して，

pOKi
= pei1i1 p

ei2
i2 · · · p

eigi
igi

1
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を素イデアル分解とするとき，適当に素イデアルの番号付を選べば，
g1 = g2, [OK1/p1j : Fp] = [OK2/p2j : Fp] (1 ≤ i ≤ g1 = g2)が成立する
（この条件はK1 ≈ K2の必要十分条件である）．

(2) [K1 : Q] = [K2 : Q]．さらにK1とK2の実無限素点と複素無限素
点の個数がそれぞれ一致する．

(3) dK1 = dK2　（判別式）

(4) O×
K1
≃ O×

K2
（Abel群として）

(5) hKi
をKi の類数，RKi

をKi の単数規準とするとき，hK1RK1 =
hK2RK2が成立．

しかし，ζF (s)は F のすべてを知っているわけではない：

例 1. K1 := Q( 8
√
−15), K2 := Q( 8

√
−240)とおくと，K1 ≈ K2である．

しかし，K1とK2は同型ではない．さらに，hK1 ̸= hK2 , RK1 ̸= RK2

([2]).

従って，≈は≃よりも真に弱いA0上の同値関係である．

それでは，有限次代数体の同型と算術的同値の差はどの程度なので
あろうか．それを理解するために，函数体での類似を見てみる．F1, F2

を標数 lの有限体 F上の 1変数代数函数体として，C1, C2を F上の代
数曲線で，それぞれの F上函数体が F1と F2 になるものとする．そし
て，ζFi

(s)を Fiの Dedekind zeta函数とする．このとき，つぎが知ら
れている：

定理 1 ((1)⇐⇒(3)はWeil, (2)との同値性は Tate[11]). つぎは同値で
ある：
(1) ζF1(s) = ζF2(s)
(2) Ci の Jacobi 多様体 Jac(Ci)（i = 1, 2）の間に F 上の同種写像
Jac(C1) ∼ Jac(C2)が存在する．
(3) pを lと異なる素数として，XFFi

(p)を FFi上の最大不分岐 abel p-
拡大のGalois群とする（類体論よりこれはTate加群 lim←− Jac(Ci)[p

n]と
自然に同型）．このとき，Gal(F/F) ≃ Gal(FFi/Fi)-加群として

XF1(p)⊗Zp Qp ≃ XF2(p)⊗Zp Qp

が成立．

従って函数体の世界での算術的同値は即ち，Jacobi多様体の同種で
あるから，代数体における同型と算術的同値の差は，函数体における
Jacobi多様体の同型と同種の差の類似として捉えることができる．
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代数体の世界では Jacobi多様体そのものの良い類似物は知られて
いないが，Tate加群の良い類似物があり，それとDedekind zeta函数
との関係の類似が追求されている――それが岩澤理論である．ここで
円分的 Zp-拡大の岩澤理論について簡単に説明する．k を有限次代数
体，素数 pを一つ固定しておく．函数体の係数拡大 FFiの類似物とし
てK := k(µp∞)（µp∞は 1の p羃乗根全体）を採る（本来であれば 1の
羃乗根全てを添加した拡大を考えたいところだが，現時点でその方向
での類似の追求はうまくいっていない）．

XK(p)をK上の最大不分岐abel p-拡大LK(p)/KのGalois群，XK,{p}(p)
をK上の最大 p-分岐 abel p-拡大MK(p)/KのGalois群（「p-分岐」は
「p上に無い素点はすべて不分岐」の意）とする．
このとき，Gal(K/k) ≃ Gal(k(µp)/k)×Gal(K/k(µp))がGal(LK(p)/k)

乃至は Gal(MK(p)/k)の内部自己同型を通じて XK(p) 及び XK,{p}(p)
に作用する．ここで，有限個の例外の pを除けば，Gal(k(µp∞)/k) ≃
Gal(Q(µp∞)/Q) =: Gpに注意．
函数体の場合，Gal(F/F)のFrobenius自己同型のXFFi

(p)⊗ZpQpへの
作用の特性多項式Φ(X)が本質的にζFi

(s)に一致するのであった（Weil）．
同様のことが代数体のこの枠組みでも kが総実有限次代数体の場合に
は成立する（岩澤主予想＝Wilesの定理）．即ち，Qp上の有限次線型空
間 (XK(p)⊗Zp QP )

− := (1− J)(XK(p)⊗Zp QP )（J ∈ Gal(k(µp)/k)は
複素共役）あるいは，(XK,{p}(p)⊗Zp QP )

+ := (1 + J)(XK(p)⊗Zp QP )
へのGal(K/k(µp)) ≃ Zpの生成元の作用の特性多項式 Pp(X)（岩澤多
項式）が，Dedekind zeta函数の負の整数点での値を p-進補間して得ら
れる p-進 zeta函数の零点で記述される．ここで，函数体の場合と決定
的に異なるのは，函数体の場合には一つのの固定された素数 p ̸= lにつ
いての Frobenius自己同型の特性多項式 Φ(X)から zeta函数が完全に
復元される，つまり zeta函数は本質的に多項式であるが，代数体の場
合には岩澤多項式Pp(X)から p-進 zeta函数は復元できない．代数体の
p-進 zetaもDedekind zetaも多項式からかけ離れた函数だからである．
従って，代数体に於いて定理 1のそのままの類似は成立しないのであ
るが，次の定理が示すように，pを殆どすべての素数を走らすことで，
岩澤多項式から Dedekind zetaを復元し，類似の結果を得ることがで
きる：

定理 2 (足立-小松 [1](1987), J.Oh[9](1998)).
k1, k2を総実有限次代数体とすると，次は同値：

(1) k1 ≈ k2

(2) 有限個の例外を除いたすべての素数 pについて，

Xk1(µp∞ )(p)
− ≃ Xk1(µp∞ )(p)

− （Zp[[Gp]]-加群として）
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(3) 有限個の例外を除いたすべての素数 pについて，

Xk1(µp∞ ), {p}(p)
+ ≃ Xk1(µp∞ ), {p}(p)

+ （Zp[[Gp]]-加群として）

注意 1. 実際には，(2)の同型の条件を“擬同型Xk1(µp∞ )(p)
− ∼ Xk2(µp∞ )(p)

−

（Zp[[Gp]]-加群として）” に変えたもの（擬同型とは，核と余核が有限
であるような準同型である），あるいは “−”を外したものも同様に同
値である．(3)についても同様（“+”を外す）．

定理 2の証明の概略を説明しよう．(1) ⇐⇒ (2)の証明が本質的で，
(2)と (3)はKummer双対性から概ね同値であることが従う．=⇒部分
は次の群論的な命題から従う：

命題 2. (1) k1, k2 ∈ A0とする．N ⊆ Qをk1k2を含むような任意のQ
上の有限次Galois拡大として，G := Gal(N/Q), H1 := Gal(N/k1), H2 :=
Gal(N/k2) とおく．
このときk1 ≈ k2であるための必要十分条件は，全単射f : H1 −→ H2

と {σh |h ∈ H1} ⊆ Gで f(h) = σhhσ
−1
h (∀h ∈ H1)をみたすものが存在

することである．（Gの 2つの部分群H1とH2がこのような性質を持つ
とき，H1とH2 はGassmann同値と言われる．）

(2) Gを有限群，∆を群，pを#Gと素な素数，M をZp[G×∆]-加群
とする．このとき，GのGassmann同値な部分群H1, H2に対して，

MH1 ≃MH2（Zp[∆]-加群として）

ここでMH := M/
∑

h∈H(h− 1)M はM の最大H-不変商．

N を命題 2と同様とすれば，p ∤ #Gal(N/Q)のとき

XN(µp∞ )(p)Gal(N(µp∞ )/ki(µp∞ )) ≃ Xki(µp∞ )(p) (i = 1, 2)

なので，この命題をG = Gal(N(µp∞)/Q(µp∞)), ∆ = Gal(Q(µp∞)/Q), Hi =
Gal(N(µp∞)/ki(µp∞)), M = XN(µp∞ )(p)に適用すると（有限個の例外
の素数 pを除いて，

Gal(N(µp∞)/Q) ≃ Gal(N(µp∞)/Q(µp∞))×Gal(Q(µp∞)/Q),

Gal(N(µp∞)/Q(µp∞)) ≃ Gal(N/Q)

に注意），定理 2の (1) =⇒ (2)が従う．
(2) =⇒ (1)は，上述の岩澤主予想（Wilesの定理）を用いる：有限個

の例外を除いたすべて素数 pについてのXki(µp∞ )(p)
− の構造から，有

理数 ζki(1− n) (n ∈ Z≥1)の p進絶対値を，有限個の例外の素数 pを除
いて知ることができる．このことから，Dedekind zeta函数の函数等式
と解析的手法を駆使して，ζk1(s) = ζk2(s)を導くことができる．
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定理 2は (2) =⇒ (1)の部分で総実代数体の岩澤主予想（Wilesの定
理）を用いているので，総実でない一般の有限次代数体についてその
ままの形では一般化されていない．しかし，少し弱い形であれば，一
般の有限次代数体についても成立する：

命題 3 (O.). k1, k2 ∈ A0とすると次は同値：

(1) k1 ≈ k2,

(2) 有限個の例外を除いたすべての素数 pについて，

(Xk1(µp∞ ),{p}(p)⊗ZpQp)
ωp ≃ (Xk1(µp∞ ),{p}(p)⊗ZpQp)

ωp（Qp[Gp]-加群として）

ここで，ωp : Gal(Q(µp)/Q) −→ Z×
p は円分指標で，Zp[Gal(Q(µp)/Q)]-

加群Xに対し，Xωp :=
(

1
p−1

∑
σ∈Gal(Q(µp)/Q) ωp(σ)σ

−1
)
X．

注意 2. 実際には，(2)の同型の条件を“Xk1(µp∞ ),{p}(p)
ωp ≃ Xk2(µp∞ ),{p}(p)

ωp

（Zp[[Gp]]-加群として）” に変えたもの，あるいは “ωp”を外したものも
同様に同値である．

定理 2と命題 3は，有限次代数体 kの無限次拡大Lk(µp∞ )(p)/k ある
いはMk(µp∞ )(p)/kのGalois群の族が kの算術的同値類を特徴付けると
いう結果であったが，もっと小さい制限分拡大のGalois群の族によっ
ても，特徴付けることができる．以下，一般にF ∈ Aと素数 p, 素数の
集合 Sに対して，XF,S(p)でF 上の最大 S-分岐 abel p-拡大（「S-分岐」
は Sに含まれる素数上の F の素点以外はすべて不分岐の意）を表す．

定理 3 (東海林-O.[3](2013)). k1, k2 ∈ A0とする．l0を，l0 > [ki :
Q] (i = 1, 2), l0 ∤ hk1hk2dk1dk2 をみたすような固定された素数とする．
このとき次は同値：

(1) k1 ≈ k2,

(2) 任意の素数の集合 Sに対して，

Xk1,S(l0) ≃ Xk2,S(l0),

(3) 有限個の例外を除くすべての素数 pに対して，

Xk1,{p}(l0)/l0 ≃ Xk2,{p}(l0)/l0.

この定理により，有限Galois群の族 {Xk,{p}(l0)/l0 | pは素数 } が k ∈
A0の算術的同値類を特徴付けることがわかる．
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(1) =⇒ (2), (3)は命題 2から直ちに従う．(2) =⇒ (1)の証明には次
の定理を用いる：

定理 4 (Stuart-Perlis[10]). k1, k2 ∈ A0に対して，次は同値：

(1) k1 ≈ k2,

(2) 有限個の例外を除くすべての素数 pについて，k1と k2に於ける p
上の素点の個数が一致する．

Xk,{p}(l0)/l0は類体論により kにおける p上の素点の個数と関連はあ
るが，単数群の影響によりこの群から直ちにその素点の個数が復元さ
れるわけではない．しかし，技術的な方法より，殆ど全ての pについ
て定理 3(2)の同型がが成立していることを利用すると，この困難は克
服できて．定理 4より (1)が導かれる．

3. 同型類の特徴付け

有限次代数体の Galois群による特徴付けについては，Neukirch-内
田の定理として名高い次の定理がある．以下，F ∈ Aに対し，GF :=
Gal(Q/F )を F の絶対Galois群とする．

定理 5 (Jürgen Neukirch[4], 内田興二 [6]，池田正験 [7]，岩澤健吉 [8]).
k1, k2 ∈ A0について，φ : Gk1 ≃ Gk2を位相群同型とする．このとき，
α ∈ GQで，

α(k1) = k2, φ(σ) = ασα−1 (∀σ ∈ Gk1)

を満たすものが一意に存在する．特に k1 ≃ k2である．

この定理の系として，絶対Galois群の自己同型に関する次の事実が
得られる：

系 1. k ∈ A0に対して，

Aut(k) ≃ Out(Gk), g 7→ (σ 7→ gσg−1) mod Inn(Gk)

ここで，Aut(k)は kの自己同型群，Out(Gk)はGkの外部自己同型群，
Inn(Gk)はGkの内部自己同型群，g ∈ Aut(k)に対して，gは g|k = g
なるGQの元とする．特にOut(GQ) = 1である．

ここで定理 5の成立の経緯について簡単に説明する．まず初めに
Neukirchが以下で説明するような基本的な成果を挙げた後に，それを
基にして内田興二が定理の主張を証明した．同時期に池田は内田とは
独立に系 1の証明を完成させ，岩澤は池田の証明の手法で定理 5を示
すことができることを指摘した．
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以下で定理 5の証明の概略を説明しよう．すべての基本は次のNeukirch
の定理である：

定理 6. 1 ̸= H ⊆ GQを閉部分群とする．ある局所体Qp ⊆ κ ⊆ Qp

で，ある素数 q ̸= 2に対して q∞ ∤ [κ : Qp] （即ち，Qp ⊆ M ⊆ κで，
[M : Qp] < ∞なるM たちについて，[M : Qp]の q-部分が有界）なる
ものについて，H ≃ Gκが成立しているものとする．このとき，Qの
素点Pで、H ⊆ DQ,P なるものが一意に存在する．ここで，F ∈ Aと
Qの素点Pに対して，DF,PはPに関するGF の分解部分群を表す．特
に [κ : Qp] <∞の場合には，Pは pの上の素点である．

この定理の系として，次が得られる：

系 2. k ∈ A0, pを素数とする．このとき，{Dk,P |P|p}は {H ⊆
Gk | ∃κ/Qp : 有限次 : H ≃ Gκ} の包含関係に関する極大元全体と一致
する．

この系から，Gkの p上の素点に関する分解部分群たちは，Gkの群
論的構造のみから完全に定まることがわかる．言い換えると各素点の
分解群は既に群Gkの構造の中に “encode”されている ([5, p.786])．こ
れはある意味で絶対Galois群が「素数のことを知っている」とも解釈
できる．例えばDirichletの算術級数定理は定理 5を用いることにより，
GQの群構造に encodeされていることが判る．とは言えども，例えば
Riemann予想などが encodeされているかどうかは謎である（これは半
分は冗談です）．

さて，系 2から，各素数 pについて

(1) {φ(Dk1,P) |P|p} = {Dk2,P |P|p}
が従う．素数 pの kiでの分解様式は，Gkiの部分群の族 {Dk1,P |P|p}か
ら決定されるので，(1)と命題 1より，k1 ≈ k2が得られる（Neukirch）．
内田はこのNeukirchの結果を基にして，巧妙な群論的方法で定理 5

を得た：Neukirchの結果より，任意の有限次拡大K1/k1に対し，K2/k2
を φ(GK1) = GK2 なる有限次拡大とすれば，K1 ≈ K2 が従う．特に
N/Qが k1k2 ⊆ N であるような有限次 Galois拡大のとき，N と算術
的同値な有限次代数体はN 自身のみなので（これは命題 2(1)で k1/Q
を Galoisとすれば，H1 は Gの正規部分群なので，H1 = H2 となる
ことから従う），φ(GN) = GN となる．よって，φは，有限群の同型
φN : Gal(N/k1) ≃ Gal(N/k2)を誘導する．しかも，上に述べたことと
命題 2より，φNは任意の部分群H ⊆ Gal(N/k1)についてHとφN(H)
がGal(N/Q)の部分群としてGassmann同値になるという強い性質を
持っていることが判る．この事実を足掛かりとして，内田はφNが実際
にGal(N/Q)の内部自己同型から誘導されることを示し，結局φがGQ
の内部自己同型から来ていることを証明したのである．
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定理 5を無限次代数体も含む代数体のクラスに拡張する試みについ
て説明する．その前に少し記号の準備をする．素数 pとn ≥ 1に対して，

Πp,n := {l | lは素数，l ≡ 1 (mod pn)，p
l−1
p ̸≡ 1 (mod l)}

Πn := {l | lは素数，l ≡ 1 (mod n)}
とおく．そして，F ⊆ Aを，以下の 2条件をみたすF ∈ A 全体の集合
とする：
• 部分体 F0 ⊆ F で，F0/QはGalois拡大，[F : F0] <∞となるもの

が存在する．
•任意の素数 pと整数n ≥ 1に対して，l1, l2 ∤ [F : Q]（すなわち，任

意のQ上有限次部分体M ⊆ Fに対して，l1, l2 ∤ [M : Q]）なる l1 ∈ Πp,n

と l2 ∈ Πnが存在する．

ここで，A0 ⊆ F に注意しよう．このとき，定理 5の一般化である
次の定理を得る：

定理 7. K1, K2 ∈ F に対して，φ : GK1 ≃ GK2 を位相群同型とする．
このとき，α ∈ GQで，

α(K1) = K2, φ(σ) = ασα−1 (∀σ ∈ GK1)

を満たすものが一意に存在する．特にK1 ≃ K1である．

証明の概略について説明しよう．証明の土台は定理 5同様，定理 6
及びその系である．まず，それらから次の補題が得られる：

補題 1. S, Tを任意の素数の集合とする．定理 7の仮定の下で，GT
Ki,S

(i =
1, 2)をKi上の最大S-分岐T -分解拡大（即ち，S上にない素点は不分岐
かつ T 上にある素点はすべて完全分解するような最大拡大）のGalois
群とするとき，GT

K1,S
≃ GT

K2,S
が成立する．

この補題をうまく運用すると，Galois拡大F/Qで，F ⊆ K1 ∩K2か
つ [Ki : F ] <∞ (i = 1, 2)なるものが存在することがわかる．
有限次拡大M1/K1に対し，M2/K2を φ(GM1) = GM2なる有限次拡

大，N/QをM1M2 ⊆ NなるGalois拡大で，[N : F ] <∞なるものとす
る．このとき，有限次Galois拡大N0/QでN0 ⊆ N かつ制限写像が同
型 π : Gal(N/F ) ≃ Gal(N0/F0) (F0 := N0 ∩ F ) を誘導するものが存在
する．このときMi,0 := N

π(Gal(N/Mi))
0 (i = 1, 2) とおけば，M1,0 ≈M2,0

が補題 1と次を用いることで証明できる：

補題 2. qを#Gal(N0/Q) | q − 1. なる素数とする．
もしも任意の有限 Fq[Gal(N0/Q)]-加群 Y について，

YGal(N0/M1,0) ≃ YGal(N0/M2,0) (Fq-加群として)
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が成立すれば，M1,0とM2,0は算術的同値である．

任意の有限 Fq[Gal(N0/Q)]-加群 Y はある素数の集合 S, T に関する
XT

N0,S
(q)として実現され，さらに S, T をうまく選べば，XT

N0,S
(q) ≃

XT
N,S(q)とできる．ここで，補題 1より，

XT
N0,S

(q)Gal(N0/Mi,0) ≃ XT
N,S(q)Gal(N/Mi) ≃ XT

Mi,S
(q) (i = 1, 2)

は互いに同型であるから，補題 2よりM1,0 ≈M2,0が従う．
よって，定理 5の証明と同様に，φが有限群の同型

φN0 : Gal(N0/k1) ≃ Gal(N0/k2), (ki := N
π(Gal(N/Ki))
0 (i = 1, 2))

を誘導して，内田の手法によりこの同型φN0 がGal(N0/Q)の内部自己
同型から誘導されることも判る．そして，結局 φ自身がGQの内部自
己同型から来ていることを示すことができる．
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数論的D加群と関数体のラングランズ対応

阿部 知行

1. 序説

X を（解析的）複素多様体とする．このとき次の圏同値があることはよく知られている：{
X 上の局所系

}
↔

{
X 上の積分可能接続付きベクトル束

}
ここで“→”は V という局所系に対してOX ⊗C V というベクトル束にOX の標準的な接続から
定まる接続を入れる関手で，“←”は水平切断を取る関手である．
次にX を有限体（もっと一般に正標数の体）上の滑らかなスキームとする．このとき上記の

対応の左辺の類似物はエタール・コホモロジーの理論になっていることが知られている．p進コホ
モロジー論は右辺の類似物であると考えられる．p進コホモロジー論はGrothendieckによるクリ
スタリン・コホモロジー論とMonskyとWashnitzerによるコホモロジー論から始まっているが，
事実，いずれも技術的な条件を満たした積分可能接続付きのベクトル束（アイソクリスタルと呼
ばれる）の理論といえる．これらの理論はBerthelotによるリジッド・コホモロジー論の登場で統
一化され，様々な人の努力により絶対コホモロジー論として十分満足な枠組みが打ち立てられる
こととなった．
一方でエタール・コホモロジー論においては絶対コホモロジーと同じように相対コホモロジー

論，または 6つの関手の存在が極めて重要な役割を果たしている．そのため，p進コホモロジー論
でも 6つの関手の存在を期待するのは自然なことである．複素数体上の理論に立ち戻ってみれば，
ド・ラーム・コホモロジー論を含む 6つの関手の理論としてD 加群の理論があることは広く知ら
れている．Berthelotは [Be1]で D 加群の理論の類似物を p進コホモロジーの世界でも導入した．
本論説の趣旨はこの数論的D 加群の理論と呼ばれる理論の最近の進展について解説することにあ
る．理論の重要な応用として，p進コホモロジーに対するラングランズ対応，そして曲線の場合の
Deligneによる小同志予想の解決を紹介したい．

2. リジッド・コホモロジー論とアイソクリスタル

リジッド・コホモロジー論は言わば正標数体上の多様体のド・ラーム・コホモロジー理論である．
ここでは最も基本的なアイディアの解説にとどめて，詳細はリジッド・コホモロジー論の数々の
先駆的研究をなさってきた都築暢夫先生による啓発的な論説 [T]を参照いただきたい．

以後，標数 p > 0の完全体 k，完備離散付置環Rで剰余体として kを持つもの，その
分数体K を固定する．

Xを k上の滑らかな代数多様体とする．このときX上のコホモロジー理論を展開したい．そのた
め理想的な状況として持ち上げが存在する場合，つまり

X
� � //

��
�

X

��
Spec(k) � � // Spf(R)

というデカルト図式が存在して，右の垂直な射も滑らかな時を考える．最も単純なアイディアは
X 上の可積分接続付きベクトル束の圏MIC(X )をもってX上の係数理論と考えるものであろう．
これには主に 2つの問題点がある

1
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1. 別の持ち上げX ′を取ってくるとMIC(X )とMIC(X ′)の間に圏同値が期待できない．つ
まりX のみならず持ち上げに依ってしまう．

2. E ∈ MIC(X )に対して有理係数のド・ラーム・コホモロジーH∗(X , E ⊗ Ω•
X )⊗Q を取る

と必ずしもK 上有限次元とは限らない．

1に対処するためにMIC(X )という圏を狭めることを考える．具体的には全ての積分可能接
続を考えるのではなく，“テーラー級数” の収束域が十分大きい物のみ考えるのである．これを簡
単に解説するため

∇ : E → E ⊗ Ω1
X ,Q

を積分可能接続とする．局所的な性質を議論したいので，座標系が存在するとしてよく，固定する．
対応する微分作用素を ∂1, . . . , ∂dとし，k ∈ Ndに対して，∂[k] :=

∏d
i=1(ki!)

−1∂ki
i とおく．e ∈ E

という局所切断に対して，∑
k

∂[k](e)⊗ T k ∈ E ⊗OX ,Q OX ,Q[[T ]], (T k := T k1
1 . . . T kd

d )

をテイラー級数という．この級数の収束半径が 1より大きい（つまり> 1）とき (E ,∇)を収束ア
イソクリスタルという．収束アイソクリスタルのみを考えると圏が標準的な同値を除いてX のみ
に依ることが知られている．また，この圏を貼り合わせて一般に持ち上げがないX に対しても圏
が定義出来る．

2は様々な問題が絡まっている．まず，X が固有で滑らかな場合は実は有限性は成立している．
問題はX が固有的でないときに起こる．すると Eとして自明な接続付きの構造層を考えた場合で
さえ有限性は崩れてしまう．これを解決するためにBerthelotはMonskyとWashnitzerのアイディ
アに習い，Eを境界方向にほんの少しだけ大きくすることを考えた（例えば [Be2]参照）．正確な定
義はリジッド空間上で行う必要があり，多少込み入ってくるので略すが，この延長可能なアイソク
リスタルを過収束アイソクリスタルと呼び，X 上の過収束アイソクリスタルのなす圏を Isoc†(X)
と書く．また，Berthelotは過収束アイソクリスタル E に対してそのコホモロジーH∗

rig(X, E)とコ
ンパクト台コホモロジーH∗

rig,c(X, E)を定義しリジッド・コホモロジーと呼んだ．
次に p進のリュービル数に起因する問題があり，一般の過収束アイソクリスタルで考えると簡

単にコホモロジーが有限にならない例を構成できてしまう．そこで，“フロベニウス構造”と呼ば
れる，数論幾何学的な条件を過収束アイソクリスタルに課すことによって有限性が担保されるの
ではないかと観察されていたが，証明は極めて困難であった．X が曲線の場合は，p進微分方程
式論の最も深い定理の一つである p進局所モノドロミー定理が証明されることによって有限性が
証明され，現在ではX が一般の場合もKedlaya [K1] によって示されている．

3. 数論的D加群

今回の主定理の一つはK係数の 6つの関手の枠組みが存在するということである．詳しくは以下
のようになる：

3.1 定理 ([A2]). — Xを分離的で k上有限型なスキームとする．このとき三角圏D(X)（正確に
書きたいときはD(X/K)）と f : X → Y に対して次の関手

f∗, f! : D(X)→ D(Y ), f∗, f ! : D(Y )→ D(X)

があって，次の性質を持っている．

1. D(X)には単位対象KX とテンソルと呼ばれる二項関手⊗ があって，閉モノイド圏を成し
ている，つまり，モノイド圏で⊗ の右随伴関手Homが存在する．

2. f∗はモノイド関手である，つまり単位対象を保存しテンソルと可換である．

2
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3. (f∗, f∗), (f!, f
!)は随伴組である．

4. 自然変換 f! → f∗が存在し，f が固有射なら同型となる．

5. f が相対次元 dの平坦射なら跡射 Trf : f!f
∗[2d]→ idという自然変換が存在し，f がさらに

滑らかならその双対 f∗[2d]→ f !は同型である．

6. 次のデカルト図式を考える：

X ′ g′ //

f ′

��
�

X

f

��
Y ′

g
// Y.

すると自然な同型 g! ◦ f∗ ∼= f ′
∗ ◦ g′!がある．

7. D(Spec(k)) ∼= Db
fin(K)というモノイド三角圏の同値がある．ここで右辺はK線形空間の有

界な導来圏で各コホモロジーが有限次元になっている三角圏である．

これだけではただの抽象論が存在していると言っているに過ぎないが，重要なのは次に示すリジッ
ド・コホモロジー論との関係である：

8. X が滑らかなとき，特殊化関手 sp: Isoc†(X/K)→ D(X/K)が存在して忠実充満である．

9. p : X → Spec(k)が滑らかなとき，E ∈ Isoc†(X/K)に対して，自然な同型

H∗
rig(X, E) ∼= H∗(p∗ sp(E)), H∗

rig,c(X, E) ∼= H∗(p! sp(E))
が存在する．ただし，両同型の右辺では 7を用いて点上の三角圏とベクトル空間の導来圏と
同一視している．

3.2 注. — (i) 上記の定理の形は [A2]によるが，部分的な結果はBerthelot, Caroを中心に様々な
形で知られており，それらの結果も上の定理の証明で多分に用いられている．重要な部分のみ記
しておくと，Berthelotは固有で滑らかな形式的スキームに対して D 加群の理論を構成すること
により，上の定理を構築するプログラムを初めて提起しており（[Be1, Be3, Be4, Be5]など），上
記の定理を得る上で最も本質的かつ大きな貢献をしている．しかし，このプログラムは多くの困
難な問題を抱えており，これらの問題の一部はCaroによって克服された．それにより，Caroは以
下で定義する“埋め込み可能な”多様体に対して定理（の一部）を得た．Caroのこれらの結果の
多くはKedlayaにより解決された志甫予想 [K3] に強く依存していることを付け加えておきたい．
筆者の定理に対する最大の貢献はより一般の多様体に対してもこの枠組みを広げたことにある．

(ii) 隣接輪体関手に関しても [AC2]による部分的な結果はある．基本的なアイディアは出てい
ると思うが，SGA 7のような完全な理論は構築されておらず，これから成されるべきものである．

(iii) 上記の定理を合わせるとX が滑らかなときのリジッド・コホモロジーの有限性が導かれ
るが，志甫予想を用いているため，別証というより一般化ととらえた方が正確である．

上記の定理は種々の結果をまとめて書いたもので，証明はとても大変だが，三角圏D(X)の構
成のアイディアを紹介したいと思う．完備離散付置環R上に滑らかな形式的スキームX があった
ときX 上の環の層D†

X ,Qが Berthelotによって定義された．これは局所的には

D†
X ,Q =

{∑
k

ak∂
[k]

∣∣級数∑
k akT

k の収束半径は> 1
}

と書かれる環である．f : X → Y という射が与えられたとき

f+ : Db
coh(D

†
X ,Q)→ Db(D†

Y ,Q), f ! : Db
coh(D

†
Y ,Q)→ Db(D†

X ,Q)

3
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という二つの関手が普通のD 加群の理論と多かれ少なかれ同じように構成できる．詳しい話は割
愛するが，古典論からも想像できるとおり，開移入に関する押し出しでは連接性が保存されない．
開移入に対してもコホモロジー関手が期待通り振る舞うために古典論ではホロノミック加群とい
う特殊な連接加群を導入した．数論的D 加群でもこれの類似として“過ホロノミック加群”とい
うものが Caroによって定義されている [C]．各コホモロジーが過ホロノミックな複体から構成さ
れるDb(D†

X ,Q)の忠実充満部分圏をDb
ovhol(D

†
X ,Q)と書く．

3.3 定義. — k上のスキームX が埋め込み可能であるとは R上の固有で滑らかな形式的スキー
ムPと以下の水平射が移入（必ずしも開移入または閉移入になる必要はない）になっている可換
図式が存在することをいう：

X
� � //

��

P

��
Spec(k) � � // Spf(R).

Xが埋め込み可能である時三角圏D(X)を次のように定義する．まず埋め込みX ↪→Pを取っ
てくる．このとき

D(X ↪→P) :=
{

C ∈ Db
ovhol(D

†
P,Q)

∣∣RΓ†
X
(C )

∼−→ C ,RΓ†
X\X(C ) = 0

}
.

すると標準的な同型をのぞいてD(X ↪→P)はX のみに依ることが Caroによって示された．こ
の三角圏をD(X)と定義するのである．
この枠組みを一般のスキームに拡張したい．鍵となるのは次の定理である：

3.4 定理. — Xを埋め込み可能とする．するとD(X)の t構造が存在して次の自然な同型が存在
する：

Db(Ovhol(X))
∼−→ D(X).

ここでOvhol(X)はその t構造の核である．

この定理を用いることで以下のように一般的に埋め込み可能ではない分離的で k上有限型なス
キームXに対してもD(X)が定義できる：まず，埋め込み可能な開部分スキームによるXの被覆
{Ui}を取ってくる．貼り合わせ条件を課すことによりOvhol(Ui)からアーベル圏Ovhol(X)を構
成することが出来る．そこで

D(X) := Db(Ovhol(X))

と定義する．定理 3.4はX が埋め込み可能なときはこの三角圏と以前定義した三角圏とが一致す
ると主張しているのである．

3.5 注. — (i) 分離的でない場合は単体的スキームのテクニックを用いてD(X)を定義する必要
がある．

(ii) Ovhol(X)は ℓ進コホモロジーの偏屈層の圏に対応するものである．

三角圏は構成できたので，次の課題は 6つの関手を構成することである．この構成は少々複雑な
ので詳しくは割愛するがアイディアは以下の通りである．例えば f : X → Y という射があるとき f+
を構成したいとする．fが有限射であったと仮定する．すると Y のアファイン開被覆 {Vi}とその引
き戻しのXのアファイン開被覆 {Ui}ができ，fi : Ui → Viを誘導する．fが有限射なので fi+は上で
定義した t構造に関して完全関手になることが証明できる．そのため fi+ : Ovhol(Ui)→ Ovhol(Vi)
を貼り合わせて f+ : Ovhol(X) → Ovhol(Y )が定義でき，これも完全関手であることから自然に
f+ : Db(Ovhol(X))→ Db(Ovhol(Y ))に延長でき，これが我々の欲しかったものである．
完全関手の場合はこれで良いが，一般の場合はどうすれば良いだろうか．同じく fが有限射の場

合，f !を構成することを考える．f !
i : D(Vi)→ D(Ui)は左完全関手である．そこでH0を取ること

4
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によって f !0
i : Ovhol(Vi)→ Ovhol(Ui)が定義でき，貼り合わせにより f !0 : Ovhol(Y )→ Ovhol(X)

が定義できる．これは左完全関手である．ここで (f+, f
!)が随伴対であることと f+が完全であるこ

とを用いるとX, Y が埋め込み可能の時，f !は f !0の右導来関手であることを証明できる．そこで埋
め込み可能と限らない場合も f !を f !0の右導来関手として定義するのである．ここで，Ovhol(X)
は十分な単射的対象を有していないことに注意しなくてはならない．そのため Ind圏の理論を用
いて Ind(Ovhol(X))を考えることにより対象を増やし定義する必要がある．

一般の射の場合はX
i−→ X × Y

p−→ Y と標準的に分解する．iは有限射なので上記の構成を用
い，pに関しても若干複雑であるが同様の構成をすることにより f+等の関手が構成される．

4. 重さの理論

講演では紹介しなかったが数論的D 加群の理論には重さの理論も確立されているので紹介してお
く．そのためにフロベニウス構造を導入する必要がある．重さの理論を構築したいので，簡単の
ため，この節では kを q = ps個の元を持つ有限体とする．

4.1 定義. — X を分離的な k上の有限型スキームとする．E ∈ Ovhol(X)の（s階）フロベニウ
ス構造とは同型Φ: E

∼−→ F ∗E であり，(E ,Φ)という組を F -D 加群という．ここで F : X → Xは
X の s階フロベニウス射である．F -D 加群の圏を F -Ovhol(X)と表記する．

4.2 注. — フロベニウス構造の定義の背景の一つと考えられるものに ℓ進コホモロジー論におけ
るヴェイユ層（[D]参照）の概念がある．X を Fq上の多様体とする．Ovhol(X)はX ⊗ Fq上の ℓ
進構成可能層（正確には偏屈層）を考えるのと同等である．この観点で言えば F -Ovhol(X)を考
えるのはX そのものの ℓ進構成可能層（正確には Gal(Fq/Fq)の位相を考えたくないのでヴェイ
ユ層，またはヴェイユ偏屈層とするべきである）を考えることの類似であると言える．

4.3 例. — F -Ovhol(Spec(k))の記述は簡単である．この圏は (V,Φ)という組の圏と同値である．
ここで V は有限次元K線形空間でΦは V の自己同型である．E = (V,Φ) ∈ F -Ovhol(Spec(k))に
対して Φのモニックな固有多項式を char(E , t)と書く．

4.4 定義. — 以後，体の同型 ι : Qp
∼−→ C を一つ固定する．E ∈ F -Ovhol(Spec(k))が重さ ≤ w

(resp. ≥ w)であるとは任意の char(E , t) = 0の解 α ∈ Qpに対して，|ι(α)| ≤ qw/2 (resp. ≥ qw/2)
となることを言う．C ∈ F -Db(X)が重さ≤ w (resp. ≥ w)であるとは任意の整数 iに対してHi(C )
が重さ≤ w + i (resp. ≥ w + i)であることをいう．
重さが ∗ ∈ {≤ w,≥ w}の複体のなす部分圏をD∗(Spec(k)) と書く．

4.5 定理 ([AC1, 4.1.3] p進コホモロジーの重さ). — 重さの枠組みが存在する．つまりw ∈ Rに
対してD(X0)の充満忠実部分圏D≥w, D≤w が存在して以下の性質を満たす．f : X → Y を分離
的な k上有限系スキームの射とする．

1. D∗(Spec(k))は上で定義した物である．

2. f!と f∗はD≤wを保つ．

3. f∗と f !はD≥wを保つ．

4. ⊗はD≥w ×D≥w′ をD≥w+w′ に移す．

5. 双対関手 DはD≥wとD≤−wを交換する．

記号としてDm(X) :=
∪

w D≥w(X) =
∪

w D≤w(X)と書いて ι混複体と呼ぶ．

4.6 注. — リジッド・コホモロジーの枠組みでは交叉コホモロジーは定義されていないが，数論
的D 加群を使っているので交叉コホモロジーが簡単に定義出来る．さらに，交叉コホモロジーの

5
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純性定理も示すことが出来，ラングランズ対応の構成において重要な役割を果たす．詳細は [AC1,
4.2]を参照いただきたい．

5. ラングランズ対応

この節では pと異なる素数 ℓと同型Qℓ
∼= Qpを固定する．主定理はDeligneの予想 [D, 1.2.10 (vi)]

の曲線の場合である：

5.1 定理 ([A2, 4.1.3] 曲線の小同志予想). — X を幾何学的に連結で滑らな Fq 上の曲線とする．
次の二つの集合を考える：

• Grを階数 rの滑らかな既約Qℓ層F で判別式が有限になっている，つまり (
∧r F )⊗n = Qℓ

となる n ̸= 0が存在するものの集合．

• Ir を階数 rの滑らかな既約な Qp過収束 F アイソクリスタル E で判別式が有限になってい
る，つまり (

∧r E)⊗n = Qp となる n ̸= 0が存在するものの集合．

このときこれら二つの集合の間の 1:1対応が存在して，各閉点でのフロベニウス固有多項式が一致
している．

注. — 証明は Grと Irの対応を直接構成するのではなく，p進係数のラングランズ対応，つまりA
をXのアデール環としたとき，Ir とGLr(A)の尖点的保型表現との対応を示す．方針はDrinfeld
と Lafforgueによるシュトゥカの相対コホモロジーを計算することであり，Lafforgueにより既に
“モチーフ”は構成されていたことから，最も難しいのはスタックに対する 6つの関手の枠組み
を p進コホモロジーに対してどのように構成するかであった．この構成は §3で解説したとおりで
ある．

この定理には標準的な応用がいくつかある(∗)：

5.2 定理. — X を Fq 上の曲線とするとDm(X) = D(X)である．

5.3 定理. — Čebotarev稠密定理が成立する．つまり，Xを Fq上の滑らかな曲線とし，E , E ′と
いう二つの過収束 F アイソクリスタルが与えられており，各閉点での特性多項式が一致している
と仮定する．すると Ess ∼= E ′ssとなる．ここで (·)ssは半単純化を意味する．

6. これからの課題

良い機会なのでこれからの p進コホモロジー論の課題を筆者の個人的な観点からまとめておきたい．

6.1. 滑らかでない多様体のリジッド・コホモロジー論
滑らかとは限らない代数多様体X に対しても過収束アイソクリスタルの圏 Isoc†(X/K)とそのリ
ジッド・コホモロジーが Berthelotによって構成されている．その場合，現状では，特殊化関手
sp: Isoc†(X/K)→ D(X/K)は構成されていない．当然，存在が期待され，さらにそのリジッド・
コホモロジーはD(X/K)の押し出し関手によって計算されるはずである．これが出来ればリジッ
ド・コホモロジー論は完全に数論的D加群の範疇で語られることになる．これらの枠組みが出来た
ら志甫淳先生による相対リジッド・コホモロジーの枠組みとの比較も問題になってくるであろう．

(∗)講演では高次元多様体もある程度扱えると主張したが，終了後にギャップを発見したので，現状では主張が弱まっ
ている．この場を借りてお詫びしたいと思います．

6
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6.2. 高次元の小同志予想
高次元の場合の小同志予想は未だに示されていない．これは Isoc†(X)の構造が ℓ進層のようには
分からないことに起因しており，例えばベルティーニの定理（またはレフシェッツ型の定理）とい
われる結果が成立するかは分かっていない：

Xを滑らかな多様体とし，x ∈ Xを閉点とする．E をX上の与えられた既約な過収束
アイソクリスタルとする．このとき次の性質を持つような x を通る曲線Cが存在する
だろうか：E を C に制限した過収束アイソクリスタルは既約である．

このような定理は志甫淳先生などにより研究されている Isoc†(X)の基本群の性質と関わりがある
はずであり，高次元の小同志予想は目指すべき一つの目標である．

6.3. 特性多様体と分岐理論
D 加群には特性多様体と呼ばれる余接空間のサイクルが定義できる．特性多様体にはD 加群の分
岐の情報が多く含まれている．一方で斎藤毅先生を中心とした分岐の極めて研究の多くは 6つの
関手の枠組みやKedlayaらによるアイソクリスタルの局所理論（[K2]等）のアイディア用いれば
p進コホモロジーにも解釈することが出来るはずである．これらの理論とD 加群に元からある特
性多様体の関係は興味深い研究課題である．

6.4. 整係数コホモロジー理論とフロベニウス傾き
X が固有で滑らかとすると，クリスタリン・コホモロジーH∗

cris(X/W (k))はW (k)上有限となっ
ている．代数サイクルや L関数の特殊値の研究などには整係数コホモロジー論は不可欠で，有理
コホモロジー理論としてほぼ完全なリジッド・コホモロジー論があるにもかかわらず，未だにク
リスタリン・コホモロジー論の重要性は低下していない．
有理コホモロジー論としてリジッド・コホモロジーを復元し，Xが固有で滑らかならクリスタ

リン・コホモロジーと一致するような整係数コホモロジー論の構築は，野心的な研究目標かもし
れないが，極めて重要な課題である．多様体X上に F アイソクリスタル E があると，各閉点での
フロベニウス傾きを考えることが出来る．これらの挙動は謎に満ちており，まとまった理論が多
くは存在しない．整係数コホモロジー理論はこれらにも何らかの説明を与えるものと思う．

6.5. 混標数離散付置環上のD 加群の理論
数論的D 加群によって，全ての完全体上にD 加群の理論が存在していることが分かる．自然な疑
問としてはそれらの間の関係である．これはエタール・コホモロジー論では離散付置環上の理論
の特殊化や一般化として説明される．D 加群ではそれに当たる理論の構築は興味深い．この理論
の一つの方向性は坂内健一先生による論説 [Ba]が分かりやすい．また p進Hodge理論の比較定理
をこの観点から説明するのもおもしろいはずである．
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Sup. 29, p.185–272 (1996).

[Be4] Berthelot, P.: D-modules arithmétiques. II. Descente par Frobenius, Mém. Soc. Math. Fr. 81 (2000).
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等号付き多重ゼータ値と 2-1公式

山本 修司（慶應義塾大学）

1 イントロダクション

等号付き多重ゼータ値，または多重ゼータスター値（multiple zeta-star value，以下MZSVと

略す）とは，

ζ⋆(k1, . . . , kn) =
∑

m1≥···≥mn>0

1

mk1
1 · · ·mkn

n

なる多重級数の値である．ここで k1, . . . , kn は正整数であり，収束のために k1 ≥ 2という条件を

付ける．以下，このような列 k = (k1, . . . , kn)を収束インデックスといい，k1 + · · ·+ kn を kの

重さと呼ぶ．

「等号付き」というのは，和をとるときに動くダミー変数m1, . . . ,mn が等号付きの不等式で条件

づけられているということであり，もちろん等号なしのバージョンを考えることもできる．実際，

単に多重ゼータ値（multiple zeta value, 以下MZV）といえば，普通は等号なしの

ζ(k1, . . . , kn) =
∑

m1>···>mn>0

1

mk1
1 · · ·mkn

n

という値を指すことになっている．MZVの方が数論幾何や結び目理論など様々な分野との結びつ

きも強く，MZSVよりも「筋の良い」対象であるというのが一般的な認識だと思うが，本稿のテー

マである 2-1公式ではむしろMZSVの方が主役である．

2-1公式というのは，Ohno-Zudilin [2]により予想された，MZSVと 1
2 -MZV（後述）の間に成

り立つ等式である．予想そのものは Zhao [5]によって証明されたが，等式が成立する背景を含め

て十分に解明されたとは言えない，と筆者は思っている．そこで本稿では，2-1公式の両辺に現れ

る値に関する筆者の結果を述べた後，筆者が抱えている疑問について説明したい．なお，多重ゼー

タ値に関する基本的な事柄について，本稿ではあまり説明しない．それらについては荒川・金子 [1]

などを参照していただきたい．

2 2-1公式

2-1公式の主張を述べるため，まず t多重ゼータ値というものを導入する．

1
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定義 2.1 tを不定元とする．収束インデックス k = (k1, . . . , kn)に対し，

ζt(k) =
∑
p

tσ(p)ζ(p) ∈ R[t]

とおく．これを t多重ゼータ値（t-MZV）と呼ぶ．ここで，右辺は

p = (k1□k2□ . . .□kn)

において n − 1個の □にそれぞれ「+」または「,」のいずれかを挿入して得られるインデックス

p全体にわたる和であり，σ(p)は pを作るときに「+」を挿入した個数を表す．

例 2.2 ζt(k1, k2, k3) = ζ(k1, k2, k3) + tζ(k1 + k2, k3) + tζ(k1, k2 + k3) + t2ζ(k1 + k2 + k3).

注意 2.3 t = 0を代入すると ζ0(k) = ζ(k)となることは定義から明らかである．一方 t = 1を代

入すると ζ1(k) = ζ⋆(k)となる．すなわち，t-MZVはMZVとMZSVを補間する多項式になって

いる．

定理 2.4 (2-1公式，Zhao [5, Theorem 1.1]) 非負整数列 j = (j1, . . . , jn) ∈ Zn
≥0 が j1 ≥ 1を

満たすとき，

ζ⋆({2}j1 , 1, {2}j2 , 1, . . . , {2}jn , 1) = 2nζ1/2(2j1 + 1, 2j2 + 1, . . . , 2jn + 1) (2.1)

が成り立つ．ここで，{2}j は 2を j 個並べた列を表す．

例 2.5 n = 1のとき，

ζ⋆(

j︷ ︸︸ ︷
2, . . . , 2, 1) = 2ζ(2j + 1).

n = 2のとき，

ζ⋆(

j1︷ ︸︸ ︷
2, . . . , 2, 1

j2︷ ︸︸ ︷
2, . . . , 2, 1) = 4ζ(2j1 + 1, 2j2 + 1) + 2ζ(2j1 + 2j2 + 2).

なおこれらは，それぞれ Zlobin [6]および Ohno-Zudilin [2]によって証明されていた．

等式 (2.1)の左辺をX(j)，右辺を Y (j)とおく．以下の 2節で，Y (j)とX(j)のそれぞれについ

て，関連する筆者の結果を述べる．

3 Y (j)について：t調和積

Y (j)は 2n の因子を除き 1
2 -MZVで表される．この節では，まず通常のMZVが満たす調和関係

式を復習した後，その t-MZVへの拡張である t調和関係式を述べ，さらにそれを t = 1
2 に特殊化

することで Y (j)についての関係式が得られることを示す．

2
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定義 3.1 h1 = Q⟨zk | k = 1, 2, . . .⟩を，無限個の変数 z1, z2, . . .に関する非可換多項式環とし，そ

の Q部分空間 h0 ⊂ h1 を
h0 = Q⊕

⊕
k≥2

zkh
1

と定義する．また，Q双線型写像 ∗ : h1 × h1 → h1 を以下のように定め，調和積と呼ぶ：

1 ∗ w = w ∗ 1 = w,

zkw ∗ zlw′ = zk(w ∗ zlw′) + zl(zkw ∗ w′) + zk+l(w ∗ w′).

ただし k, l ∈ Z≥1, w,w
′ ∈ h1 とする．

例 3.2

zk ∗ zl = zk(1 ∗ zl) + zl(zk ∗ 1) + zk+l(1 ∗ 1)
= zkzl + zlzk + zk+l,

zk1zk2 ∗ zl = zk1(zk2 ∗ zl) + zl(zk1zk2 ∗ 1) + zk1+l(zk2 ∗ 1)
= zk1zk2zl + zk1zlzk2 + zk1zk2+l + zlzk1zk2 + zk1+lzk2 .

命題 3.3 h1 は ∗を積として可換 Q代数をなし，h0 はその部分 Q代数となる．さらに Q線型写
像 Z : h0 → Rを

Z(1) = 1, Z(zk1 · · · zkn) = ζ(k1, . . . , kn)

で定義すると，Z は Q代数の準同型となる．

この命題の後半部分は，MZVの間に

ζ(k)ζ(l) = ζ(k, l) + ζ(l, k) + ζ(k + l)

のような関係式が成り立つことを意味する．これらをMZVの調和関係式と呼ぶ．

次に t-MZV への拡張を考える．Q[t] 上の非可換多項式環 Q[t]⟨zk | k ≥ 1⟩ を h1[t] =⊕
n≥0 h

1 tn と同一視して，後者の記号で表す（tは各 zk と可換であることに注意）．

定義 3.4 Q[t]双線型写像
t∗ : h1[t]× h1[t] → h1[t]を以下のように定め，t調和積と呼ぶ：

1
t∗ w = w

t∗ 1 = w,

zkw
t∗ zlw′ = zk(w

t∗ zlw′) + zl(zkw
t∗ w′) + (1− 2t)zk+l(w

t∗ w′) + (t2 − t)zk+l ◦ (w
t∗ w′).

ただし k, l ∈ Z≥1, w,w
′ ∈ h1[t]．また zk ◦ ( ) : h1[t] → h1[t]は

zk ◦ 1 = 0, zk ◦ (zlw) = zk+lw

で定義される Q[t]線型写像とする．
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定理 3.5 (Y. [3]) h1[t]は
t∗を積として可換 Q[t]代数をなし，h0[t]はその部分 Q[t]代数となる．

さらに Q[t]線型写像 Zt : h0[t] → R[t]を

Zt(1) = 1, Zt(zk1 · · · zkn) = ζt(k1, . . . , kn)

で定義すると，Zt は Q[t]代数の準同型となる．

さて，定義 3.4において t = 1
2 を代入すれば h1 上の 1

2 調和積
1/2
∗ が得られ，(h1,

1/2
∗ )は可換 Q

代数となる．さらに t = 1/2での特殊事情として次の事実が成り立つ．

系 3.6 h1,odd = Q⟨zk | k ≥ 1 : odd⟩, h0,odd = h1,odd ∩ h0 とおくと，これらは (h1,
1/2
∗ )の部分 Q

代数となる．

この部分 Q代数 h0,odd に Q準同型 Z1/2 を適用すれば次を得る．

系 3.7 Y (j1, . . . , jn) (j1 ≥ 1, j2, . . . , jn ≥ 0)および 1が生成する Rの部分 Qベクトル空間を Y
とおくと，Y = Z1/2(h0,odd)であり，したがって Y は Rの部分 Q代数をなす．

例 3.8 (1) k, l ≥ 1について

zk
1/2
∗ zl = zkzl + zlzk

が成り立つ．特に k = 2j + 1, l = 2j′ + 1とし，両辺を 4倍して Z1/2 を適用すると

Y (j)Y (j′) = Y (j, j′) + Y (j′, j) (3.1)

を得る．

(2) k1, l ≥ 2, k2 ≥ 1について

zk1zk2

1/2
∗ zl = zk1zk2zl + zk1zlzk2 + zlzk1zk2 −

1

4
zk1+k2+l

が成り立つ．特に k1 = 2j1 + 1, k2 = 2j2 + 1, l = 2j′ + 1とし，両辺を 8倍して Z1/2 を適

用すると

Y (j1, j2)Y (j′) = Y (j1, j2, j
′) + Y (j1, j

′, j2) + Y (j′, j1, j2)− Y (j1 + j2 + j′ + 1) (3.2)

となる．

4 X(j)について：MZSVの積分表示

2-1公式の左辺の値X(j)は，特殊な形のインデックスに対するMZSVであった．ここでは，一

般のMZSVに対するある種の積分表示について述べ，X(j)の値への簡単な応用を説明する．

まず，MZVに対する反復積分表示を復習しよう．ω0(t) =
dt
t , ω1(t) =

dt
1−t とおく．

4
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命題 4.1 収束インデックス k = (k1, . . . , kn)に対して

ζ(k) =

∫
1>t1>t2>···>tk>0

ωδ(1)(t1)ωδ(2)(t2) · · ·ωδ(k)(tk).

ただし k = k1 + · · ·+ kn は kの重さであり，δ は

δ(i) =

{
1 (i ∈ {k1, k1 + k2, . . . , k1 + · · ·+ kn−1, k}),
0 (i /∈ {k1, k1 + k2, . . . , k1 + · · ·+ kn−1, k})

で定められる．

例 4.2

ζ(2, 1) =

∫
1>t1>t2>t3>0

dt1
t1

dt2
1− t2︸ ︷︷ ︸
2

dt3
1− t3︸ ︷︷ ︸

1

.

この例において，右辺の積分の形を決めている要素は

• 変数が 3つあり，t1 > t2 > t3 という順序に並んでいることと，

• それぞれの変数に ω0, ω1, ω1 という微分形式が対応していること

である．これを次のような，2色の頂点を持つ Hasse図で表すことにする：
◦
•
•

3つの頂点が 3つの変数（上から t1, t2, t3）に対応し，それらを結ぶ線は大小関係（上の方が大き

い）を表す．また ◦は ω0 に，•は ω1 に対応する．X をこのような図（で表されるデータ）とす

るとき，対応する積分を I(X)と書くことにする．例えば上の例は

ζ(2, 1) = I

( ◦
•
•

)
と書ける．

このような記法を用いると，MZSVに対する積分表示は次で与えられる．

定理 4.3 (Y. [4]) 収束インデックス k = (k1, . . . , kn)に対して

ζ⋆(k) = I


•

◦����

◦����

◦

•
''
''
''
''
''

•
◦����

◦����

◦

•
◦����

◦����

◦
k1 k2 kn


が成り立つ．

例 4.4

ζ⋆(3, 1, 2) = I

(
•

◦����

◦���� •
??

??

•
??

?? ◦����

)
=

∫
t1<t2<t3>t4>t5<t6

dt1
1− t1

dt2
t2

dt3
t3

dt4
1− t4

dt5
1− t5

dt6
t6

.
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ただし，右辺の積分においてすべての変数は区間 [0, 1]の中だけを動く．

ここで，2-1公式の左辺の値 X(j)は

X(j1, . . . , jn) = ζ⋆({2}j1 , 1, {2}j2 , 1, . . . , {2}jn , 1)

と定義されていたことを思い出そう．例えば

X(2) = ζ⋆(2, 2, 1) = I
(

•
◦���� •

??
?? ◦���� •

??
??
)

である．この表示を使うと，Y についての関係式 (3.1)に対応する次の関係式を示すことができる．

命題 4.5 j, j′ ≥ 1に対して

X(j)X(j′) = X(j, j′) +X(j′, j).

証明 簡単のため，j = 2, j′ = 1としよう（一般の場合も図が横長になるだけで，全く同様であ

る）．このとき

X(2)X(1) = I
(

•
◦���� •

??
?? ◦���� •

??
??

•
◦���� •

??
??
)

= I

(
•

◦���� •
??

?? ◦���� •
??

??

•
??

?? ◦���� •
??

??

)
+ I

(
•

◦���� •
??

?? ◦���� •
??

?? •����

◦���� •
??

??
)

と書ける．ここで第 1の等号は，2つの積分の積が直積上の積分に等しいことから分かる．また第

2の等号は，左から 5番目の頂点と 6番目の頂点に対応する変数について，どちらが大きいかで積

分領域を 2つに分割することで得られる．さらに，右辺の第 1項は

ζ⋆(2, 2, 1, 2, 1) = X(2, 1)

の積分表示，第 2項は（図を右から読めば分かるように）

ζ⋆(2, 1, 2, 2, 1) = X(1, 2)

の積分表示を与えている．以上で X(2)X(1) = X(2, 1) +X(1, 2)が言えた．

5 疑問点

前 2節の結果から浮かんでくる疑問点をいくつか挙げて，本稿のまとめに代える．

• Y の大きさについて
第 3節で定義した，2-1公式の（右辺の）値 Y (j)が生成する Q代数 Y は，多重ゼータ値全
体が生成する Q代数

Z = Z(h0) = Z1/2(h0)

の部分代数であるが，Y は Z の中でどの程度の大きさか，というのが一つ目の疑問である．

6
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もう少し正確に述べよう．k ≥ 1について，重さ k の収束インデックスに対するMZVが生

成する Qベクトル空間を Zk とおく：

Zk =
⟨
ζ(k1, . . . , kn)

∣∣∣ k1 ∈ Z≥2, k2, . . . , kn ∈ Z≥1, k1 + · · ·+ kn = k
⟩
Q
.

また Z0 = Qとおく．これらについて，Z =
⊕

k≥0 Zk という直和分解と，次元公式

dimQ Zk = dk, ただし dk は
∞∑
k=0

dkx
k =

1

1− x2 − x3
で定まる数列

が成り立つと予想されており，不等式 dimQ Zk ≤ dkは証明されている．そこでYk = Y∩Zk

とおくとき，dimQ Yk はどのような数列だろうか？

• Y の乗法構造を X(j)を使って記述できるか？

Y における Q代数の構造は，全射準同型 Z1/2 : h0,odd → Y を通じて，h0,odd における 1
2 調

和積により記述することができる．このことから，(3.1)や (3.2)のような Y (j)の間の具体

的な関係式が得られることは第 3節で述べたとおりである．2-1公式により，X(j)の間にも

これと同じ関係式が成り立つ．しかし，それらの関係式を 2-1公式を経由せずに直接証明す

ることはできていない．例えば (3.1)に対応するのは命題 4.5であり，これは積分表示を用

いて示すことができたが，(3.2)に対応する等式

X(j1, j2)X(j′) = X(j1, j2, j
′) +X(j1, j

′, j2) +X(j′, j1, j2)−X(j1 + j2 + j′ + 1)

を直接示すことは，筆者の知る限りまだできていない．X(j)についての新しい視点・解釈

を与えることによって，そのような証明が可能にならないだろうか？

なお，Y の乗法構造については，別の道筋もあり得る．すなわち，もしなにか X(j)につい

て新しい解釈が得られ，それによって X(j)が生成するベクトル空間（つまり Y）が代数を
なすことが示されたとして，そうして得られる具体的な関係式が h0,odd の 1

2 調和積から得

られるものと同じである必然性はないのではないか？　もしこれらの関係式が異なるのであ

れば，積 X(j)X(j′) = Y (j)Y (j′) を 2 通りに展開することによって非自明な線型関係式が

得られるはずである．これは多重ゼータ値の複シャッフル関係式の類似であり，道筋として

はむしろこちらの方が面白いかもしれない．

• 2-1公式が成り立つ「根拠」は何か？

2-1公式そのものをどのように理解すればよいか，という疑問である．Zhao [5]による証明

は初等的で，議論そのものを追うことはできるが，等式が成立する内在的な理由（そのよう

なものがあるとして）を明らかにしているとは言えないように思う．例えば，何らかの量を

2通りに計算すると，それぞれX(j)と Y (j)に到達する，というような証明はできないもの

だろうか？　

7
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Heegner cycleのp-進高さ

小林 真一
東北大学大学院理学研究科

1 p-進Gross-Zagier公式
まずは研究動機としてGross-Zagier公式について述べたい. 整数論の中心的課題として代

数多様体や保型形式などに付随する L-関数の特殊値と数論的不変量を結びつける特殊値公
式がある. 古くは類数公式, その楕円曲線版である Birch and Swinnerton-Dyer予想, さら
にそれを一般化したBeilinson-Bloch-Kato予想などがある. Gross-Zagier公式もこれらの予
想と深く関わる公式である. わかりやすくするために楕円曲線の言葉で述べておく. 有理数
体Q上定義された楕円曲線EとHeegner条件をみたす虚二次体Kに対し, Heegner点とい
うE(K)の点を構成する方法がある. Gross-Zagier公式は

L′(E/K, 1) = (簡単な因子 ̸= 0)× (E/K の周期)× (Heegner点の高さ)

というものである. ここで L(E/K, s)は E のK 上の Hasse-Weil L-関数である. K の選択
は自由度が大きく, K をうまく選ぶと階数 1以下の場合の Q上の BSD予想に応用がある.

またこの公式からいつHeegner点が無限位数の元を定めるかがわかる.

上では楕円曲線の言葉で Gross-Zagier公式を述べたが, この公式は実際は重さ 2, Γ0(N)

の楕円型保型形式に関する公式である. そこでただちに考えられる一般化は, 保型形式の重
さを 2から一般の偶数 k ≥ 2にしたらどうなるかである. このときHeegner点のかわりに現
れる数論幾何的対象がHeegner cycleである. これは k − 1次元の久賀-佐藤多様体の余次元
k/2の代数的 cycleでK の Hilbert類体上定義されるものである. 1 一般の重さの楕円型保
型形式に関するGross-Zagier公式は, 重さ 2のときの約 10年後に S. Zhangにより示された.

難しさは “点”ではない高次元 cycleに関する高さ理論にある. ZhangはArakelov交叉理論
を使うことでこの問題に取り組んでいる. Gross-Zagier公式の他の一般化としてHilbert保

1この cycleが候補であることは, 早くもGross-Zagierのオリジナルの論文の中で, Deligneによる示唆があっ
たと述べられている.

1
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型形式を考えるなど, Zhangらによるさらなる一般化の研究も進んでいるがここではこれ以
上述べない. (cf. [23].)

次にGross-Zagier公式の p-進版について述べる. Bertolini-Darmonらによる p-進化もあ
るが我々は Perrin-Riouによる p-進化の流れに従う. これは純粋にアナロジーを辿ったも
ので, L-関数のかわりに p-進 L-関数を使い, p-進 L-関数の微分値と Heegner点や Heegner

cycleの p-進高さを結びつけるものである. 2 ここでは公式を少し正確に述べておく.

f =
∑∞

n=1 an(f)q
nを Γ0(N)の重さ k ∈ 2Nの正規固有カスプ新形式とする. K を虚二次

体, 判別式を dK , ϵをK/Qに伴う２次のDirichlet指標とする. このとき

L(f/K, s) :=
∞∑
n=1

an(f)

ns
·

∞∑
n=1

an(f)ϵ(n)

ns

とおく. ここで次のHeegner条件を考える.

「ℓがN の素因子 =⇒ イデアル (ℓ) はOK で２つの異なる素イデアルに分解」

この条件から得られる重要な帰結は次の２つである.

• L(f/K, s)の関数等式の符号は−1. とくに L(f/K, k/2) = 0.

• Heegner cycle zH ∈ CHk/2(KSk−1/H)0が構成できる. ここでKSk−1は k − 1次元の
久賀-佐藤多様体, H はKのHilbert類体. k = 2のときはKSk−1はモジュラー曲線で
Heegner cycleはHeegner点である. 詳しくは §2で説明する.

p-進 L-関数について簡単に思い出しておく. 埋め込みQ ↪→ Cp を固定する. p ∤ N で f の
p-Euler因子X2 − ap(f)X + pk−1 = 0の根を α, βとし, |α|p ≥ |β|pとなるように名前をつ
けておく. ap(f)が p-進単数であるとき, pを ordinaryというが, このときは αは unit root

である. f の円分 p-進 L-関数Lp(f, α, s)は Cp に値をもつ変数 s ∈ Zp の p-進解析関数で
ある. 円分というのは, この関数は p-冪導手の Dirichlet指標 χでひねった複素 L-関数の値
L(f, χ, i) (1 ≤ i ≤ k − 1)たちを補間することで作られるという意味である. L(f, χ, i)は適
当な周期で割ると代数的数になっていることに注意しておく. f のK 上の円分 p-進 L-関数
Lp(f/K,α, s)はLp(f, α, s)とLp(f ⊗ ϵ, ϵ(p)α, s) の積として定義される. 3

2Bertolini-Darmonのものは微分値ではなく値そのものであったり, 高さというよりは Abel-Jacobi写像に
よる Heegner点の像を考えていたりするが, 反円分拡大という Heegner点のシステムが住んでいる方向を直接
みており, 高さではなく有理点自身を求めることに利用できるなどの長所がある.

3正確には複素周期からくるちょっとした修正が必要. p-進 L-関数は複素周期の取り方に依存し, isogeny不
変性などが成り立たない.

2
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p-進Gross-Zagier公式 (予想) : p ∤ N とする.

L ′
p(f/K,α, k/2) = u−2(4|dK |)1−

k
2

(
1− p

k
2
−1

α

)2(
1− p

k
2
−1

ϵ(p)α

)2

⟨z(k)K , z
(k)
K ⟩p,f/K,α.

ここで z
(k)
K はHeegner cycleをK上に traceしたもの. ⟨ , ⟩p,f/K,αは f/Kに対応する円分 p-

進高さ対で, α-固有空間によるHodge filtrationの splittingに付随するもの. またu := ♯O×
K/2

である.

p-進高さや Heegner cycleについては次節以降で説明する. ここでは上が解けている場合
を簡単にまとめておく. 解けている場合も正確には細かい条件があるが省略する.

• k = 2, pが good ordinaryでK で splitのとき. B. Perrin-Riou [19], (1987).

• k > 2, pが good ordinaryでK で splitのとき. J. Nekovář [16], (1995).

• k = 2, pが good non-ordinary4のとき. S. Kobayashi [11], (2013).

ちなみに実数値の場合は k = 2のときGross-Zagier [9], (1987), k > 2のとき Zhang [24],

(1997)で k > 2のときは p-進の方が先に証明されている. 現在は k > 2, pが good non-

ordinaryでK で splitのときを研究中であり, 今回の講演はこの研究の内容の一部の紹介で
ある. pがKで splitするという条件は, 証明の中で極めて重要な役割を果たす. しかし p-進
高さの非自明性があるときは, Q上の BSD予想と結びつけることで最終的には取ることが
できる. (k = 2で non-ordinaryの場合はこれに該当.) ただこれは pがK で inertする場合
の現象を何ひとつ解明するものではない. この場合はモジュラー曲線を Zp上で考えたとき,

Heegner点が定めるセクションが supersingular pointと交わっていることに注意する. p-進
Gross-Zagier公式の証明の概略, 方針等については [10]を参照してほしい. それらは大筋に
おいてはすべての場合に共通である. pが ordinaryのときは円分 Zp-拡大以外のKの Zp-拡
大に対しても p-進Gross-Zagier公式が示されていることにも注意しておく. 5

p-進L-関数について少し補足しておく. 一般に p-進L-関数を定義するためには, 考えてい
るモチーフのみならず Zp-拡大と p-進 de Rham 実現の Hodge filtrationの splittingを選ぶ
必要ある. (カスプ形式 f に対しては, f に付随する p-進表現 Vf に対しDdR(Vf )の Hodge

filtration F 0のQp-ベクトル空間としての splitting.) 例えば楕円曲線Eの p-進L-関数といっ

4f が楕円曲線に付随するときは, その楕円曲線が pで supersingular reductionをもつことと同値であるが,

保型形式を考えているときは supersingularという用語は適切ではないように思う.
5ただし反円分拡大のときは同じ設定だと 0 = 0という自明な式になってしまう.

3
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ても, どういう Zp-拡大に付随するものかで性質はまったく異なる. K∞をK の Zp-拡大と
すると, K∞/Kに付随するEの p-進 L-関数の λ-不変量はアーベル群E(K∞)と強いつなが
りがある. この群は当然考えているK∞によって性質が異なる. 例えば円分なら (無限次代
数体だが)有限生成アーベル群, 一方反円分なら階数は無限 6 である. 有限生成だったとし
てもその階数は考えているK∞ で異なる. このように p-進 L-関数は Hasse-Weil L-関数の
単純な類似物というわけではない. 7 一方Hodge filtrationの splittingはモチーフの p-進的
deformationのしやすさと関わっており, その取り方によって関数の p-進的な挙動の複雑さ
が異なってくる. pが ordinaryならば splittingとして unit root 空間がとれ, そのときは非常
にきれいな deformationが得られる. pが non-ordinaryのときも splittingとしてフロベニウ
スの固有空間をとると変形の様子が見やすい. Lp(f, α, s)のαはα-固有空間による splitting

に対応している. しかし non-ordinaryの場合, 固有空間による splittingは functorialではな
いので ordinaryのときのように必ずしもよいものとはいえない. p-進L-関数をCpに値をも
つ関数としてではなく, 適当な p-進 de Rham cohomology に値をもつベクトル値関数とし
て捉えるより本質的な定式化もある. その場合はHodge filtrationの splittingを選ぶ必要は
ない. ただGross-Zagier公式のような計算による証明を行う場合は, ベクトル値ではなくCp

に値をもつ関数と考える方が都合がよいと思われる.

2 Heegner点とHeegner cycle

ここではHeegner点とHeegner cycleを簡単に説明する. (cf. [7].) Heegner点とは大雑把
にいえばモジュラー曲線のCM点のことである. つまりモジュラー曲線は楕円曲線のモジュ
ライになっており, CM楕円曲線に対応する点がHeegner点である. 例えばレベル 1のモジュ
ラー曲線X(1)は, j-関数によりリーマン球面になっており, CM楕円曲線の j-不変量が与え
るリーマン球面上の点が Heegner点である. singular moduliという言い方もできるかもし
れない. よく知られているように CM楕円曲線の j-不変量は代数的 (整)数になっているの
で, Heegner点はモジュラー曲線の代数的な点を定める.

BSD予想と関連して面白いのは, 志村谷山予想の解決により, 有理数体上定義された楕円
曲線Eはその導手をN とすると, モジュラー曲線X0(N)から定数でない射X0(N) → Eが
存在することである. これよりX0(N)の有理点が見つかると, この射による像として E の
有理点を構成できる. 例えば虚二次体K が Heegner条件をみたすとする. このときOK の

6具体的には p-冪導手の Heegner点のシステムを含んでいる.
7虚二次体には Zp-拡大が無限に存在するが, Gross-Zagier公式の観点からいうと反円分拡大のときだけ特異

な現象が起こり, それ以外の拡大でおこる現象は本質的に同じように思われる.

4
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中で (N) = NN ∗, OK/N ∼= Z/NZとなるよう素イデアル分解できる. (もちろんこのよう
な分解の仕方は一意ではない.) このとき自然な射影

C/OK −→ C/N−1

は OK を準同型環とする CM楕円曲線間の位数 N の cyclic isogenyとなる. これよりこの
isogenyがX0(N)のCM点を定めるが, この場合KのHilbert類体をHとするとX0(N)の
H-有理点となる. よってこのHeegner点からE(H)の点が構成され, KやQまで traceを取
ればE(K)やE(Q)の点を構成できる. このようにしてできる楕円曲線の点をHeegner点と
いうことも多い.

Euler系の議論や岩澤理論的議論のためには,一つのHeegner点を考えるだけでなく, Heeg-

ner点のシステムを考えることが重要である. K の order Oを考える. これはK の格子で
部分環になっているものである. OはOK に指数有限で含まれ, その指数 cは導手といわれ
る. 上の Heegner点の議論においてOK をOの可逆イデアルに置き換えても同様の話がで
きる. そのようにしてできるHeegner点を導手 cのHeegner点という. モジュライ解釈では
EndE = OとなるCM楕円曲線に対応する. 導手 cのHeegner点は導手 cの ring class field

Hc上定義される. つまりX0(N)(Hc)の点を定める. ring class fieldはGal(Hc/K) ∼= PicO
となる体で, 具体的には j-関数を使ってK(j(C/O))として構成される. またKの反円分Zp-

拡大は ∪nHpn に含まれる. このようにして大量のHeegner点ができるが, これらは体Hcの
ノルムに関して Euler因子と関連する特別な関係式で結ばれている. つまり Eulerシステム
をなす. p-進高さの計算でも, 知りたいのは c = 1のHeegner点であるが, それを計算するた
めにこのノルムシステムが重要な役割を果たす.

次にHeegner cycleについて説明する. 簡単のためQ-schemeの圏で考えることにする. ま
ずは久賀-佐藤多様体を思い出す. f : E → Y (N)を full level構造の普遍楕円曲線, E → X(N)

を一般普遍楕円曲線とする. また包含写像を j : Y (N) → X(N)と書く. kを 2以上の偶数
としX(N)上のファイバー積

E(k−2)
:= E ×X(N) · · · ×X(N) E (k − 2 個)

は, k ≥ 4ならばX(N)のカスプのファイバー上に特異点をもつ. これを Deligneによる標
準的特異点解消を行ってできるのものが久賀-佐藤多様体KSk−1である. 8 “標準的”特異点
解消は次で説明するよい性質をもつ. まず自然に

E(k−2) := E ×Y (N) · · · ×Y (N) E ⊂ KSk−1

8indexは次元に合わせることにした.

5



141

となっている. 次に Γ = ((Z/NZ)2 ⋊ {±1})k−2 ⋊Sk−2 とおくと, この群は E(k−2)にレベル
構造による平行移動や −1倍, 成分の置換によって自然に作用している. そしてこの作用が
KSk−1に自然に延びる. また指標 Γ → {±1}を Z/NZを 1に, {±1}は恒等写像で, Sk−2は
符号指標で送ることにより定義する. この指標に対応する射影子 ε ∈ Z[ 1

2N(k−2)! ][Γ] を考え
る. このとき久賀-佐藤多様体のコホモロジーの ε-部分が保型形式に付随するモチーフとな
る. 例えばエタールコホモロジーの同型

Vp := H1
et(X(N)Q, j∗Sym

k−2(R1f∗Qp)) ∼= εHk−1
et ((KSk−1)Q,Qp) = εH∗

et((KSk−1)Q,Qp)

がある. 最後の等式では k > 2と仮定する. これをHecke作用素でカスプ形式 f に対応する
部分を切り取れば f のGalois表現ができる. またHodge構造をみるとカスプ形式の空間が
現れる. (本質的に Eichler-Shimura同型.)

さてHeegner条件を満たす虚二次体K を固定し, τ をX0(N)の導手 cのHeegner点とす
る. 便宜的に自然な有限射X(N) → X0(N)による τ の逆像をひとつ取り, それもまた τ と
書く事にする. Eτ を τ に対応するHc上のCM楕円曲線とする. このとき c

√
dK ∈ EndK Eτ

であり, そのグラフ Γτ ⊂ Eτ ×Hc Eτ を考える. Heegner cycle Zτ は次で定義されるKSk−1

の cycleである.

Zτ := Γτ × · · · × Γτ ⊂ Eτ × · · · × Eτ ⊂ E ×Y (N) · · · ×Y (N) E ⊂ KSk−1

(ファイバー積は最初は k
2 − 1個, 次は k − 2個で Hc 上. τ は SpecHc → Y (N)を定め,

Eτ はこれによる E の引き戻しになっている.) また k > 2ならば εHk(KSk−1) = 0より,

εZτ ∈ CH
k
2 (KSk−1)0 ⊗ Qがわかる. (下つき 0は cycle mapの核, つまり 0にホモロジー

同値.) そして p-進 étale Abel-Jacobi写像の像としてH1(Hc, Vp(
k
2 )) の元が定まるが, 実は

Block-Kato Selmer群H1
f (Hc, Vp(

k
2 ))の元になっていることが知られている. (p ∤ N と仮定

している.) Heegner cycleはHeegner点と同様に Eulerシステムを形成する. (cf. [17])

3 p-進高さ関数
F を代数体 (Qの有限次拡大)とする. F 上定義されたアーベル多様体 Aに対しては実数

に値を持つNéron-Tateの高さ対

⟨ , ⟩ : A∨(F )×A(F ) −→ R

があり, 非退化性などのよい性質を持っていることが知られている. ここでA∨はAの双対
アーベル多様体である. 1980年代に実数ではなく p-進数に値をもつ p-進高さ対

⟨ , ⟩ : A∨(F )×A(F ) −→ Qp

6
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が, Néron [18], Schneider [21], Mazur-Tate [14], Zarhin [25]らによって研究された. また代
数曲線に対しては Coleman-Gross [6]の仕事がある.

実数値のときにはない p-進値高さ関数の大きな特徴は次の２つである.

• p-進対数関数, すなわちイデール類群からの準同型 A×
F /F

× → Zpの取り方に依存.

• Hodge filtrationの splittingの選び方に依存.

つまりこれらの選び方を変えると異なる高さ関数が生まれるので, p-進高さ関数は多様体に
対して複数存在することになる. 9 最初の選択は類体論により F の Zp-拡大を考えることと
本質的に同値である. よってこれらは p-進 L-関数を定義するための情報と一致しており, p-

進 L-関数の特殊値公式 (p-進 Birch and Swinnerton-Dyer予想など) に関する予想とつじつ
まがあっている. p-進では高さ関数が一意に定まらない理由は, Qpには Zpなどコンパクト
な部分群が複数 (無限個)あるからと言えるかもしれない. Néron-Tate高さの理論では, 素
朴には生じる有界関数の曖昧さを, 群演算との両立性を要求することで取り除いている. ま
た無限遠点における局所高さの一意性は非自明な連続準同型 A(R) → Rが存在しないこと
に依拠している.

次に p-進高さ関数の一般化について述べる. 一般のモチーフや高次元 cycleに対して, 高
さ関数を幾何学的に構成しその性質を研究するのは困難なことが多い. しかしながら p-進に
は p-進Galois表現という比較的扱いやすい対象があり, Bloch-Katoの理論 [3]により “有理
点”を p-進Galois表現の言葉で表すことも可能になっている. Nekovářは Zarhinらのアー
ベル多様体における p-進高さの理論をBloch-Katoの用語で書き直すことにより, 一般の (幾
何学的に生じると予想される) p-進Galois表現 V に対し, p-進高さ対

⟨ , ⟩p : H1
f (F, V

∗(1))×H1
f (F, V ) −→ Qp

を定義した. H1
f は Block-Katoの Selmer群であり, Tate-Shafarvich群の p-partの有限性

を認めると, アーベル多様体のときは有理点の集合 A(F )⊗Qpと自然に同型になる. V ∗(1)

は V のKummer双対であり, V がアーベル多様体のTate加群ならその双対アーベル多様体
の Tate加群に相当する. このペアリングはやはり対数関数の取り方と Hodge filtrationの
splittingの選び方に依存する. Heegner cycleの p-進高さは V = Vp(k/2)とし, εZτ の p-進
étale Abel-Jacobi像として定まるH1

f の元の高さとして定義される. この場合 canonicalに
V ∗(1) ∼= V となっていることに注意する.

これまでは主に大域高さについて話をしてきたが, 高さ関数の深い性質を調べるときには,

大域高さを局所高さの和として書き, 各々の局所項を計算することになる. とくに p上の素
9Mazur-Tate [14]は論文のタイトルで, canonicalなのに複数形を使っていることに注意している.
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点における p-進局所高さが重要であるので, これについて少し述べる. まず実数値対応物と
して代数曲線 (リーマン面)の無限素点における実数値局所高さ関数を考えてみよう. 局所高
さはWeil関数などを用いて明示的に構成されることが多いが, p-進化のためにはより理論的
な見方が必要である. X をリーマン面, 簡単のため divisor D1 = [P ]− [Q], D2 = [R]− [S]

で P,Q,R, S はすべて異なるものを考える. このときD1とD2の無限素点における実数値
局所高さは ∫ R

S
ωPQ

の実部で与えられる. ここで ωPQは P , Qでのみ一位の極をもつ第三種微分形式 10 で P , Q

での留数がそれぞれ 1, −1となるものである. ただしこの条件だけからは ωPQが一意に定
まらないので次のようにHodge filtrationの splittingの情報も付け加える.

第三種微分形式は de Rham cohomology H1
dR(X −{P,Q})のHodge filtration F 1の元と

思えるが, 写像Ψ : F 1H1
dR(X −{P,Q}) → H1

dR(X)で第一種微分の空間 F 1H1
dR(X)上では

恒等的になっているものがある. この Ψは本質的に混合 Hodge構造を使って作られる. こ
こで複素共役が−1倍で作用するH1

dR(X) = H1
Betti(X)⊗ C の実部分ベクトル空間をW と

するとき, ωPQに Ψ(ωPQ) ∈ W という条件をつける. このとき ωPQは一意に定まり, 積分
の実部は道の取り方によらず well-definedになる. この構成は実混合Hodge構造のDeligne

の canonical splittingと対応している. (cf. [8]). 楕円曲線 (複素トーラス)Eのときに具体的
に書くなら, ωPQは (

ζ∗(z − P )− ζ∗(z −Q) +
P −Q

a(E)
π

)
dz

である. 実際これは第三種微分形式で純虚数周期を持っている. ここで a(E)は E の基本
領域の面積, ζ∗(z)dz は因子 [0]に付随する正規 (被約) テータ関数 θ(z)の対数微分である.

(dζ∗(z) ∈ H0,1(X).) ここで θ̂(z) = exp(− πzz
a(E))θ(z) = exp(− zη(z)

2 )σ(z) とおく. (σ(z)は
Weierstrass σ-関数.) このとき無限素点における局所高さは,

log

∣∣∣∣∣ θ̂(R− P ) θ̂(S −Q)

θ̂(R−Q) θ̂(S − P )

∣∣∣∣∣
で表される. ([13, Chapter 13], [22, Chapter VI].)

代数曲線のときこの構成の p-進類似を辿ったものがColeman-Grossの p-進 (局所)高さで
ある. (大域高さは局所高さの和として定義する.) 積分は p-進のColeman積分に置き換える.

留数をもつ第三種微分形式を積分するために p-進対数関数の指定と, 上のW の代わりとして
Hodge filtrationの splittingの選び方 (フロベニウスの固有空間など)に任意性が生まれる.

10高々一意の極をもつ有理型微分形式. さらに留数が整数という条件をつけることもある.
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Ψの類似物の構成としてColeman-Grossでは rigid幾何的類似を辿るが, Besser [1]によりフ
ロベニウス構造を使ったより本質的な構成も与えれている. Heegner cycleに適用するために
は, 代数曲線の局所系つきコホモロジーを考える必要がある. より正確には, higher weight

の保型形式を扱うときは, カスプで退化しているような locally freeでない係数を扱うので
少し厄介である. (しかも Hodge構造の変形を扱う必要もある.) p-進では overconvergent

F -isocrystalが局所系の類似ではあるが, やはり保型形式への応用のためには退化する係数
を扱う必要がある. 今回は p-進Gross-Zagier公式の証明のために必要最低限の ad hocな扱
いですませて, 係数付きColeman-Grossの p-進局所高さの一般論を建設することはしなかっ
た. (実数値のときは Brylinski [4]によって行われている.) これは今後の課題だろう. 阿部
さんの講演とも関連していると思われる.

リーマン面のときの局所高さ理論が混合Hodge構造と密接に関わることはすでに述べた通
りである. 局所高さは第三種微分形式の積分であるが, 第一種 (正則)微分形式の場合は, この
種の積分は所謂Abel-Jacobi写像である. CarlsonによりAbel-Jacobi写像は混合Hodge構造
の extensionを使って解釈されているが, 局所高さも Schollにより混合Hodge構造のmixed

extension ( SGA 7/I, IX.9.3の extension panachée)を使って解釈されている. 先ほどのリー
マン面の例では mixed extensionは部分コンパクト台つきコホモロジー H1(X − P ;Q)と
Gysin列などを使って作られる. このようなことから適切なコホモロジー論があれば局所高さ
の理論は建設できる. (実際Motivicな局所高さが Schollによって定義されている.) Fontaine

やBloch-Katoの言語により, p-進Galois表現 (étale cohomology)のmixed extensionを使っ
て定義されるものが, Nekovářの p-進 (局所)高さ理論である. (例えばΨに相当するものは
単にフロベニウスの weightに注目したDieudonné加群の splittingとして構成される.)

今, Coleman-Gross型と Nekovářの２つの p-進局所高さの構成について説明したが, メ
リットとディメリットは次の通りである. まず Nekovářの方法のメリットは p-進Galois表
現の一般論を形式的に利用するだけですむので, 一般的枠組の中で強い制約もなく展開でき,

基本性質を示すことも容易である. とくに局所と大域の相性がよく, 高さ対の積公式が自然
に成り立つ. つまり大域高さがAbel-Jacobi像を経由する. (例えばリーマン面の場合, 局所
高さは因子類ではなく因子そのものに依存して定義されるので, Abel-Jacobi像を経由する
ものではない.) これはGross-Zagier公式の証明において極めて本質的な性質である. これが
ないとHeegner cycleの heightから p-進保型形式を作れなくなる. ディメリットはGalois表
現的であるため, p-進特有の深い性質を導きにくく計算にも向いていないところである. ま
た Zp-拡大に関する整構造の分析ができない. Coleman-Gross型のメリットは p-進解析的で
rigid cohomologyなどとの相性が良い. したがって Katzの p-進保型形式論や Colemanの
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p-進保型形式関連の仕事との相性がよい. p-進的な数値計算もしやすく, 最近は (定数係数
のときは) コンピュータプログラムもこの構成に基づいて書かれている. ディメリットは大
域高さの理論ができないことである. もちろん局所項の和として大域高さを定義することは
できるが, Abel-Jacobi像を経由するかという根本的な問題が解決できない. (定数係数のと
きはアーベルの定理により解決できる.) また Zp-拡大に関する整構造の分析もできない. p-

進Hodge理論の比較定理 (部分コンパクト台つき)を認めるとこの２つの高さを比較できる
ので, 長所を生かし欠点を補いあうこともできるが, 共通の問題点は, Zp-拡大に関する整構
造を分析できないところである. p-進高さは Zp-拡大の性質に依存するはずなのに, 両者の
構成には Zp-拡大が本質的に現れない. 対数関数の選択として表面的に登場するのみである.

この欠点を補う第三の構成法がある. それはアーベル多様体の通常素点の場合の Schneider

[21]による構成に端を発するノルム構成法である. この構成法では, Zp-拡大はこの方向に p-

進高さ関数の定義域を動かしたときの挙動と結びつく形で登場する. 岩澤理論的構成法であ
る. Heegner cycleの p-進高さの計算はこの三種類の構成法をすべて駆使して行うのである
が, ノルム構成法に基づく部分が最も深いところであるので, この構成法についてもう少し
だけ説明する. ノルム構成法は, アーベル多様体のときは ordinaryなら [21], non-ordinary

なら [12], 一般のガロワ表現に対しては, 今回 Perrin-Riouの理論を使うことで一般化した.

ノルム構成法においては, 計算したい cycleを, ある種のノルム系の構成要素として捉える
ことが胆である. そしてそのノルム系がある冪級数で補間されることを示し, その冪級数を
使って高さを構成 (計算)するという方法である. Coleman冪級数論的構成法と言ってもよ
い. Coleman冪級数論は explicit reciprocity lawと絡んで発展したわけであるが, そこでも
計算したい量を冪級数で補間し, その冪級数の対数微分などを使って reciprocity lawを計算
していた. 例えば楕円単数に関しては楕円単数のシステム (Euler系)があり, ほとんど定義
から, それを補間する Coleman冪級数はテータ関数 (本質的にWeierstrass σ-関数)の形式
冪級数展開である. そのテータ関数の logが実質的に局所高さ関数であることから, 高さ関
数と Coleman冪級数論とのつながりを感じてもらえるだろうか.

Heegner cycleのノルム構成による高さの計算に関して説明する. 前節でみたようにHeegner

cycleはある種のノルム系をなしているので, それを補間する “Coleman冪級数”を見つける
ことが高さの計算の鍵となる. 11 ordinaryのときはこれは本質的に通常のColeman冪級数
論で事足りる. non-ordinaryのときも, 重さが 2ならば, 通常の Coleman冪級数論を拡張さ
せることでそれほど困難なく行われる. higher weightのときの困難さはここの部分にある.

これまでにできている場合は, 基本的に形式群の理論を使って示されており, 補間は素朴な
11正確にはこれは Abel-Jacobi像を計算する鍵である. 局所高さの場合は, 二つの Heegner cycleが絡み合う

mixedな状況でこの問題を考える必要がある.

10
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冪級数論から大きく逸脱するものではない. それに対し cycleの補間は, H1
f の元という p-

進 etale Abel-Jacobi写像と Fontaineの言語を使って抽象的にできる元を扱わねばならず,

具体的に計算するのが非常に困難である. しかも補間のためにはある種の合同式が必要なの
で integralな p-進 Hodge理論も必要となる. また non-ordinaryのときは一般に k − 1個の
twist s = 1, . . . , k− 1上の合同式が必要になるが, s = k/2上にしかHeegner cycleが存在し
ない. 今回は cycleを補間する Coleman冪級数論の一般論の建設はあきらめ, 欲しい冪級数
を直接構成する手段を取った. Perrin-Riouの理論 [20]より冪級数が与えられると (局所的
な)H1

f の元のシステムを構成できることが知られている. Serre-Tateの local moduliの理論,

Katzの p-進保型形式の理論, Bertollini-Darmon-Prasanna, Castellaの p-進Abel-Jacobi像
の Coleman積分を使った計算を組み合わせることで, Heegner cycleのシステムを生み出す
冪級数を構成できる. 講演ではもう少し詳しい説明を行ったが, ここでは詳細は差し控えさ
せていただく. 論文が完成したらどこかで解説させていただければ幸いである.
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[4] Brylinski, J-L.: Heights for local systems on curves. Duke Math. J. 59 (1989), no. 1,

1–26.

[5] Coleman, R., Gross, B.: p-adic heights on curves. Algebraic number theory, 73–81,

Adv. Stud. Pure Math., 17, Academic Press, Boston, MA, 1989.

[6] Gross, B.: Heegner points on X0(N). Modular forms (Durham, 1983), 87–105, Ellis

Horwood Ser. Math. Appl.: Statist. Oper. Res., Horwood, Chichester, 1984.

[7] Gross, B.: Local heights on curves. Arithmetic geometry (Storrs, Conn., 1984), 327–

339, Springer, New York, 1986.

11



147

[8] Gross, B., Zagier, D.: Heegner points and derivatives of L-series. Invent. Math. 84

(1986), no. 2, 225–320.

[9] Kobayashi, S.: On the p-adic Gross-Zagier formula for elliptic curves at supersingular

primes. Algebraic number theory and related topics 2010, 61–79, RIMS Kôkyûroku
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冪零軌道とW 代数

荒川 知幸 (京大・数理研)

1. 序

(アフィン)W 代数はKac-Moody代数や Virasoro代数などの無限次元リー環を含
み, 可積分系, 共型場理論, 散在型有限群, モジューラ表現論, 4次元のゲージ理論, 幾
何学的 Langlands対応など様々な分野と関係のある興味深い頂点代数の族である. 一
方, その構造は極めて複雑であり, そのためW 代数の表現論は最近までよくわかって
いなかった. しかしようやく近年, 有限W 代数の表現論の進展などに伴い, W 代数
の表現論も応用可能なレベルにまで進展しつつある ([A1, A2, A3, A7]).

Premet[Pre]によって導入された有限W 代数は (アフィン)W 代数の有限次元版で
あり, その歴史はKostant[Kos]に遡る. 有限W 代数は Slodowyの横断片の自然な量
子化であり, その表現論は普遍包絡環の primitive idealの理論と密接な関係がある.
両者の関係は Premetによって予想され Losev[Los2]によって確立された. 冪零軌道
は primitive idealの重要な不変量として現れる. したがってその理論は有限W 代数
にとっても重要である.
本稿では (アフィン)W 代数に対する Losevの結果のアナローグを考察する. アフィ

ン Kac-Moody代数 ĝに関しては (現時点では）primitive idealの理論は存在しない
が, 頂点代数の理論の中では普遍アフィン頂点代数の極大イデアルが primitive ideal
のアナローグであるとみなすことができる。その随伴多様体はアフィンKac-Moody
代数の最高ウエイト kΛ0 (kはレベル)の最高ウエイト表現の特異台と一致するが、そ
れは g∗ のアーク空間の部分スキームして定義される. 有限次元リー環の場合と異な
り, アフィンKac-Moody代数 ĝ の普遍包絡環には ĝの中心元以外の非自明な中心が
存在しないため冪零錐との関係は全く明らかではないが、ĝの許容表現に関してはそ
の特異台が gの冪零錐のアーク空間に含まれことを示すことができる (Feigin-Frenkel
予想 [A5]). これは ĝの許容表現に付随した頂点代数の随伴多様体 [A4]が gの冪零錐
に含まれることと同値である。
許容表現の特異台,あるいは対応する随伴多様体に関してはさらに既約性も成立し,

これらの明示的に決定することも可能である ([A5]). このことと,アフィンKac-Moody
代数の許容表現 [A6], 及び Losevの結果のアナローグ, すなわちアフィンKac-Moody
代数とW 代数との関係から, 例えば 20年来の未解決問題であった主冪零軌道に付随
するW 代数の有理性問題 [FKW]を解決することが可能になった ([A7]). 本稿では
そうした状況を報告したい.

2. 有限次元リー環の表現論における冪零軌道

g を有限次元複素単純リー環とし, U(g) を g の普遍包絡環とする:

U(g) = T (g)/〈x⊗y − x⊗x− [x, y] | x, y ∈ g〉.

ただし, T (g) は gのテンソル代数. このとき, g 加群とは (多元環としての)U(g)加群
のことに他ならない.

Up(g) :=
∑

(高々p個の gの元の積) ⊂ U(g)
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とおくと,

0 = U−1(g) ⊂ U0(g) ⊂ U1(g) ⊂ . . . , U(g) =
∪
p

Up(g)

Up(g)Uq(g) ⊂ Up+q(g), [Up(g), Uq(g)] ⊂ Up+q−1(g)

となる. これを U(g) の PBWフィルトーレーション, あるいは標準トレーションフィ
ルトレーションという. Associated graded algebra

gr U(g) =
⊕

p

Up(g)/Up−1(g)

には次で Poisson代数の構造が入る.

σp(a)σq(b) = σab, {σp(a), σq(b)} = σp+q−1([a, b]).

ここで, σp : Up(g)→ Up(g)/Up−1(g)は自然な射影 (symbol map).

定理 2.1 (Poincaré-Birkoff-Witt). 次のポアソン代数の同型が存在する.

grU(g) ∼= S(g) ∼= C[g∗].

ただし, g∗ には Kirillov-Kostant の Poisson構造を入れる (つまり x, y ∈ g ⊂ C[g∗]
に対して {x, y} = [x, y]).

Z(g)を U(g)の中心とすると, Zp(g) = Z(g)∩Up(g) により Z(g) に誘導フィルト
レーションが入り, grZ(g) =

⊕
pZp(g)/Zp−1(g) は grU(g) = C[g∗] の Poisson可換

な部分代数になる. 実際,

grZ(g) ∼= C[g∗]G

が成立することが知られている. ただし LieG = g なる連結な半単純代数群.
I を U(g) の両側イデアルとして, 誘導フィルトレーション Ip = I ∩Up(g) に関す

る associated graded gr I =
⊕

p Ip/Ip−1 ⊂ C[g∗] は C[g∗] の G不変なイデアルとな
る. この零集合

Var(I) := {λ ∈ g∗ | f(λ) = 0, ∀f ∈ gr I}

は I の随伴多様体と呼ばれる. Var(I)は g∗ のG 不変, コーニックな部分代数多様体
である.
随伴多様体は I が U(g)の primitive ideal, すなわちある単純加群M の零化イデ

アル1になるときが特に重要である. Shurの補題より, 単純加群M についてはある
中心指標 γ : Z(g)→ C が存在し,

z − χ(z) ∈ I = AnnU(g) M, z ∈ Z(g)(1)

となる.
N を g の冪零錐とする.

N =: {x ∈ g | (adx)r = 0, r � 0} ⊂ g.

g と g∗ を g の不変内積 ( | )で同一視すると,

N = {λ ∈ g∗ | p(λ) = 0, ∀p ∈ C[g∗]G+} ⊂ g∗

1次の定理が知られている.

定理 2.2 (Duflo ’77). 任意の primitigve ideal は単純な最高ウエイト加群の零化イデアルである.
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となることはよく知られている. ここで C[g∗]G+ は C[g∗]G の argumentation ideal.
（つまり C[g∗] = C[p1, . . . , pl], deg pi > 0, としたとき C[g∗]G+ =

∑l
i=1 C[g∗]pi.) 従っ

て (1) より, primitive ideal I については

Var(I) ⊂ N

が成立する2.

定理 2.3 (Joseph[Jos]). U(g)の primitive ideal I の随伴多様体は既約である. すな
わち, ある冪零軌道3Oが存在して

Var(I) = O

となる.

3. 冪零軌道と有限W 代数

f ∈ N を零でない元とする. Jacobson-Morozovの定理から f を含む sl2トリプル
{e, f, h}が存在する:

[h, e] = 2e, [h, f ] = −2f, [e, f ] = h.

点 f ∈ gにおける Slodowyの横断片とはアフィン空間

Sf := f + ge ⊂ g = g∗

のことを云う. Sf はその各点において g のG軌道と横断的に交わることが知られて
いる ([GG]).

γ : C∗ → G, t 7→ γt, を h ∈ gが生成する Gの 1パラメーター部分群とすると,

C∗ 3 t : x 7→ t−2 Ad(γ−1
t )(x)

は Sf 上の C∗ 作用を定める. 容易に分かるようにこの C∗ 作用は f に縮小する.
以下に説明するように Sf はポアソン多様体の構造が入る. χ ∈ g∗ を x 7→ (f |x)

で定める. また, g の次数付けを

g =
⊕
j∈Z

gj , gj = {x ∈ g | adh(x) = jx}

で与える. このとき,

g1 × g1 → C
(x, y) 7→ χ([x, y])

はシンプレクティック形式を定めることがわかる. この形式に関する g1 のラグラン
ジャン部分空間 l を固定し,

m = l⊕
⊕
j≥2

gj ⊂ g

と定めると, mは gの冪零部分代数になる. また, χのmへの制限は指標になる (すな
わち, χ([m, m]) = 0)

M を mに対応する Gの冪単部分群とすると制限写像

µ : g∗−→m∗

はM の作用に関するモーメント写像であり, 点 χ ∈ m∗ は一点からなるM の軌道で
ある. 逆像 µ−1(χ) = χ + m⊥ は Sf を含むが, Sf の横断性より次が従う.

2このことから, U(g) の任意の有限生成加群の零化イデアル冪零錐に含まれることがわかる.
3O = Ad G.x, x ∈ N の形の (随伴作用に関する)G 軌道のことである.
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定理 3.1 ([Kos, GG]). (i) χ はモーメント写像 µの正則値である.
(ii) 次はアフィン代数多様体の同型を与える.

M × Sf
∼→ µ−1(χ), (g, x) 7→ Ad g.x.

定理 3.1 より Sf
∼= µ−1(χ)/M には還元されたポアソン多様体の構造が入る.

ポアソン多様体 Sf は自然な非可換変形を持つことが知られている ([Kos, Pre]).
以下にその BRST還元法を用いた構成 ([KS])を説明する.

Cl•mを m⊕m∗に付随したクリフォード代数とし, deg m = −1, deg m∗ = 1によっ
て次数付けをいれる: Cl•m =

⊕
p∈Z Clpm.

Cl•m のフィルトレーションを Cl•m,p = Λ≤p(m)Λ•(m∗) で定めると

grCl•m =
⊕

p

Cl•m,p/Cl•m,p−1

はスーパーポアソン代数になる. これを古典クリフォード代数という. 環としては

grCl•m = Λ(m)⊗Λ(m∗)

であり, ポアソン構造は

{x, y} = 0 {f, g} = 0 {f, x} = f(x) (x, y ∈ m, f, g ∈ m∗)

で与えられる.
テンソル積 U(g)⊗Cl•mには自然にスーパー代数の構造が入るが, Lie代数の準同型

θ : m 7→ U(m)⊗Cl0 ⊂ U(g)⊗Cl•m, x 7→ x⊗1 + 1⊗ ad(x)

が存在する. ただし

ad : m 7→ Cl0

は mの随伴作用が定める Lie代数の準同型である4.

補題 3.2. ([KS, Akm, BD]
(i) 任意の x ∈ m について [Q, 1⊗x] = θ(x) + χ(x) をみたす U(g)⊗Cl1mの元Q
が唯一存在する.

(ii) 上で定まる元 Q は Q2 = 0を満たす.

具体的には, Qは次で与えられる. mの基底を {xi}, その双対基底を {x∗
i }, 構造定

数を {ck
ij}とすると

Q =
∑

i

(xi + χ(xi))⊗x∗
i − 1⊗1

2

∑
i,j,k

ck
ijx

∗
i x

∗
jxk.(2)

Qは oddの元だから Q2 = 0より (ad Q)2 = 0が従う. 従って (C•(g), adQ)は
dga(differential graded algebra)である. 特にそのコホモロジー

H•
f (U(g)) := H•(U(g)⊗Cl•m, adQ)

は次数付けされたスーパー代数の構造を持つ.
スーパー代数U(g)⊗ClmのフィルトレーションFp(U(g)⊗Clm) =

∑
i+j≤p Ui(g)⊗Cl•m,j

に関する associated graded は

grF (U(g)⊗Clm) = gr U(g)⊗ gr Cl•m
∼= C[g∗]⊗ gr Cl•m

4mの冪零性を使う.
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となる. Q ∈ (F1U(g)⊗Cl•m) の grF (U(g)⊗Clm) = C[g∗]⊗ grCl•m での像を Q̄と書
くと (ad Q̄)2 = 0である. 従って (C[g∗]⊗ grCl•m, ad Q̄) は dgPa(differential graded
Poisson algebra)である. とくにそのコホモロジーはポアソン (スーパー)代数になる.

定理 3.3 ([KS]). 任意の i ∈ Z× についてHi(C[g∗]⊗ gr Cl•m, ad Q̄) = 0が成立し, 次
のポアソン代数としての同型が存在する.

H0(C[g∗]⊗ gr Cl•m, ad Q̄) ∼= C[Sf ]

定理 3.4 ([Kos, Pre, GG]). Hi 6=0
f (U(g)) = 0 and gr H0

f (U(g)) ∼= C[Sf ]. ここで
grH0

f (U(g)) は U(g)⊗Cl•m のフィルトレーションが誘導する H•
f (U(g)) のフィルト

レーションに関する associated graded ポアソン代数.

Sf の量子化

U(g, f) := H0
f (U(g))(3)

を (g, f)に付随する有限W 代数と呼ぶ5.
この有限W 代数の定義は通常のものとは異なるが, 等価であることを確かめるこ

とが出来る ([A2, DSK, BGK]).

例 3.5. g = glN とする. (glN は単純ではないが上で述べたことがそのまま適用され
る. )

f = fprin :=


0 0 0 · · · 0
1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

. . .
...

· · · · · · 1 0


とすると f = Fprin は主冪零元である. すなわち,

N = Ad G.fprin

定義から

Sf =




y1 y2 y3 · · · yN

1 y1 y2 . . . yN−1

0 1 y1 . . . yN−2

...
. . . . . .

...
0 · · · 0 1 y1

 |y1, . . . , yN ∈ C


となるが,

C[Sf ] ∼←
制限写像

C[g∗]GLN ∼=
Chevalley の制限定理

C[h∗]SN

が成立する. ここで hは対角行列からなる gの Cartan部分環. この量子化として

U(g, fprin) ∼←
Kostant の Whitttaker 模型 [Kos]

Z(g) ∼=
Harish-Chandra 同型

S(h)SN ,(4)

が成立するとが知られている.

5U(g, f) はラグランジャン部分空間 l の取り方に依らず定まることが知られている.
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上で与えた有限W 代数の定義の利点はその関手性にある. いろいろなバージョン
を考えることができるが (cf. [A2, A7]) ここでは U(g)の Harish-Chandra両側加群
の圏HC を考える:

HC = {g の随伴作用が局所有限であるような両側 U(g) 加群のなす圏 }.

M ∈ HC についてM⊗Cl•mは自然に両側 U(g)⊗Cl•m加群であり, 特に adQが作用す
る. 従ってそのコホモロジー H•

f (M) = H0(M⊗Cl•m, adQ) は両側 U(g, f)加群にな
り, 関手

HC → {両側 U(g, f)加群の圏 }, M 7→ H0
f (M),(5)

が定まる.

定理 3.6 ([Los2, Gin]). 任意のM ∈ HC について Hi 6=0
f (M) = 0. 従って (5) は完全

関手.

I を U(g)の両側イデアルとすると I と U(g)/I は共にHC 対象である. 従って定
理 3.6より次の完全列が存在する.

0→ H0
f (I)→ U(g, f)→ H0

f (U(g)/I)→ 0.

故にH0
f (I)の (gradedな)イデアルである. U(g, f)の両側イデアル Jに対してもその

associated variety Var(J)が Sf の部分代数多様体として定まるが, H0
f (I)は graded

なので Var(H0
f (I))は Sf の C∗ 不変な部分代数多様体である.

定理 3.7 ([Los1], [Gin]). U(g)の両側イデアル I について次が成立する.

Var(H0
f (I)) = Var(I) ∩ Sf .

系 3.8. I を U(g)の primitive ideal, Oを Var(I) = Oとなる gの冪零軌道とする.

(i) H0
f (U(g)/I) 6= 0 ⇐⇒ AdG.f ⊂ O.

(ii) H0
f (U(g)/I) が (零でない)有限次元 (代数) ⇐⇒ f ∈ O.

H0
f (U(g)/I) は U(g, f)の商代数であるので, H0

f (U(g)/I)の既約表現は U(g, f)の
既約表現でもある.

定理 3.9 ([Los2]). I を U(g)の primitive ideal, Oを Var(I) = Oとなる gの冪零軌
道, f ∈ Oとすると, H0

f (U(g)/I) は有限次元半単純代数. さらに U(g, f)の任意の有
限次元既約表現はこのようにして現れる.

4. カイラル表現論における冪零軌道

ĝを gに付随するアフィン Kac-Moody代数とする.

ĝ = g⊗C[t, t−1]⊕CK.

交換関係は

[xtm, ytn] = [x, y]tm+n + (x|y)δm+n,0K, [K, ĝ] = 0 (x, y ∈ g)

で与えられる.
以下 gの内積は (θ, θ) = 2 と正規化されているとする. ただし θは gの最高ルート.
k ∈ Cについて

V k(g) := U(ĝ)⊗U(g[t]⊕CK)Ck
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とおく. ただし, Ck は g[t]が自明に, K が定数 k で作用する g[t]⊕CK の一次元表
現. V k(g) は自然な頂点代数の構造を持つことが知られており,

頂点代数としての V k(g)加群 = レベル kの滑らかな ĝ加群

となる ([Kac, FBZ]などを参照). ここで ĝ加群M が ĝ加群がレベル kであるとは中
心元K が定数 kで作用すること, また滑らかであるとは任意の x ∈ g, m ∈ M に対
して xtrm = 0が十分大きな rに対して成立することを云う. V k(g) は g に付随した
レベル kの普遍頂点代数と呼ばれる.

Nk(g) を V k(g) の唯一の極大部分加群とすると, 一般論によりNk(g)は V k(g)の
頂点代数としてのイデアルでもある. 従って既約商加群 Lk(g) = V k(g)/Nk(g) は単
純な頂点代数となる. Lk(g)加群の圏 Lk(g) -Modは V k(g)加群の圏 V k(g) -Mod(=
レベル kの滑らかな ĝ のなす圏)の次で与えられる充満部分圏である.

Lk(g)-Mod = {M ∈ V k(g)-Mod | a(n)M = 0 ∀a ∈ Nk(g), n ∈ Z}

ここで, 頂点代数 V について V -Modで V 加群の圏を表し,

V → (End M)[[z, z−1]], a 7→ a(z) =
∑
n∈Z

a(n)z
−n−1

を V のベクトル空間M への表現とする.
Lk(g)-Modの記述は基本的な問題ではあるが一般には未解決である. ただし, 次は

よく知られている.

定理 4.1. kが非負整数の時, Lk(g)-Mod は ĝのレベル kの可積分表現のなす圏に等
しい.

頂点代数 V k(g), Lk(g) は deg xtn = −n により次数付けされていることに注意
する.

Zhu[FZ]は関手

{次数付けされた頂点代数のなす圏 } → {C上の多元環のなす圏 }, V 7→ A(V ),

を構成し, 次の全単射が存在することを示した.

{Z≥0 で次数付けされた単純 V 加群の同型類 } ∼→ {単純 A(V )加群の同型類 }
M 7→ Mtop.

ここで, Mtop はM の最低次数の成分.
普遍アフィン頂点代数の場合, 自然な同型

A(V k(g)) ∼= U(g)

が任意の kについて成立しおり, U(g)の単純加群 Eに対応する単純 V k(g)加群は誘
導表現 U(g)⊗U(g[t]⊕CK)E の唯一の既約商である.
また頂点代数の全射 V → V ′ は多元環の全射 A(V )→ A(V ′)を誘導する. 従って

Lk(g)の Zhu代数は U(g)の商に同型となる:

A(Lk(g)) ∼= U(g)/Ik ∃両側イデアル Ik.

よって単純 Lk(g)加群の分類は (U(g)の表現論をmoduloとして) Ik を含む U(g)の
primitive idealの分類に帰着する. Primitive ideal J が Ik に含まれれば Var(J) ⊂
Var(Ik) であるので, まず Ik の associated varietyを決定しようというのは自然な発
想である. しかし A(V )の定義が複雑なため, 一般にはこれが既に難しい.
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一方, 頂点代数 V に対してはその随伴多様体を定義する方法が別にある. Zhu[Zhu]
により,

RV := V/C2(V ), C2(V ) = {a(−2)b | a, b ∈ V }.

は次でポアソン代数の構造を持つことが知られている.

āb̄ = a(−1)b, {ā, b̄} = a(0)b.

RV を Zhuの C2 代数と云う. 従って V の随伴多様体 XV を

XV = Specm RV

で定義することができる.
V が V k(g), あるいはその商であるとき, C2(V ) = g[t−1]t−2V となることがわか

る. 従って

C[g∗] = S(g) ∼= RV k(g), x 7→ xt−11

が成立し,

XV k(g) = g∗

となる. XLk(g) は g∗ の G不変なポアソン部分代数多様体である.
XV は次の意味で V の重要な不変量である.

定理 4.2 ([A4]). 次の条件は同値である.

(i) dim XV = 0,
(ii) dim Spec(gr V ) = 0.

ここで gr V は V の自然なフィルトレーションに関する associated graded vertex
algebra6.

　XV の次元が 0 であるような頂点代数は C2有限であると呼ばれる. 定理 4.2よ
り, C2有限な頂点代数は有限次元代数の類似と見なすことができるが, 様々な良い性
質を持つことが知られている ([ABD, H2, H1, Miy]などを参照のこと).
次はよく知られている.

定理 4.3. 次の三つの条件は同値.

(i) dim XLk(g) = 0,
(ii) Lk(g)は可積分である.
(iii) k ∈ Z≥0.

上の定理より, C2 有限性条件はアフィン Kac-Moody代数の表現論における可積
分性条件を一般の頂点代数に拡張したものであるとみなすこともできる.
さて Zhu代数と Zhuの C2 代数の関係は次で与えられる.

補題 4.4 ([ALY]). 自然なポアソン代数の全射

RV � grA(V )

が存在する. ここで　 grA(V )は V の次数付けが誘導するA(V )のフィルトレーショ
ンに関する associated graded Poisson algebra.

6これは Poisson vertex algebra であり, 特に可換な C 代数の構造が入る.
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上の補題から

Var(Ik) ⊂ XLk(g)(6)

が従う.
写像RLk(g) � grA(Lk(g)) は一般には同型では無い7が, 我々は次を予想している.

予想 4.5 ([A7]). 任意の kについて Var(Ik) = XLk(g).

さて U(g)の primitive イデアルの associated variety の場合と違い, XLk(g) は冪
零錐N に含まれるとは限らない. 実際, kが有理数でないとき Lk(g) = V k(g)である
のでXLk(g) = g∗ となる.
一方, 定理 4.3より k ∈ Z≥0のときXLk(g) = {0} である. これ以外にXLk(g) ⊂ N

となるような場合はあるであろうか？
hを gの Cartan部分環とすると, ĥ = h⊕CK は ĝの Cartan部分環になる. その

双対を ĥ+ = h∗⊕CΛ0 とする. ただし, Λ0(K) = 1, Λ0(h) = 0.
∆̂re を ĝの実ルートの集合, ∆̂re

+ を ĝの正の実ルートの集合とする.
λ ∈ ĥ∗ について L(λ)を最高ウエイト λの ĝの既約表現とする. ĝの表現として,

Lk(g) ∼= L(kΛ0)

である.
L(λ)は次を満たすとき許容表現であると云う.

(i) λは regular dominantである. すなわち,

〈λ + ρ̂, α∨〉 6∈ {0,−1,−2. . . . }, ∀α ∈ ∆̂re
+

ここで ∆̂re
+ は ĝの正の実ルートの集合.

(ii) Q∆̂(λ) = Q∆̂re. ただし, Q∆̂(λ)は λの integral root system: ∆̂(λ) = {α ∈
∆̂re | 〈λ, α∨〉 ∈ Z}.

定義から,

{可積分表現 } ⊂ {許容表現 }

である. 従って許容表現は可積分表現の一般化と見なすことができる.
許容表現は可積分表現と同様, 様々な良い性質を持つ. 例えば条件 (i)より可積分

表現はWeyl-Kac型の指標公式を持つことが従う.

chL(λ) =
∑

w∈cW (λ)

(−1)`λ(w)ew◦λ∏
α∈b∆+

(1− e−α)dim bgα
.(7)

ここで Ŵ (λ)は ∆̂re(λ)に対応する鏡映で生成される ĝのワイル群 Ŵ の部分群. さ
らに (ii)の条件から chL(λ)はある種のテータ関数で表すことができ, モジュラー群
SL2(Z)の作用に関する不変性を持つことがわかる (指標がモジュラー不変性を持つ
表現は許容表現に限ることが予想されている [KW1]). また 2つの許容表現の間には
非自明な拡大がない ([GK]). 従って ĝの許容表現は半単純な圏をなす.
一方, 可積分表現でない許容表現は (可積分表現とは異なり)ワイル群不変性を持

たず8, ユニタリー性も成立しない. 自然な幾何学的実現は (現在のところ）知られて
おらず, 結晶基底の存在も (現在のところ）知られていない.

7例えば gが E8 型で k = 1のとき, (vareityは共に {0}であるが)核が非自明であることが容易にわ
かる.

8指標 (7) は cW (λ) 不変ではない.
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レベル k は L(kΛ0)が許容表現となるとき許容であると云われる. これは次の条
件と同値である. (1) k ∈ Qかつ (2) kΛ0が ĝウエイトとして regular dominantであ
る. 具体的には許容レベルは次の形をしている ([KW2]).

k + h∨ =
p

q
, (p, q) ∈ N, (p, q) = 1, p ≥

{
h∨ (r∨, q) = 1のとき,

h (r∨, q) = r∨ のとき

ここで, h, h∨はそれぞれ ĝのCoxter数と双対Coxeter数, r∨ =


1 gが ADE 型のとき
2 gが BCF 型のとき
3 gが G2 型のとき.

次の結果は Feigin-Frenkel によって予想され, g = sl2 のときは Feigin-Malikov
[FM]によって示されていた.

定理 4.6 ([A5]). kが許容であればXLk(g) ⊂ N .

さらに次が成立する (Josephの定理のアフィンアナローグ).

定理 4.7 ([A5]). kが許容レベルの時 XLk(g) は kの分母 q ∈ N のみに依る N の既
約な部分代数多様体である. すなわち, 各 q ∈ Nに対して冪零軌道Oq が存在し, 分母
が qの許容レベル kに対して

|XLk(g)| = Oq

となる. 具体的には Oq は次で与えられる.

Oq =

{
{x ∈ g | (adx)2q = 0}, (q, r∨) = 1のとき,

{x ∈ g | πθs(x)2q/r∨
= 0}, (q, r∨) = r∨のとき.

ここで θsは gの最高ショートルート, πθs は最高ウエイト θsの gの有限次元既約表現.

例 4.8. g = sln(C)のとき, Oq は分割

{
(n) ` n (q ≥ n)
(q, q, . . . , q, s) ` n (0 ≤ s < n) (q < n)

に

対応する冪零軌道である.

注意 4.9. 上の定理から kが許容レベルの時

Specm(gr Lk(g)) ∼= JOq

であることも従う. ここで JX はX のアーク空間9

定理 4.10. [A7] kが許容レベルの時予想 4.5は正しい. すなわち, q ∈ Nを kの分母
とすると

Var(Ik) = Oq.

定理 4.6と定理 4.10の証明には (アフィン)W 代数を使う.
Dufloの定理から, 次の結果は Ikを含むU(g)の primitive idealを完全に決定する.

定理 4.11 ([A6]). λ ∈ ĥ∗ をレベル k(i.e. λ(K) = k)とすると L(λ)が Lk(g)加群で
あるための必要十分条件は L(λ)が ∆̂(λ) ∼= ∆̂(kΛ0)なる許容表現であることである.

9C 上の有限型スキーム X に対し, JX は任意の可換 C 代数 A に対し Hom(Spec A, JX) ∼=
Hom(Spec A[[t]]], X) を満たすスキームとして定義される (cf.
citeEinMus).
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5. (アフィン)W 代数

f ∈ N とし, Wk(g, f)を (g, f)に付随するレベル k ∈ CのW 代数とする ([FF,
KRW]). Wk(g, f)は一般にはリー環ではなく頂点代数であり, 次の性質を持つ.

• XWk(g,f)
∼= Sf かつ, gr Wk(g, f) ∼= C[JSf ] ([DSK, A5]).

• Wk(g, f) は次の意味で有限 W 代数 U(g, f) のアフィン化である10([[DSK,
A2]]).

A(Wk(g, f)) ∼= U(g, f)

• Wk(g, f) は次の意味でアフィン Kac-Moody代数や Virasoro代数の一般化
である.

– Wk(g, 0) = V k(g),
– Wk(sl2, f)は (k 6= −2のとき)中心電荷 1−6(k+1)2/(k+2)のVirasoro
頂点代数である.

Wk(g, f)は量子Drinfeld-Sokolov還元法によって定義される. すなわりあるBRST
コホモロジー関手H•

f (?)を用いて

Wk(g, f) = H0
f (V k(g))

と定義される ((3)のアナローグ).
Wk(g, f)の唯一11の既約単純商をWk(g, f)と書く. XWK(g,f)

∼= SfなのでXWk(g,f)

は Sf の C∗ 不変なポアソン部分代数多様体になる. 従って,

Wk(g, f)が C2 有限 ⇐⇒ XWk(g,f) = {f}.

例 5.1. g = glN , f = fprin とする. (4) より,

U(g, fprin) ∼→ S(h)SN ↪→ S(h)

であった. hの自然なアフィン化としてはHeisenberg代数が考えられる. 対応する頂
点代数は hに付随した (レベル κ = k + N の12) 普遍アフィン頂点代数 Hκ である.
これは生成場 xi(z) =

∑
n∈Z xi,nz−n−1 (i = 1, . . . , N), OPE

xi(z)xj(w) ∼ κδi,j

(z − w)2

(⇐⇒ [xi,n, xj,m] = κnδn+m,0δi,j)

で定義される頂点代数である.
Harish-Chandra同型のアフィン化として,三浦変換と呼ばれる頂点代数の埋め込み

Wk(g, fprin) ↪→ Hκ.

が存在することが知られている.
Hκ の部分頂点代数としてはWk(g, fprin) は以下で定義される場

W (1)(z), W (2)(z), . . . , W (N)(z)

10Wk(g, f)は一般には 1
2

Z≥0-gradedなのでここでの Zhu代数は正確には Ramond twisted Zhu代
数である.

11k = −h∨ の時は唯一の graded simple quotient
12κ 6= 0 に依らない.
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で生成される.
N∑

j=0

W (j)(z)(ν∂)N−j =: (ν∂z + x1(z))(ν∂z + x1(z)) . . . (ν∂z + xN (z)) :

ここで, ∂zxi(z) = d
dz xi(z) + xi(z)∂z, ν = κ− 1 = k + N − 1. よって

W (r)(z) =
∑

i1<i2<···<ir

: xi1(z)xi2(z) . . . xir (z) : +lower

という形をしている ([FL], [AM]も参照のこと). ただし, W (r))(z)たちのOPE(交換
関係)に関する closed formulaは知られていない (導出は不可能だと思われる).

さて, 有限次元の場合同様, 次の関手が定まる.

V k(g)-Mod→Wk(g, f)-Mod, M 7→ H0
f (M)

KLkを ĝのレベル kのHarish-Chandra (ĝ, G[[t]])加群の圏とする. すなわちKLk

はG[[t]]加群の構造を持ち, その作用を微分することによって得られる g[[t]]の作用が
g[t] ⊂ ĝの作用と整合的な対象からなるレベル kの ĝ加群のなす充満部分圏である.

定理 5.2 ([A5]). 任意の k ∈ C, M ∈ KLk についてHi 6=0
f (M) = 0. 従って

KLk →Wk(g, f)-Mod, M 7→ H0
f (M),

は完全関手.

上の定理より, 特に自然な全射 V k(g) → Lk(g) は頂点代数の全射 Wk(g, f) =
H0

f (V k(g)) → H0
f (Lk(g))を誘導する. 従って H0

f (Lk(g))は零でなければWk(g, f)
の商頂点代数である. 特に単純W 代数Wk(g, f)をその商に持つ.

予想 5.3 ([FKW, KRW]). H0
f (Lk(g))は零でなければWk(g, f)に同型.

上の予想は多くの場合 [A1, A2, A3] において証明されている.

定理 5.4 ([A5]). 任意の k ∈ C, f ∈ N について次が成立する.

XH0
f (Lk(g)) = XL(kΛ0) ∩ Sf .

系 5.5. H0
f (Lk(g)) 6= 0 ⇐⇒ f ∈ XL(kΛ0).

系 5.6. kを分母が q ∈ Nの許容レベル, f ∈ Oqとする. このときXH0
f (L(kΛ0)) = {f}.

従ってH0
f (L(kΛ0)) は C2 有限. 故にWk(g, f)も C2 有限.

6. W 代数の極小模型

頂点代数 V は全ての加群が完全可約のとき有理的であると云われる.

定理 6.1. V を有理的かつ C2 有限, CFT型の頂点作用素代数とする.
(i) ([Zhu], Dong-Lin-Ng]) {M1, . . . , Mr}を単純 V 加群の完全代表系, v ∈ V の
ウエイト kの斉次ベクトルとすると {q−

cv
24 trMi(o(v)qL0)} はウエイト kの

モジュラー形式となる. ただし, o(v)は V の斉次成分を保つ v(z)のフーリ
エ係数.

(ii) ([H1]) V 加群の圏はモジュラーなテンソル圏になる. 特に対応するReshetikhin-
Turaev不変量は 3次元多様体の不変量を与える.
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主冪零軌道 Oprin は N の中の稠密な G軌道であった. 許容レベル k は次を満た
すとき非退化であると云われる.

XLk(g) = Oprin(= N ).

q ∈ Nを kの分母とするとこれは次の条件と同値である.

q ≥

{
h ((q, r∨) = 1のとき),
r∨Lh∨ ((q, r∨) = r∨のとき).

予想 6.2 ([FKW]). kを非退化許容レベルするとWk(g, fprin) は有理的 (かつ C2 有
限).

g = sl2のとき, 非退化許容レベルに対応するWk(g, fprin)は Virasoro代数の極小
模型 ([BPZ])に対応した頂点代数に他ならない.
予想 6.2 はKac-脇本 [KW2]によって一般化された. 冪零軌道Oq を用いるとそれ

は次の形で述べることができる ([A5]).

予想 6.3 ([KW2]). kを q ∈ Nを分母とする許容数とする. 次を満たすときWk(g, f)
は有理的である.

• f ∈ Oq.
• f は標準 Levi typeである.
• (q, r∨) = 1.

現在我々は上の条件のうち, 最後の 2つの条件は必要ないと考えている.

予想 6.4 (A.). kを q ∈ Nを分母とする許容数とする. f ∈ Oq とするとWk(g, f)は
有理的である.

定理 6.5. (i) ([A7]) 予想 6.2は正しい.
(ii) ([A8]) g = sln のとき, 予想 6.3は正しい（このときは最後の 2つの条件は
自動的に満たされる).

(iii) ([A8]) f が ADE 型の副正則元の時一般化された Kac-脇本予想 6.4は正し
い (DE 型の副正則元は標準 Levi typeではない).
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Rudvalis 群の周辺

北詰 正顕 (Masaaki Kitazume)

千葉大学大学院理学研究科

0 はじめに
本稿では，千吉良直紀氏（熊本大学大学院自然科学研究科）との共同研究に基づき，

Rudvalis の単純群 Ru に関する研究結果（あるいは，途中経過）について述べたいと
思う。

話のきっかけは，ちょうど６年前の第 53回代数学シンポジウム [15] において「散在型
単純群の周辺」というタイトルで話したとき，その準備の過程で，

定理 1. Ruの 4060次の置換表現によって不変な，長さ 4060の自己双対符号が存在する。

という事実に気づき，シンポジウムの講演でアナウンスしたことにある。
このような計算は，最終的には計算機（ソフトウェアMagma [2]）を用いている。Magma

は，群や組合せ構造を扱うことのできるシステムであり，具体的な群の置換表現をデー
タベースとして持っているため，それを呼び出して，さまざまな計算が行えるのである。
我々は，この結果を知って，これを数学的に理解・説明するために，あらためて，Ru の
4060 次の置換表現について勉強を始めたのである。その一端は，いくつかの講演記録に
残っている ([16], [14])。
上記の結果で，一番の懸案だったのは，符号を構成するために理論的に説明出来る部分
に，あるひとつの生成元を付け加えるのであるが，その生成元の記述・特徴付けがうまく
できないということであった。今回のテーマは，Rudvalis 群の勉強において，これまで
難解だった Conway の論文 [7]を読み解く内に，その副産物としてこの生成元の特徴付け
をすることができた，という話である。

1 Rudvalis 群の周辺の単純群
まず，入門講義として，有限単純群の分類定理を振り返りながら，これからの話に登場
する Ru に関連する群の紹介から始めたい。

「有限単純群の分類定理」によれば，有限単純群は，次のいずれかに分類される。

1



165

(0) 素数位数の巡回群

(1) 5 次以上の交代群 An (n ≥ 5)

(2) Lie 型の単純群
An(q), Bn(q), Cn(q), Dn(q), E6(q), E7(q), E8(q), F4(q), G2(q)
2An(q),

2Bn(q),
2Dn(q),

3D4(q),
2E6(q),

2F4(q),
2G2(q)

(3) 26 個の散在型単純群
M11,M12,M22,M23,M24, J1, J2, J3, J4, HS, Suz,McL,He,

Ru, Ly,ON,Co1, Co2, Co3, F22, F23, F
′
24, H, Th,BM,M.

散在型単純群については，それが位数最大の散在型単純群である Monster M に含まれ
るか (正確に言えば，部分群の剰余群として含まれるか)否かによって，2つのグループに
大別される。結論だけ述べると，26個のうち 20個はMonsterに含まれ，

J1, J3, J4, Ru, Ly,ON

の 6個が含まれていない。Griess [10] では，前者を ”Happy family” と呼び，後者につい
ては”Pariahs” と名付けている。この言葉の意味については，辞書ででも調べてもらうこ
とにして，あまりよろしいと思えない命名である。しかし，すぐに廃れてしまったわけ
でもなく，Web page [1] でも相変わらず使われているようである。何が Happy かという
と，確かに Mathieu 群や Conway 群などは，Golay符号や Leech格子といった数学的な
背景も豊富にあり，沢山の研究がなされている。Monster と moonshine VOA の研究は，
近年ますます盛んである。そこでは，Monster と Conway 群，Mathieu 群の関連（それ
は VOA と Leech 格子，Golay 符号の関連に起因する）が重要な要素として存在する。比
べて Pariahs の群達は，他の群との関連に乏しく，数学的な背景がしっかりと捉えられな
いものが多く，研究も進んでいないのが実情である。それ故の命名と思われるが，しかし
Happy family の中でも，うまく捉えられず研究の進んでいない群はいくつかある。

＊　　＊　　＊

さて，本稿の主役は，その Pariahs のひとつの Rudvalis 群である。この群は Pariahs

の中では，関連する群も比較的多い。ではあるのだが，ここに現れる群は，なかなか「く
せもの」揃いなのである。
このことを明確にするために，冒頭の分類定理の結果について，もう一度振り返ること
にする。まず，(0) の素数位数の単純群は，アーベル群であり以降の (1)–(3)とは明確に
区別される。また，(3) の散在型単純群は (1), (2) に含まれないものというのが定義であ
るから，これも明確に区別される。しかし，(1) と (2) については排他的な分類にはなっ

2



166 北詰正顕

ていない。実際，次のような同型対応が存在する。

A5
∼= L2(4) ∼= L2(5), L2(7) ∼= L3(2),

A6
∼= L2(9) ∼= S4(2)

′, L2(8) ∼= 2G2(3)
′,

A8
∼= L4(2), U3(3) ∼= G2(2)

′,

U4(2) ∼= S4(3).

このうち，交換子群を表す記号 ”′” の付いたものは，Lie型の群の一般論で構成された段
階では単純群にならず，交換子群にして（上記の場合，どれも指数が 2下がる）初めて
単純群になるという例外的な Lie型の群と言える。ただし，右辺の見方をすれば，立派な
（標準的な）Lie型の群である。このような群は，もうひとつ存在する。それは，例外的な
Lie型の群で他の群との同型対応もない群で，Tits群 [11] と呼ばれるものである。

T = 2F4(2)
′

先にも触れた Web page [1] では，Tits群 T が Sporadic groups の中に掲載されていたり
する。実際，Tits 群は標準的な Lie型の群ではないから，一般的な構成法から Lie型の群
の性質を述べようとするならば，別個に取り扱わなくてはいけない。
本稿で扱う，Ru と関連する群とは，以上の中の次の３つである。

A6
∼= L2(9) ∼= S4(2)

′, U3(3) ∼= G2(2)
′, T = 2F4(2)

′

筆者にとっては，Tits 群 T が最も難しい存在であるが，最初の２つもなかなかのくせ者
なのである。特に，A6 は交代群の中で唯一「自己同型群が対称群より大きくなる」とい
う性質を持っていて，例外的な現象を記述する場合に，いろいろな形で登場する群でも
ある。

2 28次元の複素格子
冒頭にも書いた，Rudvalis 群 Ru の勉強は，この群（正確には，位数 4の中心を持つ

4.Ru という形の群）が作用する，Z[i](i =
√
−1) 上 28次元の複素格子の勉強から始まる。

ここでは，ATLAS [6] の記述，および，R. A. Wilson による [12], [13] が参考文献となる
が，この勉強をまとめたものがRIMS講究録 [16]に残っているので，詳しいことはこれを
参照いただくことにして，ここでは要点のみをまとめておく。また [14] も参照されたい。

2.1 28次元の基底

まず，複素格子が存在する 28次元の空間の基底を，U3(3) ∼= G2(2)
′ の 28次の置換表現

を用いて記述することから始める。

3
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ユニタリ群 U3(3) が作用する，9元体（素体に１の原始 4乗根 i を付け加えた体）

F9 = F3[i] = { x+ yi | x, y ∈ F3 = {0, 1,−1} }.

上の 3次元のユニタリ空間 V を考える。ユニタリ計量を指定する必要はないが，例えば，
V = F3

9 (数ベクトル空間)として，計量を

((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) = x1y1 + x2y2 + x3y3

と定める。ユニタリ群 U3(3)(= SU3(3)) は，3次のユニタリ行列で行列式が 1のもの全体
と定義する。このとき U3(3) は単純群であり，9元体の自己同型から定まる位数 2の外部
自己同型を付け加えた群 ΓU3(3) = U3(3) : 2 が G2(2) と（例外的な）同型になる。
V の isotropic(長さ 0)，non-isotropic(長さが非 0) vector の全体をそれぞれ Ω,Γ と表
し，（定数倍を無視して）生成する１次元部分空間（これを [v] = F9v と表す）の全体を
Ω∗,Γ∗ と表すことにする。

Ω = { v ∈ V \ {0} | (v, v) = 0 }, Ω∗ = { [v] | v ∈ Ω }
Γ = { v ∈ V | (v, v) ̸= 0 }, Γ∗ = { [v] | v ∈ Γ }

よく知られた性質であるが，U3(3) は 28点集合 Ω∗ に 2重可移に作用する。
U3(3) が作用する Ω のベクトルを用いて，28次元空間C28 の正規直交基底を ev(v ∈ Ω)

と定める。ただし，V における定数倍について，

ecv = c2ev

と定めることとする。ここで，定数 c は，左辺においては F9 \ {0} の元を表し，右辺に
おいては複素数（±1, ±i）を表していると約束する。従って Ω∗ と Cev たちが１対１に
対応して，28個のベクトルが与えられたことになる。

2.2 short vectors

次に，この 28次元空間のノルム（長さの平方）が 4 であるベクトルを天下りで提示す
ることにする。定数倍をのぞいて合計 4060個になるベクトルは，３つのタイプに分かれ
ており，28次元格子の最小ノルムのベクトルの集合を与えるものである。

(1) Ω∗ の異なる２元 [a], [b] に対し，2次元部分空間 ⟨a, b⟩ は（２重可移性から，これら
の取り方によらず）Ω∗ の元（１次元部分空間）をちょうど４つ含んでいる。定数倍を調
整して (a, b) = i（または −i）としておけば，[a], [b], [a + b], [a − b] の４つである。こ
の Ω∗ の 4点部分集合を hyperbolic line と呼ぶことにする。hyperbolic line は全部で
63(= (28× 27)/(4× 3)) 個である。なお，⟨a, b⟩ の直交補空間は，non-isotropic vector（x

とおく）で生成され，⟨a, b⟩ = ⟨x⟩⊥ となることを注意しておく。

4
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さて，ここで与える第一のタイプのノルム４のベクトルは，

ea + eb + ea+b + ea−b (a, b, a+ b, a− b ∈ Ω)

と表されるものと，その偶数個の符号変化をとったものである。その総数は，全体の定数
倍（±1,±i倍）を除いて 63× 4 となる。

(2) 次に，V の直交基底（ただし，定数倍は無視）

E = {[x1], [x2], [x3]}, ((xi, xj) = 0 (i ̸= j), V = ⟨x1, x2, x3⟩)

をとる。計量の性質から，[xi] ∈ Γ∗ (non-isotropic) である。
このとき，各 xi に対応する（前述の）hyperbolic line を考えると，そこに共通部分は
なく，和集合として 12点集合ができる。その Ω∗ における補集合として得られる 16点集
合を δ(E) と表すことにする。ここには 12本の hyperbolic line が含まれているが，これ
によって δ(E) にはグラフの構造が入る。すなわち，16点集合 δ(E) の 2点が，δ(E) の部
分集合であるような hyperbolic line に含まれるとき，この２点が隣接しているとしてグ
ラフの構造を入れるのである。これが（有名な）Shrikhande graph と呼ばれるグラフと
同型になる。このグラフの（ひとつの）定義は，Z/4Z×Z/4Z を点集合として，(i, j) の
隣接点を (i, k), (k, j), (i+ k, j + k) (k ∈ Z/4Z) とするものである。

dh
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[a]=(0,0) (1,0) (2,0) (3,0)

(0,1)

(0,2)

(0,3)

th· · ·∆3(a)v · · ·∆6(a)

★ · · ·∆+(a)

☆ · · ·∆−(a)

さて，[a] を δ(E) の 1点として，[a] が (0, 0) に対応させるとき，

∆3(a) = {(2, 0), (0, 2), (2, 2)},
∆6(a) = {(1, 0), (3, 0), (0, 1), (0, 3), (1, 1), (3, 3)},
∆+(a) = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)},
∆−(a) = {(2, 1), (3, 1), (3, 2)}

とおく。∆3(a),∆6(a) は，[a] の隣接点の集合で，その固定部分群による軌道になってい
る。また，∆+(a),∆−(a) は，[a] の非隣接点の集合で，その固定部分群の（非原始的な）
作用における非原始域になっている。
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以上の準備の下で，2つめのタイプのノルム４のベクトルを

ea +
∑

b∈∆3(a)

eb + (−i)
∑

b∈∆6(a)

eb ±

 ∑
b∈∆+(a)

eb −
∑

b∈∆−(a)

eb


と定義する。ベクトルの総数は，直交基底の個数 (63)に，δ(E) の 1点の決め方 (16) と符
号 (±)の２通りをかけて，63× 16× 2 となる。

(3) 最後の３つめのタイプのベクトルは，[a] ∈ Ω∗ をひとつ取ると，ひとつ決まるもので
ある。

fa =
1

2 + 2i

 (1− 2i)ea +
∑

[b]∈Ω∗,(a,b)=1

eb


さらに，(2) で述べた δ(E) という部分集合以外のみを −1 倍することを許す（すなわち
[c] ̸∈ δ(E) のとき，ec を −ec に変える）ことにして，それを fE

a と書くことにする。こ
の符号変化は 63 通りであるから，最初のものと合わせれば，ここで与えたベクトルの総
数は，28× 64 ということになる。

以上で，定数倍 (±1,±i倍) を除いて，

4060 = 63× 4 + 63× 16× 2 + 28× 64

個のベクトル（ノルムはすべて４）が与えられた。

命題 2. ここで与えた short vector が生成する Z[i] 上の格子 L は，ランク 56の実格子と
して even unimodular であり，その theta series は

ΘL(q) = 1 + 0 · q + (4060× 4)q2 + · · ·

となる。すなわち，ここで与えたベクトルと，それを ±1,±i倍した 4060× 4 個が，最小
ノルム (=4) のベクトルの全体を与えている。

なお

ΘL(q) = E7
4 − 1680E4

4∆+ 364000E4∆
2 (∆ =

E3
4 − E2

6

1728
)

である [14]。

3 U3(3) と G2(2)

前節のベクトルの定義においては，ユニタリ群 U3(3) の働くユニタリ空間における，
isotropic vector, non-isotropic vector, 直交基底，などが関わっていた。（すでに注意した

6
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ように，non-isotropic vector を考えることと，hyperbolic line を考えることは同等のこ
とである。）
このうち，isotropic vector は「ランク 1のLie型の群」としての U3(3) にとって本質的
に重要である。すなわち，isotropic vectorの固定部分群は，U3(3)の唯一の極大 parabolic

部分群を与える。一方， non-isotropic vector と直交基底は，U3(3) : 2 を G2(2) と見
たときの「ランク 2の Lie型の群」として重要なものなのである。すなわち，直交基底
{[x1], [x2], [x3]} 全体を P とするとき，

(P ,Γ∗) は generalized hexagon である。

正確な言葉の定義は省略するが，P ∪ Γ∗ から２つの元を任意に取るとき，それらが（P
の元を頂点，Γ∗の元を辺とみて）必ず六角形に含まれているというのである。
さて，特に，P の２点を結ぶ辺の最小個数で距離を定義すると，２点間の距離は高々3

であるが，距離が 3のときに成り立つ次の性質が，後に重要となる。

補題 3. D,E ∈ P が距離 3であるとする。このとき，次が成り立つ。
(1) δ(D) ∩ δ(E) は，1点を共有する 3本の hyperbolic line の和集合である。
(2) δ(D) ∩ δ(E) を含むもうひとつの F ∈ P が存在する。（F と D,E との距離も 3に
なる。）

4 ランク3グラフ

4.1 ランク3グラフと short vector

歴史的に見ると，Rudvalis 群はグラフの自己同型群として構成された [8]。そのグラフ
は，ランク 3 の置換表現（1点の固定部分群の orbit の個数が 3であるような置換表現）
を用いて作られるもので，パラメータ (4060, 1755, 730, 780) の strongly regular graph に
なる。すなわち，1点の隣接点の個数が 1755個で，2点に共通する隣接点の個数が，2点
が隣接するとき 730個，隣接しないとき 780個である。この置換表現の１点の固定部分群
が 2F4(2) であり，交換子を取らないと単純群（Tits群）にならないという，例外型な Lie

型の群である。
この置換表現は，2節で与えた short vector への置換表現として与えられる。すなわち，
記号 Λ で定数倍を同一視したときの 4060 個の short vector 全体の集合を表すことにす
れば，次が成り立つのである。

命題 4. Λ を点集合として，その内積が 0 であるときに辺で結ばれるとしてグラフを定義
すれば，パラメータ (4060, 1755, 730, 780) の strongly regular graph になり，その自己同
型群は Rudvalis 群である。

7
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4.2 Hoffman-Singleton graph

このグラフを，複素格子 Lとは独立に構成した Coolsaetの結果 [9]がある。それは，グ
ラフを Hoffman-Singleton グラフと呼ばれる，パラメータ (50, 7, 0, 1) の strongly regular

graph を用いて記述したものである。Hoffman-Singleton グラフは，ユニタリ群 U3(5) : 2

を自己同型群に持つグラフであるが，Lie 型の群として記述できるものでなく，きわめて
例外的なグラフである。1辺の固定部分群が，Aut(A6) ∼= A6.2

2 という群で，冒頭に述べ
た，例外的な同型を持つ，例外的な Lie型の群のひとつになっている。以下，HoS と略
記することにしよう。
Coolsaet の結果を簡単に述べておく。Rudvalis 群のグラフの 4060個の頂点が，下記の
様に，HoS の言葉を用いて記述できるというものである。
まず，HoS には 175 個の辺 (edge) が存在する。次に，HoS において一つの頂点から
辺を伝って一週する最短経路を考えると，5角形 (pentagon) ができる。これが，1260 個
存在する。最後に，このような pentagon をふたつ組み合わせると Petersen graph と呼
ばれる，パラメータ (10, 3, 0, 1) の strongly regular graph ができるのだが，その中に，互
いに接しない 3つの辺を取ることができる。これを hexad と呼んでいて，全部で 2625 個
存在する。以上の edge, pentagon, hexad を合わせた 175 + 1260+ 2625 = 4060 個の対象
が，Rudvalis 群のグラフの頂点に対応している。さらに，ここに 2点間の関係（辺）を定
義するのであるが，ここでは省略する。また，ここで構成したグラフが Rudvalis 群のグ
ラフであることの証明は，これがランク３グラフであることを示した上で，有限単純群の
分類定理（正確には，そこから得られるランク 3 の置換群の分類定理）を使う。

さて，Coolsaet の結果の元となる HoS との関係は，Conway [7] による次のような観
察が発端である。

命題 5. ([7]) 互いの内積が 1であるような 7つの short vector の集合（これを heptad と
呼ぶ）を 50組取ることができて，2つの集合の共通部分が 0か 1となる。共通部分が 1個
であるときに，辺で結ばれるというグラフを作ると，HoS と同型なグラフができて，そ
の自己同型群 U3(5) : 2 は Rudvalis 群の部分群となる。

この記述を最初に読んだとき（ずっと昔の話であるが）には，このようなことを，どの
ように確認すれば良いのか，さっぱり見当もつかなかった。格子 L（特に short vector）
に関する理解が進み，様々な計算（実際の計算は計算機 (Magma)に任せるとしても）を
行うことができるようになって，ようやく，いろいろなことが確認できるようになったの
である。次に述べる，U3(3)の言葉を用いて heptadを具体的に与えるという結果は，我々
の勉強のささやかな成果の一つである。
前節の最後に述べた，3つの直交基底 D,E, F（距離 3）をとる。δ(D)∩ δ(E) は，1点
を共有する 3本の hyperbolic line の和集合であるので，これを

{e1, e2, e3, e4}, {e1, e5, e6, e7}, {e1, e8, e9, e10}

8
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とおくことにする。このとき，次が成り立つ。

命題 6. 7つの short vector

−e1 + e2 + e3 + e4,−e1 + e5 + e6 + e7,−e1 + e8 + e9 + e10, f1, f
D
1 , fE

1 , f
F
1

は heptad である。

4.3 generalized octagon

上述の Coolsaet の結果においては，最終段階を分類定理に頼っているため，グラフの
構造に深く立ち入ることはしていないと思われる。実際には，グラフの１点の隣接点全体
には 2F4(2) が作用し，そこには（ランク２の Lie型の群として）generalized octagon の
構造が入る。具体的な定義としては short vector v をひとつ固定したとき，v と直交する
short vector u1, u2, u3 で

v ≡ u1 + u2 + u3 (mod (1 + i)L)

が成り立つときに {u1, u2, u3}を lineと定義するのである。例えば，v = ea+eb+ea+b+ea−b

であるとき，u1, u2, u3 として，v の符号を変化させたもの（３通り）を取れば良い。しか
し，このような定義をしても，これが generalized octagon であることや，2F4(2) が作用
するものであるということを示すことは難しいように思われる。
次のような観察が，この部分の進展に寄与できるのではないかと思っている。それは，
上記のように heptad を作ることができるようになったことの副産物のひとつであり，再
び例外的な群 A6 を登場させるものでもある。

命題 7. HoS において，ひとつの辺 (edge)を含む heptad は 45個存在する。この 45個の
short vector は，最初に取った edge に対応する点の隣接点における sub-octagon をなす。

この sub-octagon とは Aut(A6) ∼= A6.2
2 が作用するもので，点集合として 45個の 22

型の置換 ((i j)(k l)) をとり，互いに可換な 3つの置換の集合を直線として定義するので
ある。このとき，直線には 2つのタイプ

{(1 2)(3 4), (3 4)(5 6), (1 2)(5 6)}, {(1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}

があって，この２つのタイプは S6 では互いに移ることはなく，その外部自己同型で移る
という性質のものである。
このような sub-octagon の存在から 2F4(2) が作用する generalized octagon を特徴付け
るというプレプリント [3] が発表されており，Rudvalis 群の特徴付けに一役買える観察に
なるだろうと思う。

9
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5 Ru が作用する自己直交符号
最後に，冒頭に述べた自己直交符号について述べる。まず，Chigira-Harada-Kitazume

[5] による結果の紹介から始める。
(G,Ω) を次数 n(= |Ω|) の置換群とする。Ω の部分集合全体 P(Ω) は，対称差を考える
ことで，２元体上の n次元ベクトル空間と見なされ，Gは自然にここに作用する。このと
き，Gの位数２の元 σ の固定点 Fix(σ)の生成する符号（部分ベクトル空間）をF (G,Ω)，
その直交補空間を C(G,Ω) と表す。

F (G,Ω) := ⟨Fix(σ) | σ ∈ I(G)⟩, C(G,Ω) := F (G,Ω)⊥

置換表現が特定されている場合には，次数 n だけを書いて，F (G,n), C(G,n) と表すこと
にする。

定理 8 ([5]). C を G の Ω への作用で不変な，長さ n の自己直交符号 (C ⊂ C⊥) とする
とき，

C ⊂ C(G,Ω)

が成り立つ。
さらに，C が自己双対 (C = C⊥) ならば，F (G,Ω) は自己直交で

F (G,Ω) ⊂ C ⊂ C(G,Ω)

が成立する。

この定理の後半の条件をみたす原始置換群は，実は，限られた場合にすぎない。次の定
理は，散在型単純群に限って述べたものであるが，一般の単純群で調べても，めぼしい例
が増えることはない。

定理 9. 散在型単純群 G に対し，次数 10080以下の原始置換表現について，F (G,n) が
0 でなく，かつ自己直交となるのは，以下のいずれかに限る。

G = M12, n = 144, 220,

G = M22, n = 22, 330, 672,

G = M24, n = 24, 2024,

G = J2, n = 100, 10080,

G = Ru, n = 4060.

このうち，(M12, 144), (M22, 672)については実際には自己双対符号は存在しないことが
示される。また，(M24, 2024), C(J2, 10080) については，そのチェックをしていない。残
りの場合については，G-不変な自己双対符号の分類が可能であり，(M22, 22), (M22, 330),

10
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(M24, 24) については一意的で，残る (J2, 100)([4]), (M12, 220), (Ru, 4060) の場合は３つ
存在する。
そこで，Rudvalis 群の場合に，それがどのような符号かを調べようと思い，まずその
生成系をとらえようと思ったわけである。Magma による計算で F (Ru, 4060) が 2029 次
元であることはわかっていた。従って，あと一つの生成元を求めればよい。問題は，それ
を数学的にどう記述するかということである。
前節と同様に，Rudvalis 群のグラフを HoS を用いて記述したものを用いる。グラフの
点集合は，定数倍を除いた short vector の集合であり，そこへの 4060 次の置換表現につ
いて，その作用で不変な自己双対符号を考える。

命題 10. HoS において，ひとつの点を含む pentagon は 126個存在する。この 126個の
short vector の集合と，F (Ru, 4060) とで生成される符号は，Ru-不変な自己双対符号を
与える。

あと 2つの自己双対符号があるのだが，その生成系については，未だうまい記述が見つ
かっていない。
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minimal affinizationの

Jacobi-Trudi型指標公式について

直井克之

概要

量子ループ代数の有限次元加群は様々な他の分野と関連を持ち, 近年盛んに研究

がなされている。本稿では, 量子ループ代数の有限次元既約加群の特別な族である

minimal affinization について, その Jacobi-Trudi 型指標公式を紹介する。またそ

の証明についても概略を述べたいと思う。

1 minimal affinization

1.1 量子ループ代数

まず量子ループ代数について簡単に述べておく。正確な定義については [CP94, Section

12.2]等を参照いただきたい。

gを rank nの有限次元複素単純 Lie代数とする。gと Laurent多項式環のテンソル積

g⊗C[t, t−1]に対し, bracket積を [x⊗ f, y ⊗ g] = [x, y]⊗ fg と定めることで Lie代数が

定義できる。これをループ代数と呼び Lgと表す。

量子ループ代数 Uq(Lg) は有理関数体 C(q) 上の結合的代数であり, 生成元{
x±
i,r, k

±1
i , hi,m | 1 ≤ i ≤ n, r ∈ Z,m ∈ Z \ {0}

}
といくつかの関係式 (cf. [CP94,

Theorem 12.2.1]*1) により定義される。また Uq(Lg) は, ループ代数 Lg の普遍包絡環

U(Lg) を q 変形することで得られる代数, ということもできる。実際上で述べた生成元か

らA = C[q, q−1]上生成される Uq(Lg)の部分A代数を UA(Lg)と表すとき, 代数として

U(Lg) ∼= C⊗A UA(Lg)/⟨1⊗ ki − 1⊗ 1 | 1 ≤ i ≤ n⟩ (1.1)

が成り立つ (C ∼= A/⟨q − 1⟩により CをA加群とみなした)。

*1 正確には, [CP94, Theorem 12.2.1] は Uq(Lg) の中心拡大である量子アフィン代数 Uq(ĝ) の関係式で

ある。この関係式において C± 1
2 = 1とすると, Uq(Lg)の定義関係式が得られる。

1
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また {x±
i,0, k

±1
i | 1 ≤ i ≤ n} が生成する Uq(Lg) の部分代数を Uq(g) と表す。これは

U(g)の q 変形であり, gの量子展開環と呼ばれる代数である。

1.2 minimal affinization

Chari は evaluation 加群や Kirillov-Reshetikhin 加群 (これらについては次節で述べ

る)の拡張として, minimal affinizationと呼ばれる有限次元既約 Uq(Lg)加群の族を定義

した [Cha95]。本稿の目的は, g が古典型の場合にこの minimal affinization の指標公式

を与えることである。そこで本節では minimal affinization の定義について述べたいと

思う。

まず準備として, Uq(g) の有限次元加群について必要なことを述べておく (詳しくは

[Jan96, Chapter 5]等を参照いただきたい)。P を gのウェイト格子とし, P+ ⊆ P を支

配的整ウェイトの集合とする。また ( , )で P 上のWeyl群不変な Z値非退化双線型形式
を表す。Uq(g)加群 V が

V =
⊕
λ∈P

Vλ, Vλ = {v ∈ V | kiv = q(λ,αi)v for i ∈ I}

(αi は単純ルート)を満たすとき, V は 1型であるという。全ての有限次元 Uq(g)加群は

1型加群を簡単な自己同型でひねったものの直和として表されるので, 話を 1型加群に限

定してもなんら一般性は失われない。そこで以下本稿を通して, 有限次元 Uq(g)加群 (お

よび Uq(Lg)加群)は全て 1型であると仮定し, いちいち断らないことにする。

(1型)有限次元 Uq(g)加群の圏は有限次元 g加群の圏と非常によく似ており, 以下の定

理が成り立つ。

定理 1.1. (i) 任意の λ ∈ P+ に対し, 最高ウェイトが λ であるような有限次元既約

Uq(g)加群 Vq(λ)が同型を除いてただ一つ存在する。

(ii) 有限次元 Uq(g) 加群の圏は半単純であり, 任意の既約加群はある Vq(λ) に同型で

ある。

(iii) Vq(λ) の指標を chVq(λ) :=
∑

µ(dimVq(λ)µ)e
µ ∈ Z[P ] と定める。このとき,

chVq(λ)は最高ウェイト λの既約 g加群 V (λ)の指標 chV (λ)と一致する。

続いて affinizationの定義について述べる。minimal affinizationはこの affinizationの

中で “極小”なものとして定義される。

2
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定義 1.2. (i) 有限次元既約 Uq(Lg)加群 V が Uq(g)加群として

V ∼= Vq(λ)⊕
⊕
µ<λ

Vq(µ)
⊕mµ(V ) (mµ(V ) ∈ Z≥0)

と既約分解するとき, V は Vq(λ)の affinizationであるという*2。

(ii) V とW を Vq(λ)の affinizationとする。これらが Uq(g)加群として同型であると

き, V とW は同値であるという。また V の同値類を [V ]で表す。

Vq(λ)の affinizationの同値類の集合を Dλ と表すと, 任意の λ ∈ P+ に対し Dλ は空

でない有限集合となる。また Dλ 上にある種の辞書式順序による半順序*3を定めること

で, 半順序付き集合 (Dλ,≤)が定義できる。

定義 1.3 ([Cha95]). Vq(λ)の affinization V に対し, その同値類 [V ]が (Dλ,≤)におい

て極小となるとき V を Vq(λ)のminimal affinizationと呼ぶ。

上の ≤は全順序ではないためDλ の極小元は一意とは限らず, Uq(g)加群として同型で

ない Vq(λ)のminimal affinizationは複数ありうる。しかしながら多くの場合に一意性が

成り立つことが知られている。例えば以下の定理が成り立つ。

定理 1.4 ([CP95]). gの Dynkin図形が直線型のとき (i.e., ABCFG型のとき), 任意の

λ ∈ P+ に対し Vq(λ)のminimal affinizationの同値類は一意である。

上の定理に含まれない場合, すなわち DE 型では実際に minimal affinizationの同値類

が一意とならない場合がある (DE 型に関して詳しくは [CP96a, CP96b]を参照いただき

たい)。しかし, 例えば以下のような特別な λ ∈ P+ に対してはやはり一意性が成り立つ。

命題 1.5. gが Dn 型のとき λ ∈ P+ が ⟨hn−1, λ⟩ = 0または ⟨hn, λ⟩ = 0を満たすなら

ば, Vq(λ)の minimal affinizationの同値類は一意である。ここで hn−1, hn は spin node

に付随する余ルートを表す。

本稿の後半では D 型の minimal affinization についても考察を行うが, その際には上

*2 全ての有限次元既約 Uq(Lg) 加群はある (ただ一つの) Vq(λ) の affinization となることも知られてい
る。

*3 正確な定義は以下の通り: [V ], [W ] ∈ Dλ に対しmµ(V ),mµ(W ) (µ ∈ P+)で Vq(µ)に関するそれぞ
れの重複度を表すとき, 任意の µ ∈ P+ に対し

(i) mµ(V ) ≤ mµ(W ), または (ii) ある ν > µが存在してmν(V ) < mν(W )となる,

のいずれかが成り立つならば [V ] ≤ [W ]と定める。
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の命題の仮定を満たす場合だけを考えることにする。そのため本稿に登場する minimal

affinization (の同値類)は, 常に最高ウェイトだけから定まるものである。

1.3 minimal affinizationの例

例 1. 零でない a ∈ C∗ に対し, 線形写像 eva : Lg → gを eva(x ⊗ f) = f(a)xと定義す

ると, これは Lie代数の準同型となる。この eva を evaluation mapと呼ぶ。

以下 g = sln+1 と仮定する。このとき Lie 代数の場合と同様に, 任意の a ∈ C(q)× に
対し代数準同型 eva : Uq(Lg) → Uq(g) が定義できる [Jim86, Section 2] (これもやはり

evaluation mapと呼ばれる)。このとき既約 Uq(g)加群 Vq(λ)の引き戻し ev∗a
(
Vq(λ)

)
は

既約 Uq(Lg) 加群となる (evaluation module と呼ばれる)。これが Vq(λ) の (同値を

除いて唯一の) minimal affinizationであることは定義から明らかであろう。このように

g = sln+1 のときには, minimal affinizationと evaluation moduleは同じ概念である。

補足 1.6. ループ代数の場合には evaluation map は全ての型で定義できるが, 量子ルー

プ代数の場合には g ̸= sln+1 のとき evaluation mapは存在しない。そのため g ̸= sln+1

のときには, 上の例とは異なりほとんどの minimal affinizationは Uq(g)加群として可約

となる。またその既約分解を求めるのは一般に簡単な問題ではない*4。

例 2. 改めて g を任意の単純 Lie 代数とする。m ∈ Z≥0 と 1 ≤ i ≤ n に対し λ =

mϖi (ϖi は基本ウェイト) とおくと, Vq(λ) は同値を除いて唯一の affinization をもつ。

これらを Kirillov-Reshetikhin (KR) 加群と呼ぶ。KR 加群は「T 系を満たす (cf.

[KNS09, Nak03, Her06])」,「フェルミ型分解公式を満たす (cf. [HKO+99, HKO+02])」,

「結晶基底を持つ (cf. [OS08])」など興味深い性質を数多く持ち, 有限次元既約 Uq(Lg)加

群の中でもとりわけ重要な加群である。

minimal affinization は, 上の例で述べた加群の自然な拡張として定義された概念であ

る。しかしそれが (一般化のための一般化ではなく) 真に興味深い対象であるためには,

これらの例を超えた一般の minimal affinizationが良い性質を持っていることが不可欠で

あろう。今のところそのような決定的な結果が得られているとは必ずしも言い難いが, 近

年少しずつ一般の minimal affinizationの持つ性質も見つかってきている (minuscule性

[Her07, CH10], 拡大 T 系 [MY12]等)。また本稿で紹介する Jacobi-Trudi型指標公式も,

一般の minimal affinizationが持つ良い性質の一例と言えるであろう。

*4 そうでなければ本稿の結果はあまり意味のないものになってしまう。
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2 minimal affinizationの Jacobi-Trudi型指標公式

2.1 Jacobi-Trudi公式

まず導入として, 古典的な Jacobi-Trudi公式

sλ(x) = det
(
hλi−i+j(x)

)
1≤i,j≤n

(2.1)

を思い出そう。ここで λ = (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0)は分割, すなわち非増加非負整数

列を表す。また sλ(x)は Schur多項式, hk(x)は k 次完全対称多項式を表す*5。

(2.1) から既約 sln+1 加群の指標公式が以下のようにして得られる*6。sln+1 の支配的

整ウェイト λ ∈ P+ に対し, 対応する分割 (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn)を λi =
∑

i≤k≤n⟨hk, λ⟩
と定める (添え字づけは標準的なものとする)。この分割をやはり λ と表すと, 対応する

Schur関数 sλ(x)は既約 sln+1 加群 V (λ)の指標と (適当な同一視のもとで) 一致する*7。

また hk(x)は chV (kϖ1)と一致する (ϖ1 は基本ウェイト)。このことから (2.1)は, 既約

sln+1 加群の指標公式

chV (λ) = det
(
chV

(
(λi − i+ j)ϖ1

))
1≤i,j≤n

(2.2)

と等価な等式である。

(2.2) は g = sln+1 のときに成り立つ式であり, 他の型では一般には成り立たない。し

かし左辺の V (λ)を minimal affinizationに置き換えると, 同様の式が他の型でも成り立

つ, というのが次節で述べる主定理の主張である。

2.2 主定理

以下本稿を通して g は古典型と仮定する (単純ルートなどの添え字づけは [Kac90,

Section 4.8]に従う)。また各 λ ∈ P+ に対し, Vq(λ)の minimal affinizationを一つ固定

し Lq(λ)と表す。

定理 2.1 ([Sam14, Nao14]). λ ∈ P+ が

⟨hn, λ⟩ = 0 g: BC 型

⟨hn−1, λ⟩ = ⟨hn, λ⟩ = 0 g: D型
を満たす

*5 この公式は (2.2)の導出のために述べたにすぎないので, ご存じない方は無視していただいて構わない。
*6 通常は gln を考えるが, 後の話の都合上ここでは sln+1 を考えることにする。
*7 sln+1 で話をしているので, 正確には x1x2 · · ·xn+1 = 1という関係式で割ってやる必要がある。
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と仮定し, λi =
∑

i≤k≤n⟨hk, λ⟩ (1 ≤ i ≤ n)とおく。このとき,

chLq(λ) =


det

(
chV

(
(λi − i+ j)ϖ1

))
1≤i,j≤n

g: ABD 型

det
(∑

0≤2ℓ≤λi−i+j chV
(
(λi − i+ j − 2ℓ)ϖ1

))
1≤i,j≤n

g: C 型

(2.3)

が成り立つ。

任意の k ∈ Z≥0 に対し, Uq(g)加群として

Lq(kϖ1) ∼=

{
Vq(kϖ1) g: ABD 型⊕

0≤2ℓ≤k Vq

(
(k − 2ℓ)ϖ1

)
g: C 型

が成り立つ。よって (2.3)は, 以下の統一的な形で書くこともできる*8:

chLq(λ) = det
(
chLq

(
(λi − i+ j)ϖ1

))
1≤i,j≤n

.

また上の定理から, Lq(λ) における既約 Uq(g) 加群 Vq(µ) の重複度
[
Lq(λ), Vq(µ)

]
に

ついて以下の公式が得られる。

系 2.2 ([NN06, Sam14]). λ ∈ P+ が定理 2.1 の仮定を満たすとする。このとき任意の

µ ∈ P+ に対し, [
Lq(λ), Vq(µ)

]
=


δλ,µ g: A型∑

κ c
λ
2κ,µ g: BD 型∑

κ c
λ
(2κ)′,µ g: C 型

が成り立つ。ここで κ は分割の集合を走る。また cλµ,ν は Littlewood-Richardson 係数

(cf. [Mac98]), κ′ は κの転置を表す。

補足 2.3. (1) 1.3節の例 1から, g = sln+1 のとき任意の λ ∈ P+ に対し chLq(λ) =

chVq(λ)
(
= chV (λ)

)
が成り立つ。よって A型のときは, 定理は (2.2)の単なる言

いかえに過ぎない。

(2) 定理 (および系)の仮定をもう少し弱めることも出来る。すなわち, Bn 型の場合は

⟨λ, hn⟩ ∈ 2Z≥0, Dn 型の場合は ⟨hn−1, λ⟩ = ⟨hn, λ⟩という仮定の下でも定理が成
り立つ。ただしこのとき λi たちも少し修正する必要がある。

*8 定理 1.1 (iii) より chVq(µ) = chV (µ)であった。
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上の定理と中井・中西による予想との関係について述べておく。[NN06]において, 彼ら

は minimal affinizationの q 指標の行列式による表示を予想として提唱した*9。ここで q

指標というのは, Uq(Lg)加群の
{
k±1
i , hi,m | 1 ≤ i ≤ n,m ∈ Z \ {0}

}
に関する一般化同

時固有値のデータを与えるものである*10。特に q 指標を適当に特殊化することで, 通常の

指標が得られる。

彼らの予想した公式を特殊化すると, (2.3) の右辺と等しい式となる。このことは定理

2.1が, 彼らの予想の状況証拠となる結果であることを意味している。また AB 型の場合

には, 既に予想に証明が与えられている。

定理 2.4 ([Her07, Theorem 6.1]). gが AB 型のとき, 中井・中西の予想は正しい。

予想から定理 2.1は容易に従うので, AB 型の場合には定理 2.1はすでに知られていた

公式である。一方 CD 型については中井・中西の予想は今のところ未証明であり, 定理

2.1は新しい結果である*11。

3 主定理の証明

3.1 次数付き極限

まず証明において重要な役割を果たす次数付き極限について述べる。UA(Lg) ⊆
Uq(Lg)を 1.1節で定義した部分A代数とする。各minimal affinization Lq(λ)に対し,零

でないウェイト λのベクトル vλ ∈ Lq(λ)λ を一つ固定し, LA(λ) := UA(Lg)vλ ⊆ Lq(λ)

とおく。すると同型 (1.1)により L1(λ) := C⊗A LA(λ)は Lg加群となる (これを Lq(λ)

の古典極限と呼ぶ)。このときある a ∈ C× が存在して,

g⊗ (t+ a)NL1(λ) = 0 (N ≫ 0)

を満たす。この a に対しカレント代数 g[t] := g ⊗ C[t] ⊆ Lg の自己同型 τa を τa
(
x ⊗

f(t)
)
= x ⊗ f(t + a)と定め, g[t]加群 L(λ) を L(λ) := τ∗aL1(λ)により定義する。この

L(λ)を Lq(λ)の次数付き極限と呼ぶ。このとき定義から容易に以下が示せる。

*9 彼らの予想は minimal affinizationとは限らない加群に関するものも含んでいる。
*10 通常の指標は {k±1

i } に関する同時固有値のデータを与えるものであった。よって q 指標は, 加群に関し
て通常の指標より多くの情報を持っている。

*11 gが ADE 型の場合には, 中島により全ての有限次元既約 Uq(Lg)加群に対し, その q 指標を与えるアル
ゴリズムが得られている [Nak04]。しかしこのアルゴリズムはかなり複雑なものであり, これを用いてD

型の場合に中井・中西予想 (または定理 2.1)を証明することは難しいであろうと思われる。

7



183

命題 3.1. chLq(λ) = chL1(λ) = chL(λ)が成り立つ。

このことから chLq(λ)を求めるには, chL(λ)が分かれば十分である。この事実を用い

て, 「minimal affinizationそのものではなく, その次数付き極限を調べる」というのが定

理 2.1の証明の基本アイデアである。

指標が同じというだけであれば古典極限 L1(λ) も同様であるが, いくつかの理由から

L(λ) の方が L1(λ) に比べ扱いが容易である。特に重要な点として L(λ) は Z 次数付き
g[t] 加群であり*12, この次数構造が L(λ) を調べる際に様々な点で役に立つ*13。他にも

L1(λ)は Lq(λ)の選び方に依るが L(λ)は依らない, g[t]は自然にアフィン Lie代数 ĝの

部分 Lie代数とみなせる, 等が L1(λ)ではなく L(λ)を調べる主な理由である。

3.2 minimal affinizationの定義関係式

筆者は [Nao13, Nao14] において L(λ) の定義関係式を決定した。この結果は定理 2.1

の証明において重要な役割を果たすので, 本節ではこの結果について述べることにする。

gの三角分解 g = n+ ⊕ h⊕ n− を固定する。また, 正ルートの集合 ∆+ の部分集合 ∆1
+

を以下のように定義する:

∆1
+ =

{
α ∈ ∆+ | α =

∑
1≤i≤n

niαi with ni ≤ 1
}
.

定理 3.2 ([Nao13, Nao14]). λ ∈ P+ に対し, M(λ)をベクトル v から以下の関係式によ

り定義される g[t]加群とする:

n+[t]v = 0, (h⊗ ts)v = δs0⟨h, λ⟩v for h ∈ h, s ≥ 0,

f
⟨λ,hi⟩+1
i v = 0 for 1 ≤ i ≤ n, (fα ⊗ t)v = 0 for α ∈ ∆1

+.

このとき同型 L(λ) ∼= M(λ)が成り立つ。

この定理の証明についても, 概略を述べておきたい。証明のためには, 二つの全射

M(λ) ↠ L(λ), L(λ) ↠ M(λ)

の存在を示せばよい。一つ目を示すには L(λ)がM(λ)の定義関係式を満たすことを確か

めればよく, これはそれほど難しくない。

*12 g[t]は C[t]の次数により, Z次数付き Lie 代数の構造を持つ。
*13 KR 加群の場合には, この Z-grading は結晶基底上のエネルギー関数と関連する。詳しくは [Nao12] を
参照いただきたい。

8



184 直井克之

一方二つ目の全射の存在を直接示すことは容易ではない。そこで一般化 Demazure 加

群 D(ξ1, . . . , ξn)を間にはさんで,

L(λ) ↠ D(ξ1, . . . , ξn) ↠ M(λ)

を示すことになる。

ここで一般化Demazure加群についてざっくり紹介することにする。ĝ = g⊗C[t, t−1]⊕
Cc ⊕ Cd をアフィン Lie 代数とする (cf. [Kac90])。このとき g[t] は自然に ĝ の部分 Lie

代数とみなせる。Λを ĝの支配的整ウェイトとし, V̂ (Λ)で既約最高ウェイト ĝ加群を表

す。Ŵ をアフィンWeyl群とし, ξ ∈ ŴΛに対し 1次元ウェイト空間 V̂ (Λ)ξ の零でない

ベクトルを vξ と表す。Λ1, . . . ,Λk を ĝ の支配的整ウェイトとし, 各 1 ≤ i ≤ k に対し

ξi ∈ ŴΛi とするとき, 一般化 Demazure加群 D(ξ1, . . . , ξn)は

D(ξ1, . . . , ξk) = g[t](vξ1 ⊗ · · · ⊗ vξk) ⊆ V̂ (Λ1)⊗ · · · ⊗ V̂ (Λk)

と定義される。

ξ1, . . . , ξn を適切に選んだとき, 全射 L(λ) ↠ D(ξ1, . . . , ξn)の存在は以下のようにして

証明される。簡単のため g が B 型であると仮定する*14。まず KR 加群のテンソル積に

Lq(λ)が埋め込めること, すなわち

Lq(λ) ↪→ Lq(m1ϖ1)⊗ · · · ⊗ Lq(mnϖn)

を示す。ただし λ =
∑

i miϖi とする。すると L(λ) の構成により, 零でない射

Φ: L(λ) → L(m1ϖ1) ⊗ · · · ⊗ L(mnϖn) が得られる。また各 L(miϖi) に対し, 適切な

Λi が存在して L(miϖi) ↪→ V̂ (Λi)が示せることから, 単射

ι : L(m1ϖ1)⊗ · · · ⊗ L(mnϖn) ↪→ V̂ (Λ1)⊗ · · · ⊗ V̂ (Λn)

が構成できる。このとき ι ◦ Φの像が一般化 Demazure加群 D(ξ1, . . . , ξn)となることが

確かめられるので, L(λ) ↠ D(ξ1, . . . , ξn)が示せることになる。

一方 D(ξ1, . . . , ξn) が ĝ 加群の部分 g[t] 加群であることを用いると, ある種のアフィ

ンWeyl群に関する対称性により, 帰納的にその定義関係式を決定することが出来る。あ

とはその定義関係式を M(λ) の生成元が満たすことを確認することで, もう一つの全射

D(ξ1, . . . , ξn) ↠ M(λ)の存在も示すことが出来る。

*14 他の型でも大体同様であるが, Lq(λ)を埋め込むテンソル積の選び方を少し修正する必要がある。
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3.3 chM(λ)の決定

定理 3.2により, 定理 2.1を証明するには chM(λ)を求めればよい。このM(λ)につい

ては, 筆者が定理 3.2を証明する以前から既に Chariと Greensteinにより研究がなされ

ており, 以下の命題が示されていた。

命題 3.3 ([CG11]). λ ∈ P+ が定理 2.1の仮定を満たすとき,

∑
(µ,s)∈Γ(λ)

(−1)s dimHomg

(
V (µ),

s∧
g⊗ V (λ)

)
chM(µ) = chV (λ)

が成り立つ。ただし Γ(λ) = {(µ, s) ∈ P+ × Z≥0 | λ = µ +
∑

α/∈∆1
+
nαα,

∑
α nα = s}

とする。

(2.3)の右辺をHλ と表すことにする。このとき Samにより, 以下の命題が証明された。

命題 3.4 ([Sam14]). λ ∈ P+ が 2.1の仮定を満たすとき,

∑
(µ,s)∈Γ(λ)

(−1)s dimHomg

(
V (µ),

s∧
g⊗ V (λ)

)
Hµ = chV (λ)

が成り立つ。

これら二つの命題から chM(λ) = Hλ が示せる。よって本節の初めに述べた通り, 定理

2.1の証明が完了したことになる。

謝辞 第 59回代数学シンポジウムにおいて講演の機会をくださった世話人の方々, 特に講
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188 宮本雅彦

頂点作用素代数の多変数型トレイス関数と
モジュラー不変性

宮本雅彦（筑波大学数理物質系）

1 序文

ここで発表する内容は、学振特別研究員として筑波大学に 1年間滞在した Matthew Krauel

氏との共同研究 [6]である。

頂点作用素代数 (VOA)の概念は、モンスター単純群の既約表現の次数と楕円モジュラー

関数 J(τ)の係数との神秘的な関係を説明するために Borcherds によって導入されたもの

である [2]。これは現在は、リーマン面上の共形場理論の（対となっている片方の）カイラ

ル代数の代数版と理解されており、それゆえ、モジュラー不変の性質を持つと考えられて

いる。実際、いくつかの例において、既約加群 W = ⊕∞n=0Wr+n の指標と呼ばれる関数

ZW (1, τ) :=
∑∞

n=0 dim Wr+nqr+n−c/24 (q = e2πiτ ) の張る空間が直接計算によりモジュラー

不変性を持つことが観察されていた。VOAの公理を使った一般的な証明は、1996年に Zhu

[9]によって与えられている。そこでは、正規VOAにおいて、指標だけではなく、既約加

群上のトレイス関数族の張る空間が SL2(Z)-不変性を持つことを示した。

この講演では、Zhuの結果を拡張して、多変数型のトレイス関数を考え、そのモジュラー

不変性を証明する。その応用として、ジーゲルテータ級数の変換公式を統一的に求める。

頂点作用素代数の正確な定義は少し長いので、ここでは必要な事に絞って簡単な説明を

しておこう。ヴィラソロ代数

V ir = (⊕n∈ZCL(n))⊕ CC

とは、関係式

[V ir, C] = 0, [L(n), L(m)] = (n−m)L(n + m) + δn+m,0
n3 − n

12
C

を満たすリー代数であり、ループ代数⊕n∈ZCxn d
dx
の中心拡大である。ヴィラソロ代数の表

現で、C が c ∈ C 倍として作用するとき、c をその表現における中心電荷と呼ぶ。

VOAとはこのヴィラソロ代数を拡張したものと考えてよい。ただし、もはやリー代数

ではなく、普遍包絡環に近いものであるが、結合代数ではない。VOAの外見は、次数付き

ベクトル空間 V = ⊕∞n=0Vn、線形写像 Y (·, z) : V → End(V )[[z−1, z]]、そして真空とヴィラ

ソロ元と呼ばれる２つの特別な元 1 ∈ V0, ω ∈ V2 からなる４つ組 (V, Y,1, ω)（通常は簡単

1
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に V と書く）であるが、これらは、後で説明する局所可換などのいくつかの条件を満す。

v ∈ Vn のとき、vのウエイトを nと言い、wt(v) = nで表す。v ∈ V の線形写像 Y (·, z)によ

る像 Y (v, z) =
∑

n∈Z vnz−n−1 は v の頂点作用素 (vertex operator)と呼ばれる。各整数 nに

対して、z−n−1の係数 vn ∈ End(V ) を利用して、V の中に、v ×n u = vn(u) という n-積を

作り出すことができる。以下 vn(u)を vnu と記す。すべての整数に対して積が定義できる

ので、V は無限個の積を持つ代数となる。これが頂点作用素代数 (vertex operator algebra)

である。重要な性質は、v, u ∈ V の頂点作用素が以下の交換関係（局所可換）と結合関係

[vn, um] =
∑∞

j=0

(
n
j

)
(vju)n+m−j

(vnu)m =
∑∞

j=0

(
n
j

)
(−1)j{vn−jum+j − (−1)nun+m−jvj}

を満たすことである。右辺は一見無限和のように見えるが、VOAやその表現には常に “下

に有界”( j が十分大きいと vju = 0 ) という性質を要求する。この性質がリー代数との大

きな違いであり、VOAに難しさと、独自性を与えている。なぜ、“jが十分大”なのに下に

有界と言う理由は、wt(vju) = wt(v) + wt(u)− j − 1 という性質を持っているからである。

ヴィラソロ元 ω ∈ V2 は Y (ω, z) =
∑

n∈Z L(n)z−n−2 の係数 L(n) := ωn+1 がヴィラ

ソロ代数の関係式を満たしているものであり、このヴィラソロ代数の中心電荷 c を VOA

の中心電荷 (central charge)と呼ぶ。さらに、L(0) の固有値がウエイトを与え、微分も

Y (L(−1)v, z) = d
dz

Y (v, z)によって与えられているという条件も仮定する。真空 1 ∈ V0

は自明な作用 Y (1, z) = 1V を持つ元である。ここでは、V0 = C1 を満たしている CFT-タ

イプと呼ばれるVOAだけを扱う。VOAの詳細については、[5] を参照してほしい。

VOA は一応代数なので、加群も同じような形で定義される。即ち、W がVOA V の加

群であるとは、加群上の頂点作用素

Y W (·, z) : v ∈ V 7→ Y W (v, z) =
∑
n∈Z

vW
n z−n−1 ∈ End(W )[[z−1, z]]

が与えられ、V と同じような条件を満たすことである。加群に対しても v ∈ Vn なら、

o(v) := vW
wt(v)−1 は次数を保つ作用であり、L(0) := o(ω)の固有値がW の次数を与えている。

この講演では、V のすべての加群が有限種類の既約加群（同型類）の直和となっている

と仮定する。このようなVOAを正規と呼ぶ。このとき、既約加群 W はある有理数（共形

ウエイト) r があって、
W = ⊕∞n=0Wr+n

と次数空間の直和に分解する。斉次元のウエイトの差は整数である。

先に述べたように、Zhuは、W の指標
∑∞

n=0 dim Wr+nq
r+n−c/24 だけではなく、すべて

2
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の v ∈ V に対するトレイス関数

ZW (v, τ) = TrW o(v)qL(0)−c/24

の族を考えた。利点は、異なる既約加群に対して、同じ指標となることがあっても、W 上

のトレイス関数の族として考えると、一次独立となっており、トレイス関数から既約加群

W を再構成できるのである。また、

ZW (ω − c

24
1, τ) = 2πi

d

dτ
ZW (1, τ)

のように微分も扱うことができる。Zhu はこのトレイス関数の族を使って、正規 VOAと

いう条件だけで（当初はいくつかの条件も付けていたが、現在では必要ない）一般論とし

てトレイス関数の族の張る空間のモジュラー不変性を証明した。即ち、W 1, . . . , W k を既約

V -加群（の同型類）全体の集合とすると、トレイス関数

Zj(v, τ) = TrW jo(v)qL(0)−c/24

は上半平面上H = {τ ∈ C | Im(τ) > 0}の関数として解析関数に絶対収束し、σ =


a b

e f


 ∈

SL2(Z) に対して、S(σ)hj ∈ GLk(C) が存在して、すべての v ∈ V に対して、

(
1

eτ + f

)wt[v]

Zh(v,
aτ + b

eτ + f
) =

k∑
j=1

S(σ)hjZj(v, τ)

が成り立つのである。wt[v]は新しい頂点作用素Y [v, z] := Y (v, e2πiz−1)ewπizwt(v)と新ヴィ

ラソロ元 ω̃ = 2πi(ω − c
24

1) による新しいVOA (V, Y [, ], ω̃,1)によって与えられるウエイト

である。wt[] と wt() の違いの説明は長くなるので、あまり違いを気にしないことにする。

VOAのモジュラー不変性の結果はいくつかの形で拡張されている。例えば、有限自己

同型との関連から、加群だけでなくツイスト加群までも含めたモジュラー不変性 [4] や有限

生成加群はすべてN-次数付け可能であるという条件で、ある種のトレイス関数を導入する

ことでモジュラー不変性が証明されている [7]。

2 多変数型トレイス関数

　この拡張を考えたきっかけは、トレイス関数を τ ∈ C 上の関数と見ず、VOAのウエイ

ト２の空間の一次元部分代数 Cω 上の関数と考えたことである。(V2,×1) は代数であり、

v ∈ V2に対して、ω1v = v1ω = 2vなので、ω/2 は単位元と同じであり、Cω/2 は C と同型

3
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な可換代数である。その観点から、(V2,×1)のより広い可換部分代数を変数領域とするトレ

イス関数が定義できると考えた。

最初の拡張は、半単純可換代数であり、1の冪等元分解を考えることである。V のウエ

イト２の空間で考えると、互いに直交した共形元 ej ∈ V2 (j = 1, . . . , g)があって、

ω = e1 + · · ·+ eg

となっていることを意味する。ここで、共形元とは、それが生成する部分頂点作用素代数

のヴィラソロ元となっているものであり、ej/2 は (V2,×1)において冪等元である。cj で ej

の中心電荷を表し、ẽj = ej − cj

24
1と置く。これを使って既約加群W h上の多変数トレイス

関数を

Zh(v : τ1, . . . , τg) := TrW ho(v)eo(
Pg

j=1 2πiτjeej) (2.1)

と定義する。変数領域は、(V[2],×[1]) の可換部分代数 Cẽ1 ⊕ · · · ⊕ Cẽg の中の上半空間

g∑
j=1

τj ẽ
j ∈ Hẽ1 ⊕ · · · ⊕ Hẽg ⊆ V[2]

あり、σ ∈ SL(2,Z) の作用は、

(τ1ẽ
1, . . . , τgẽ

g) 7→ (
aτ1 + b

eτ1 + f
ẽ1, . . . ,

aτg + b

eτg + f
ẽg)

である。この設定で、次のモジュラー不変性を得る。

Theorem 1 V を正規VOA とし、ω =
∑g

j=1 ej ∈ V2 を直交共形元への分解とする。v ∈ V

をすべての ej に関して、wtj[]-斉次元とし、すべての j に対して、wtj[w] ≤ wtj[v] となる

w ∈ V に対しては、Zh(w : τ1, . . . , τg) がH×g上で解析関数に絶対収束すると仮定する。こ

のとき、(τ1, . . . , τg) ∈ H⊕g と σ ∈ SL2(Z) に対して、

g∏
p=1

(eτp + f)−wtp[v]Z`

(
v :

aτ1 + b

eτ1 + f
, . . . ,

aτg + b

eτg + f

)
=

r∑

h=1

S(σ)`hZh (o(v) : τ1, . . . , τg)

が成り立つ。ここで、S(σ)ij は以前に述べた Zhu理論で出てくる行列である。

注意 各共形元 ej に対しては、正規条件を仮定していないので、[8]で扱っている Zhu理

論の直和型ではない。
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3 ジョルダン代数

変数領域である可換代数をさらに拡張する。(V2,×1) は代数となっているが、一般には結

合法則も可換性も満たしているわけではない。(V2,×1)の部分代数 G が Griess 部分代数で

あるとは、u, v ∈ G に対して u2v = 0 となるものを言う。このとき、G は可換代数となる。
一般的に、u, v ∈ V2 なら、u1v ∈ V1 となるので、V1 = 0 の場合には、V2 自体が Griess 代

数となる。有名な例は、ムーンシャインVOA V \ である。

ウエイト１の元 u ∈ V1 があれば、L(−1)u ∈ V2 であり、e2πio(L(−1)u)z を付け加えると、

ヤコビ形式として扱うことが出来ることを注意しておく。ここでは、それを考えず、Griess

部分代数だけを考えることにする。

(V2,×1)のグライス部分代数 G で、すべての元が直交冪等元達の線形和となっている
ようなものや、またはそれを完備化したものが全体となるものを考える。例えば、Bg型の

ジョルダン代数、即ち、g次対称複素行列全体の空間 Symg(C) はこの条件を満たしている。

ここでの積は A× B = AB + BA である。頂点作用素代数の立場から言うと、(V2,×1)の

部分代数 G および線形写像 µ : Symg(C) → Gがあって、µ が左のジョルダン代数と右の

(G,×1) との間の代数同型を与えていることである。しかも、単位行列 Ig の像は µ(Ig) = ω

となることも仮定する。（IgA + AIg = 2Aなので、v ∈ V2 に対する ω1v = 2vに対応）。

この設定で、A = (τij) ∈ Hg に対して、多変数トレイス関数

Z` (v : A) := TrW `o(v)eo(2πi(µ(A)− tr(A)c
24g

1)), (3.1)

を定義する。ここで、Hg = {A + Bi | A,B ∈ Symg(R), B は正定値 } はジーゲル上半空間
である。σ ∈ SL2(Z) の Hg への作用は、σ(Z) = (aZ + bIg)(eZ + fIg)

−1 である。この設定

でのモジュラー不変性を紹介しておこう。元を直交冪等元の線形和に表示した場合の直交

冪等元は、もともとのµ(Z) に依存するので、v ∈ V をZに依存した直交共形元による多重

ウエイトの斉次元に分解するのは非常に複雑である。それゆえ、簡単な場合のみを述べる。

Theorem 2 Zj (1 : A) はすべて Hg 上で解析関数に絶対収束すると仮定する。このとき、

Zj

(
1 : (aA + bIg)(eA + fIg)

−1
)

=
r∑

h=1

S(σ)jhZh (1 : A) ,

となる。ここでも、S(σ)jh は Zhu理論で与えられた行列である。

定理でも述べているが、多変数を考えているにも関わらず、モジュラー変換式の係数は

一変数での係数と全く同じであることを強調しておく。

5
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タイプBg のジョルダン代数を含むVOAの例は多い。例えば、g次元ベクトル空間から

構成される中心電荷 g のフリーボゾン型と呼ばれるVOA M g(1) は、次の節で示すように、

Bg 型のジョルダン代数を含んでいる。また、有名なムーンシャイン頂点作用素 V \ はB24

型のジョルダン代数を含んでいる中心電荷 24の正規VOAである。Ashihara-Miyamoto[1]

では、任意の c ∈ C と g ∈ N に対して、中心電荷 c で、(V2,×1) 自身が Bg 型のジョルダ

ン代数となるものを構成している。

4 ジーゲルテーター級数とモジュラー変換

上の定理の応用として、ジーゲルテータ級数のシンプレクティック群による変換公式を格子

VOAの立場から見ていこう。その為に、格子VOAについて説明する。

4.1 格子VOAの構造

以下、L をランク gの正定値偶格子とする。g-次元内積空間 CL := C ⊗Z L からフリーボ

ゾン型VOA M g(1) を以下のように構成する。まず、CL の内積 〈·, ·〉を利用して、アフィ
ンリー代数

ĈL :=
(⊕g

j=1 ⊕n∈Z Caj(n)
)⊕ C

を作る。ここで、{aj | j = 1, . . . , g}は CLの正規直交基底であり、リー積は [aj(n), ak(m)] =

δn+m,0n〈aj, ak〉で定義されている。ĈL は基底の取り方に依存しない。部分代数 ĈL≥0 :=
(⊕g

j=1 ⊕n≥0 Caj(n)
)⊕ C を取り、各 α ∈ CLに対して、一次元 ĈL≥0-加群Ceα を

n > 0 に対して a(n)eα = 0, a(0)eα = 〈a, α〉eα (4.1)

で定義し、その誘導加群

M g(1)⊗ eα := U(ĈL)⊗U(cCL≥0) Ceα,

を考える。ここで、U(R) はRの普遍包絡環を表す。これらの誘導加群のうち、M g(1)⊗ e0

は中心電荷 g のVOA 構造を持つことがわかる。簡単の為に、以下M g(1)⊗ e0をM g(1)と

表記する。頂点作用素の例としては

Y (a(−1)⊗ e0, z) =
∑

n∈Z(a(n)⊗ 1)z−n−1,

Y (a(−1)b(−1)⊗ e0, z) =
∑

m∈Z,n∈N
a(−1− n)b(m + n)⊗ 1 + b(−1 + m− n)a(n)⊗ 1)z−m−1.

等がある。1 := 1⊗ e0 が真空であり、ω := 1
2

∑g
i=1 ai(−1)ai(−1)⊗ e0 がヴィラソロ元であ

る。これらを M g(1)⊗ eα に作用させることで、M g(1)⊗ eα は M g(1)-加群となる。

6
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α ∈ L に関する誘導加群を集めた

VL = ⊕
α∈L

M g(1)⊗ eα

は中心電荷 gのVOAの構造を持つ。これが格子VOAである。

VL は中心電荷 gの正規 VOA であり、既約加群を W 1, . . . ,W k と並べる。各既約加群

W jは、〈βj, L〉 ⊆ Z となる βj ∈ QL を使って、W j = VL+βj
= ⊕α∈LM g(1)⊗ eα+βj と表さ

れる [3]。各W jに対して、

Zj(v, z) = TrW jo(v)e2πiτ(L(0)− g
24

)

と置く。すると、Zhu の理論により、S = (sij) ∈ GLk(C) があって、

(
1

τ
)wt[v]Zj(v,−1/τ) =

k∑

h=1

sjhZh(v, τ) (4.2)

となる。M g(1)の指標は (1/η(τ))g なので、VL+βj
の指標は θL+βj

(τ)/η(τ)gである。ここで、

θL+βj
(τ) は格子（または剰余類） L + βj に関するテーター級数である。

次に、(M g(1))2 の中にBg型のジョルダン代数が含まれていることを紹介する。RL の

直交基底 {ai | i = 1, . . . , g} を使って、ωij = 1
2
ai(−1)aj(−1) ⊗ e0 ∈ (M g(1))2 と置くと、

µ(Eij + Eji) = ωij + ωji で定義される

µ : Symg(C) → (M g(1))2

は（中への）代数同型である。ここで、Eijは (i, j)成分が 1で他は 0である基本行列を表す。

しかも、{ωjj | j = 1, . . . , g} は互いに直交した中心電荷１の共形元であり、 ω =
∑g

i=1 ωii

となっている。

4.2 ジーゲルテーター級数

上の構成から、A = (τij) ∈ Hg と VL-加群 W jに対して、その指標

Zj (1 : A) = TrW jeo(2πi(µ(A)− tr(A)
24 ))

を考える。ここで、µ(A) =
∑g

i=1

∑g
j=1 τijω

ij ∈ (M g(1) ⊗ e0)2である。VL は正規なので、

定理の結果が成り立つ。次にジーゲルテータ級数部分を取り出す為に、A ∈ Hgに対して、

Aの固有値 {µ1, . . . , µg} (重複を許す）を使って

γj(A) = Zj (1 : A)

g∏
i=1

η(µi)

を定義する。A ∈ Hgなので、µi ∈ Hである. すると、次が成り立つ。

7
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Proposition 3 Zj (1 : A) はHg上の解析関数に絶対収束し、γj(1 : A) は 剰余類 L + βj

と直交基底 {aj : j = 1, . . . , g} で定義されるジーゲルテータ級数であり、
(
−i

1

det(A)

)g/2

γj(−A−1) =
r∑

h=1

sjhγh(A)

となる。 ここの (sjh) は Zhu理論 (4.2)で出てきたものである。

シンプレクティック群 Sp(g)は、

S : A → −A−1, Ti : A → A + Eii, Tij : A → A + Eij + Eji (1 ≤ i < j ≤ g)

で生成されているが、変換 Ti と Tij による変換はスカラー倍となっており、簡単に分かる。

それゆえ一番難しい部分は、S : A → −A−1 である。上の定理は、この部分が Zhu 理論の

S = (sij)とエータ級数の変換公式で与えられることを示している。
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Deformation quantization and localization of noncommutative
algebras and vertex algebras
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The present paper is a report for the proceeings of 59th Algebra Symposium
held at the University of Tokyo on 8–11th September 2014.

0. Introduction

We discuss certain infinite-dimensional noncommutative associative algebras.
One well-known class of infinite-dimensional associative algebras is universal en-
veloping algebras of Lie algebras. For a semi-simple Lie algebra g, the central
quotient of its universal enveloping algebra U(g)/Z(g) is naturally isomorphic to
the algebra of differential operators D(G/B) on the corresponding flag manifold
G/B. Such an isomorphism connects the representation theory of the Lie alge-
bra g and geometrical properties of the flag manifold G/B and/or its cotangent
bundle T ∗(G/B). Namely, the isomorphism leads an equivalence of categories be-
tween the category of (U(g)/Z(g))-modules and the category of DG/B-modules
where DG/B is the sheaf of differential operators. The equivalence is known as the
Beilinson-Bernstein correspondence and it is one of the most fundamental facts of
the representation theory of semi-simple Lie algebras.

The above situation can be generalized, and it achieve the notion of quantiza-
tions. Note that, in the above, the universal enveloping algebra U(g) is equipped
with a natural filtration, and the associated graded algebra gr U(g)/Z(g) with re-
spect to the filtration is naturally isomorphic to the coordinate ring C[T ∗(G/B)].
The commutator [a, b] = ab−ba on U(g) induces a Poisson bracket on gr U(g)/Z(g),
while C[T ∗(G/B)] is also equipped with a Poisson bracket induced from the sym-
plectic structure of the cotangent bundle T ∗(G/B). The isomorphism between
grU(g)/Z(g) and C[T ∗(G/B)] is not just an isomorphism of commutative algebras,
but it is an isomorphism of Poisson algebras. We say that U(g)/Z(g) is a quan-
tization of C[T ∗(G/B)] (or T ∗(G/B)). Namely, in general cases, for a symplectic
manifold X, a filtered associative algebra is called a quantization of C[X] (or of
X), if the associated graded algebra is isomorphic to C[X] as a Poisson algebra.

In the past decades, several noncommutative algebras which give quantizations
of certain symplectic manifolds were introduced. These algebras are constructed
by using so called the quantum Hamiltonian reduction, which is noncommutative
analogue of Hamiltonian reduction in symplectic geometry. These algebras, con-
structed by the quantum Hamiltonian reduction, include finite W-algebras and
rational Cherednik algebras, which play important and fundamental roles in the
representation theory of semi-simple and/or affine Lie algebras and Ariki-Koike
algebras.

When an associative algebra A is a quantization of a certain symplectic manifold
X, a natural question is if we can localize A as a sheaf of noncommutative algebras
on X: Namely, does there exist a sheaf of noncommutative algebras on X whose
algebra of global sections is isomorphic to A? And if one exists, is there an equiv-
alence of categories between their module categories like the Beilinson-Bernstein
correspondence? If the algebra A is constructed by the quantum Hamiltonian re-
duction, such problems were well studied and now we know when such a method
of localization works well.
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The present paper is a brief and introductory survey which is intended to show
an outline of the constructions of quantizations and their localization, and also
known results and applications. We also discuss quantizations of certain infinite-
dimensional manifolds, called arc spaces, and their localization. Such a quantization
is equipped with a certain infinite-dimensional algebraic structure, called a vertex
algebra. On the other hand, while we will discuss the construction by quantum
Hamiltonian reduction in a general setting, the detail of constructions of certain
concrete algebras, e.g. the rational Cherednik algebras, will not be included in the
present survey. In [K3], we have a catalog of several algebras obtained by quantum
Hamiltonian reduction such as the rational Cherednik algebras and quantized toric
algebras. Also, for the finite W-algebras, we have a nice survey [Lo1]. Refer them
for these examples.

1. Quantization of Poisson structure

Consider a complex symplectic manifold X and let OX be its structure sheaf.
Its symplectic form makes OX a sheaf of Poisson algebras on X. Namely, OX

is equipped with a C-bilinear form { , }, called a Poisson bracket, such that
{ , } is a Lie bracket on OX and {f, } is a derivation on OX for any f ∈ OX .
In particular, the coordinate ring C[X] = Γ(X,OX) is a Poisson algebra. In this
survey, we consider noncommutative algebras connected with such a Poisson algebra
structure.

Let A be a noncommutative associative algebra over C, and we assume that
there exists a filtration {FiA}i≥0 of algebras, satisfying the condition:

(1) [a, b] =
def

ab− ba ∈ Fi+j−1A, for any a ∈ FiA, b ∈ FjA.

In this situation, the associated graded algebra grF A turns out to be a Poisson
algebra whose the Poisson bracket is given by

{ā, b̄} =
def

[a, b] mod Fi+j−2A, for a ∈ FiA, b ∈ FjA

where ā (resp. b̄) is a class in grF A in which a ∈ A (resp. b) belongs. Then,
we say that the noncommutative algebra A is a quantization, i.e. noncommutative
analogue, of the Poisson algebra C[X] if there exists an isomorphism grF A and
C[X] as Poisson algebras with the above Poisson bracket.

1.1. Examples. Since Lie algebras are an algebraic structure which appears as an
algebra consisting of vector fields on a certain manifold, such a situation appears
frequently in Lie algebra theory. For example, here we see two classical and typical
examples of quantization:

1. The algebra of differential operators with polynomial coefficient (the Weyl
algebra) D(Cd) on Cd. The algebra D(Cd) is equipped with a filtration given by
order of differential operators. Namely, the filtration given by deg xi = 0 and
deg ∂/∂xi = 1 where x1, . . . , xd is the standard coordinates of Cd. The associated
graded algebra is naturally isomorphic to the coordinate ring C[T ∗Cd] of the cotan-
gent bundle T ∗Cd, and moreover the isomorphism is an isomorphism of Poisson
algebras. Thus we regard the noncommutative algebra D(Cd) as a quantization of
the Poisson algebra C[T ∗Cd]. Note that we can choose a different filtration given
by deg xi = 1/2 and deg ∂/∂xi = 1/2, and this filtration also induces the same
associated graded Poisson algebra C[T ∗Cd].

2. The universal enveloping algebra U(g) of a finite-dimensional simple al-
gebra g. Let X = G/B be the flag manifold associated with a Lie group G
with the Lie algebra g (where B is its Borel subgroup). We have an action of
G on X = G/B by left-multiplication. This action induces a homomorphism
of Lie algebras µD : g −→ Vect(X) where Vect(X) is a Lie algebra consisting
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of vector fields on X. This homomorphism induces an isomorphism of algebras
µD : U(g)/Z(g) ∼−−→D(X), where Z(g) is the center of U(g). That is, the quotient
algebra U(g)/Z(g) is a quantization of the coordinate ring C[T ∗X] ' C[N ] where
N ⊂ g is the nilpotent cone of the Lie algebra g. Note that there exists a resolution
of singularities T ∗X −→ N called the Springer resolution, and this resolution in-
duces the isomorphism between the coordinate rings C[T ∗X] and C[N ] as Poisson
algebras. Namely, U(g)/Z(g) is a quantization of C[T ∗X].

2. Localization of quantized algebras

Let X be a symplectic manifold with structure sheaf OX . Assume that we have
a noncommutative algebra A which gives a quantization of the coordinate ring
C[X] = Γ(X,OX). Theory of algebraic geometry allows us to consider localization
of the commutative algebra C[X], that is the structure sheaf OX . Namely, local-
ization of C[X] is a sheaf of commutative algebras whose algebra of global sections
turns out to be C[X]. Since our quantization A is a natural noncommutative ana-
logue of the coordinate ring C[X], it is a natural question if there exists a sheaf
of noncommutative algebras on X whose algebra of global sections turns out to
be our algebra A. We call it localization of the noncommutative algebra A. We
will require that localization A of A is a sheaf of noncommutative algebra on X,
equipped with a filtration satisfying the condition (1), and the associated graded
algebra is isomorphic to the structure sheaf OX as a sheaf of Poisson algebras. We
also require that the following diagram commutes:

A
gr // C[X]

A
gr //

Γ(X, )

OO

OX

Γ(X, )

OO

In such a situation, we also call A a quantization of the structure sheaf OX .
To be precise, we need to consider a sheaf of C[[~]]-algebras on X equipped with

a certain C∗-action, and consider the C∗-finite part of the algebra of its global
sections to extract a C-algebra from it. In the following example, we see why we
need to consider a sheaf of C[[~]]-algebras, not a sheaf of C-algebras.

2.1. Microlocalization of sheaves of differential operators. Consider the sec-
ond example of the quantizations. If we consider the flag manifold X = G/B asso-
ciated with the simple Lie algebra g = Lie(G), the algebra of differential operators
D(X) on X is isomorphic to the quotient algebra of the universal enveloping algebra
U(g)/Z(g). Thus, if we consider the sheaf of differential operators DX on X, we
have a natural isomorphism Γ(X,DX) ' U(g)/Z(g). Nevertheless, the sheaf DX is
not localization of U(g)/Z(g) in the above sense, because the sheaf DX is a sheaf
on X, not on its cotangent bundle X =

def
T ∗X. Thus, to construct localization of

U(g)/Z(g) in the above sense, we need to construct a sheaf on X, i.e. we need to
localize DX in the cotangent direction. Now we consider how such a localization A
of D(X) on the cotangent bundle X = T ∗X looks like.

Assume that we have local coordinates (x1, . . . , xd) of X. Let ∂1, . . . , ∂d ∈ DX

be the partial differential operators ∂i = ∂/∂xi associated with this coordinates.
We denote the equivalent class of ∂i in grDX ' OT∗X by yi and the equivalent class
of xi by the same symbol xi. Then (x1, . . . , xd, y1, . . . , yd) gives local symplectic
coordinates of X = T ∗X. On the open subset {yi 6= 0} ⊂ X, the localization sheaf
A has a local section ∂−1

i , which is the inverse of ∂i. Since A is localization of
D(X), it is natural that the multiplication · in A satisfies the Leibniz rule. Then,
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by the Leibniz rule, we have

∂−1
i · x−1

i = x−1
i ∂−1

i + x−2
i ∂−2

i + 2x−3
i ∂−3

i + . . . ,

and RHS turns an infinite sum. Here each term of RHS means symbols of differential
operators. Thus, to construct localization of D(X) on X = T ∗X, we need to allow
such infinite sums. Algebraically, it can be obtained by introducing a Rees algebra
with respect to the filtration of DX and taking completion of it.

Now we introduce the precise definition of deformation-quantization of the struc-
ture sheaf OX . Let ~ be an indeterminate and let A be an associative C[[~]]-algebra
such that the quotient algebra A/~A is a commutative C-algebra. Then, for any
a, b ∈ A, [a, b] = ab − ba lies in ~A, and hence {ā, b̄} = 1

~ [a, b] is well-defined on
A/~A, where ā (resp. b̄) be the class to which a (resp. b) belongs. It is easy to see
that { , } is a Poisson bracket on the quotient algebra A/~A.

Definition 2.1. For a symplectic manifold X, a deformation-quantization of OX

(or of X) is a sheaf A of associative C[[~]]-algebras, which is flat over C[[~]] and
complete in ~-adic topology, such that

(A/~A, h−1[ , ]) ' (OX , { , })
as a sheaf of Poisson algebras.

A basic example of deformation-quantization is the following ~-deformed Weyl
algebra AT∗Cd . As a vector space, we define

AT∗Cd = C[[~]][x1, . . . , xd, y1, . . . , yd],

and its defining relations are given by [yi, xj ] = yixj − xjyi = ~δij , [xi, xj ] =
[yi, yj ] = 0 where δij is Kronecker’s delta. With localizing it in a straight-forward
way, we have a sheaf AT∗Cd 'C OT∗Cd⊗C C[[~]], and this sheaf gives a deformation-
quantization of the structure sheaf OT∗Cd . Note that in AT∗Cd , we have a local
section x−1

i and y−1
i , and their product is given by the infinite sum

y−1
i · x−1

i = x−1
i y−1

i + ~x−2
i y−2

i + 2~2x−3
i y−3

i + . . . ,

which is well-defined in AT∗Cd .
To construct the localization of D(X) for the manifold X on its cotangent bun-

dle X = T ∗X, we patch up AT∗Cd with local symplectic coordinates by gluing.
Let {Uα}α be an affine open covering of X. Then we have the open covering
{T ∗Uα}α of X = T ∗X, and on each T ∗Uα, we have local symplectic coordinates
(xα

1 , . . . , xα
d , yα

1 , . . . , yα
d ). Now we can introduce a sheaf AT∗Uα

on T ∗Uα, which is a
restriction of AT∗Cd with respect to the symplectic coordinates. These sheaves can
be glued together into a sheaf of C[[~]]-algebras AT∗X 'C OT∗X ⊗C C[[~]]. This
sheaf AT∗X gives a deformation-quantization of OT∗X .

One natural and fundamental problem of deformation-quantizations is if there
exists a deformation-quantization of OX and how many deformation-quantizations
exist for given complex symplectic manifold X. In this survey, we do not care this
problem and consider deformation-quantizations which can be constructed explic-
itly. For the existence and classification problem of deformation-quantization, refer
[BeKa], [Lo2] and references therein.

2.2. Quantum Hamiltonian reduction. As the above example, for a symplectic
manifold X which is the cotangent bundle X = T ∗X of a complex manifold X, we
have a deformation-quantization of OX . But an important point of deformation-
quantization is that we can also construct a deformation-quantization on a sym-
plectic manifold which is not a cotangent bundle of a certain manifold. Quantum
Hamiltonian reduction is a method to construct a noncommutative algebra which
is a quantization of a certain Poisson algebra.
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First we review the notion of Hamiltonian reduction. It is a method to construct
a symplectic variety. The quantum Hamiltonian reduction is noncommutative ana-
logue of the Hamiltonian reduction.

Let X be a complex manifold. We assume that an algebraic/Lie group M acts on
X. Then this action naturally induces an action of M on T ∗X and on its structure
sheaf OT∗X , and the action preserves the Poisson bracket on OT∗X . Moreover, by
differentiating the induced action of M on the structure sheaf OX of X (not T ∗X),
we have a homomorphism of Lie algebras

µD : m = LieM −→ Vect(X) ⊂ D(X),

and a homomorphism of C-algebras,

µD : U(m) −→ D(X).

The homomorphism µD induces a homomorphism of commutative algebras between
their associated graded algebras

µ∗ : S(m) = C[m∗] −→ C[T ∗X]

where S(m) is the symmetric algebra over the vector space m, and m∗ is the dual
vector space of m. By considering associated morphism with µ∗ between algebraic
varieties, we have a morphism µ : T ∗X −→ m∗, called a moment map associated
with the M -action on T ∗X. By the construction, this morphism µ is compatible
with the M -action on T ∗X. Namely, the subset µ−1(χ) ⊂ T ∗X is closed under the
action of M for χ ∈ m∗. Then, we set

X0
χ = µ−1(χ)//M =

def
Spec C[µ−1(χ)]M .

The affine scheme X0
χ may have singularities, but it is a Poisson variety, whose

Poisson bracket is naturally induced from the Poisson bracket on C[T ∗X]. We may
also construct nonsingular symmetric manifold associated with the M -action by
using geometric invariant theory. Here we do not care details of geometric invariant
theory, and we assume that we can take a Zariski open subset of µ−1(χ) denoted
by µ−1(χ)ss such that the group M acts free on µ−1(χ)ss. The subset µ−1(χ)ss

is called semistable locus with respect to the action of M . Since the M -action on
µ−1(χ)ss is free, the quotient with respect to the M -action

Xχ = µ−1(χ)ss/M

turns out to be a nonsingular scheme. Moreover, the symplectic form on T ∗X
induces a symplectic form on Xχ and thus Xχ is a symplectic manifold. The
symplectic manifold Xχ is called Hamiltonian reduction of T ∗X with respect to
the M -action. Note that Xχ is a quotient of subset of the original symplectic
manifold T ∗X with respect to the M -action.

Important known algebras are obtained by quantum Hamiltonian reduction for
the case where X is a linear representation of the group M (thus is a C-vector
space), and χ = 0. For known examples of such algebras, refer [K3, Section 5].
Below we consider such a case and denote X = X0 simply.

The structure sheaf of the new symplectic manifold X can be constructed ex-
plicitly from the structure sheaf of T ∗X. While X is a quotient of subset of T ∗X,
its structure sheaf OX can be written in the form of the M -invariant subalgebra of
the quotient of OT∗X as follows:

OX '
(
p∗

(
O(T∗X)ss

/
O(T∗X)ssµ∗(m)

))M

where p : µ−1(0)ss −→ X is the projection. Namely, the structure sheaf OX is the
algebra of M -invariants of M -coinvariants of the structure sheaf OT∗X .
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The quantum Hamiltonian reduction is quantization of the Hamiltonian reduc-
tion. Namely, we consider noncommutative analogue of the above construction by
replacing the structure sheaf OT∗X by its deformation-quantization AT∗X . Let
c : m −→ C be a linear function on m which is invariant under the adjoint action
of m. This function c is a parameter of the quantization. Consider the following
sheaf of C[[~]]-algebras on the symplectic manifold X, which is a subquotient of the
deformation-quantization A(T∗X)ss :

AX,c =
(
p∗

(
A(T∗X)ss

/
A(T∗X)ss(µD − ~c)(m)

))M
.

The construction naturally implies that the sheaf of C[[~]]-algebras AX,c is a
deformation-quantization of OX . Indeed, under the following geometric conditions,
we can show that AX,c is a deformation-quantization of OX :

(1) µ−1(0)ss 6= ∅,
(2) the moment map µ is a flat morphism,
(3) the action of M on µ−1(0)ss is free,
(4) the morphism X −→ X0 is birational and X0 has only normal singularities.

2.3. Algebra of global sections. Now we make precise the connection between
the quantization of the coordinate ring C[X] and the deformation-quantization of
the structure sheaf OX .

Let X be a symplectic manifold obtained by Hamiltonian reduction, and let AX,c

be a deformation-quantization of OX as in Section 2.2. Note that AX,c is a sheaf
of C[[~]]-algebras and thus its algebra of global sections Γ(X,AX,c) is also a C[[~]]-
algebra. By construction, we have Γ(X,AX,c)/~Γ(X,AX,c) ' C[X]. In Section 1,
we defined a quantization of the Poisson algebra C[X] as a filtered C-algebra. Thus
the algebra of global sections Γ(X,AX,c) is not a quantization in that sense. But
we can obtain a quantization of C[X] by modifying the notion of “the algebra of
global sections” a little.

Recall that we assumed that X is a linear representation of M and thus X is a
C-vector space. Consider a C∗-action on T ∗X such that the induced equivariant
C∗-action on OT∗X makes the coordinate functions xi, yi of T ∗X semi-invariant
elements of weight one. By letting ~ be also a semi-invariant element of weight two,
the C∗-action lift to an equivariant action on the deformation-quantization AT∗X .
These C∗-actions induce a C∗-action on the symplectic manifold X, and also an
equivariant C∗-action on the sheaf AX,c on X. Then the algebra of global sections
Âc =

def
Γ(X,AX,c) is a C[[~]]-algebra with a C∗-action.

The algebra Âc is decomposed into a direct product of weight spaces with respect
to the C∗-action: Âc =

∏
m(Âc)m where (Âc)m is the weight space of weight m.

Consider the direct sum
⊕

m(Âc)m. Then, it is a C[~]-subalgebra of Âc. We call
it the finite part of Âc with respect to the C∗-action, and denote (Âc)C∗-fin. Now
consider the specialization ~ = 1, and we obtain a C-algebra

Ac = ΓF (X,AX,c) =
def

(Âc)C∗-fin/(~− 1)(Âc)C∗-fin.

The C[[~]]-algebra Âc is graded by the power of ~, and the grading induces a
filtration of the C-algebra Ac.

Proposition 2.2. Under the conditions (1)–(4) in Section 2.2, the algebra Ac =
ΓF (X,AX,c) is a quantization of the Poisson algebra C[X].
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We also have the following commutative diagram:

Ac
gr // C[X]

AX,c
~=0 //

ΓF (X, )

OO

OX

Γ(X, )

OO

Similarly, we can construct “the algebra of global sections” also for the deformation-
quantization AT∗X of the cotangent bundle T ∗X for a manifold X.

3. Deformation-quantization of arc spaces

3.1. Arc spaces. The notion of deformation-quantization and quantum Hamil-
tonian reduction works also for certain infinite-dimensional manifolds, not only
finite-dimensional ones. For a finite-dimensional manifold X, consider an infinite-
dimensional manifold J∞X, called an arc space or a ∞-Jet scheme on X. We
regard X as a scheme of finite type over C. Then the arc space J∞X is a scheme
whose R-valued points for a C-algebra R is given by

J∞X(R) = Hom(Spec R, J∞X) =
def

Hom(Spec R[[t]], X) = X(R[[t]]).

Namely, the arc space J∞X is a scheme, whose C-valued points are infinitesimal
arcs on X. Then, for an R-valued point x(t) of J∞X, we can regard x(t) as an
infinite-dimensional arc on X and its head x(0) is an R-valued point of X. Thus,
we have a canonical projection J∞X −→ X, x(t) 7→ x(0).

We consider a finite-dimensional symplectic manifold X. Then its structure sheaf
OX is equipped with a Poisson bracket { , }. Along with it, the structure sheaf
OJ∞X has an additional structure, called a vertex Poisson algebra. Vertex Poisson
algebras are vertex algebra analogue of Poisson algebras, which are naturally ob-
tained as an associated graded algebra of a certain vertex algebra. First, we review
briefly the definition of vertex algebras.

A vertex algebra is a quadruple of data (V,1, T, Y ( , z)), where

• V — a vector space,
• 1 ∈ V — a vector in V , called the vacuum vector
• T : V −→ V — a linear operator, called the translation operator
• Y ( , z) : V −→ EndV [[z, z−1]] — a linear operator, where Y (A, z) =∑

n∈Z A(n)z
−n−1 is a formal series of linear operators A(n) on V for each

vector A ∈ V . The operator Y (A, z) is called the vertex operator associated
with A.

These data are subject to the following axioms:

• (vacuum axiom) The vacuum vector satisfies Y (1, z) = idV , and for any
A ∈ V , we have Y (A, z)1 ∈ V [[z]], so that Y (A, z)1 can be specialized at
z = 0. Then, we have Y (A, z)1|z=0 = A. In other words, we have A(n)1 = 0
for any n ≥ 0 and A(−1)1 = A in V .

• (translation axiom) For any A ∈ V , we have

[T, Y (A, z)] = ∂zY (A, z),

and T1 = 0.
• (locality axiom) For any A, B ∈ V , the vertex operators Y (A, z) and

Y (B,w) are mutually local: Namely, there exists N ∈ Z≥0

(z − w)N [Y (A, z), Y (B,w)] = 0.
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From the above definition of vertex algebras, we obtain the following identity be-
tween coefficients of vertex operators Y (A, z) and Y (B, z) for A, B ∈ V , so called
Borcherds’ identity:∑

j≥0

(
m

j

)
(A(n+j)B)(m+l−j)

=
∑
j≥0

(−1)j

(
n

j

)
{A(m+n−j)B(l+j) − (−1)nB(n+l−j)A(m+j)}

for any l, m and n ∈ Z.
A vertex algebra V is called a commutative vertex algebra if A(n) = 0 for any

A ∈ V and n ∈ Z≥0. In this situation, operators A(−m) and B(−n) commute for any
A, B ∈ V and m, n ∈ Z≥1, and we can identify the commutative vertex algebra V
as a commutative C-algebra in infinitely many variables with the derivation T . For
any manifold X, the structure sheaf OJ∞X of the arc space J∞X has a structure
of a sheaf of commutative vertex algebras with variables f(−n) = (1/n!)Tnf for
f ∈ OX and n ∈ Z≥1. The canonical projection J∞X −→ X induces an embedding
OX ↪→ OJ∞X given by f 7→ f(−1) for f ∈ OX .

A vertex Poisson algebra is a tuple (V,1, T, Y+( , z), Y−( , z)), such that the
quadruple (V,1, T, Y+( , z)) is a commutative vertex algebra with the vertex oper-
ator Y+(A, z) =

∑
n≤−1 A(n)z

−n−1, and coefficients of Y−(A, z) =
∑

n≥0 A(n)z
−n−1

satisfies a truncation of the Borcherds’ identity. It is vertex-algebraic analogue of
Poisson algebras in the following sense; if (V,1, T, Y ( )) is a vertex algebra with
filtration and the associated graded vertex algebra grV with respect to the filtra-
tion is commutative, we can define the structure of a vertex Poisson algebra on the
associated graded vertex algebra grV .

Assume that X is a symplectic manifold. Consider the arc space J∞X, and
then the structure sheaf OJ∞X is a sheaf of commutative vertex algebras as above.
Moreover, the Poisson bracket { , } onOX induces a structure of a vertex Poisson
algebra on OJ∞X which satisfies

f(n)g =

{
{f, g} if n = 0,

0 if n ≥ 1,

for f , g ∈ OX and also satisfies the (truncated) Borcherds’ identity.

3.2. Deformation-quantization of J∞X. As deformation-quantization of the
vertex Poisson algebras, we obtain the notion of ~-adic vertex algebras, which are in-
troduced by H. Li in [Li]. An ~-adic vertex algebra is a quadruple (V,1, T, Y ( , z))
where V is a flat C[[~]]-module which is complete in ~-adic topology, such that
(V/~NV,1, T, Y ( , z)) is a vertex algebra over C for any N ≥ 0. Note that a
~-adic vertex algebra need not a vertex algebra over C[[~]].

Assume that, for an ~-adic vertex algebra (V,1, T, Y ( , z)), the quotient vertex
algebra (V/~V,1, T, Y ( , z)) is a commutative vertex algebra. Then, V/~V has
naturally the structure of vertex Poisson algebra defined by

ā(n)b̄ = ~−1a(n)b mod ~

for a, b ∈ V and n ∈ Z≥0, and where ā = a mod ~ ∈ V/~V is the equivalent class
of a.

Now we introduce the notion of deformation-quantization for vertex algebras.
Let X be a symplectic manifold, and consider the structure sheaf OJ∞X of the arc
space J∞X as a sheaf of vertex Poisson algebras. We say that the sheaf of ~-adic
vertex algebras Ach

X on J∞X is a deformation-quantization of OJ∞X (or of J∞X) if
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its quotient Ach
X /~Ach

X is isomorphic to OJ∞X as a sheaf of vertex Poisson algebras
on J∞X.

As the usual deformation-quantization, we can construct a deformation-quantization
of OJ∞X as a sheaf of ~-adic vertex algebras in the following two cases:

(1) When X is the cotangent bundle of a certain manifold X, i.e. X = T ∗X, we
may have a sheaf of vertex algebras called an algebra of chiral differential operators
(CDO) on X, denoted by Dch

X , which was introduced in [BD] and [GMS] indepen-
dently. Note that there exists an obstruction for existence of such a sheaf, but it
is known that if the second Chern class ch2(TX) vanishes, such a sheaf Dch

X exists.
See [GMS] for details.

By a similar method for localizing the sheaf of differential operators DX on T ∗X
as a deformation-quantization of X = T ∗X, we can construct localization of the
sheaf of vertex algebras Dch

X as a sheaf of ~-adic vertex algebras on X = T ∗X, and
moreover, as a sheaf on its arc space J∞X. This construction gives a deformation-
quantization of the structure sheaf OJ∞X in the above sense. We denote it Ach

X,~.
(2) When a symplectic manifold X is constructed by Hamiltonian reduction

X = µ−1(χ)ss/M as above for an action of a certain unipotent Lie group M on a
manifold X and the CDO Dch

X exists, we can construct a deformation-quantization
of OJ∞X as quantum Hamiltonian reduction of Ach

X,~. In [AKM], with using a
certain cohomological and quantum Hamiltonian reduction, called a BRST coho-
mology, a deformation-quantization of OJ∞X is constructed for a Slodowy variety
X, a symplectic manifold which is obtained by Hamiltonian reduction of a flag
variety.

As “a vertex algebra of global sections” with respect to a certain C∗-action, we
obtain (1) a vertex algebra at critical level associated with the affine Lie algebra cor-
responding to the flag variety, or (2) an affine W-algebra at critical level associated
with the Slodowy variety X, respectively. Namely, these deformation-quantizations
are regarded as localization of such vertex algebras.

4. Applications of localization to representation theory

When an associative algebra A is localized by a deformation-quantization of a
certain symplectic manifold X, the representation theory of A may be connected
with the geometrical structure of the underlying manifold X. And indeed many
applications of such a localization to the representation theory are known. In this
section, we summarize some of such results which are recently studied for algebras
obtained by quantum Hamiltonian reduction.

Throughout this section, we use the following notation. Let X be a symplectic
manifold, and let AX,c be a deformation-quantization of the structure sheaf OX

with a parameter of quantization c. Set Ac = Γ(X,AX,c)fin|~=1 be an associative
C-algebra which is obtained as “the algebra of global sections”. In this section, we
may assume that the symplectic manifold X is obtained by Hamiltonian reduction,
and the Hamiltonian reduction satisfies the assumptions (1)–(4).

4.1. Beilinson-Bernstein type correspondence. The most fundamental results
are certain equivalences of categories between the category of Ac-modules and the
category ofAX,c-modules with an equivariant torus action, which the functor of tak-
ing “global sections” gives. In the classical case of the universal enveloping algebra
of simple Lie algebra U(g), such an equivalence of categories essentially coincides
with an equivalence of abelian categories known as the Beilinson-Bernstein corre-
spondence. In the case of quantum Hamiltonian reduction, we have (1) equivalence
of triangulated categories between derived categories of module categories and (2)
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equivalence of abelian categories which is direct analogue of the Beilinson-Bernstein
correspondence.

(1) Let Ac-mod be the abelian category of finitely-generated Ac-modules, and
let AX,c-modC∗-equiv be the abelian category of coherent AX,c-modules with the C∗-
equivariant action, which are torsion-free over C[[~]]. Then an object ofAX,c-modC∗-equiv

are a sheaf on X and thus we can consider the module of its global sections. For an
object M ∈ AX,c-modC∗-equiv, the module of global sections Γ(X,M) is a C[[~]]-
module with C∗-action, since M is equipped with the equivariant C∗-action. Then,
taking finite part with respect to C∗-action, denoted Γ(X,M)C∗-fin, we have a
C[~]-module. Finally, substituting ~ = 1, we obtain a C-vector space

ΓF (X,M) =
def

Γ(X,M)C∗-fin|~=1 = Γ(X,M)C∗-fin ⊗C[~] C1,

where C1 is the C[~]-module by augmentation at ~ = 1. Since ΓF (X,AX,c) ' Ac,
ΓF (X,M) is an Ac-module. This construction gives a functor of abelian categories

ΓF (X, ) : AX,c-modC∗-equiv −→ Ac-mod.

Consider the derived functor, and we have

RΓF (X, ) : Db(AX,c-modC∗-equiv) −→ Db(Ac-mod)

where Db( ) is a bounded derived category.
The following result is due to I. Gordon and I. Losev [GL]. Independently,

K. McGerty and T. Nevins also studied essentially the same result independently
in a little different manner in [MN1].

Theorem 4.1. If the algebra Ac has finite global dimension, we have an equivalence
of triangulated categories

RΓF (X, ) : Db(AX,c-modC∗-equiv) ∼−−→Db(Ac-mod)

with the quasi-inverse functor AX,c ⊗L
Ac

( ).

(2) Under a certain condition, the above functor ΓF (X, ) also gives an equiva-
lence of abelian categories, not only the derived equivalence. Note that the Hamil-
tonian reduction X is defined as a projective variety over X0:

X = Proj
⊕
m≥0

C[µ−1(0)]Mθm −→ X0 = Spec C[µ−1(0)]M

where θ is a certain character of the group M . From the definition, we have a line
bundleO(1) which is associated with the

⊕
m C[µ−1(0)]Mθm -module

⊕
m C[µ−1(0)]M

θ(m+1) .
Moreover, we can construct a sheaf Aθ

X,c which gives a quantization of this line bun-
dle O(1) in the sense that Aθ

X,c⊗C[[~]] C0 ' O(1) where C0 is a C[[~]]-module on C
by augmentation at ~ = 0. This sheaf is an (AX,c+dθ,AX,c)-bimodule where dθ is
a character of the Lie algebra m obtained by differentiating θ. By considering the
tensor product with Aθm

X,c over AX,c, we have a functor

Aθm

X,c ⊗AX,c
( ) : AX,c-modC∗-equiv −→ AX,c+mdθ-modC∗-equiv

for each m ∈ Z. We have Aθm

X,c ⊗C[[~]] C0 ' O(m) ' O(1)⊗m, and the functor is
an equivalence of categories whose quasi-inverse functor is given by Aθ−m

X,c+mdθ. By
applying “the functor of taking global sections” ΓF (X, ), we have functors

ΓF (X,Aθm

X,c)⊗Ac ( ) : Ac-mod −→ Ac+mdθ-mod

for each m ∈ Z.
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Theorem 4.2. Assume that the functor ΓF (X,Aθm

X,c)⊗Ac ( ) is an equivalence of
abelian categories (with the quasi-inverse given by ΓF (X,Aθ−m

X,c+mdθ)⊗Ac+mdθ
( ))

for all m ∈ Z≥0. Then,

ΓF (X, ) : AX,c-modC∗-equiv
∼−−→Ac-mod

is an equivalence of abelian categories with the quasi-inverse AX,c ⊗Ac ( ).

The theorem is analogue of well-known theorem in the representation theory of
simple Lie algebras, so called the Beilinson-Bernstein correspondence, studied in
[BB1, BB2], and also in [BrKa]. For algebras obtained by quantum Hamiltonian
reduction, it was first established for the rational Cherednik algebra of the sym-
metric group Sn by M. Kashiwara and R. Rouquier in [KR], and later for some
other cases in [BeKu], [DK] separately. Recently, K. McGerty and T. Nevins in
[MN2] gave a general criterion when such an abelian equivalence holds by using
Kashiwara’s equivalence and Kirwan-Ness stratification.

In known cases of quantum Hamiltonian reduction, the sheaf of C[[~]]-algebras
AX,c is locally isomorphic to the ~-deformed Weyl algebra

DCd,~ = C[[~]][x1, . . . , xd, y1, . . . , yd]

with defining relation given by [yi, xj ] = δij~, [xi, xj ] = [yi, yj ] = 0. Thus the
above equivalences connect the representation theory of Ac with microlocal analysis
on the symplectic manifold X through the sheaf AX,c, and hence we have many
applications in the representation theory of Ac.

First, for an Ac-module M , the support of the corresponding sheaf of modules
AX,c⊗Ac M in the symplectic manifold X is an invariant of modules. It is analogue
of characteristic varieties in D-module theory. We also have analogue of charac-
teristic cycles, cycles on X (with multiplicities) associated with the module. For
certain quantum Hamiltonian reduction Ac, characteristic cycles of some important
Ac-modules were studied in [GS] (for the rational Cherednik algebra for Sn) and
in [K1] (for the rational Cherednik algebra for Z/lZ).

Moreover, for the rational Cherednik algebra for Z/lZ, we can construct explicitly
sheaves of modules corresponding to irreducible modules and standard modules
in the category O of Ac, a highest weight category analogous to the Bernstein-
Gelfand-Gelfand category for a simple Lie algebra. ([K2]) As a consequence, it
follows that sheaves of modules corresponding to modules in the category O are
regular holonomic in the sense of microlocal analysis. Conjecturally the same fact
holds for the category O of other type of rational Cherednik algebra, but it is still
an open problem.

4.2. BRST cohomologies. The construction of the algebra Ac as quantum Hamil-
tonian reduction associated with the M -action on AT∗X induces a certain coho-
mology, called a BRST cohomology. The BRST cohomology (or so called BRST
reduction) is first introduced by theoretical physicist in the area of quantum field
theory. Mathematically, it is known that the BRST cohomology gives a cohomo-
logical interpretation of the (quantum) Hamiltonian reduction (cf. [KS], [F]). In
[K3], the explicit description of the BRST cohomology associated with the quantum
Hamiltonian reduction is given in the case where X is a linear representation of the
group M . We denote the BRST cohomology associated with the action of M on
the ring of differential operators D(X) by H•

BRST,c(m,D(X)), where m is the Lie
algebra of M and c is the parameter of the quantum Hamiltonian reduction Ac.
We can also define the sheaf version of the BRST cohomology, and it is denoted
H•BRST,c(m,A(T∗X)ss). Then, we have the following two isomorphisms of graded



207

12

algebras (with respect to the degree of cohomologies) under certain conditions:

H•BRST,c(m,A(T∗X)ss) ' AX,c ⊗C H•
DR(M),(2)

H•
BRST,c(m,D(X)) ' Ac ⊗C H•

DR(M),(3)

where H•
DR(M) is the de Rham cohomology of M . The former isomorphism fol-

lows from the geometrical conditions in Section 2.2, and indeed it is essentially a
geometrical fact. On the other hand, to prove the latter isomorphism we need to
make advantage of the representation theory of Ac. Indeed, by using the abelian
and derived equivalences of categories in Section 4.1, we obtain (3) from (2).

4.3. Isomorphism of quantizations. Some noncommutative algebras give quan-
tizations of the same Poisson algebra. In such a case, it is a natural problem if these
quantizations are isomorphic with each other. But usually it is not easy to compare
their different constructions directly. On the other hand, the deformation theory for
deformation-quantization of a symplectic manifold is studied by R. Bezrukavnikov
and D. Kaledin in [BeKa]. As an application of their result, I. Losev proved iso-
morphisms between certain noncommutative algebras, which are constructed by
quantum Hamiltonian reduction in [Lo2]. For example, deformed preprojective
algebras introduced in [CBH] and finite W-algebras associated with a subregular
nilpotent orbit in simple Lie algebra of type ADE are isomorphic with each other.
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