
頂点作用素代数の多変数型トレイス関数と
モジュラー不変性

宮本雅彦（筑波大学数理物質系）

1 序文

ここで発表する内容は、学振特別研究員として筑波大学に 1年間滞在した Matthew Krauel

氏との共同研究 [6]である。

頂点作用素代数 (VOA)の概念は、モンスター単純群の既約表現の次数と楕円モジュラー

関数 J(τ)の係数との神秘的な関係を説明するために Borcherds によって導入されたもの

である [2]。これは現在は、リーマン面上の共形場理論の（対となっている片方の）カイラ

ル代数の代数版と理解されており、それゆえ、モジュラー不変の性質を持つと考えられて

いる。実際、いくつかの例において、既約加群 W = ⊕∞n=0Wr+n の指標と呼ばれる関数

ZW (1, τ) :=
∑∞

n=0 dim Wr+nqr+n−c/24 (q = e2πiτ ) の張る空間が直接計算によりモジュラー

不変性を持つことが観察されていた。VOAの公理を使った一般的な証明は、1996年に Zhu

[9]によって与えられている。そこでは、正規VOAにおいて、指標だけではなく、既約加

群上のトレイス関数族の張る空間が SL2(Z)-不変性を持つことを示した。

この講演では、Zhuの結果を拡張して、多変数型のトレイス関数を考え、そのモジュラー

不変性を証明する。その応用として、ジーゲルテータ級数の変換公式を統一的に求める。

頂点作用素代数の正確な定義は少し長いので、ここでは必要な事に絞って簡単な説明を

しておこう。ヴィラソロ代数

V ir = (⊕n∈ZCL(n))⊕ CC

とは、関係式

[V ir, C] = 0, [L(n), L(m)] = (n−m)L(n + m) + δn+m,0
n3 − n

12
C

を満たすリー代数であり、ループ代数⊕n∈ZCxn d
dx
の中心拡大である。ヴィラソロ代数の表

現で、C が c ∈ C 倍として作用するとき、c をその表現における中心電荷と呼ぶ。

VOAとはこのヴィラソロ代数を拡張したものと考えてよい。ただし、もはやリー代数

ではなく、普遍包絡環に近いものであるが、結合代数ではない。VOAの外見は、次数付き

ベクトル空間 V = ⊕∞n=0Vn、線形写像 Y (·, z) : V → End(V )[[z−1, z]]、そして真空とヴィラ

ソロ元と呼ばれる２つの特別な元 1 ∈ V0, ω ∈ V2 からなる４つ組 (V, Y,1, ω)（通常は簡単
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に V と書く）であるが、これらは、後で説明する局所可換などのいくつかの条件を満す。

v ∈ Vn のとき、vのウエイトを nと言い、wt(v) = nで表す。v ∈ V の線形写像 Y (·, z)によ

る像 Y (v, z) =
∑

n∈Z vnz−n−1 は v の頂点作用素 (vertex operator)と呼ばれる。各整数 nに

対して、z−n−1の係数 vn ∈ End(V ) を利用して、V の中に、v ×n u = vn(u) という n-積を

作り出すことができる。以下 vn(u)を vnu と記す。すべての整数に対して積が定義できる

ので、V は無限個の積を持つ代数となる。これが頂点作用素代数 (vertex operator algebra)

である。重要な性質は、v, u ∈ V の頂点作用素が以下の交換関係（局所可換）と結合関係

[vn, um] =
∑∞

j=0

(
n
j

)
(vju)n+m−j

(vnu)m =
∑∞

j=0

(
n
j

)
(−1)j{vn−jum+j − (−1)nun+m−jvj}

を満たすことである。右辺は一見無限和のように見えるが、VOAやその表現には常に “下

に有界”( j が十分大きいと vju = 0 ) という性質を要求する。この性質がリー代数との大

きな違いであり、VOAに難しさと、独自性を与えている。なぜ、“jが十分大”なのに下に

有界と言う理由は、wt(vju) = wt(v) + wt(u)− j − 1 という性質を持っているからである。

ヴィラソロ元 ω ∈ V2 は Y (ω, z) =
∑

n∈Z L(n)z−n−2 の係数 L(n) := ωn+1 がヴィラ

ソロ代数の関係式を満たしているものであり、このヴィラソロ代数の中心電荷 c を VOA

の中心電荷 (central charge)と呼ぶ。さらに、L(0) の固有値がウエイトを与え、微分も

Y (L(−1)v, z) = d
dz

Y (v, z)によって与えられているという条件も仮定する。真空 1 ∈ V0

は自明な作用 Y (1, z) = 1V を持つ元である。ここでは、V0 = C1 を満たしている CFT-タ

イプと呼ばれるVOAだけを扱う。VOAの詳細については、[5] を参照してほしい。

VOA は一応代数なので、加群も同じような形で定義される。即ち、W がVOA V の加

群であるとは、加群上の頂点作用素

Y W (·, z) : v ∈ V 7→ Y W (v, z) =
∑
n∈Z

vW
n z−n−1 ∈ End(W )[[z−1, z]]

が与えられ、V と同じような条件を満たすことである。加群に対しても v ∈ Vn なら、

o(v) := vW
wt(v)−1 は次数を保つ作用であり、L(0) := o(ω)の固有値がW の次数を与えている。

この講演では、V のすべての加群が有限種類の既約加群（同型類）の直和となっている

と仮定する。このようなVOAを正規と呼ぶ。このとき、既約加群 W はある有理数（共形

ウエイト) r があって、
W = ⊕∞n=0Wr+n

と次数空間の直和に分解する。斉次元のウエイトの差は整数である。

先に述べたように、Zhuは、W の指標
∑∞

n=0 dim Wr+nq
r+n−c/24 だけではなく、すべて
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の v ∈ V に対するトレイス関数

ZW (v, τ) = TrW o(v)qL(0)−c/24

の族を考えた。利点は、異なる既約加群に対して、同じ指標となることがあっても、W 上

のトレイス関数の族として考えると、一次独立となっており、トレイス関数から既約加群

W を再構成できるのである。また、

ZW (ω − c

24
1, τ) = 2πi

d

dτ
ZW (1, τ)

のように微分も扱うことができる。Zhu はこのトレイス関数の族を使って、正規 VOAと

いう条件だけで（当初はいくつかの条件も付けていたが、現在では必要ない）一般論とし

てトレイス関数の族の張る空間のモジュラー不変性を証明した。即ち、W 1, . . . , W k を既約

V -加群（の同型類）全体の集合とすると、トレイス関数

Zj(v, τ) = TrW jo(v)qL(0)−c/24

は上半平面上H = {τ ∈ C | Im(τ) > 0}の関数として解析関数に絶対収束し、σ =


a b

e f


 ∈

SL2(Z) に対して、S(σ)hj ∈ GLk(C) が存在して、すべての v ∈ V に対して、

(
1

eτ + f

)wt[v]

Zh(v,
aτ + b

eτ + f
) =

k∑
j=1

S(σ)hjZj(v, τ)

が成り立つのである。wt[v]は新しい頂点作用素Y [v, z] := Y (v, e2πiz−1)ewπizwt(v)と新ヴィ

ラソロ元 ω̃ = 2πi(ω − c
24

1) による新しいVOA (V, Y [, ], ω̃,1)によって与えられるウエイト

である。wt[] と wt() の違いの説明は長くなるので、あまり違いを気にしないことにする。

VOAのモジュラー不変性の結果はいくつかの形で拡張されている。例えば、有限自己

同型との関連から、加群だけでなくツイスト加群までも含めたモジュラー不変性 [4] や有限

生成加群はすべてN-次数付け可能であるという条件で、ある種のトレイス関数を導入する

ことでモジュラー不変性が証明されている [7]。

2 多変数型トレイス関数

　この拡張を考えたきっかけは、トレイス関数を τ ∈ C 上の関数と見ず、VOAのウエイ

ト２の空間の一次元部分代数 Cω 上の関数と考えたことである。(V2,×1) は代数であり、

v ∈ V2に対して、ω1v = v1ω = 2vなので、ω/2 は単位元と同じであり、Cω/2 は C と同型
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な可換代数である。その観点から、(V2,×1)のより広い可換部分代数を変数領域とするトレ

イス関数が定義できると考えた。

最初の拡張は、半単純可換代数であり、1の冪等元分解を考えることである。V のウエ

イト２の空間で考えると、互いに直交した共形元 ej ∈ V2 (j = 1, . . . , g)があって、

ω = e1 + · · ·+ eg

となっていることを意味する。ここで、共形元とは、それが生成する部分頂点作用素代数

のヴィラソロ元となっているものであり、ej/2 は (V2,×1)において冪等元である。cj で ej

の中心電荷を表し、ẽj = ej − cj

24
1と置く。これを使って既約加群W h上の多変数トレイス

関数を

Zh(v : τ1, . . . , τg) := TrW ho(v)eo(
Pg

j=1 2πiτjeej) (2.1)

と定義する。変数領域は、(V[2],×[1]) の可換部分代数 Cẽ1 ⊕ · · · ⊕ Cẽg の中の上半空間

g∑
j=1

τj ẽ
j ∈ Hẽ1 ⊕ · · · ⊕ Hẽg ⊆ V[2]

あり、σ ∈ SL(2,Z) の作用は、

(τ1ẽ
1, . . . , τgẽ

g) 7→ (
aτ1 + b

eτ1 + f
ẽ1, . . . ,

aτg + b

eτg + f
ẽg)

である。この設定で、次のモジュラー不変性を得る。

Theorem 1 V を正規VOA とし、ω =
∑g

j=1 ej ∈ V2 を直交共形元への分解とする。v ∈ V

をすべての ej に関して、wtj[]-斉次元とし、すべての j に対して、wtj[w] ≤ wtj[v] となる

w ∈ V に対しては、Zh(w : τ1, . . . , τg) がH×g上で解析関数に絶対収束すると仮定する。こ

のとき、(τ1, . . . , τg) ∈ H⊕g と σ ∈ SL2(Z) に対して、

g∏
p=1

(eτp + f)−wtp[v]Z`

(
v :

aτ1 + b

eτ1 + f
, . . . ,

aτg + b

eτg + f

)
=

r∑

h=1

S(σ)`hZh (o(v) : τ1, . . . , τg)

が成り立つ。ここで、S(σ)ij は以前に述べた Zhu理論で出てくる行列である。

注意 各共形元 ej に対しては、正規条件を仮定していないので、[8]で扱っている Zhu理

論の直和型ではない。
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3 ジョルダン代数

変数領域である可換代数をさらに拡張する。(V2,×1) は代数となっているが、一般には結

合法則も可換性も満たしているわけではない。(V2,×1)の部分代数 G が Griess 部分代数で

あるとは、u, v ∈ G に対して u2v = 0 となるものを言う。このとき、G は可換代数となる。
一般的に、u, v ∈ V2 なら、u1v ∈ V1 となるので、V1 = 0 の場合には、V2 自体が Griess 代

数となる。有名な例は、ムーンシャインVOA V \ である。

ウエイト１の元 u ∈ V1 があれば、L(−1)u ∈ V2 であり、e2πio(L(−1)u)z を付け加えると、

ヤコビ形式として扱うことが出来ることを注意しておく。ここでは、それを考えず、Griess

部分代数だけを考えることにする。

(V2,×1)のグライス部分代数 G で、すべての元が直交冪等元達の線形和となっている
ようなものや、またはそれを完備化したものが全体となるものを考える。例えば、Bg型の

ジョルダン代数、即ち、g次対称複素行列全体の空間 Symg(C) はこの条件を満たしている。

ここでの積は A× B = AB + BA である。頂点作用素代数の立場から言うと、(V2,×1)の

部分代数 G および線形写像 µ : Symg(C) → Gがあって、µ が左のジョルダン代数と右の

(G,×1) との間の代数同型を与えていることである。しかも、単位行列 Ig の像は µ(Ig) = ω

となることも仮定する。（IgA + AIg = 2Aなので、v ∈ V2 に対する ω1v = 2vに対応）。

この設定で、A = (τij) ∈ Hg に対して、多変数トレイス関数

Z` (v : A) := TrW `o(v)eo(2πi(µ(A)− tr(A)c
24g

1)), (3.1)

を定義する。ここで、Hg = {A + Bi | A,B ∈ Symg(R), B は正定値 } はジーゲル上半空間
である。σ ∈ SL2(Z) の Hg への作用は、σ(Z) = (aZ + bIg)(eZ + fIg)

−1 である。この設定

でのモジュラー不変性を紹介しておこう。元を直交冪等元の線形和に表示した場合の直交

冪等元は、もともとのµ(Z) に依存するので、v ∈ V をZに依存した直交共形元による多重

ウエイトの斉次元に分解するのは非常に複雑である。それゆえ、簡単な場合のみを述べる。

Theorem 2 Zj (1 : A) はすべて Hg 上で解析関数に絶対収束すると仮定する。このとき、

Zj

(
1 : (aA + bIg)(eA + fIg)

−1
)

=
r∑

h=1

S(σ)jhZh (1 : A) ,

となる。ここでも、S(σ)jh は Zhu理論で与えられた行列である。

定理でも述べているが、多変数を考えているにも関わらず、モジュラー変換式の係数は

一変数での係数と全く同じであることを強調しておく。
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タイプBg のジョルダン代数を含むVOAの例は多い。例えば、g次元ベクトル空間から

構成される中心電荷 g のフリーボゾン型と呼ばれるVOA M g(1) は、次の節で示すように、

Bg 型のジョルダン代数を含んでいる。また、有名なムーンシャイン頂点作用素 V \ はB24

型のジョルダン代数を含んでいる中心電荷 24の正規VOAである。Ashihara-Miyamoto[1]

では、任意の c ∈ C と g ∈ N に対して、中心電荷 c で、(V2,×1) 自身が Bg 型のジョルダ

ン代数となるものを構成している。

4 ジーゲルテーター級数とモジュラー変換

上の定理の応用として、ジーゲルテータ級数のシンプレクティック群による変換公式を格子

VOAの立場から見ていこう。その為に、格子VOAについて説明する。

4.1 格子VOAの構造

以下、L をランク gの正定値偶格子とする。g-次元内積空間 CL := C ⊗Z L からフリーボ

ゾン型VOA M g(1) を以下のように構成する。まず、CL の内積 〈·, ·〉を利用して、アフィ
ンリー代数

ĈL :=
(⊕g

j=1 ⊕n∈Z Caj(n)
)⊕ C

を作る。ここで、{aj | j = 1, . . . , g}は CLの正規直交基底であり、リー積は [aj(n), ak(m)] =

δn+m,0n〈aj, ak〉で定義されている。ĈL は基底の取り方に依存しない。部分代数 ĈL≥0 :=
(⊕g

j=1 ⊕n≥0 Caj(n)
)⊕ C を取り、各 α ∈ CLに対して、一次元 ĈL≥0-加群Ceα を

n > 0 に対して a(n)eα = 0, a(0)eα = 〈a, α〉eα (4.1)

で定義し、その誘導加群

M g(1)⊗ eα := U(ĈL)⊗U(cCL≥0) Ceα,

を考える。ここで、U(R) はRの普遍包絡環を表す。これらの誘導加群のうち、M g(1)⊗ e0

は中心電荷 g のVOA 構造を持つことがわかる。簡単の為に、以下M g(1)⊗ e0をM g(1)と

表記する。頂点作用素の例としては

Y (a(−1)⊗ e0, z) =
∑

n∈Z(a(n)⊗ 1)z−n−1,

Y (a(−1)b(−1)⊗ e0, z) =
∑

m∈Z,n∈N
a(−1− n)b(m + n)⊗ 1 + b(−1 + m− n)a(n)⊗ 1)z−m−1.

等がある。1 := 1⊗ e0 が真空であり、ω := 1
2

∑g
i=1 ai(−1)ai(−1)⊗ e0 がヴィラソロ元であ

る。これらを M g(1)⊗ eα に作用させることで、M g(1)⊗ eα は M g(1)-加群となる。
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α ∈ L に関する誘導加群を集めた

VL = ⊕
α∈L

M g(1)⊗ eα

は中心電荷 gのVOAの構造を持つ。これが格子VOAである。

VL は中心電荷 gの正規 VOA であり、既約加群を W 1, . . . ,W k と並べる。各既約加群

W jは、〈βj, L〉 ⊆ Z となる βj ∈ QL を使って、W j = VL+βj
= ⊕α∈LM g(1)⊗ eα+βj と表さ

れる [3]。各W jに対して、

Zj(v, z) = TrW jo(v)e2πiτ(L(0)− g
24

)

と置く。すると、Zhu の理論により、S = (sij) ∈ GLk(C) があって、

(
1

τ
)wt[v]Zj(v,−1/τ) =

k∑

h=1

sjhZh(v, τ) (4.2)

となる。M g(1)の指標は (1/η(τ))g なので、VL+βj
の指標は θL+βj

(τ)/η(τ)gである。ここで、

θL+βj
(τ) は格子（または剰余類） L + βj に関するテーター級数である。

次に、(M g(1))2 の中にBg型のジョルダン代数が含まれていることを紹介する。RL の

直交基底 {ai | i = 1, . . . , g} を使って、ωij = 1
2
ai(−1)aj(−1) ⊗ e0 ∈ (M g(1))2 と置くと、

µ(Eij + Eji) = ωij + ωji で定義される

µ : Symg(C) → (M g(1))2

は（中への）代数同型である。ここで、Eijは (i, j)成分が 1で他は 0である基本行列を表す。

しかも、{ωjj | j = 1, . . . , g} は互いに直交した中心電荷１の共形元であり、 ω =
∑g

i=1 ωii

となっている。

4.2 ジーゲルテーター級数

上の構成から、A = (τij) ∈ Hg と VL-加群 W jに対して、その指標

Zj (1 : A) = TrW jeo(2πi(µ(A)− tr(A)
24 ))

を考える。ここで、µ(A) =
∑g

i=1

∑g
j=1 τijω

ij ∈ (M g(1) ⊗ e0)2である。VL は正規なので、

定理の結果が成り立つ。次にジーゲルテータ級数部分を取り出す為に、A ∈ Hgに対して、

Aの固有値 {µ1, . . . , µg} (重複を許す）を使って

γj(A) = Zj (1 : A)

g∏
i=1

η(µi)

を定義する。A ∈ Hgなので、µi ∈ Hである. すると、次が成り立つ。
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Proposition 3 Zj (1 : A) はHg上の解析関数に絶対収束し、γj(1 : A) は 剰余類 L + βj

と直交基底 {aj : j = 1, . . . , g} で定義されるジーゲルテータ級数であり、
(
−i

1

det(A)

)g/2

γj(−A−1) =
r∑

h=1

sjhγh(A)

となる。 ここの (sjh) は Zhu理論 (4.2)で出てきたものである。

シンプレクティック群 Sp(g)は、

S : A → −A−1, Ti : A → A + Eii, Tij : A → A + Eij + Eji (1 ≤ i < j ≤ g)

で生成されているが、変換 Ti と Tij による変換はスカラー倍となっており、簡単に分かる。

それゆえ一番難しい部分は、S : A → −A−1 である。上の定理は、この部分が Zhu 理論の

S = (sij)とエータ級数の変換公式で与えられることを示している。
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