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1 p-進Gross-Zagier公式
まずは研究動機としてGross-Zagier公式について述べたい. 整数論の中心的課題として代

数多様体や保型形式などに付随する L-関数の特殊値と数論的不変量を結びつける特殊値公
式がある. 古くは類数公式, その楕円曲線版である Birch and Swinnerton-Dyer予想, さら
にそれを一般化したBeilinson-Bloch-Kato予想などがある. Gross-Zagier公式もこれらの予
想と深く関わる公式である. わかりやすくするために楕円曲線の言葉で述べておく. 有理数
体Q上定義された楕円曲線EとHeegner条件をみたす虚二次体Kに対し, Heegner点とい
うE(K)の点を構成する方法がある. Gross-Zagier公式は

L′(E/K, 1) = (簡単な因子 ̸= 0)× (E/K の周期)× (Heegner点の高さ)

というものである. ここで L(E/K, s)は E のK 上の Hasse-Weil L-関数である. K の選択
は自由度が大きく, K をうまく選ぶと階数 1以下の場合の Q上の BSD予想に応用がある.

またこの公式からいつHeegner点が無限位数の元を定めるかがわかる.

上では楕円曲線の言葉で Gross-Zagier公式を述べたが, この公式は実際は重さ 2, Γ0(N)

の楕円型保型形式に関する公式である. そこでただちに考えられる一般化は, 保型形式の重
さを 2から一般の偶数 k ≥ 2にしたらどうなるかである. このときHeegner点のかわりに現
れる数論幾何的対象がHeegner cycleである. これは k − 1次元の久賀-佐藤多様体の余次元
k/2の代数的 cycleでK の Hilbert類体上定義されるものである. 1 一般の重さの楕円型保
型形式に関するGross-Zagier公式は, 重さ 2のときの約 10年後に S. Zhangにより示された.

難しさは “点”ではない高次元 cycleに関する高さ理論にある. ZhangはArakelov交叉理論
を使うことでこの問題に取り組んでいる. Gross-Zagier公式の他の一般化としてHilbert保

1この cycleが候補であることは, 早くもGross-Zagierのオリジナルの論文の中で, Deligneによる示唆があっ
たと述べられている.

1



型形式を考えるなど, Zhangらによるさらなる一般化の研究も進んでいるがここではこれ以
上述べない. (cf. [23].)

次にGross-Zagier公式の p-進版について述べる. Bertolini-Darmonらによる p-進化もあ
るが我々は Perrin-Riouによる p-進化の流れに従う. これは純粋にアナロジーを辿ったも
ので, L-関数のかわりに p-進 L-関数を使い, p-進 L-関数の微分値と Heegner点や Heegner

cycleの p-進高さを結びつけるものである. 2 ここでは公式を少し正確に述べておく.

f =
∑∞

n=1 an(f)q
nを Γ0(N)の重さ k ∈ 2Nの正規固有カスプ新形式とする. K を虚二次

体, 判別式を dK , ϵをK/Qに伴う２次のDirichlet指標とする. このとき

L(f/K, s) :=
∞∑
n=1

an(f)

ns
·

∞∑
n=1

an(f)ϵ(n)

ns

とおく. ここで次のHeegner条件を考える.

「ℓがN の素因子 =⇒ イデアル (ℓ) はOK で２つの異なる素イデアルに分解」

この条件から得られる重要な帰結は次の２つである.

• L(f/K, s)の関数等式の符号は−1. とくに L(f/K, k/2) = 0.

• Heegner cycle zH ∈ CHk/2(KSk−1/H)0が構成できる. ここでKSk−1は k − 1次元の
久賀-佐藤多様体, H はKのHilbert類体. k = 2のときはKSk−1はモジュラー曲線で
Heegner cycleはHeegner点である. 詳しくは §2で説明する.

p-進 L-関数について簡単に思い出しておく. 埋め込みQ ↪→ Cp を固定する. p ∤ N で f の
p-Euler因子X2 − ap(f)X + pk−1 = 0の根を α, βとし, |α|p ≥ |β|pとなるように名前をつ
けておく. ap(f)が p-進単数であるとき, pを ordinaryというが, このときは αは unit root

である. f の円分 p-進 L-関数Lp(f, α, s)は Cp に値をもつ変数 s ∈ Zp の p-進解析関数で
ある. 円分というのは, この関数は p-冪導手の Dirichlet指標 χでひねった複素 L-関数の値
L(f, χ, i) (1 ≤ i ≤ k − 1)たちを補間することで作られるという意味である. L(f, χ, i)は適
当な周期で割ると代数的数になっていることに注意しておく. f のK 上の円分 p-進 L-関数
Lp(f/K,α, s)はLp(f, α, s)とLp(f ⊗ ϵ, ϵ(p)α, s) の積として定義される. 3

2Bertolini-Darmonのものは微分値ではなく値そのものであったり, 高さというよりは Abel-Jacobi写像に
よる Heegner点の像を考えていたりするが, 反円分拡大という Heegner点のシステムが住んでいる方向を直接
みており, 高さではなく有理点自身を求めることに利用できるなどの長所がある.

3正確には複素周期からくるちょっとした修正が必要. p-進 L-関数は複素周期の取り方に依存し, isogeny不
変性などが成り立たない.
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p-進Gross-Zagier公式 (予想) : p ∤ N とする.

L ′
p(f/K,α, k/2) = u−2(4|dK |)1−

k
2

(
1− p

k
2
−1

α

)2(
1− p

k
2
−1

ϵ(p)α

)2

⟨z(k)K , z
(k)
K ⟩p,f/K,α.

ここで z
(k)
K はHeegner cycleをK上に traceしたもの. ⟨ , ⟩p,f/K,αは f/Kに対応する円分 p-

進高さ対で, α-固有空間によるHodge filtrationの splittingに付随するもの. またu := ♯O×
K/2

である.

p-進高さや Heegner cycleについては次節以降で説明する. ここでは上が解けている場合
を簡単にまとめておく. 解けている場合も正確には細かい条件があるが省略する.

• k = 2, pが good ordinaryでK で splitのとき. B. Perrin-Riou [19], (1987).

• k > 2, pが good ordinaryでK で splitのとき. J. Nekovář [16], (1995).

• k = 2, pが good non-ordinary4のとき. S. Kobayashi [11], (2013).

ちなみに実数値の場合は k = 2のときGross-Zagier [9], (1987), k > 2のとき Zhang [24],

(1997)で k > 2のときは p-進の方が先に証明されている. 現在は k > 2, pが good non-

ordinaryでK で splitのときを研究中であり, 今回の講演はこの研究の内容の一部の紹介で
ある. pがKで splitするという条件は, 証明の中で極めて重要な役割を果たす. しかし p-進
高さの非自明性があるときは, Q上の BSD予想と結びつけることで最終的には取ることが
できる. (k = 2で non-ordinaryの場合はこれに該当.) ただこれは pがK で inertする場合
の現象を何ひとつ解明するものではない. この場合はモジュラー曲線を Zp上で考えたとき,

Heegner点が定めるセクションが supersingular pointと交わっていることに注意する. p-進
Gross-Zagier公式の証明の概略, 方針等については [10]を参照してほしい. それらは大筋に
おいてはすべての場合に共通である. pが ordinaryのときは円分 Zp-拡大以外のKの Zp-拡
大に対しても p-進Gross-Zagier公式が示されていることにも注意しておく. 5

p-進L-関数について少し補足しておく. 一般に p-進L-関数を定義するためには, 考えてい
るモチーフのみならず Zp-拡大と p-進 de Rham 実現の Hodge filtrationの splittingを選ぶ
必要ある. (カスプ形式 f に対しては, f に付随する p-進表現 Vf に対しDdR(Vf )の Hodge

filtration F 0のQp-ベクトル空間としての splitting.) 例えば楕円曲線Eの p-進L-関数といっ

4f が楕円曲線に付随するときは, その楕円曲線が pで supersingular reductionをもつことと同値であるが,

保型形式を考えているときは supersingularという用語は適切ではないように思う.
5ただし反円分拡大のときは同じ設定だと 0 = 0という自明な式になってしまう.
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ても, どういう Zp-拡大に付随するものかで性質はまったく異なる. K∞をK の Zp-拡大と
すると, K∞/Kに付随するEの p-進 L-関数の λ-不変量はアーベル群E(K∞)と強いつなが
りがある. この群は当然考えているK∞によって性質が異なる. 例えば円分なら (無限次代
数体だが)有限生成アーベル群, 一方反円分なら階数は無限 6 である. 有限生成だったとし
てもその階数は考えているK∞ で異なる. このように p-進 L-関数は Hasse-Weil L-関数の
単純な類似物というわけではない. 7 一方Hodge filtrationの splittingはモチーフの p-進的
deformationのしやすさと関わっており, その取り方によって関数の p-進的な挙動の複雑さ
が異なってくる. pが ordinaryならば splittingとして unit root 空間がとれ, そのときは非常
にきれいな deformationが得られる. pが non-ordinaryのときも splittingとしてフロベニウ
スの固有空間をとると変形の様子が見やすい. Lp(f, α, s)のαはα-固有空間による splitting

に対応している. しかし non-ordinaryの場合, 固有空間による splittingは functorialではな
いので ordinaryのときのように必ずしもよいものとはいえない. p-進L-関数をCpに値をも
つ関数としてではなく, 適当な p-進 de Rham cohomology に値をもつベクトル値関数とし
て捉えるより本質的な定式化もある. その場合はHodge filtrationの splittingを選ぶ必要は
ない. ただGross-Zagier公式のような計算による証明を行う場合は, ベクトル値ではなくCp

に値をもつ関数と考える方が都合がよいと思われる.

2 Heegner点とHeegner cycle

ここではHeegner点とHeegner cycleを簡単に説明する. (cf. [7].) Heegner点とは大雑把
にいえばモジュラー曲線のCM点のことである. つまりモジュラー曲線は楕円曲線のモジュ
ライになっており, CM楕円曲線に対応する点がHeegner点である. 例えばレベル 1のモジュ
ラー曲線X(1)は, j-関数によりリーマン球面になっており, CM楕円曲線の j-不変量が与え
るリーマン球面上の点が Heegner点である. singular moduliという言い方もできるかもし
れない. よく知られているように CM楕円曲線の j-不変量は代数的 (整)数になっているの
で, Heegner点はモジュラー曲線の代数的な点を定める.

BSD予想と関連して面白いのは, 志村谷山予想の解決により, 有理数体上定義された楕円
曲線Eはその導手をN とすると, モジュラー曲線X0(N)から定数でない射X0(N) → Eが
存在することである. これよりX0(N)の有理点が見つかると, この射による像として E の
有理点を構成できる. 例えば虚二次体K が Heegner条件をみたすとする. このときOK の

6具体的には p-冪導手の Heegner点のシステムを含んでいる.
7虚二次体には Zp-拡大が無限に存在するが, Gross-Zagier公式の観点からいうと反円分拡大のときだけ特異

な現象が起こり, それ以外の拡大でおこる現象は本質的に同じように思われる.
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中で (N) = NN ∗, OK/N ∼= Z/NZとなるよう素イデアル分解できる. (もちろんこのよう
な分解の仕方は一意ではない.) このとき自然な射影

C/OK −→ C/N−1

は OK を準同型環とする CM楕円曲線間の位数 N の cyclic isogenyとなる. これよりこの
isogenyがX0(N)のCM点を定めるが, この場合KのHilbert類体をHとするとX0(N)の
H-有理点となる. よってこのHeegner点からE(H)の点が構成され, KやQまで traceを取
ればE(K)やE(Q)の点を構成できる. このようにしてできる楕円曲線の点をHeegner点と
いうことも多い.

Euler系の議論や岩澤理論的議論のためには,一つのHeegner点を考えるだけでなく, Heeg-

ner点のシステムを考えることが重要である. K の order Oを考える. これはK の格子で
部分環になっているものである. OはOK に指数有限で含まれ, その指数 cは導手といわれ
る. 上の Heegner点の議論においてOK をOの可逆イデアルに置き換えても同様の話がで
きる. そのようにしてできるHeegner点を導手 cのHeegner点という. モジュライ解釈では
EndE = OとなるCM楕円曲線に対応する. 導手 cのHeegner点は導手 cの ring class field

Hc上定義される. つまりX0(N)(Hc)の点を定める. ring class fieldはGal(Hc/K) ∼= PicO
となる体で, 具体的には j-関数を使ってK(j(C/O))として構成される. またKの反円分Zp-

拡大は ∪nHpn に含まれる. このようにして大量のHeegner点ができるが, これらは体Hcの
ノルムに関して Euler因子と関連する特別な関係式で結ばれている. つまり Eulerシステム
をなす. p-進高さの計算でも, 知りたいのは c = 1のHeegner点であるが, それを計算するた
めにこのノルムシステムが重要な役割を果たす.

次にHeegner cycleについて説明する. 簡単のためQ-schemeの圏で考えることにする. ま
ずは久賀-佐藤多様体を思い出す. f : E → Y (N)を full level構造の普遍楕円曲線, E → X(N)

を一般普遍楕円曲線とする. また包含写像を j : Y (N) → X(N)と書く. kを 2以上の偶数
としX(N)上のファイバー積

E(k−2)
:= E ×X(N) · · · ×X(N) E (k − 2 個)

は, k ≥ 4ならばX(N)のカスプのファイバー上に特異点をもつ. これを Deligneによる標
準的特異点解消を行ってできるのものが久賀-佐藤多様体KSk−1である. 8 “標準的”特異点
解消は次で説明するよい性質をもつ. まず自然に

E(k−2) := E ×Y (N) · · · ×Y (N) E ⊂ KSk−1

8indexは次元に合わせることにした.
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となっている. 次に Γ = ((Z/NZ)2 ⋊ {±1})k−2 ⋊Sk−2 とおくと, この群は E(k−2)にレベル
構造による平行移動や −1倍, 成分の置換によって自然に作用している. そしてこの作用が
KSk−1に自然に延びる. また指標 Γ → {±1}を Z/NZを 1に, {±1}は恒等写像で, Sk−2は
符号指標で送ることにより定義する. この指標に対応する射影子 ε ∈ Z[ 1

2N(k−2)! ][Γ] を考え
る. このとき久賀-佐藤多様体のコホモロジーの ε-部分が保型形式に付随するモチーフとな
る. 例えばエタールコホモロジーの同型

Vp := H1
et(X(N)Q, j∗Sym

k−2(R1f∗Qp)) ∼= εHk−1
et ((KSk−1)Q,Qp) = εH∗

et((KSk−1)Q,Qp)

がある. 最後の等式では k > 2と仮定する. これをHecke作用素でカスプ形式 f に対応する
部分を切り取れば f のGalois表現ができる. またHodge構造をみるとカスプ形式の空間が
現れる. (本質的に Eichler-Shimura同型.)

さてHeegner条件を満たす虚二次体K を固定し, τ をX0(N)の導手 cのHeegner点とす
る. 便宜的に自然な有限射X(N) → X0(N)による τ の逆像をひとつ取り, それもまた τ と
書く事にする. Eτ を τ に対応するHc上のCM楕円曲線とする. このとき c

√
dK ∈ EndK Eτ

であり, そのグラフ Γτ ⊂ Eτ ×Hc Eτ を考える. Heegner cycle Zτ は次で定義されるKSk−1

の cycleである.

Zτ := Γτ × · · · × Γτ ⊂ Eτ × · · · × Eτ ⊂ E ×Y (N) · · · ×Y (N) E ⊂ KSk−1

(ファイバー積は最初は k
2 − 1個, 次は k − 2個で Hc 上. τ は SpecHc → Y (N)を定め,

Eτ はこれによる E の引き戻しになっている.) また k > 2ならば εHk(KSk−1) = 0より,

εZτ ∈ CH
k
2 (KSk−1)0 ⊗ Qがわかる. (下つき 0は cycle mapの核, つまり 0にホモロジー

同値.) そして p-進 étale Abel-Jacobi写像の像としてH1(Hc, Vp(
k
2 )) の元が定まるが, 実は

Block-Kato Selmer群H1
f (Hc, Vp(

k
2 ))の元になっていることが知られている. (p ∤ N と仮定

している.) Heegner cycleはHeegner点と同様に Eulerシステムを形成する. (cf. [17])

3 p-進高さ関数
F を代数体 (Qの有限次拡大)とする. F 上定義されたアーベル多様体 Aに対しては実数

に値を持つNéron-Tateの高さ対

⟨ , ⟩ : A∨(F )×A(F ) −→ R

があり, 非退化性などのよい性質を持っていることが知られている. ここでA∨はAの双対
アーベル多様体である. 1980年代に実数ではなく p-進数に値をもつ p-進高さ対

⟨ , ⟩ : A∨(F )×A(F ) −→ Qp
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が, Néron [18], Schneider [21], Mazur-Tate [14], Zarhin [25]らによって研究された. また代
数曲線に対しては Coleman-Gross [6]の仕事がある.

実数値のときにはない p-進値高さ関数の大きな特徴は次の２つである.

• p-進対数関数, すなわちイデール類群からの準同型 A×
F /F

× → Zpの取り方に依存.

• Hodge filtrationの splittingの選び方に依存.

つまりこれらの選び方を変えると異なる高さ関数が生まれるので, p-進高さ関数は多様体に
対して複数存在することになる. 9 最初の選択は類体論により F の Zp-拡大を考えることと
本質的に同値である. よってこれらは p-進 L-関数を定義するための情報と一致しており, p-

進 L-関数の特殊値公式 (p-進 Birch and Swinnerton-Dyer予想など) に関する予想とつじつ
まがあっている. p-進では高さ関数が一意に定まらない理由は, Qpには Zpなどコンパクト
な部分群が複数 (無限個)あるからと言えるかもしれない. Néron-Tate高さの理論では, 素
朴には生じる有界関数の曖昧さを, 群演算との両立性を要求することで取り除いている. ま
た無限遠点における局所高さの一意性は非自明な連続準同型 A(R) → Rが存在しないこと
に依拠している.

次に p-進高さ関数の一般化について述べる. 一般のモチーフや高次元 cycleに対して, 高
さ関数を幾何学的に構成しその性質を研究するのは困難なことが多い. しかしながら p-進に
は p-進Galois表現という比較的扱いやすい対象があり, Bloch-Katoの理論 [3]により “有理
点”を p-進Galois表現の言葉で表すことも可能になっている. Nekovářは Zarhinらのアー
ベル多様体における p-進高さの理論をBloch-Katoの用語で書き直すことにより, 一般の (幾
何学的に生じると予想される) p-進Galois表現 V に対し, p-進高さ対

⟨ , ⟩p : H1
f (F, V

∗(1))×H1
f (F, V ) −→ Qp

を定義した. H1
f は Block-Katoの Selmer群であり, Tate-Shafarvich群の p-partの有限性

を認めると, アーベル多様体のときは有理点の集合 A(F )⊗Qpと自然に同型になる. V ∗(1)

は V のKummer双対であり, V がアーベル多様体のTate加群ならその双対アーベル多様体
の Tate加群に相当する. このペアリングはやはり対数関数の取り方と Hodge filtrationの
splittingの選び方に依存する. Heegner cycleの p-進高さは V = Vp(k/2)とし, εZτ の p-進
étale Abel-Jacobi像として定まるH1

f の元の高さとして定義される. この場合 canonicalに
V ∗(1) ∼= V となっていることに注意する.

これまでは主に大域高さについて話をしてきたが, 高さ関数の深い性質を調べるときには,

大域高さを局所高さの和として書き, 各々の局所項を計算することになる. とくに p上の素
9Mazur-Tate [14]は論文のタイトルで, canonicalなのに複数形を使っていることに注意している.
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点における p-進局所高さが重要であるので, これについて少し述べる. まず実数値対応物と
して代数曲線 (リーマン面)の無限素点における実数値局所高さ関数を考えてみよう. 局所高
さはWeil関数などを用いて明示的に構成されることが多いが, p-進化のためにはより理論的
な見方が必要である. X をリーマン面, 簡単のため divisor D1 = [P ]− [Q], D2 = [R]− [S]

で P,Q,R, S はすべて異なるものを考える. このときD1とD2の無限素点における実数値
局所高さは ∫ R

S
ωPQ

の実部で与えられる. ここで ωPQは P , Qでのみ一位の極をもつ第三種微分形式 10 で P , Q

での留数がそれぞれ 1, −1となるものである. ただしこの条件だけからは ωPQが一意に定
まらないので次のようにHodge filtrationの splittingの情報も付け加える.

第三種微分形式は de Rham cohomology H1
dR(X −{P,Q})のHodge filtration F 1の元と

思えるが, 写像Ψ : F 1H1
dR(X −{P,Q}) → H1

dR(X)で第一種微分の空間 F 1H1
dR(X)上では

恒等的になっているものがある. この Ψは本質的に混合 Hodge構造を使って作られる. こ
こで複素共役が−1倍で作用するH1

dR(X) = H1
Betti(X)⊗ C の実部分ベクトル空間をW と

するとき, ωPQに Ψ(ωPQ) ∈ W という条件をつける. このとき ωPQは一意に定まり, 積分
の実部は道の取り方によらず well-definedになる. この構成は実混合Hodge構造のDeligne

の canonical splittingと対応している. (cf. [8]). 楕円曲線 (複素トーラス)Eのときに具体的
に書くなら, ωPQは (

ζ∗(z − P )− ζ∗(z −Q) +
P −Q

a(E)
π

)
dz

である. 実際これは第三種微分形式で純虚数周期を持っている. ここで a(E)は E の基本
領域の面積, ζ∗(z)dz は因子 [0]に付随する正規 (被約) テータ関数 θ(z)の対数微分である.

(dζ∗(z) ∈ H0,1(X).) ここで θ̂(z) = exp(− πzz
a(E))θ(z) = exp(− zη(z)

2 )σ(z) とおく. (σ(z)は
Weierstrass σ-関数.) このとき無限素点における局所高さは,

log

∣∣∣∣∣ θ̂(R− P ) θ̂(S −Q)

θ̂(R−Q) θ̂(S − P )

∣∣∣∣∣
で表される. ([13, Chapter 13], [22, Chapter VI].)

代数曲線のときこの構成の p-進類似を辿ったものがColeman-Grossの p-進 (局所)高さで
ある. (大域高さは局所高さの和として定義する.) 積分は p-進のColeman積分に置き換える.

留数をもつ第三種微分形式を積分するために p-進対数関数の指定と, 上のW の代わりとして
Hodge filtrationの splittingの選び方 (フロベニウスの固有空間など)に任意性が生まれる.

10高々一意の極をもつ有理型微分形式. さらに留数が整数という条件をつけることもある.
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Ψの類似物の構成としてColeman-Grossでは rigid幾何的類似を辿るが, Besser [1]によりフ
ロベニウス構造を使ったより本質的な構成も与えれている. Heegner cycleに適用するために
は, 代数曲線の局所系つきコホモロジーを考える必要がある. より正確には, higher weight

の保型形式を扱うときは, カスプで退化しているような locally freeでない係数を扱うので
少し厄介である. (しかも Hodge構造の変形を扱う必要もある.) p-進では overconvergent

F -isocrystalが局所系の類似ではあるが, やはり保型形式への応用のためには退化する係数
を扱う必要がある. 今回は p-進Gross-Zagier公式の証明のために必要最低限の ad hocな扱
いですませて, 係数付きColeman-Grossの p-進局所高さの一般論を建設することはしなかっ
た. (実数値のときは Brylinski [4]によって行われている.) これは今後の課題だろう. 阿部
さんの講演とも関連していると思われる.

リーマン面のときの局所高さ理論が混合Hodge構造と密接に関わることはすでに述べた通
りである. 局所高さは第三種微分形式の積分であるが, 第一種 (正則)微分形式の場合は, この
種の積分は所謂Abel-Jacobi写像である. CarlsonによりAbel-Jacobi写像は混合Hodge構造
の extensionを使って解釈されているが, 局所高さも Schollにより混合Hodge構造のmixed

extension ( SGA 7/I, IX.9.3の extension panachée)を使って解釈されている. 先ほどのリー
マン面の例では mixed extensionは部分コンパクト台つきコホモロジー H1(X − P ;Q)と
Gysin列などを使って作られる. このようなことから適切なコホモロジー論があれば局所高さ
の理論は建設できる. (実際Motivicな局所高さが Schollによって定義されている.) Fontaine

やBloch-Katoの言語により, p-進Galois表現 (étale cohomology)のmixed extensionを使っ
て定義されるものが, Nekovářの p-進 (局所)高さ理論である. (例えばΨに相当するものは
単にフロベニウスの weightに注目したDieudonné加群の splittingとして構成される.)

今, Coleman-Gross型と Nekovářの２つの p-進局所高さの構成について説明したが, メ
リットとディメリットは次の通りである. まず Nekovářの方法のメリットは p-進Galois表
現の一般論を形式的に利用するだけですむので, 一般的枠組の中で強い制約もなく展開でき,

基本性質を示すことも容易である. とくに局所と大域の相性がよく, 高さ対の積公式が自然
に成り立つ. つまり大域高さがAbel-Jacobi像を経由する. (例えばリーマン面の場合, 局所
高さは因子類ではなく因子そのものに依存して定義されるので, Abel-Jacobi像を経由する
ものではない.) これはGross-Zagier公式の証明において極めて本質的な性質である. これが
ないとHeegner cycleの heightから p-進保型形式を作れなくなる. ディメリットはGalois表
現的であるため, p-進特有の深い性質を導きにくく計算にも向いていないところである. ま
た Zp-拡大に関する整構造の分析ができない. Coleman-Gross型のメリットは p-進解析的で
rigid cohomologyなどとの相性が良い. したがって Katzの p-進保型形式論や Colemanの
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p-進保型形式関連の仕事との相性がよい. p-進的な数値計算もしやすく, 最近は (定数係数
のときは) コンピュータプログラムもこの構成に基づいて書かれている. ディメリットは大
域高さの理論ができないことである. もちろん局所項の和として大域高さを定義することは
できるが, Abel-Jacobi像を経由するかという根本的な問題が解決できない. (定数係数のと
きはアーベルの定理により解決できる.) また Zp-拡大に関する整構造の分析もできない. p-

進Hodge理論の比較定理 (部分コンパクト台つき)を認めるとこの２つの高さを比較できる
ので, 長所を生かし欠点を補いあうこともできるが, 共通の問題点は, Zp-拡大に関する整構
造を分析できないところである. p-進高さは Zp-拡大の性質に依存するはずなのに, 両者の
構成には Zp-拡大が本質的に現れない. 対数関数の選択として表面的に登場するのみである.

この欠点を補う第三の構成法がある. それはアーベル多様体の通常素点の場合の Schneider

[21]による構成に端を発するノルム構成法である. この構成法では, Zp-拡大はこの方向に p-

進高さ関数の定義域を動かしたときの挙動と結びつく形で登場する. 岩澤理論的構成法であ
る. Heegner cycleの p-進高さの計算はこの三種類の構成法をすべて駆使して行うのである
が, ノルム構成法に基づく部分が最も深いところであるので, この構成法についてもう少し
だけ説明する. ノルム構成法は, アーベル多様体のときは ordinaryなら [21], non-ordinary

なら [12], 一般のガロワ表現に対しては, 今回 Perrin-Riouの理論を使うことで一般化した.

ノルム構成法においては, 計算したい cycleを, ある種のノルム系の構成要素として捉える
ことが胆である. そしてそのノルム系がある冪級数で補間されることを示し, その冪級数を
使って高さを構成 (計算)するという方法である. Coleman冪級数論的構成法と言ってもよ
い. Coleman冪級数論は explicit reciprocity lawと絡んで発展したわけであるが, そこでも
計算したい量を冪級数で補間し, その冪級数の対数微分などを使って reciprocity lawを計算
していた. 例えば楕円単数に関しては楕円単数のシステム (Euler系)があり, ほとんど定義
から, それを補間する Coleman冪級数はテータ関数 (本質的にWeierstrass σ-関数)の形式
冪級数展開である. そのテータ関数の logが実質的に局所高さ関数であることから, 高さ関
数と Coleman冪級数論とのつながりを感じてもらえるだろうか.

Heegner cycleのノルム構成による高さの計算に関して説明する. 前節でみたようにHeegner

cycleはある種のノルム系をなしているので, それを補間する “Coleman冪級数”を見つける
ことが高さの計算の鍵となる. 11 ordinaryのときはこれは本質的に通常のColeman冪級数
論で事足りる. non-ordinaryのときも, 重さが 2ならば, 通常の Coleman冪級数論を拡張さ
せることでそれほど困難なく行われる. higher weightのときの困難さはここの部分にある.

これまでにできている場合は, 基本的に形式群の理論を使って示されており, 補間は素朴な
11正確にはこれは Abel-Jacobi像を計算する鍵である. 局所高さの場合は, 二つの Heegner cycleが絡み合う

mixedな状況でこの問題を考える必要がある.
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冪級数論から大きく逸脱するものではない. それに対し cycleの補間は, H1
f の元という p-

進 etale Abel-Jacobi写像と Fontaineの言語を使って抽象的にできる元を扱わねばならず,

具体的に計算するのが非常に困難である. しかも補間のためにはある種の合同式が必要なの
で integralな p-進 Hodge理論も必要となる. また non-ordinaryのときは一般に k − 1個の
twist s = 1, . . . , k− 1上の合同式が必要になるが, s = k/2上にしかHeegner cycleが存在し
ない. 今回は cycleを補間する Coleman冪級数論の一般論の建設はあきらめ, 欲しい冪級数
を直接構成する手段を取った. Perrin-Riouの理論 [20]より冪級数が与えられると (局所的
な)H1

f の元のシステムを構成できることが知られている. Serre-Tateの local moduliの理論,

Katzの p-進保型形式の理論, Bertollini-Darmon-Prasanna, Castellaの p-進Abel-Jacobi像
の Coleman積分を使った計算を組み合わせることで, Heegner cycleのシステムを生み出す
冪級数を構成できる. 講演ではもう少し詳しい説明を行ったが, ここでは詳細は差し控えさ
せていただく. 論文が完成したらどこかで解説させていただければ幸いである.
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