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1. 序

(アフィン)W 代数はKac-Moody代数や Virasoro代数などの無限次元リー環を含
み, 可積分系, 共型場理論, 散在型有限群, モジューラ表現論, 4次元のゲージ理論, 幾
何学的 Langlands対応など様々な分野と関係のある興味深い頂点代数の族である. 一
方, その構造は極めて複雑であり, そのためW 代数の表現論は最近までよくわかって
いなかった. しかしようやく近年, 有限W 代数の表現論の進展などに伴い, W 代数
の表現論も応用可能なレベルにまで進展しつつある ([A1, A2, A3, A7]).

Premet[Pre]によって導入された有限W 代数は (アフィン)W 代数の有限次元版で
あり, その歴史はKostant[Kos]に遡る. 有限W 代数は Slodowyの横断片の自然な量
子化であり, その表現論は普遍包絡環の primitive idealの理論と密接な関係がある.
両者の関係は Premetによって予想され Losev[Los2]によって確立された. 冪零軌道
は primitive idealの重要な不変量として現れる. したがってその理論は有限W 代数
にとっても重要である.
本稿では (アフィン)W 代数に対する Losevの結果のアナローグを考察する. アフィ

ン Kac-Moody代数 ĝに関しては (現時点では）primitive idealの理論は存在しない
が, 頂点代数の理論の中では普遍アフィン頂点代数の極大イデアルが primitive ideal
のアナローグであるとみなすことができる。その随伴多様体はアフィンKac-Moody
代数の最高ウエイト kΛ0 (kはレベル)の最高ウエイト表現の特異台と一致するが、そ
れは g∗ のアーク空間の部分スキームして定義される. 有限次元リー環の場合と異な
り, アフィンKac-Moody代数 ĝ の普遍包絡環には ĝの中心元以外の非自明な中心が
存在しないため冪零錐との関係は全く明らかではないが、ĝの許容表現に関してはそ
の特異台が gの冪零錐のアーク空間に含まれことを示すことができる (Feigin-Frenkel
予想 [A5]). これは ĝの許容表現に付随した頂点代数の随伴多様体 [A4]が gの冪零錐
に含まれることと同値である。
許容表現の特異台,あるいは対応する随伴多様体に関してはさらに既約性も成立し,

これらの明示的に決定することも可能である ([A5]). このことと,アフィンKac-Moody
代数の許容表現 [A6], 及び Losevの結果のアナローグ, すなわちアフィンKac-Moody
代数とW 代数との関係から, 例えば 20年来の未解決問題であった主冪零軌道に付随
するW 代数の有理性問題 [FKW]を解決することが可能になった ([A7]). 本稿では
そうした状況を報告したい.

2. 有限次元リー環の表現論における冪零軌道

g を有限次元複素単純リー環とし, U(g) を g の普遍包絡環とする:

U(g) = T (g)/〈x⊗y − x⊗x− [x, y] | x, y ∈ g〉.

ただし, T (g) は gのテンソル代数. このとき, g 加群とは (多元環としての)U(g)加群
のことに他ならない.

Up(g) :=
∑

(高々p個の gの元の積) ⊂ U(g)



とおくと,

0 = U−1(g) ⊂ U0(g) ⊂ U1(g) ⊂ . . . , U(g) =
∪
p

Up(g)

Up(g)Uq(g) ⊂ Up+q(g), [Up(g), Uq(g)] ⊂ Up+q−1(g)

となる. これを U(g) の PBWフィルトーレーション, あるいは標準トレーションフィ
ルトレーションという. Associated graded algebra

gr U(g) =
⊕

p

Up(g)/Up−1(g)

には次で Poisson代数の構造が入る.

σp(a)σq(b) = σab, {σp(a), σq(b)} = σp+q−1([a, b]).

ここで, σp : Up(g)→ Up(g)/Up−1(g)は自然な射影 (symbol map).

定理 2.1 (Poincaré-Birkoff-Witt). 次のポアソン代数の同型が存在する.

grU(g) ∼= S(g) ∼= C[g∗].

ただし, g∗ には Kirillov-Kostant の Poisson構造を入れる (つまり x, y ∈ g ⊂ C[g∗]
に対して {x, y} = [x, y]).

Z(g)を U(g)の中心とすると, Zp(g) = Z(g)∩Up(g) により Z(g) に誘導フィルト
レーションが入り, grZ(g) =

⊕
pZp(g)/Zp−1(g) は grU(g) = C[g∗] の Poisson可換

な部分代数になる. 実際,

grZ(g) ∼= C[g∗]G

が成立することが知られている. ただし LieG = g なる連結な半単純代数群.
I を U(g) の両側イデアルとして, 誘導フィルトレーション Ip = I ∩Up(g) に関す

る associated graded gr I =
⊕

p Ip/Ip−1 ⊂ C[g∗] は C[g∗] の G不変なイデアルとな
る. この零集合

Var(I) := {λ ∈ g∗ | f(λ) = 0, ∀f ∈ gr I}

は I の随伴多様体と呼ばれる. Var(I)は g∗ のG 不変, コーニックな部分代数多様体
である.
随伴多様体は I が U(g)の primitive ideal, すなわちある単純加群M の零化イデ

アル1になるときが特に重要である. Shurの補題より, 単純加群M についてはある
中心指標 γ : Z(g)→ C が存在し,

z − χ(z) ∈ I = AnnU(g) M, z ∈ Z(g)(1)

となる.
N を g の冪零錐とする.

N =: {x ∈ g | (adx)r = 0, r � 0} ⊂ g.

g と g∗ を g の不変内積 ( | )で同一視すると,

N = {λ ∈ g∗ | p(λ) = 0, ∀p ∈ C[g∗]G+} ⊂ g∗

1次の定理が知られている.

定理 2.2 (Duflo ’77). 任意の primitigve ideal は単純な最高ウエイト加群の零化イデアルである.



となることはよく知られている. ここで C[g∗]G+ は C[g∗]G の argumentation ideal.
（つまり C[g∗] = C[p1, . . . , pl], deg pi > 0, としたとき C[g∗]G+ =

∑l
i=1 C[g∗]pi.) 従っ

て (1) より, primitive ideal I については

Var(I) ⊂ N

が成立する2.

定理 2.3 (Joseph[Jos]). U(g)の primitive ideal I の随伴多様体は既約である. すな
わち, ある冪零軌道3Oが存在して

Var(I) = O

となる.

3. 冪零軌道と有限W 代数

f ∈ N を零でない元とする. Jacobson-Morozovの定理から f を含む sl2トリプル
{e, f, h}が存在する:

[h, e] = 2e, [h, f ] = −2f, [e, f ] = h.

点 f ∈ gにおける Slodowyの横断片とはアフィン空間

Sf := f + ge ⊂ g = g∗

のことを云う. Sf はその各点において g のG軌道と横断的に交わることが知られて
いる ([GG]).

γ : C∗ → G, t 7→ γt, を h ∈ gが生成する Gの 1パラメーター部分群とすると,

C∗ 3 t : x 7→ t−2 Ad(γ−1
t )(x)

は Sf 上の C∗ 作用を定める. 容易に分かるようにこの C∗ 作用は f に縮小する.
以下に説明するように Sf はポアソン多様体の構造が入る. χ ∈ g∗ を x 7→ (f |x)

で定める. また, g の次数付けを

g =
⊕
j∈Z

gj , gj = {x ∈ g | adh(x) = jx}

で与える. このとき,

g1 × g1 → C
(x, y) 7→ χ([x, y])

はシンプレクティック形式を定めることがわかる. この形式に関する g1 のラグラン
ジャン部分空間 l を固定し,

m = l⊕
⊕
j≥2

gj ⊂ g

と定めると, mは gの冪零部分代数になる. また, χのmへの制限は指標になる (すな
わち, χ([m, m]) = 0)

M を mに対応する Gの冪単部分群とすると制限写像

µ : g∗−→m∗

はM の作用に関するモーメント写像であり, 点 χ ∈ m∗ は一点からなるM の軌道で
ある. 逆像 µ−1(χ) = χ + m⊥ は Sf を含むが, Sf の横断性より次が従う.

2このことから, U(g) の任意の有限生成加群の零化イデアル冪零錐に含まれることがわかる.
3O = Ad G.x, x ∈ N の形の (随伴作用に関する)G 軌道のことである.



定理 3.1 ([Kos, GG]). (i) χ はモーメント写像 µの正則値である.
(ii) 次はアフィン代数多様体の同型を与える.

M × Sf
∼→ µ−1(χ), (g, x) 7→ Ad g.x.

定理 3.1 より Sf
∼= µ−1(χ)/M には還元されたポアソン多様体の構造が入る.

ポアソン多様体 Sf は自然な非可換変形を持つことが知られている ([Kos, Pre]).
以下にその BRST還元法を用いた構成 ([KS])を説明する.

Cl•mを m⊕m∗に付随したクリフォード代数とし, deg m = −1, deg m∗ = 1によっ
て次数付けをいれる: Cl•m =

⊕
p∈Z Clpm.

Cl•m のフィルトレーションを Cl•m,p = Λ≤p(m)Λ•(m∗) で定めると

grCl•m =
⊕

p

Cl•m,p/Cl•m,p−1

はスーパーポアソン代数になる. これを古典クリフォード代数という. 環としては

grCl•m = Λ(m)⊗Λ(m∗)

であり, ポアソン構造は

{x, y} = 0 {f, g} = 0 {f, x} = f(x) (x, y ∈ m, f, g ∈ m∗)

で与えられる.
テンソル積 U(g)⊗Cl•mには自然にスーパー代数の構造が入るが, Lie代数の準同型

θ : m 7→ U(m)⊗Cl0 ⊂ U(g)⊗Cl•m, x 7→ x⊗1 + 1⊗ ad(x)

が存在する. ただし

ad : m 7→ Cl0

は mの随伴作用が定める Lie代数の準同型である4.

補題 3.2. ([KS, Akm, BD]
(i) 任意の x ∈ m について [Q, 1⊗x] = θ(x) + χ(x) をみたす U(g)⊗Cl1mの元Q
が唯一存在する.

(ii) 上で定まる元 Q は Q2 = 0を満たす.

具体的には, Qは次で与えられる. mの基底を {xi}, その双対基底を {x∗
i }, 構造定

数を {ck
ij}とすると

Q =
∑

i

(xi + χ(xi))⊗x∗
i − 1⊗1

2

∑
i,j,k

ck
ijx

∗
i x

∗
jxk.(2)

Qは oddの元だから Q2 = 0より (ad Q)2 = 0が従う. 従って (C•(g), adQ)は
dga(differential graded algebra)である. 特にそのコホモロジー

H•
f (U(g)) := H•(U(g)⊗Cl•m, adQ)

は次数付けされたスーパー代数の構造を持つ.
スーパー代数U(g)⊗ClmのフィルトレーションFp(U(g)⊗Clm) =

∑
i+j≤p Ui(g)⊗Cl•m,j

に関する associated graded は

grF (U(g)⊗Clm) = gr U(g)⊗ gr Cl•m
∼= C[g∗]⊗ gr Cl•m

4mの冪零性を使う.



となる. Q ∈ (F1U(g)⊗Cl•m) の grF (U(g)⊗Clm) = C[g∗]⊗ grCl•m での像を Q̄と書
くと (ad Q̄)2 = 0である. 従って (C[g∗]⊗ grCl•m, ad Q̄) は dgPa(differential graded
Poisson algebra)である. とくにそのコホモロジーはポアソン (スーパー)代数になる.

定理 3.3 ([KS]). 任意の i ∈ Z× についてHi(C[g∗]⊗ gr Cl•m, ad Q̄) = 0が成立し, 次
のポアソン代数としての同型が存在する.

H0(C[g∗]⊗ gr Cl•m, ad Q̄) ∼= C[Sf ]

定理 3.4 ([Kos, Pre, GG]). Hi 6=0
f (U(g)) = 0 and gr H0

f (U(g)) ∼= C[Sf ]. ここで
grH0

f (U(g)) は U(g)⊗Cl•m のフィルトレーションが誘導する H•
f (U(g)) のフィルト

レーションに関する associated graded ポアソン代数.

Sf の量子化

U(g, f) := H0
f (U(g))(3)

を (g, f)に付随する有限W 代数と呼ぶ5.
この有限W 代数の定義は通常のものとは異なるが, 等価であることを確かめるこ

とが出来る ([A2, DSK, BGK]).

例 3.5. g = glN とする. (glN は単純ではないが上で述べたことがそのまま適用され
る. )

f = fprin :=


0 0 0 · · · 0
1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

. . .
...

· · · · · · 1 0


とすると f = Fprin は主冪零元である. すなわち,

N = Ad G.fprin

定義から

Sf =




y1 y2 y3 · · · yN

1 y1 y2 . . . yN−1

0 1 y1 . . . yN−2

...
. . . . . .

...
0 · · · 0 1 y1

 |y1, . . . , yN ∈ C


となるが,

C[Sf ] ∼←
制限写像

C[g∗]GLN ∼=
Chevalley の制限定理

C[h∗]SN

が成立する. ここで hは対角行列からなる gの Cartan部分環. この量子化として

U(g, fprin) ∼←
Kostant の Whitttaker 模型 [Kos]

Z(g) ∼=
Harish-Chandra 同型

S(h)SN ,(4)

が成立するとが知られている.

5U(g, f) はラグランジャン部分空間 l の取り方に依らず定まることが知られている.



上で与えた有限W 代数の定義の利点はその関手性にある. いろいろなバージョン
を考えることができるが (cf. [A2, A7]) ここでは U(g)の Harish-Chandra両側加群
の圏HC を考える:

HC = {g の随伴作用が局所有限であるような両側 U(g) 加群のなす圏 }.

M ∈ HC についてM⊗Cl•mは自然に両側 U(g)⊗Cl•m加群であり, 特に adQが作用す
る. 従ってそのコホモロジー H•

f (M) = H0(M⊗Cl•m, adQ) は両側 U(g, f)加群にな
り, 関手

HC → {両側 U(g, f)加群の圏 }, M 7→ H0
f (M),(5)

が定まる.

定理 3.6 ([Los2, Gin]). 任意のM ∈ HC について Hi 6=0
f (M) = 0. 従って (5) は完全

関手.

I を U(g)の両側イデアルとすると I と U(g)/I は共にHC 対象である. 従って定
理 3.6より次の完全列が存在する.

0→ H0
f (I)→ U(g, f)→ H0

f (U(g)/I)→ 0.

故にH0
f (I)の (gradedな)イデアルである. U(g, f)の両側イデアル Jに対してもその

associated variety Var(J)が Sf の部分代数多様体として定まるが, H0
f (I)は graded

なので Var(H0
f (I))は Sf の C∗ 不変な部分代数多様体である.

定理 3.7 ([Los1], [Gin]). U(g)の両側イデアル I について次が成立する.

Var(H0
f (I)) = Var(I) ∩ Sf .

系 3.8. I を U(g)の primitive ideal, Oを Var(I) = Oとなる gの冪零軌道とする.

(i) H0
f (U(g)/I) 6= 0 ⇐⇒ AdG.f ⊂ O.

(ii) H0
f (U(g)/I) が (零でない)有限次元 (代数) ⇐⇒ f ∈ O.

H0
f (U(g)/I) は U(g, f)の商代数であるので, H0

f (U(g)/I)の既約表現は U(g, f)の
既約表現でもある.

定理 3.9 ([Los2]). I を U(g)の primitive ideal, Oを Var(I) = Oとなる gの冪零軌
道, f ∈ Oとすると, H0

f (U(g)/I) は有限次元半単純代数. さらに U(g, f)の任意の有
限次元既約表現はこのようにして現れる.

4. カイラル表現論における冪零軌道

ĝを gに付随するアフィン Kac-Moody代数とする.

ĝ = g⊗C[t, t−1]⊕CK.

交換関係は

[xtm, ytn] = [x, y]tm+n + (x|y)δm+n,0K, [K, ĝ] = 0 (x, y ∈ g)

で与えられる.
以下 gの内積は (θ, θ) = 2 と正規化されているとする. ただし θは gの最高ルート.
k ∈ Cについて

V k(g) := U(ĝ)⊗U(g[t]⊕CK)Ck



とおく. ただし, Ck は g[t]が自明に, K が定数 k で作用する g[t]⊕CK の一次元表
現. V k(g) は自然な頂点代数の構造を持つことが知られており,

頂点代数としての V k(g)加群 = レベル kの滑らかな ĝ加群

となる ([Kac, FBZ]などを参照). ここで ĝ加群M が ĝ加群がレベル kであるとは中
心元K が定数 kで作用すること, また滑らかであるとは任意の x ∈ g, m ∈ M に対
して xtrm = 0が十分大きな rに対して成立することを云う. V k(g) は g に付随した
レベル kの普遍頂点代数と呼ばれる.

Nk(g) を V k(g) の唯一の極大部分加群とすると, 一般論によりNk(g)は V k(g)の
頂点代数としてのイデアルでもある. 従って既約商加群 Lk(g) = V k(g)/Nk(g) は単
純な頂点代数となる. Lk(g)加群の圏 Lk(g) -Modは V k(g)加群の圏 V k(g) -Mod(=
レベル kの滑らかな ĝ のなす圏)の次で与えられる充満部分圏である.

Lk(g)-Mod = {M ∈ V k(g)-Mod | a(n)M = 0 ∀a ∈ Nk(g), n ∈ Z}

ここで, 頂点代数 V について V -Modで V 加群の圏を表し,

V → (End M)[[z, z−1]], a 7→ a(z) =
∑
n∈Z

a(n)z
−n−1

を V のベクトル空間M への表現とする.
Lk(g)-Modの記述は基本的な問題ではあるが一般には未解決である. ただし, 次は

よく知られている.

定理 4.1. kが非負整数の時, Lk(g)-Mod は ĝのレベル kの可積分表現のなす圏に等
しい.

頂点代数 V k(g), Lk(g) は deg xtn = −n により次数付けされていることに注意
する.

Zhu[FZ]は関手

{次数付けされた頂点代数のなす圏 } → {C上の多元環のなす圏 }, V 7→ A(V ),

を構成し, 次の全単射が存在することを示した.

{Z≥0 で次数付けされた単純 V 加群の同型類 } ∼→ {単純 A(V )加群の同型類 }
M 7→ Mtop.

ここで, Mtop はM の最低次数の成分.
普遍アフィン頂点代数の場合, 自然な同型

A(V k(g)) ∼= U(g)

が任意の kについて成立しおり, U(g)の単純加群 Eに対応する単純 V k(g)加群は誘
導表現 U(g)⊗U(g[t]⊕CK)E の唯一の既約商である.
また頂点代数の全射 V → V ′ は多元環の全射 A(V )→ A(V ′)を誘導する. 従って

Lk(g)の Zhu代数は U(g)の商に同型となる:

A(Lk(g)) ∼= U(g)/Ik ∃両側イデアル Ik.

よって単純 Lk(g)加群の分類は (U(g)の表現論をmoduloとして) Ik を含む U(g)の
primitive idealの分類に帰着する. Primitive ideal J が Ik に含まれれば Var(J) ⊂
Var(Ik) であるので, まず Ik の associated varietyを決定しようというのは自然な発
想である. しかし A(V )の定義が複雑なため, 一般にはこれが既に難しい.



一方, 頂点代数 V に対してはその随伴多様体を定義する方法が別にある. Zhu[Zhu]
により,

RV := V/C2(V ), C2(V ) = {a(−2)b | a, b ∈ V }.

は次でポアソン代数の構造を持つことが知られている.

āb̄ = a(−1)b, {ā, b̄} = a(0)b.

RV を Zhuの C2 代数と云う. 従って V の随伴多様体 XV を

XV = Specm RV

で定義することができる.
V が V k(g), あるいはその商であるとき, C2(V ) = g[t−1]t−2V となることがわか

る. 従って

C[g∗] = S(g) ∼= RV k(g), x 7→ xt−11

が成立し,

XV k(g) = g∗

となる. XLk(g) は g∗ の G不変なポアソン部分代数多様体である.
XV は次の意味で V の重要な不変量である.

定理 4.2 ([A4]). 次の条件は同値である.

(i) dim XV = 0,
(ii) dim Spec(gr V ) = 0.

ここで gr V は V の自然なフィルトレーションに関する associated graded vertex
algebra6.

　XV の次元が 0 であるような頂点代数は C2有限であると呼ばれる. 定理 4.2よ
り, C2有限な頂点代数は有限次元代数の類似と見なすことができるが, 様々な良い性
質を持つことが知られている ([ABD, H2, H1, Miy]などを参照のこと).
次はよく知られている.

定理 4.3. 次の三つの条件は同値.

(i) dim XLk(g) = 0,
(ii) Lk(g)は可積分である.
(iii) k ∈ Z≥0.

上の定理より, C2 有限性条件はアフィン Kac-Moody代数の表現論における可積
分性条件を一般の頂点代数に拡張したものであるとみなすこともできる.
さて Zhu代数と Zhuの C2 代数の関係は次で与えられる.

補題 4.4 ([ALY]). 自然なポアソン代数の全射

RV � grA(V )

が存在する. ここで　 grA(V )は V の次数付けが誘導するA(V )のフィルトレーショ
ンに関する associated graded Poisson algebra.

6これは Poisson vertex algebra であり, 特に可換な C 代数の構造が入る.



上の補題から

Var(Ik) ⊂ XLk(g)(6)

が従う.
写像RLk(g) � grA(Lk(g)) は一般には同型では無い7が, 我々は次を予想している.

予想 4.5 ([A7]). 任意の kについて Var(Ik) = XLk(g).

さて U(g)の primitive イデアルの associated variety の場合と違い, XLk(g) は冪
零錐N に含まれるとは限らない. 実際, kが有理数でないとき Lk(g) = V k(g)である
のでXLk(g) = g∗ となる.
一方, 定理 4.3より k ∈ Z≥0のときXLk(g) = {0} である. これ以外にXLk(g) ⊂ N

となるような場合はあるであろうか？
hを gの Cartan部分環とすると, ĥ = h⊕CK は ĝの Cartan部分環になる. その

双対を ĥ+ = h∗⊕CΛ0 とする. ただし, Λ0(K) = 1, Λ0(h) = 0.
∆̂re を ĝの実ルートの集合, ∆̂re

+ を ĝの正の実ルートの集合とする.
λ ∈ ĥ∗ について L(λ)を最高ウエイト λの ĝの既約表現とする. ĝの表現として,

Lk(g) ∼= L(kΛ0)

である.
L(λ)は次を満たすとき許容表現であると云う.

(i) λは regular dominantである. すなわち,

〈λ + ρ̂, α∨〉 6∈ {0,−1,−2. . . . }, ∀α ∈ ∆̂re
+

ここで ∆̂re
+ は ĝの正の実ルートの集合.

(ii) Q∆̂(λ) = Q∆̂re. ただし, Q∆̂(λ)は λの integral root system: ∆̂(λ) = {α ∈
∆̂re | 〈λ, α∨〉 ∈ Z}.

定義から,

{可積分表現 } ⊂ {許容表現 }

である. 従って許容表現は可積分表現の一般化と見なすことができる.
許容表現は可積分表現と同様, 様々な良い性質を持つ. 例えば条件 (i)より可積分

表現はWeyl-Kac型の指標公式を持つことが従う.

chL(λ) =
∑

w∈cW (λ)

(−1)`λ(w)ew◦λ∏
α∈b∆+

(1− e−α)dim bgα
.(7)

ここで Ŵ (λ)は ∆̂re(λ)に対応する鏡映で生成される ĝのワイル群 Ŵ の部分群. さ
らに (ii)の条件から chL(λ)はある種のテータ関数で表すことができ, モジュラー群
SL2(Z)の作用に関する不変性を持つことがわかる (指標がモジュラー不変性を持つ
表現は許容表現に限ることが予想されている [KW1]). また 2つの許容表現の間には
非自明な拡大がない ([GK]). 従って ĝの許容表現は半単純な圏をなす.
一方, 可積分表現でない許容表現は (可積分表現とは異なり)ワイル群不変性を持

たず8, ユニタリー性も成立しない. 自然な幾何学的実現は (現在のところ）知られて
おらず, 結晶基底の存在も (現在のところ）知られていない.

7例えば gが E8 型で k = 1のとき, (vareityは共に {0}であるが)核が非自明であることが容易にわ
かる.

8指標 (7) は cW (λ) 不変ではない.



レベル k は L(kΛ0)が許容表現となるとき許容であると云われる. これは次の条
件と同値である. (1) k ∈ Qかつ (2) kΛ0が ĝウエイトとして regular dominantであ
る. 具体的には許容レベルは次の形をしている ([KW2]).

k + h∨ =
p

q
, (p, q) ∈ N, (p, q) = 1, p ≥

{
h∨ (r∨, q) = 1のとき,

h (r∨, q) = r∨ のとき

ここで, h, h∨はそれぞれ ĝのCoxter数と双対Coxeter数, r∨ =


1 gが ADE 型のとき
2 gが BCF 型のとき
3 gが G2 型のとき.

次の結果は Feigin-Frenkel によって予想され, g = sl2 のときは Feigin-Malikov
[FM]によって示されていた.

定理 4.6 ([A5]). kが許容であればXLk(g) ⊂ N .

さらに次が成立する (Josephの定理のアフィンアナローグ).

定理 4.7 ([A5]). kが許容レベルの時 XLk(g) は kの分母 q ∈ N のみに依る N の既
約な部分代数多様体である. すなわち, 各 q ∈ Nに対して冪零軌道Oq が存在し, 分母
が qの許容レベル kに対して

|XLk(g)| = Oq

となる. 具体的には Oq は次で与えられる.

Oq =

{
{x ∈ g | (adx)2q = 0}, (q, r∨) = 1のとき,

{x ∈ g | πθs(x)2q/r∨
= 0}, (q, r∨) = r∨のとき.

ここで θsは gの最高ショートルート, πθs は最高ウエイト θsの gの有限次元既約表現.

例 4.8. g = sln(C)のとき, Oq は分割

{
(n) ` n (q ≥ n)
(q, q, . . . , q, s) ` n (0 ≤ s < n) (q < n)

に

対応する冪零軌道である.

注意 4.9. 上の定理から kが許容レベルの時

Specm(gr Lk(g)) ∼= JOq

であることも従う. ここで JX はX のアーク空間9

定理 4.10. [A7] kが許容レベルの時予想 4.5は正しい. すなわち, q ∈ Nを kの分母
とすると

Var(Ik) = Oq.

定理 4.6と定理 4.10の証明には (アフィン)W 代数を使う.
Dufloの定理から, 次の結果は Ikを含むU(g)の primitive idealを完全に決定する.

定理 4.11 ([A6]). λ ∈ ĥ∗ をレベル k(i.e. λ(K) = k)とすると L(λ)が Lk(g)加群で
あるための必要十分条件は L(λ)が ∆̂(λ) ∼= ∆̂(kΛ0)なる許容表現であることである.

9C 上の有限型スキーム X に対し, JX は任意の可換 C 代数 A に対し Hom(Spec A, JX) ∼=
Hom(Spec A[[t]]], X) を満たすスキームとして定義される (cf.
citeEinMus).



5. (アフィン)W 代数

f ∈ N とし, Wk(g, f)を (g, f)に付随するレベル k ∈ CのW 代数とする ([FF,
KRW]). Wk(g, f)は一般にはリー環ではなく頂点代数であり, 次の性質を持つ.

• XWk(g,f)
∼= Sf かつ, gr Wk(g, f) ∼= C[JSf ] ([DSK, A5]).

• Wk(g, f) は次の意味で有限 W 代数 U(g, f) のアフィン化である10([[DSK,
A2]]).

A(Wk(g, f)) ∼= U(g, f)

• Wk(g, f) は次の意味でアフィン Kac-Moody代数や Virasoro代数の一般化
である.

– Wk(g, 0) = V k(g),
– Wk(sl2, f)は (k 6= −2のとき)中心電荷 1−6(k+1)2/(k+2)のVirasoro
頂点代数である.

Wk(g, f)は量子Drinfeld-Sokolov還元法によって定義される. すなわりあるBRST
コホモロジー関手H•

f (?)を用いて

Wk(g, f) = H0
f (V k(g))

と定義される ((3)のアナローグ).
Wk(g, f)の唯一11の既約単純商をWk(g, f)と書く. XWK(g,f)

∼= SfなのでXWk(g,f)

は Sf の C∗ 不変なポアソン部分代数多様体になる. 従って,

Wk(g, f)が C2 有限 ⇐⇒ XWk(g,f) = {f}.

例 5.1. g = glN , f = fprin とする. (4) より,

U(g, fprin) ∼→ S(h)SN ↪→ S(h)

であった. hの自然なアフィン化としてはHeisenberg代数が考えられる. 対応する頂
点代数は hに付随した (レベル κ = k + N の12) 普遍アフィン頂点代数 Hκ である.
これは生成場 xi(z) =

∑
n∈Z xi,nz−n−1 (i = 1, . . . , N), OPE

xi(z)xj(w) ∼ κδi,j

(z − w)2

(⇐⇒ [xi,n, xj,m] = κnδn+m,0δi,j)

で定義される頂点代数である.
Harish-Chandra同型のアフィン化として,三浦変換と呼ばれる頂点代数の埋め込み

Wk(g, fprin) ↪→ Hκ.

が存在することが知られている.
Hκ の部分頂点代数としてはWk(g, fprin) は以下で定義される場

W (1)(z), W (2)(z), . . . , W (N)(z)

10Wk(g, f)は一般には 1
2

Z≥0-gradedなのでここでの Zhu代数は正確には Ramond twisted Zhu代
数である.

11k = −h∨ の時は唯一の graded simple quotient
12κ 6= 0 に依らない.



で生成される.
N∑

j=0

W (j)(z)(ν∂)N−j =: (ν∂z + x1(z))(ν∂z + x1(z)) . . . (ν∂z + xN (z)) :

ここで, ∂zxi(z) = d
dz xi(z) + xi(z)∂z, ν = κ− 1 = k + N − 1. よって

W (r)(z) =
∑

i1<i2<···<ir

: xi1(z)xi2(z) . . . xir (z) : +lower

という形をしている ([FL], [AM]も参照のこと). ただし, W (r))(z)たちのOPE(交換
関係)に関する closed formulaは知られていない (導出は不可能だと思われる).

さて, 有限次元の場合同様, 次の関手が定まる.

V k(g)-Mod→Wk(g, f)-Mod, M 7→ H0
f (M)

KLkを ĝのレベル kのHarish-Chandra (ĝ, G[[t]])加群の圏とする. すなわちKLk

はG[[t]]加群の構造を持ち, その作用を微分することによって得られる g[[t]]の作用が
g[t] ⊂ ĝの作用と整合的な対象からなるレベル kの ĝ加群のなす充満部分圏である.

定理 5.2 ([A5]). 任意の k ∈ C, M ∈ KLk についてHi 6=0
f (M) = 0. 従って

KLk →Wk(g, f)-Mod, M 7→ H0
f (M),

は完全関手.

上の定理より, 特に自然な全射 V k(g) → Lk(g) は頂点代数の全射 Wk(g, f) =
H0

f (V k(g)) → H0
f (Lk(g))を誘導する. 従って H0

f (Lk(g))は零でなければWk(g, f)
の商頂点代数である. 特に単純W 代数Wk(g, f)をその商に持つ.

予想 5.3 ([FKW, KRW]). H0
f (Lk(g))は零でなければWk(g, f)に同型.

上の予想は多くの場合 [A1, A2, A3] において証明されている.

定理 5.4 ([A5]). 任意の k ∈ C, f ∈ N について次が成立する.

XH0
f (Lk(g)) = XL(kΛ0) ∩ Sf .

系 5.5. H0
f (Lk(g)) 6= 0 ⇐⇒ f ∈ XL(kΛ0).

系 5.6. kを分母が q ∈ Nの許容レベル, f ∈ Oqとする. このときXH0
f (L(kΛ0)) = {f}.

従ってH0
f (L(kΛ0)) は C2 有限. 故にWk(g, f)も C2 有限.

6. W 代数の極小模型

頂点代数 V は全ての加群が完全可約のとき有理的であると云われる.

定理 6.1. V を有理的かつ C2 有限, CFT型の頂点作用素代数とする.
(i) ([Zhu], Dong-Lin-Ng]) {M1, . . . , Mr}を単純 V 加群の完全代表系, v ∈ V の
ウエイト kの斉次ベクトルとすると {q−

cv
24 trMi(o(v)qL0)} はウエイト kの

モジュラー形式となる. ただし, o(v)は V の斉次成分を保つ v(z)のフーリ
エ係数.

(ii) ([H1]) V 加群の圏はモジュラーなテンソル圏になる. 特に対応するReshetikhin-
Turaev不変量は 3次元多様体の不変量を与える.



主冪零軌道 Oprin は N の中の稠密な G軌道であった. 許容レベル k は次を満た
すとき非退化であると云われる.

XLk(g) = Oprin(= N ).

q ∈ Nを kの分母とするとこれは次の条件と同値である.

q ≥

{
h ((q, r∨) = 1のとき),
r∨Lh∨ ((q, r∨) = r∨のとき).

予想 6.2 ([FKW]). kを非退化許容レベルするとWk(g, fprin) は有理的 (かつ C2 有
限).

g = sl2のとき, 非退化許容レベルに対応するWk(g, fprin)は Virasoro代数の極小
模型 ([BPZ])に対応した頂点代数に他ならない.
予想 6.2 はKac-脇本 [KW2]によって一般化された. 冪零軌道Oq を用いるとそれ

は次の形で述べることができる ([A5]).

予想 6.3 ([KW2]). kを q ∈ Nを分母とする許容数とする. 次を満たすときWk(g, f)
は有理的である.

• f ∈ Oq.
• f は標準 Levi typeである.
• (q, r∨) = 1.

現在我々は上の条件のうち, 最後の 2つの条件は必要ないと考えている.

予想 6.4 (A.). kを q ∈ Nを分母とする許容数とする. f ∈ Oq とするとWk(g, f)は
有理的である.

定理 6.5. (i) ([A7]) 予想 6.2は正しい.
(ii) ([A8]) g = sln のとき, 予想 6.3は正しい（このときは最後の 2つの条件は
自動的に満たされる).

(iii) ([A8]) f が ADE 型の副正則元の時一般化された Kac-脇本予想 6.4は正し
い (DE 型の副正則元は標準 Levi typeではない).
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