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概要：§1 で 導入と記号の設定も込めて p進群上の球関数を振り返る．§2 以降は等質空
間上の球関数について考察する．まず，等質空間上の球関数の定義と例を与え，§3 で
は，線形形式の空間の場合に球関数と表現の局所密度は密接な関係をもつことを紹介
し，大局的応用についても言及する．§4 で，等質空間の球関数の表示式を述べる．群
上の球関数の明示式に現れるデータと，考えている等質空間上の球関数の関数等式を
用いて表わす式である．ワイル群の作用に関する球関数の関数等式が欲しいので，§5
では，特に単純ルートに対応する作用についての関数等式をもつための十分条件とそ
のときの形を紹介する．等質空間上の調和解析の例を §6で述べる．

§1 p進群上の球関数
この話全体で k は p-進体とし，その素元を π, 剰余体位数を q とし，k 上の付置 | |

は |π| = q−1 と正規化しておく．k上定義された代数的集合とその k-有理点のなす集合
を，G と G のように対応する文字で表す．

さて，G は k 上定義された線形連結簡約代数群，K は G の “良い ”極大コンパクト
部分群とする．G の極大 k-split torus の次元を r とする．G の K に関するヘッケ環

H(G,K) := {f : G −→ C | 両側 K-不変，コンパクト台 }
は超越次数 r の可換 C-代数であり，KgK の特性関数たちで張られ，関数空間

C(G,K) := {Ψ : G −→ C | 両側 K-不変 }
に接合積

f ∗Ψ(x) =
∫

G
f(g)Ψ(g−1x)dg, dgは G 上の左不変測度 によって作用する．

ω ∈ C(G,K) が ω(1) = 1 で H(G, K)-同時固有関数であるとき，G上のK に関する
(帯)球関数 (zonal) spherical function と呼ぶ．

1



例 1. (Satake, Macdonald) G = GLn(k), K = GLn(Ok) を考える．下三角ボレル部分
群 B をとる．r = n であり，G の両側K剰余類分解 (カルタン分解)は次のように与
えられる：

G = tλ∈ΛnKπλK, πλ = Diag(πλ1 , . . . , πλn),

Λn = {λ ∈ Zn | λ1 ≥ · · · ≥ λn} ⊃ Λ+
n = {λ ∈ Λn | λn ≥ 0} . (1.1)

H(G,K) は，対称 Laurent多項式のなすC-代数と同型となり，球関数を与えることと
C-代数同型 H(G, K) −→ C を与えることは同値で，球関数は z ∈ Cn に対して

ωz(g) =

∫

K

ψz(kg)dk, (1.2)

ψz(g) =
n∏

i=1

|pi|zi+
n−2i+1

2 , g ∈




p1 ∗
. . .

0 pn


 K.

の形で与えられ，Weyl 群 W は zi の置換として作用して，佐武同型

λz : H(G,K)
∼→ C[q±z1 , . . . , q±zn ]Sn , f 7−→ f̂(z) =

∫

G

f(g)ωz(g)dg (1.3)

を与える．さらに明示式は λ ∈ Λn について

ωz(π
λ) = q

1
2

Pn
i=1(n−2i+1)λi

n∏
i=1

1− q−1

1− q−i
·
∑
σ∈W

σ(q−
Pn

i=1 λizi

∏
i<j

1− qzi−zj−1

1− qzi−zj
)

と与えられる．これは，定数 cλ と Hall-Littlewood 対称式 Pλ によって

ωz(π
λ) = cλ · Pλ(q

−z1 , . . . , q−zn ; q−1) (1.4)

とも表示できる．但し

cλ = δ
1
2 (πλ) · wλ(q

−1)

wn(q−1)
, δ

1
2 (πλ) = q

1
2

Pn
i=1(n−2i+1)λi

wλ(t) =
∏

`

wm`(λ)(t), wm(t) =
m∏

i=1

(1− ti), m`(λ) = ] {i | 1 ≤ i ≤ n, λi = `} ,

Pλ(x1, . . . , xn; t) =
(1− t)n

wλ(t)

∑
σ∈Sn

σ(xλ1
1 · · · xλn

n

∏
i<j

1− tx−1
i xj

1− x−1
i xj

). (1.5)

{Pλ(x; t) | λ ∈ Λn} は C[t][x±1
1 , . . . , x±1

n ]Sn の直交基底となることが分かっている．そ

れにより，Plancherel公式は，a∗ =
{√−1

(
R/ 2π

log q
Z

)}n

と a∗上の不変測度 dzを用い
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て、以下のように与えられる：
∫

G

f1(g)f2(g)dg =

∫

a∗
f̂1(z)f̂2(z)dµ(z), f1, f2 ∈ H(G,K), (1.6)

dµ(z) =
dz

|c(z)|2 , c(z) =
∏
i<j

1− q−zi+zj−1

1− q−zi+zj
.

p進群上の球関数論の発端は，Mautner([Mau58]) の PGL2 についての論文と言ってよ
かろう． p進簡約群上の球関数の一般論は Satake ([Sata63])で展開された．Macdonald

([Mac71]) が明示式と Plancherel 公式を与え，Casselman([Cas80]) が表現論的な証明
の再構成をし，Casselman-Shalika ([CS80]) は (不分岐拡大で split する場合について)

Whitakker関数の明示式が与えた．
Cartier による p進群の表現論の論説 ([Car79])は，Casselmanの手法の解説も含み，記
号の定義などが明確である．

また，Macdonald([Mac00]) は，ルート系に付随する直交多項式系 (Macdonald 多項式)

の理論を展開した．単連結な p進群の場合には明示式はこれらの多項式の特殊化で本
質的に表示され，Plancherel測度も具体的に与えられる．

§2 等質空間上の球関数 (定義と例)

先と同様に, G は k上定義された線形連結簡約代数群，P はその k上定義された極小
放物部分群，K は G の “良い”極大コンパクト部分群，G = PK = KP とし，G が k

上定義された affine variety X に k上作用している場合を考える (代数的閉包 k上では
推移的に作用しているとする)．

数論的に興味深い X = X(k) を G の作用と共に考察したい．作用を G × X −→
X, (g, x) 7−→ g · x と表すことにする (k 上でも同じ記号).

X 上の Schwartz 空間 S(K\X)とその代数的双対空間 C(K\X)

C(K\X) = {Ψ : X −→ C | 左 K-不変 } ⊃ S(K\X) = {ϕ ∈ C(K\X) | コンパクト台 }

を導入する．これらには，接合積により H(G,K) が作用する：

f ∗Ψ(x) =

∫

G

f(g)Ψ(g−1 · x)dg, f ∈ H(G,K), Ψ ∈ C(K\X).

ω(6= 0) ∈ C(K\X) が H(G,K)-同時固有関数であるとき，X 上の (K に関する)球関
数と呼ぶ．

G ∼= G×G/∆(G) であり， G̃ = G×G, K̃ = K ×K とすると，S(K̃\G) = H(G,K)

(as C-spaces) であるから，先に考えた群上の球関数を含む概念である．
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(G,X) について以下の条件を考える．

(A1): X は有限個の P-軌道に分解する．( =⇒ Zariski 開軌道 Xop が存在)

(A2): X 上の P-相対不変式の基本系を X上の正則関数にとれる．

(P の k-有理指標の全体 X(P) は自由アーベル群をなす．k上定義された有理関数
d : X −→ C は，ある ψ ∈ X(P)について d(p · x) = ψ(p)d(x), p ∈ P をみたすと
き，P-相対不変であると言う．相対不変式に対応する指標の全体 X0(P) (⊂ X(P))

の基底を与える相対不変式の系を基本系と呼ぶことにする．）

(A3): 任意の y ∈ X\Xop に対して，Py
o上非自明な ψ ∈ X0(P) が存在する.

(但し，Py
o は y の固定部分群の単位元連結成分を表す.)

(A4): X(P) と X0(P) の階数が一致． (n := rk(X0(P)) ≤ r = rk(X(P))とする.)

注意： X は連結線形簡約群の等質空間であるから既約で，(A1) からただ一つの開軌
道を持つ．Xが球等質空間ならば (A1) はみたされる．対称空間，特に involution θ に
関して X ∼= G/Gθ ならば，球等質空間である．
(A2) に関連し，概均質ベクトル空間の相対不変式の基本系は多項式関数でとれること
が知られている．
(A3)は，球関数の表示式 (§4)を得るのに必要．(A4)をみたさないこともしばしばある．

以下，(A1)–(A3) を仮定する．

典型的な構成法：di(x), 1 ≤ i ≤ n を (A2) のような P-相対不変式の基本系とする．
s ∈ Cn と x ∈ X について，K上の不変測度 dk を用いて

ω(x; s) :=

∫

K

|d(k · x)|s dk, |d(y)|s =
n∏

i=1

|di(y)|si . (2.1)

右辺の積分は，Re(si) ≥ 0, ∀i のときに絶対収束し，Cn まで qsi の有理関数として解析
接続される．この意味で ω(x; s) を考えると，C(K\X) の元であり，さらに H(G,K)-

同時固有関数であることが分かり，ω(x; s) は X 上の球関数となる．実際

(f ∗ ω( ; s))(x) = λs(f)ω(x; s), f ∈ H(G,K),

λs(f) =

∫

P

f(p) |ψ(p)|−s δ(p)dp, |ψ(p)|−s =
n∏

i=1

|ψi(p)|−si , (2.2)

但し，dp は P 上の左不変測度，
∫

K∩P
dp = 1，δ(p) は P の modulus 指標とする.

上の λs は H(G, K) の佐武同型の特殊化で得られ，ともかく，球関数は，その “固有

値” λs, s ∈
(
C/2π

√−1
log q

Z
)n

で parametrize されることが分かる．群上の場合は，r = n
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で (generic な) s ∈ Cn について１次元であるが，等質空間の場合，generic s ∈ Cn で
一次独立な球関数は ](P\Xop) だけ存在する．

次のようなことが問題となる．

・空間のカルタン分解 (K\X の良い代表系）を求める．
・球関数 ω(x; s) の明示式．

・X 上のすべての球関数を求める．

・関数空間 S(K\X) の H(G,K)-加群としての構造を定める．球関数 Ψ(x, s) を核関数
に用いて球フーリエ変換 S(K\X) −→ C(qs1 , . . . , qsn), ϕ 7−→ ϕ̂(s) =

∫
X

ϕ(x)Ψ(x; s)dx

を考察する．

・a∗ =
√−1

(
R

/
2π

log q
Z

)n

上のPlancherel 測度とPlancherel公式を与える．言い換える

と
∫

X
ϕ(x)ψ(x)dx =

∫
a∗ ϕ̂(s)ψ̂(s)dµ(s), ϕ, ψ ∈ S(K\X) をみたすように a∗ 上の測度を

与える.

・数論的応用：§3 で述べる局所密度はその例であるし，そもそも球関数は保型形式や
保型表現とは密接な関係を持っている．

例 2. 対称形式 (S)，エルミート形式 (H)，交代形式 (A) の空間．いずれの場合も極
小放物型部分群P としては，下三角行列からなるボレル部分群Bをとり，以下で基本
系とはB-相対不変式の基本系を意味する．行列 g の左上 i 次小行列式 を di(g) と表
すことにする．

(S): Gn = GLn(k), Xn = {x ∈ Gn | tx = x}, Kn = GLn(Ok).

基本系は di(x), 1 ≤ i ≤ n で，対応するBの指標は ψi(p) = di(p)2．

(H): ２次拡大 k′/k を一つ決めて，これに対応するエルミート行列を考える．
Gn = GLn(k′), Xn = {x ∈ Gn | x∗ = x}, Kn = GLn(Ok′).

基本系は di(x) ∈ k, 1 ≤ i ≤ n で，対応する指標は ψi(p) = Nk′/k(di(p))．
k′/k が不分岐の場合を (Hu), 分岐する場合を (Hr) と表す.

(A): Gn = GL2n(k), Xn = {x ∈ Gn | tx = −x}, Kn = GL2n(Ok).

基本系は，左上 2i 次 Pfaffian pfi(x), 1 ≤ i ≤ n で，対応する指標は ψi(p) = d2i(p)．

これらの空間では，球関数は表現の局所密度の生成関数ともみなせて興味深い (cf. §3)．
(A): [HS88], [HS89]; (S), (H) : [H88], [H90], [H99].
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例 3. Gm = GLm, SOm, Um, Spm などについて G = Gn と X = Gn/Gr ×Gn−r の組
(1 ≤ r < n).

交代形式の場合や 例 3 は 条件 (A4) をみたさない．

例 4. 直交対称行列の空間 ∼= SO(n, n)/S(O(n)×O(n)) や ユニタリ・エルミート行列
の空間 ∼= U(n, n)/U(n)× U(n). p進 (エルミート)Siegel 特異級数は，これらの空間の
球関数の特別なものと捉えられ，球関数論を用いて特異級数の関数等式が求められる．
([HS06], [H11])

k′/k が不分岐 non-dyadicの場合には，球関数の明示式やPlancherel公式も含めうまく
解析できる．([HK14], [HKpp])

例 5. 対称空間ではない例として G = Sp2 × (Sp1)
2 と X = Sp2 の組をあげておこう．

SO(5) と isogeny である．また Sp2n× (Spn)2 の Sp2n への作用は n = 1 のときだけ球
等質的である．([H05])

§3 球関数と局所密度
例２のような線形形式の空間の場合に，局所密度との関係を紹介する．

A ∈ Xm, B ∈ Xn, m ≥ n について，A による Bの表現の局所密度 α(A,B) を次式で
定義する：

α(A,B) := lim
`→∞

]N`(A,B)

q`n(∗) , (3.1)

但し，((∗), N`(A,B)) は空間 Xに応じて次式で与える．





(m− n+1
2

,
{

v ∈ Mmn(Ok/(π
`))

∣∣ tvAv ≡ B(mod(π`)
}
) −− (S)

(2m− n,
{

v ∈ Mmn(Ok′/(π
`))

∣∣ v∗Av ≡ B(mod(π`)
}
) −− (H)

(4m− 2n + 1,
{

v ∈ M2m,2n(Ok/(π
`))

∣∣ tvAv ≡ B(mod(π`)
}
) −− (A).

上の N`(A, B) の代わりに v を 正則行列に伸ばせるような (primitive)元に限定して
Npr

` (A,B) をとり， 原始的局所密度 αpr(A,B) を定義する．αpr(A,A) = α(A,A) で
ある．

` が十分大きいとき，(3.1) の右辺の分数は (α, αpr とも)一定となる．

もちろん，局所密度は A, B のそれぞれ Km, Kn の類で不変である．球関数もその定
義から Kn-不変であるから，Xn のカルタン分解が問題になり，それは次のように与え
られる．以下簡単のため，p 6= 2 と仮定する．
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カルタン分解 (Kn\Xn の完全代表系)は次のように知られている．

(S): Diag(πµ1 , . . . , ε1π
µ1 , . . . , πµt , . . . , εtπ

µt),

µ1 > · · · > µr, εi ∈ {1, δ}, (δ ∈ Ok は非平方の単数)

(Hu): πλ = Diag(πλ1 , . . . , πλn), λ ∈ Λn = {λ ∈ Zn | λ1 ≥ · · · ≥ λn}.
(Hr) : 略 (対角型とは限らぬ，単数もはいり，(S)と (Hu)のmixture 型),

(A) : xλ =

(
0 πλ1

−πλ1 0

)
⊥ · · ·⊥

(
0 πλn

−πλn 0

)
, λ ∈ Λn

X上の典型的な球関数は次式で与えらる，但し，χi は O×
k の２次指標で (Hu), (A)で

は自明とする．

ω(x; χ; s) :=

∫

K

n∏
i=1

|di(k · x)|si χi(di(k · x))dk. (3.2)

球関数と局所密度の関係 – 帰納的公式 ([HS88], [H88]): m > n, χj = 1 (j > n) とする
と，x ∈ Xm について ω(x; χ; s1, . . . , sn, 0, . . . , 0) は x に長方行列を作用させた結果で
決まり，局所密度と次のように結びつく：

ω(x; χ1, . . . , χn, 1, . . . , 1; s1, . . . , sn, 0, . . . , 0)

= cmn

∑

y∈Kn\Xn

αpr(x, y)

α(y, y)
· ω(y; χ1, . . . , χn; s1, . . . , sn)

= cmn ·G(s)×
∑

y∈Kn\Xn

α(x, y)

α(y, y)
· ω(y; χ1, . . . , χn; s1, . . . , sn),

但し

cmn =





wm(q−1)
/
wn(q−1)wm−n(q−1) −− (S), (Hr)

wm(q−2)
/
wn(q−2)wm−n(q−2) −− (Hu),

w2m(q−1)
/
w2n(q−1)w2(m−n)(q

−1) −− (A)

w`(t) =
∏̀
i=1

(1− ti),

G(s) =





∏n
i=1 (1− q−2si−···−2sn−m+i−1) −− (S)

∏n
i=1 (1− q−2si−···−2sn−2m+2i−2) −− (Hu)

∏n
i=1 (1− χi · · ·χn(−1)q−si−···−sn−m+i−1) −− (Hr)

∏n
i=1 (1− q−si−···−sn−2m+2i−1)(1− q−si−···−sn−2m+2i−2) −− (A).

定数 cmn と自分自身への密度 α(y, y) はよく分かっているので，球関数と局所密度は
一方がうまくわかれば他方が取り出せる関係になる．特に，

ω(x; χ; s1, . . . , sm) = χm(det(x)) |det(x)|sm ω(x; χ1, . . . , xm−1, 1; s1, . . . , sm−1, 0)
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であり，サイズ 1 への局所密度はやさしいので，上の帰納的公式からサイズ 2 の球関
数はたやすく求まる ([H88]-II)．
一般サイズでも (A), (Hu) では，球関数が明示的に分かり，その主要部分を H-L 多項
式の特殊化で表せるので，うまく局所密度が取り出せた ([HS88], [HS89], [H99], [H98])．

また，局所密度は，球関数の代わりに，岩堀部分群に関するガウス和を用いて表示式
を求めることもできる ([SH00], [H00])．最も興味深い対称形式についてはいずれにせ
よ難しく，得られた結果も明示式とは言い難い．

局所密度の大域的応用：A,B が整係数の対称行列のとき，k = Qp に関わる局所密度を
αp のように記すことにする．正定値整係数対称行列 A の theta 級数 は Z ∈ Hn(Siegel

上半平面) について

θA(Z) =
∑

v∈Mmn(Z)

exp(π
√−1 tr(tvAvZ))

と定義され Hn 上の正則関数となる．これを A の genus について平均をとり，genus

theta 級数 θ(g(A), Z) を作ると，Siegel の定理により，これの正定値な T での Fourier

係数は，T によらない定数 c と共に

c · (det T )
m−n−1

2

∏
p

αp(A, T ) (3.3)

と与えられる (から 局所密度は興味深いとも言える)．不定値な A についても，正定値
な T についての Fourier 係数が (3.3) となるようなH上の正則関数を定義でき，これ
も θ(g(A), Z) と表す．

αp(A, T )を (一定のAについて) T の関数とみなして，一次独立性を求めることができ，
これから, θ(g(A), Z) の一次独立性がわかる．genus theta 級数は，level が平方因子を
含まなければ Siegel Eisenstein級数のなす空間を張ること，一般には極めて小さい特
定の部分空間を張ることが分かる．(素数 levelについては [KS06]，一般には [BHS09])

§4 等質空間上の球関数の一般的な表示式
§2 の記号を踏襲し，(A1) – (A3) を仮定して，群 G のデータと，球関数の関数等式を
用いて，X上の球関数を表示する式を与える．（残念ながら一般には “明示式”とは言い
難い). この節は [H10]-§2 に基づく．
まず，X の P -軌道ごとに細分した球関数を用意する．Xop = Xop(k) は有限個の P -軌
道に分かれる．P -軌道 Xu ごとに
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ωu(x; s) :=

∫

K

|d(k · x)|su dk, |d(y)|su =

{
|d(y)|s if y ∈ Xu

0 else

と定めると，これらも (2.2) の λs に対応する X 上の球関数であり，generic s につい
て一次独立となる．

x0 ∈ Xop をひとつとって固定し，H = Gx0 (固定部分群), H = H(k)とおく．(先に決め
たように) δ は P のmodulus 指標，相対不変式 di(x)に対応する指標 ψiからまとめ書
きして |ψ|s を定めておく．W を G の極大 k-split torus (⊂ P)に関する Weyl 群とし，

W0 := {σ ∈ W | P ∩H 上で σ(|ψ|s) ≡ 1かつσ(δ) = δ}

と定める．σ ∈ W0 について εσ ∈ Qn を δσ(δ−1) = |ψ|2εσ により定めることができる．
P の指標 χs := |ψ|s δ−

1
2 は， σ ∈ W0 については，|ψ| と δ で σ(χs) = |ψ|σ(s)+εσ δ−

1
2

と記述できる．

J を P と整合的なK の岩堀部分群とし，

R = {x ∈ Xop ∩G · x0 | J · x ⊂ P · x0} ,

R+ =
{

x ∈ R
∣∣ |d(v · x)|s = |d(x)|s , ∀v ∈ J

}

とおき，U = {ν | Xν ⊂ G · x0} とする．

Theorem 4.1 (A1) – (A3) を仮定する．generic s の下で，x ∈ R について
(
ων(x; s)

)
ν∈U =

1

Q

∑
σ∈W0

c(σ(χs)) ·Bσ(s) ·
(∫

J

|d(v · x)|σ(s)+εσ

ν dv

)

ν∈U
.

さらに x ∈ R+ であれば，

(
ων(x; s)

)
ν∈U =

1

Q

∑
σ∈W0

c(σ(χs)) ·Bσ(s) ·
(
|d(x)|σ(s)+εσ

ν

)
ν∈U

.

ここで，定数 Q =
∑

σ∈W (JσJ : J)−1 と c(χs)は G の球関数を与える量で, 行列 Bσ(s)

は次の関数等式で定まる：

(
ων(x; s)

)
ν∈U = Bσ(s)

(
ων(x; σ(s) + εσ)

)
ν∈U .

注意 (1) c(χs) や Bσ(s) の成分は，qs1 , . . . , qsn の有理関数である．

(2) c(χ) の積表示は Cartierに従って Σ0 を渡るとすべきである (cf. [Car79]-Th.4.4)．
ここで，G のルート系 Σ の内，affine ルートに対応する部分集合が Σ0 であり， Σ0
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は reduced ルート系となり，同じ W をワイル群にもつ．G が k上 split または Σ が
reduced であれば Σ0 = Σ である．正ルートは P に対応してとり，+ を付けて表すと

c(χ) = c(χ) =
∏

α∈Σ+
0

(1− q
− 1

2

α/2q
−1
α χ(aα)−1)(1 + q

− 1
2

α/2χ(aα)−1)

1− χ(aα)−2
.

(A4) がみたされているときは，|ψ(p)|ε0 = δ
1
2 (p), p ∈ P をみたすように ε0 ∈ Qn がと

れるので，初めから

ω̃ν(x; s) =

∫

K

|d(k · x)|s+ε0

ν dk

とシフト しておく方がよい (或いは変数変換の際に δ
1
2 分を調整する)．そうすると上

の定理は次のようになる：

Theorem 4.2 (A1) – (A4) を仮定する．generic s の下で x ∈ R について
(
ω̃ν(x; s)

)
ν∈U =

1

Q

∑
σ∈W

γ(σ(s)) · B̃σ(s) ·
(∫

J

|d(v · x)|σ(s)
ν dv

)

ν∈U
.

さらに x ∈ R+ であれば

(
ω̃ν(x; s)

)
ν∈U =

1

Q

∑
σ∈W

γ(σ(s))) · B̃σ(s) ·
(
|d(x)|σ(s)

ν

)
ν∈U

.

ここで定数 Q と γ(s) = c(|ψ|s) は 先と同様で，行列 B̃σ(s) は次の関数等式で定まる：
(
ω̃ν(x; s)

)
ν∈U = B̃σ(s)

(
ω̃ν(x; σ(s))

)
ν∈U .

群G のデータと球関数の関数等式を用いた表示式が得られた．X が一つの P -軌道で
あれば球関数を細分する必要はなく，関数等式が分かれば，Th. 4.1 あるいは Th.4.2

は明示式と言える．交代形式の空間の場合は，そのようにして球関数の明示式を再構
成できる．

(Hu) の場合には 2n 個に細分する必要があるが，P -軌道が有限群 (Z/2Z)nで統制され
ていて ω(x; s) の関数等式の形も単純なので，まとめなおして ω(x; s) の明示式が得ら
れ，S(K\X) の H(G,K)-加群としての構造も，Plancherel 公式もよく分かる．ユニタ
リ・エルミート行列の空間でも同様．これについては，§6 で紹介する．
(S) の場合には，non-dyadic case でも 4n 個に細分する必要があり，関数等式は分かっ
ているが，うまく整理できないので，原理的な表示式のままである．例 4 の直交行対
称行列の空間でも同様．
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§5 球関数のWeyl群の作用に関する関数等式
球関数の関数等式は，極の情報をもたらしたり，それ自体の面白さがある．さらに
前節でみたように，球関数の表示式を求めるためにも興味深い．この節は [H05b] とそ
の改良版 [H10]-§3 に基づく．
関数等式は cocycle relations をみたすので，単純ルートに対応するWeyl群の生成元に
ついての関数等式がまず問題になる．次の条件 (A5)をみたせば，球関数 ω(x; s) の球
関数が存在し，それは特殊な概均質ベクトル空間のゼータ関数の関数等式に帰着する．

以下この節では，(A1) – (A3) を仮定し，α は Σ0の単純ルートで対応する reflection

σ = σα は W0 に含まれるとする．α に対応する standard 放物部分群を P̃ と表し，次
の (A5)を仮定する．

(A5): 以下をみたすような k-有理表現 ρ : P̃ −→ Rk′/k(GL2) が存在:

ρ(P̃) = Rk′/k(GL2)又は Rk′/k(SL2), ρ(σ) =

(
0 1

−1 0

)
,

ρ−1(P2) ⊂ P, ρ(K ∩ P̃) ⊃ Rk′/k(SL2(Ok),

但し， k′/k は有限次不分岐拡大で，Rk′/k は基礎体の制限関手，P2 は上半三角からな
る ρ(P̃) のボレル部分群．

P -軌道 Xu を一つ定め，Ju =
{

ν
∣∣∣ P̃ ·Xν = P̃ ·Xu

}
とする．また d = [k′ : k](拡

大次数), e = [X(P) ∩ (X0(P) ⊗Z Q) : X0(P)] (群指数) とする．X上の P-相対不変式
系 {di(x) | 1 ≤ i ≤ n} に対して，X × Rk′/k(M21)上の P̃ × Rk′/k(GL1)-相対不変式系{

d̃i(x, v)
∣∣∣ 1 ≤ i ≤ n

}
で d̃i(x, t(1, 0)) = di(x) をみたすものが定まるが，これについ

て ei = degv(d̃i(x, v)) とおく．これらの記号を用いて，次の定理が成立する．

Theorem 5.1 (A1) – (A3), (A5) の仮定の下で，次の関数等式が成立する：

ωu(x; s) =
1− q−2d−Pi eisi

1− q−2d−Pi ei(σ(s)i+εσi)
×

∑
ν∈Ju

γuν(s) · ων(x; σ(s) + εσ),

但し，εσi は εσ の第 i成分で, γuν(s) は q
si
e たちの有理関数．

さらに (A4) も仮定すると，

ω̃u(x; s) =
1− q−2d−Pi ei(si+ε0i)

1− q−2d−Pi ei(σ(s)i+ε0i)
×

∑
ν∈Ju

γ̃uν(s) · ω̃ν(x; σ(s)),

但し，ε0i は ε0 の第 i 成分で, γ̃uν(s) は q
si
e たちの有理関数．
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現れる関数等式は，特別な形の概均質ベクトル空間の関数等式である．そのことを次
に述べる．V = Rk′/k(M21) とし，P̃ の xu ∈ Xu を固定する部分群を P̃u とおく．

Theorem 5.2 概均質ベクトル空間 (P̃u×Rk′/k(GL1),V) は u によらず同型で，Ju 毎
に k上同型である．V = V(k) 上のフーリエ変換 FV により次の関数等式をもつ：

∫

V

FV (φ)(v)
∣∣∣d̃(xu, v)

∣∣∣
s

u
dv =

∑
ν∈Ju

γuν(s)

∫

V

φ(v) ·
∣∣∣d̃(xu, v)

∣∣∣
σ(s)+εσ

ν
dv, (φ ∈ S(V )),

ここで γuν(s) はTh. 5.1 のものである．特に P̃u × Rk′/k(GL1) の単位元連結成分は k

上では Rk′/k(GL1 ×GL1) に同型である．

例 2の対称形式の空間の場合，単純ルート α = eα − eα+1, 1 ≤ α < n に対応する放物
型部分群は

P̃ = {(pij) ∈ GLn(k) | pij = 0 unless i ≥ j or (i, j) = (α, α + 1)}

である．p ∈ P̃ に対して “真ん中に現れる” 2× 2 行列を r とするとき，(P = Bは下三
角なので調整して) ρ(p) = det(r)tr−1 とすることで，k′ = k について (A5) がみたされ

る．実際 ρ(P̃) = GL2, ρ(σα) =

(
0 1

−1 0

)
, ρ−1(B2) = B, ρ(K ∩ P̃) = ρ(GL2(Ok)) =

GL2(Ok). “小さな”概均質ベクトル空間としては，(O(S) × GL1, M21) (S は 2次対称
行列)が現れる．

交代形式や不分岐エルミート形式の時も，単純ルートに対する ρ は同様に定義され，
(A5)をみたすことが分かる．

これらの場合，上の形の関数等式は，細分した球関数を渡る形で，特殊な概均質ベク
トル空間の関数等式に帰着するとはいえ，必ずしも計算しやすいわけではない．むし
ろ同じタイプの小さいサイズの等質空間の関数等式に帰着させる方が求めやすいよう
に思われる．例２の空間の関数等式についてはいずれも既知 ([HS88]-III).

一方，単純ルートに対応する関数等式の存在に，(A5) が不可欠なわけではない．概均
質ベクトル空間の理論には帰着しないが，関数等式を持つ例もある．例 4 のユニタリ・
エルミート行列の空間でそのような例が現れる ([H11], [HK14], [HKpp])．

例 5 の場合は，単純ルートに対して出てくる “小さな”概均質ベクトル空間は，いずれ
も k上で (GL1×GL1, k

2) と同型になり，関数等式は Tate の公式に帰着する．球関数
の明示式や S(K\X) の構造なども分かっている．詳しくは ([H05], [H05b]-4.1).
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§6 いくつかの具体的な結果
6.1. 交代形式と不分岐エルミート形式の空間の場合

Pλ は (1.5) で与えたHall- Littlewood多項式であるが，記号を合わせて書いておく
(wλ(t) は (1.5)の通り)：

Pλ(q
z1 , . . . , qzn ; t) =

(1− t)n

wλ(t)

∑
σ∈Sn

σ(q〈λ,z〉c(z, t)), c(z, t) =
∏

1≤i<j≤n

1− tqzj−zi

1− qzj−zi
, (6.1)

ここで σ ∈ Sn は {zi} に添え字の置換として作用させる．また実際には t ∈ R×, |t| < 1

が指定され，そのとき {Pλ(q
zi ; t) | λ ∈ Λn} は R = C[q±z1 , . . . , q±zn ]Sn の C 上の直交

基底となり，特に P0(q
zi : t) = 1 である. また，

ρ = (n− 2i + 1)(1≤i≤n) ∈ Zn, a∗ =

(√−1

(
R/

2π

log q
Z

))n

,

とおき，a∗ の不変測度 dz は vol(a∗) = 1 と正規化しておく．

交代形式 (A)の場合．

G = GL2n(k), K = GL2n(Ok) で W = S2n ⊃ W0
∼= Sn．実際 σ ∈ Sn に対して

wσ(2i− 1) = 2σ(i)− 1, wσ(2i) = 2σ(i), 1 ≤ i ≤ n で wσ ∈ W を対応させる．

X はボレル部分群Bに関して単一の軌道なので，関数等式が分かれば，Th.4.1 で明示
式が得られる．

ω(A)(x; s) =

∫

K

n∏
i=1

|pfi(k · x)|si dk,

において，

si = −zi + zi+1 − 2, (1 ≤ i ≤ n− 1), sn = −zn + n− 1

と変数変換して， ω(A)(x; z) と表すと，カルタン分解の代表元 xλ (λ ∈ Λn) について

ω(A)(xλ; z) (6.2)

= q−〈λ,ρ〉 · wλ(q
−2) · (1− q−1)n

w2n(q−1)

∏
1≤i<j≤n

1− qzi−zj−1

1− qzi−zj+1
· Pλ(q

z1 , . . . , qzn ; q−2).

X上の G-不変測度 dx を vol(K · x0) = 1 と正規化しておく．球関数

Ψz(x) = ω(A)(x; z)/ω(A)(x0; z) ∈ R
による球フーリエ変換

̂ : S(K\X) −→ C[q±z1 , . . . , q±zn ]Sn(= R)

ϕ 7−→ ϕ̂(z) =
∫

X
ϕ(x)Ψz(x)dx,

(6.3)
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は同型で，次の可換図式を得る：

H(G,K) × S(K\X)
∗−→ S(K\X)yλz

yb
yb

R × R ×−→ R,

但し，λz は佐武同型の特殊化で全射，下の × は環の積．
特に S(K\X) は H(G,K)-加群として一元生成であり，X上の球関数は Ψz(x) の定数
倍だけである（z ∈ Cn に対して１次元).

a∗ 上の Plancherel測度は

dµ(z) =
1

n!
· wn(q−2)

(1− q−2)n
· dµ(z)

|c(z, q−2)|2

と与えられ，任意の ϕ, ψ ∈ S(K\X) について
∫

X

ϕ(x)ψ(x)dx =

∫

fra∗
ϕ̂(z)ψ̂(z)dµ(z),

ϕ(x) =

∫

a∗
ϕ̂(z)Ψz(x)dµ(z).

不分岐エルミート形式 (Hu)の場合．

G = GLn(k′), K = GLn(k′) で W = W0 = Sn. B\X は 2n 個の軌道に分かれ，これら
は (k×/Nk′/k(k

′×))n ∼= (Z/2Z)n で統制される．

ω(H)(x; s) =

∫

K

n∏
i=1

|di(k · x)|si dk,

において，

si = −zi + zi+1 − 1− π
√−1

log q
, (1 ≤ i ≤ n− 1), sn = −zn +

n− 1

2
− π

√−1

log q

と変数変換して， ω(H)(x; z) と表すと，関数等式と極の位置に関して

∏
1≤i<j≤n

1 + qzi−zj

1− qzi−zj−1
ω(x; z) ∈ C[q±z1 , . . . , q±zn ]Sn(= R)

が分かる．細分した球関数を考えることは，指標付きの球関数を考えることと同じで
§4 の表示式をうまくまとめあげることができ，カルタン分解の代表元 πλ (λ ∈ Λn) に
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ついて明示式は以下のように与えられる：

ω(H)(πλ; z) = (−1)
P

i iλiq−
1
2
〈λ,ρ〉 · wλ(−q−1)

×(1− q−1)n

wn(q−2)
·

∏
1≤i<j≤n

1− qzi−zj−1

1 + qzi−zj
· Pλ(q

z1 , . . . , qzn ;−q−1). (6.4)

X上の G-不変測度 dx を vol(K · 1n) = 1 と正規化しておく．球関数

Ψz(x) = ω(H)(x; z)/ω(H)(1n; z) ∈ R

による球フーリエ変換を (6.3)と同様に定義すると次の可換図式を得る：

H(G,K) × S(K\X)
∗−→ S(K\X)yλz

yb
yb

R0 × R ×−→ R, R0 = C[q±2z1 , . . . , q±2zn ]Sn ,

但し，λz は佐武同型，球フーリエ変換 ̂も同型で，下の × は環の積．特に S(K\X)

は H(G,K)-加群として階数 2nの自由化群であり，(λz を通して) z ∈ Cn に対応する
X上の球関数の基底として

{
Ψz+u(x)

∣∣∣ u ∈ {0, π
√−1
log q

}n
}
がとれる（2n次元).

a∗ 上の Plancherel測度は

dµ(z) =
1

n!
· wn(−q−1)

(1 + q−1)n
· dµ(z)

|c(z,−q−1)|2

と与えられ，任意の ϕ, ψ ∈ S(K\X) について
∫

X

ϕ(x)ψ(x)dx =

∫

fra∗
ϕ̂(z)ψ̂(z)dµ(z),

ϕ(x) = (−1)(n+1)vπ(det x)

∫

a∗
ϕ̂(z)Ψz(x)dµ(z), x ∈ X.

6.2. ユニタリ・エルミート行列の空間
不分岐２次拡大 k′/kを固定し，これに関してユニタリ性やエルミート性を考える．k

の剰余体標数 qは奇数と仮定する．この節の結果は [HK14], [HKpp] に基づく．

jm で逆対角線上に 1 が並びその他は 0のm次行列を表す．G = U(jm) とそれが作用
する空間 X = {x ∈ G | x∗ = x, Φxjm(t) = ΦJm(t)} を考える． ここで，Φy(t) は 行列
y の固有多項式を表す．代数閉体上で X(k) が G(k)-軌道になるようにしてある．

n = [m
2
] とおく．G は m が偶数のとき Cn 型，奇数のとき BCn 型となる．極小放物

型部分群として，上三角ボレル部分群 B をとる．K = G(Ok′) は “良い”極大コンパク
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ト部分群である．行列 g の右下の i× i ブロックの行列式を di(g) と表すことにすると，
x ∈ X について di(x) ∈ k であり，B-相対不変式の基本系として {di(x) | 1 ≤ i ≤ n}
がとれて，対応するBの指標は ψ(p) = Nk′/k(di(p)) である．

球関数と変数変換を次のように定める：

ω(x; z) = ω(x; s) =

∫

K

|d(k · x)|s dk, (6.5)

si = −zi + zi+1 − 1− π
√−1

log q
, (1 ≤ i < n), sn =

{
−zn − 1

2
, 2 | m,

−zn − 1− π
√−1

2 log q
, 2 6 |m,

ワイル群は共に W ∼= Sn n {±}n であり，Sn 部分は {zi} の置換として作用し，zn の
符号だけ変える τ ∈ W と共にW を生成する．Snに関する関数等式はエルミート形式
の空間の球関数の結果から分かる．τ に関して，§5 (A5)と同様に ρ は考えられるが，
仮定の最後の条件をみたさず，現れる概均質ベクトル空間は関数等式を持たない．定
義に戻って n = 1の場合を直接計算し，それをもとに一般サイズの τ に関する関数等
式を求める．そこで Th. 4.2 を用いて球関数の明示式が得られる．

まず，K\Xn は次の完全代表系を持つ（q が奇数だから!)

xλ = Diag(πλ1 , . . . , πλn , (1), π−λn , . . . , π−λ1), λ ∈ Λ+
n , (6.6)

ここで，成分 1 は n = 2m + 1 の時だけはいり，Λ+
n は (1.1) で与えたものである．

ei ∈ Zn を i 次基本ベクトルとし，Cn型の正ルートを以下のようにとる (BCn型に対
する Σ+

0 に一致)：

Σ+ = Σ+
s t Σ+

` , Σ+
s = {ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ n} , Σ+

` = {2ei | 1 ≤ i ≤ n} .

α ∈ Σ+ と z ∈ Cn の成分ごとの和を 〈α, z〉と表す．カルタン分解の代表元 xλ, (λ ∈ Λ+
n )

についての明示式は以下のように与えられる．

ω(xλ; z) =
c

G(z)
· q〈λ,0z〉 ·

∑
σ∈W

σ(q−〈λ,z〉c(z; t)), (6.7)

ここで，0zは s = 0 に対応する z変数で，

c =

{
(1− q−2)n

/
w2n(−q−1), 2 | m

(1 + q−1)
/
(1− q−2)nw2n+1(−q−1), 2 6 |m,
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G(z) =
∏

α∈Σ+

1 + q〈α,z〉

1− q〈α,z〉−1
,

(但し，n = 2m のときは，α ∈ Σ+
s だけを動く)

c(z; t) =
∏

α∈Σ+

1− tαq〈α,z〉

1− q〈α,z〉 ,

tα =





ts = −q−1, α = ei ± ej,

t` =

{
q−1, α = 2ei, 2 | m,

−q−2, α = 2ei, 2 6 |m.

上のG(z) は関数等式から得られ，G(z)ω(x; z) ∈ C[q±z1 , . . . , q±zn ]W (= R, say) が分か
る．従って，明示式と ω(x; s) |s=0= 1 であることから

Ψz(x) = ω(x; z)/ω(x0; z) ∈ R

が分かる．一方，明示式 (6.7)の W に関する和の部分は，次のCn型の Hall-Little多
項式 (特殊化したMacdonald 多項式, cf. [Mac00])の定数倍となっていることが読み取
れる．

Pλ(z; t) =
1

Wλ(t)

∑
σ∈W

σ(q−〈λ,z〉 ∏

α∈Σ+

1− tαq〈α,z〉

1− q〈α,z〉 ) (6.8)

上の Wλ(t) はCn型のPoincaré多項式で，§1(1.5) の An型のHall-Little多項式の定数
に相等するものである．

定数 tα をルートの長短だけで決まる t ∈ R, |r| < 1 として，{Pλ(z; t) | λ ∈ Λ+
n }

は R の直交基底となることが分かっている ([Mac00])．これらの結果を用いると，こ
の空間に関して，S(K\X)は階数 2nの自由H(G,K)-加群となり，すべての球関数の
parametrization(z ∈ Cn について 2n次元)や明示的な Plancherel公式・逆変換公式な
どが求められる．

最後にOk上 splitする簡約代数群G上の球等質空間上の球関数論に関しては Sakellaridis

の一般的議論 ([Sakepp])があることを付け加えてこの論考を閉じることにする．
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