
Gorensteinホモロジー代数入門

高橋　亮（名大多元数理）∗

1 はじめに
Gorensteinホモロジー代数は、特に近年さかんに研究がなされているホモロジー
代数である。本稿では、Gorensteinホモロジー代数についてその意義を中心に解説
し、最後にその表現論的側面について述べる。非専門家の方々にもその雰囲気が伝
わるように心掛けた内容になっているため、専門家の方々は適宜端折ってお読みい
ただければ幸いである。

2 Gorenstein環
Gorensteinホモロジー代数の動機付けやその目指すところを理解するためには、
まずGorenstein環の重要性を知る必要がある。この節では、Gorenstein環の諸性質
を、例を用いながら説明する。定義や正確なステートメントを知りたい方は、[3, 8]

等を参照されたい。
さて、Rを両側Noether環とする。この仮定だけでも後に出てくるGorenstein次
元は定義可能であり理論の展開もある程度は可能であるが、本稿ではここにいくつ
かの仮定を設ける。まず、話を簡単にするため、Rはある体上の代数（多元環）と
する。そして、主な良い性質を導くために、Rは可換環であることを仮定する。す
ると局所化、それに続いて完備化という操作がRやその上の加群・鎖複体に対して
行うことができるようになるが、Gorensteinホモロジー代数における多くの結果は
局所化や完備化で保存されるので、Rは完備局所環であるとしてよいだろう。こう
すると、Cohenの完備局所環構造定理が適用でき、Rは体上の形式的べき級数環を
有限個の元で割った環

R ∼=
k[[x1, . . . , xn]]

(f1, . . . , fm)

と同型になる。この同型を通してRを右辺の剰余環と同一視すると、Rのただ一つ
の極大イデアルはm = (x1, . . . , xn)Rであり、Rの剰余体はR/m = kとなる。Rの
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Krull次元を dで表す。以下、R上の加群は特に断らない限り有限生成加群を意味す
るものとする。
可換Noether環は、可換環論において前世紀初頭から実に多くの研究がなされてき
た。その中で、いくつかの特に重要な可換Noether環のクラスが生まれた。Gorenstein

環もその一つであり、以下のようなヒエラルキーの中に属する。

体⇒正則環⇒完全交差⇒
Gorenstein環

⇒ Cohen–Macaulay環⇒ Buchsbaum環⇒ FLC環⇒ · · ·

では、Gorenstein環とは具体的にはどのような環なのか？となるわけだが、そのもっ
とも顕著な性質を一言で述べると、「対称性に満ちた環」であると言えるだろう。そ
のことを以下で説明1していく。

Hilbert関数の対称性
(1) 体 kの標数を 3とし、G = C3 × C3を位数 3の巡回群の直積とする。このと
き、Rを k上Gの群環とすると、変数変換により

R ∼=
k[x, y]

(x3 − 1, y3 − 1)
∼=

k[x, y]

(x3, y3)

(
=

k[[x, y]]

(x3, y3)

)
となる。この環は完全交差なので、Gorenstein環である。変数 x, yの次数を 1と定
める。Hilbert関数とは、各斉次成分の kベクトル空間としての次元、つまり単項
式の個数のことである。次数 . . . ,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . に対しその単項式の集合は
. . . , ∅, {1}, {x, y}, {x2, xy, y2}, {x2y, xy2}, {x2y2}, ∅, . . . となるので、Hilbert関数は

. . . , 0, 1, 2, 3, 2, 1, 0, . . .

となり、3のところを軸に左右対称になる。
(2) R = k[[t3, t4]]を 1変数形式的べき級数環 k[[t]]の部分環2とする。この環は

R ∼=
k[[x, y]]

(x4 − y3)

により超曲面なので完全交差、特にGorenstein環である。Rの k上の生成元を書き
出すと 1, t3, t4, t6, t7, t8, . . . となる。各整数 nに対し tnがRの元であれば黒丸、そう
でなければ白丸を置いて並べると、

. . . ◦
−2

◦
−1

•
0

◦
1

◦
2

•
3

•
4

◦
5

•
6

•
7

. . .

1ここでは「Gorenstein環ならばこのような対称性がある」という向きの implicationばかり述べ
るが、いずれについても、無仮定あるいは適当な弱い仮定のもとに逆も成立する。

2厳密に言うとこの環 Rは次数付き環ではないので Hilbert関数は定義されない。ここでの議論
は、正確には 1変数多項式環 k[t]の部分環 k[t3, t4]という次数付き環に対して行っている。
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となり、21
2
のところを軸として黒丸と白丸が左右対称になる。

Betti数の対称性
上の二例が完全交差だったので、ここでは完全交差でないGorenstein環の例

R =
k[[x, y, z]]

(x2 − y2, x2 − z2, xy, xz, yz)

を考えよう。分子のべき級数環を SとおくとRは S加群なので、Rの S加群として
の自由分解が取れる。極小な自由分解は同型を除いて一意的に定まり、Sは大域次
元が有限なので極小自由分解は必ず有限で止まる。今の場合 S加群Rの極小自由分
解は

(0 → S → S5 → S5 → S → 0)

となる。Betti数とは、ここに現れる各自由 S加群の階数のことである。すなわち、
Betti数は

0, 1, 5, 5, 1, 0

となり、二つの 5の中間のところを軸として左右対称になる。

Bass数の対称性
Bass数はBetti数の双対概念である。Rの i次Bass数 µi(R)はExt群ExtiR(k,R)

の kベクトル空間としての次元で定義される。一般のRのBass数は、iを増やして
いくと、最終的には指数関数的に増大3する。これに対し、RがGorenstein環のと
きは、

µi(R) =

{
1 (i = d),

0 (i ̸= d)

となり、Bass数はKrull次元番目のところを軸として左右対称になる。

局所双対定理
RがGorenstein環ならば、各R加群M と整数 iに対して同型

ExtiR(M,R) ∼= Hd−i
m (M)∨

が成り立つ。ここで、右辺のHmはmに関する局所コホモロジー、(−)∨はMatlis双
対を表す。

Calabi–Yau性
Rが Gorenstein環で孤立特異点をもつとき、R上の極大 Cohen–Macaulay加群

M,N と整数 iに対して同型

ExtiR(M,N) ∼= Ext
(d−1)−i
R (N,M)∨

3正確に述べると、最終的に指数関数的に増大する“と思われている”。きちんとそうわかってい
るのはまだ Golod環や m3 = 0の環ぐらいのようである。
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が成り立つ。

このように、Gorenstein環はさまざまな対称性、双対性をみたす美しい環である。

3 Gorenstein次元
さて、ここからGorensteinホモロジー代数の主役を担うGorenstein次元の話に入
る。従来のホモロジー代数における基本的な不変量として、射影次元 pd、入射次元
id、平坦次元 fdなどがあるが、これらはホモロジー次元と総称される。いずれも加
群（あるいは鎖複体）の同型類を自然数および±∞にあてがう関数である。ここで
は射影次元だけ定義を思い出す。

定義 3.1. R加群M の射影次元 pdR M は、M の射影分解の長さの最短で定義され
る。正確に言うと、R加群の完全列

0 → Pn → Pn−1 → · · · → P0 → M → 0

でP0, . . . , Pnが射影的4になるものが存在するような nの下限である。従って、有限
で止まる射影分解が無い場合は射影次元は∞となる。一方、零加群の射影次元は
−∞と定める。

射影次元に関する歴史上もっとも strikingな結果は、次の正則局所環のホモロジ
カルな特徴付けだろう。

定理 3.2 (Auslander–Buchsbaum–Serre (1956)). 以下の三条件は同値である。

(1) Rは正則環

(2) 任意のR加群M に対して pdR M < ∞

(3) pdR k < ∞

この定理により、「正則局所環の素イデアルによる局所化はまた正則局所環になる
だろう」というKrullの予想が肯定的に解決した。また、この定理は、剰余体に対
する各種のホモロジー次元の有限性によって環を特徴付けよ、という新たな問題意
識を生むものでもあった。さらに、個々の加群のホモロジー次元の有限性を調べる
ことを促す結果でもあった。実際、射影次元が有限の加群は、正則環上の加群とよ
く似た振る舞いをする。

4我々の状況では、射影加群は自由加群に他ならない。
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例 3.3. 射影次元が有限なR加群M に対し、不等式

depthR M + dimR N ≤ depthR R + dimR(M ⊗R N)

が成り立つ5。この不等式は、Mの射影次元の有限性を外すと反例がある。実際、超
曲面

R =
k[[x, y, z, w]]

(xy − zw)

上で加群M = R/(x, z)とN = R/(y, w)を考えると、

depthR M + dimR N = 2 + 2 = 4 > 3 = 3 + 0 = depthR R + dimR(M ⊗R N)

となる6。

Auslander [1]は、射影次元の定義における射影加群の役割を全反射加群に担わせ
ることで、Gorenstein次元を定義した。

定義 3.4 (Auslander (1967)). M をR加群とする。(−)∗ = HomR(−, R)とおく。

(1) M は次の三条件をみたすとき、全反射的であるという。

(a) 自然な写像M → M∗∗が同型

(b) 任意の i > 0に対して ExtiR(M,R) = 0

(c) 任意の i > 0に対して ExtiR(M
∗, R) = 0

(2) M のGorenstein次元G-dimR M を、R加群の完全列

0 → Gn → Gn−1 → · · · → G0 → M → 0

でG0, . . . , Gnが全反射的になるものが存在するようなnの下限で定義する。従っ
て、このような完全列が無い場合はGorenstein次元は∞となる。一方、零加群
のGorenstein次元は−∞と定める。

全反射加群は、Gorenstein環上では極大Cohen–Macaulay加群に他ならない7。自
由加群は明らかに全反射的なので、任意のR加群M に対して不等式

G-dimR M ≤ pdR M

が（有限性を含めて）成り立つことが定義よりすぐにわかる。
AuslanderとBridger [2]は、Gorenstein次元を用いたGorenstein環の特徴付けを
与えた。

5Peskine–Szpiroの交差定理の帰結である。
6他にも、射影次元が有限な加群がみたし、そうでないと反例がある結果として、Auslanderの零

因子定理がある。
7Cohen–Macaulay環上でも全反射加群は極大 Cohen–Macaulay加群になるが、Gorenstein環で

ない限り全反射的でない極大 Cohen–Macaulay加群が存在する。
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定理 3.5 (Auslander–Bridger (1969)). 以下の三条件は同値である。

(1) RはGorenstein環

(2) 任意のR加群M に対してG-dimR M < ∞

(3) G-dimR k < ∞

表題のGorensteinホモロジー代数とは、Gorestein次元およびそれに関連するホ
モロジー次元の研究の総称である。Gorenstein次元は“定義の仕方”が射影次元と
よく似ていた（定義 3.4(2)を定義 3.1と見比べよ）が、定理 3.5を定理 3.2と見比べ
てみるとわかるように、両者の次元の持つ“性質”にも類似がある。このような類
似は他にも多々見られるため、Gorensteinホモロジー代数の研究者は次のような思
想を持つこととなる。

思想 3.6. 従来のホモロジー代数におけるあらゆる結果は、Gorensteinホモロジー
代数において対応する類似（以下Gorenstein類似と呼ぶ）を持つはずである！

Gorenstein類似の例を以下で二つ与える（定理 3.7, 3.8と定理 3.9, 3.10）。

定理 3.7 (Auslander–Buchsbaum formula (1957)). 射影次元が有限なR加群M に
対して、等式

pdR M = depthR R− depthR M

が成り立つ。

この公式を用いることで、射影次元は簡単に求められる。この定理のGorenstein

類似はAuslanderとBridgerによって示されている。

定理 3.8 (Auslander–Bridger formula (1969)). Gorenstein次元が有限な R加群M

に対して、等式
G-dimR M = depthR R− depthR M

が成り立つ。特に、pdR M < ∞ならば pdR M = G-dimR M である。

射影次元と局所化には次のような関係がある。

定理 3.9. R加群M とRの素イデアル pに対して

pdRp
Mp ≤ pdR M

が成り立つ。

この不等式は、射影次元は小さければ小さいほど良い加群であるということと、
局所化すると環や加群は良くなるという性質を反映している。これのGorenstein類
似もやはり成り立つことが知られている。
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定理 3.10. R加群M とRの素イデアル pに対して

G-dimRp Mp ≤ G-dimR M

が成り立つ。

ここまで見てきたことからわかるように、Gorensteinホモロジー代数における
Gorenstein次元は、その定義および性質双方において、従来のホモロジー代数にお
ける射影次元の役割を果たしている。しかし、両者の間にはただ一つ相違点がある。
すなわち、射影次元は無限生成加群に対してもそのまま定義されるが、Gorenstein

次元はそれと異なり有限生成加群に対してしか定義されない8ということである。
1990年代、Enochsと Jenda [7]はこれを無限生成加群にも定義できるように改良し、
Gorenstein射影次元Gpdと名付けた。そして、同様に入射次元、平坦次元に対し
てもそれぞれGorenstein入射次元Gid、Gorenstein平坦次元Gfdが定義されて
いる。これらの詳細については本稿では述べないが、やはり多くのGorenstein類似
が成り立つことが知られている一方、まだ示されていないGorenstein類似も多々あ
り、現在もさかんに研究されている。

4 全反射加群の表現論
最後に、Gorensteinホモロジー代数の表現論的側面について述べる。次の定理は

Cohen–Macaulay近似定理と呼ばれる著名な結果である。

定理 4.1 (Auslander–Buchweitz (1989)). Gorenstein次元が有限な任意のR加群M

に対して、R加群の短完全列

0 → Y → X → M → 0

でXが全反射的、Y が有限射影次元になるものが存在する。

射影次元が有限な加群の構造は比較的よくわかっている9のでそこを無視すること
にすると、Gorenstein次元が有限な加群の理解は全反射加群の理解に帰着する、と
いうことをこの定理は言っている。こうして、全反射加群全体のなす圏の構造を調
べる研究、すなわち全反射加群の表現論が生まれる。そして、まずは有限次元多元
環の表現論における有限表現型の概念の全反射版を考察することになる。

定義 4.2. 直既約な全反射R加群の同型類が有限個しかないとき、Rは有限全反射
表現型をもつという。

8もちろん、定義 3.4をそのまま無限生成加群に適用しても論理的な問題は生じないが、理論の展
開はうまくいかない。

9例えば Buchsbaum–Eisenbudの定理により自由分解の複体としての構造（微分写像の表現行列
の情報）がある程度わかる。また、ホモロジカル予想関連の一連の定理（[9]を参照されたい）も、射
影次元が有限の加群の情報を多々与える。
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次の定理は可換環の表現論における主定理と呼ぶべきものである（詳細について
は [10]を参照）。

定理 4.3 (Herzog (1978), Buchweitz–Greuel–Schreyer (1987), Knörrer (1987)). kを
標数 0の代数閉体とする。このとき、有限全反射表現型をもつGorenstein環Rは単
純特異点に他ならない。すなわち、R ∼= k[[x0, . . . , xd]]/(f)で、f は

x2
0 + xn+1

1 + x2
2 + · · ·+ x2

d (An) (n ≥ 1)

x2
0x1 + xn−1

1 + x2
2 + · · ·+ x2

d (Dn) (n ≥ 4)

x3
0 + x4

1 + x2
2 + · · ·+ x2

d (E6)

x3
0 + x0x

3
1 + x2

2 + · · ·+ x2
d (E7)

x3
0 + x5

1 + x2
2 + · · ·+ x2

d (E8)

のいずれかになる。さらに、すべての直既約全反射 R加群の同型類が Auslander–

Reiten箙を用いて分類される。

この定理で、仮定のGorenstein性は本質的に不要であることがわかっている [6]。

定理 4.4 (Christensen–Piepmeyer–Striuli–T (2008)). kを標数 0の代数閉体とする。
自由でない全反射R加群が存在すると仮定する10。このとき、Rが有限全反射表現
型をもつならば、Rは単純特異点である。

この定理により、RがGorensteinでないときは、全反射加群が一つでも存在すれ
ば直既約全反射R加群の同型類が無限個存在することがわかる。こうして、有限次
元多元環の表現論におけるBrauer–Thrallの第一・第二予想11の全反射版は成り立つ
のか？という問題が自然に生じる。この問題に関しては最近 [4, 5]において部分的
解決がなされ、今後の進展が期待されている。
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