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1 導入
表題にある周期或いは周期積分という用語は、もともと閉リーマン面 Γ\SL2(R)/SO(2)

上の第１種微分形式の閉１サイクルに沿った周回線積分に由来すると思われるが、現在で
は任意の簡約代数群の局所対称空間やアデール群上の保型形式に対して、必ずしも調和積
分論的意味が明確でない文脈にまで大幅に拡張さた意味で用いられている。まず、保型形
式やその周期がどのようなものか大まかに説明することからはじめたい。

1.1 保型形式

Gを σ-コンパクトかつ局所コンパクトなユニモジュラー位相群、Γをその離散部分群で
あって、話しを簡単にするため商空間 Γ\Gがコンパクトなものとする。(ここでは、Gと
しては SL2(R)などの半単純リー群や、有理数体上の簡約代数群のアデール化などを想定
しておけばよい。アデール群の場合には、Γは有理点全体の部分群である。)　Gのハー
ル測度 dgを固定すると、L2-空間 L2(Γ\G; dg)にはGが右移動

R(g) : ϕ(x) −→ ϕ(x g), g ∈ G.

によって自然に作用し、Gのユニタリー表現 (R,L2(Γ\G；dg))が得られる。
Gの既約ユニタリー表現 (π, Vπ)がこの右正則表現の部分表現であるとき、即ち Vπ が

L2(Γ\G; dg)のG-既約閉部分空間のとき、πを保型表現ということにする。また、smooth

函数 ϕ : G → Cが L2(Γ\G; dg)の既約部分表現を生成するとき Γ-保型形式であるという
ことにする。（注意：ここで導入した用語は、必ずしも一般的でない。）

1.2 周期積分

保型形式の周期 : H をGの閉部分群で Γ ∩ H\H がコンパクトであるものとする。H
のハール測度 dhと、連続指標 η : H → C1で η|Γ ∩H が自明となるものを考える。Γ-保
型形式 ϕに対して、次の積分をその (H, η)-周期積分と呼ぶことにする：

PH,η(ϕ) =

∫
Γ∩H\H

ϕ(h) η̄(h) dh
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この積分は ϕの Γ ∩H\Hへの制限と、単位函数 1のL2(Γ ∩H\H; dh)における内積と見
ることも出来る。
保型表現 (π, Vπ)が条件

∃ϕ ∈ V ∞
π s.t. PH,η(ϕ) ̸= 0,

を満たすとき、πは (H, η)-distingushedであると呼ばれる。

保型表現の周期 : (H, dh, η)および (H1, dh1, η1)を上で考えたような閉部分群とそのハー
ル測度および連続指標からなる３つ組としよう。Gのコンパクト部分群Kで条件「Gの
任意の既約ユニタリー表現 V に対してK-不変部分空間 V Kが有限次元である」を満たす
ものを考える。(このような部分群を largeであるという。)

与えられた保型表現 (π, Vπ)に対して、そのK-不変部分空間 V K
π の正規直交基底 B(πK)

をとり、有限個の基底ベクトル ϕ ∈ B(πK)にわたる次のような周期積分の和を πの周期
と呼ぶことにする：

P(π;K) =
∑

ϕ∈B(πK)

PH,η(ϕ)PH1,η1(ϕ)

これは正規直交基底の選び方に依存しない。

1.3 周期の研究の動機付け

保型形式や保型表現の周期積分は現在盛んに研究されている。その理由（あるいはその
様相）としては次のようなものが挙げられる：

(i) 保型的 L函数の特殊値との関連 ([19], [5], [20], etc.)

(ii) 保型形式の周期積分の消滅・非消滅による、保型表現の（函手的）持ち上げの像の
特徴付け、部分群への制限に関する表現の分岐則 ([1], [20] etc.)

(iii) 対称空間の算術商多様体における特殊サイクルやそれらの交叉数の研究 ([15], [4],

[10], [2],[16], etc.)

1.4 相対跡公式

H. Jacquetは保型形式の周期積分を平均的に捉えるための有効かつ一般的な枠組みとし
て、（Poisson和公式のような一種の和公式であるところの）相対跡公式 (relative trace for-

mula)を提案し、上記 (ii)に関連する先駆的な一連の研究を行った ( [6],[7], [9] etc.)。我々の
設定でその公式を復習しよう。周期を定義するために３つ組 (H, dh, η)および (H1, dh1, η1)

を固定する。簡単のため η = 1とする。更に、記号の簡略化のために ΓH := H ∩ Γ,

ΓH1 = H1 ∩ Γとおく。largeなコンパクト部分群K ⊂ Gを固定する。
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コンパクトな台を持つ両側K-不変函数 f ∈ C∞
c (K\G/K)で次の条件を満たすものを考

える：任意の既約ユニタリー表現 πの表現空間 Vπにおける作用素

π(f) :=

∫
G

f(g) π(g) dg

がK-不変部分空間 V K
π 上では、あるスカラー f̂(π)による倍写像になる。

以上のような設定と仮定のもとで、次のような等式が成立する：∑
π∈Πaut

π : (H, 1)-distingushed

f̂(π)P(π;K) =
∑

γ∈ΓH\Γ/ΓH1
η1|Hγ

1
=1

vol(Γγ
H1
\Hγ

1 ) Jη1(γ; f).

ここで、右剰余類集合H\Gへの自然なH1の右作用による剰余類H γの固定部分群をHγ
1

とする：
Hγ

1 := γ−1Hγ ∩H1

Γγ
H1

:= Hγ
1 ∩ Γとおき、両側剰余類HγH1に沿った f の軌道積分を

Jη1(γ; f) :=
∫
Hγ

1 \H1

{∫
H

f(hγh1)dh

}
η̄1(h1) dh1

と定める。また、Πautは L2(Γ\G)に現れる保型表現全体の集合である。

1.5 セルバーグ跡公式

直積G × Gの離散部分群 Γ × Γに対する保型表現 πは、(G,Γ)の２つの保型表現の外
部テンソル積 π1 ⊠ π2に抽象表現として同型である。更に、G×Gの対角部分群 (と large

コンパクト部分群K×K)に沿った πの周期積分の非消滅条件は π1 ∼= π∗
2であって、この

条件のもとで πの周期積分はトレース形式 tr : V K
π1
⊗ (V K

π1
)∗ → Cに他ならない。こうして

Selberg 跡公式 ∑
π∈Πaut

f̂(π) =
∑

γ∈Conj(Γ)

vol(Γγ\Gγ)

∫
Gγ\G

f(g−1γg) dġ

は相対跡公式の特別な場合として理解可能である。Selberg跡公式の重要な「用途」とし
て次のようなものが挙げられる：

(a) 保型表現の函手的持上げの構成 (Langlands-Arthurの予想）

(b) 正則保型形式の空間の次元やヘッケ作用素の跡の計算、あるいは非正則保型形式
(Maass形式）の空間の次元に関するWeyl法則の証明

(c) セルバーグゼータ関数の構成と素測地線定理の証明
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1.6 上の観察から生まれる自然な問題意識

　 Jacquetは、周期積分によってコントロールされる distingushedな保型表現の持ち上
げの構成を目指して相対跡公式を導入した ([8])。セルバーグ跡公式との類似を見れば、こ
れは跡公式の「用途」として述べた (a)に相当する。そこで、相対跡公式に対して残りの
(b) (=次元公式, Weyl 法則)或いは (c)(=素測地線定理)に相当するような応用はありえな
いのか、という素朴な問いが生まれる。
Jacquetのシナリオでは、相対跡公式は（持ち上げの始点と終点にあるべき）２つ以上
の異なる群に対する相対跡公式の幾何サイドをテスト函数の「同期化された族」(matching

family)を使って比較することが要であり、その過程では、必ずしも一つ一つの項 (軌道積
分)を明示的に計算する必要は無かった。しかし、上で述べた (b), (c)のような一種の「計
算問題」に対しては、一つの (G;H,H1)に対して (テスト関数 f を適切に特殊化して考え
た）相対跡公式の両辺に対する明示形が必要になる。明示的な相対跡公式の応用結果とし
ては、次のような種類の「明示公式」が期待できると思われる：

(b’) 保型表現の周期の「加重平均」
∑

π f̂(π)P(π;K)の明示公式や漸近公式、P(π;K)の
漸近的な「大きさ」の評価

(c’) counting function ∑
γ∈ΓH\Γ/ΓH1
Norm∞(γ)⩽X

v(γ)

の漸近公式 (素測地線定理の類似）

ここで、両側剰余類の「ノルム函数」Norm∞(γ)の自然な定義は、軌道積分を明示
的に計算することで明らかになると思われる。

1.7 この記事の目的

Aを総実代数体 F のアデール環とする。アデール群G = PGL(2,A)の離散部分群 Γ =

PGL(2, F )に関する保型形式を考える。(この場合、商空間 Γ\Gはコンパクトではないの
で、これまで述べた定義は適切に修正される必要がある。) ôF をF の極大整環 oF の副有
限完備化、nは oF の平方因子を持たないイデアルとして、「ヘッケ部分群」

K0(n) = {[ a b
c d ] ∈ PGL(2, ôF )| c ∈ nôF }

を考えると、K = K0(n)K∞ は PGL(2,A)の large コンパクト部分群である。ただし、
K∞ =

∏
v∈P∞

O(2;R) (P∞はF の無限素点全体の集合)はGL(2, F ⊗Q R)の極大コンパク
ト部分群である。周期を定義する部分群とその指標の組 (H, η), (H1, η1)としては、

H = H1 = {[ t 0
0 1 ] | t ∈ A× },

η1 = 1, η2 = 1
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を考える。この設定のもとで、我々は、(f̂(π)で表された)明示的な相対跡公式を書き下
し、その応用として得られる平均周期の漸近公式 (in level aspect)および保型 L関数の
「大きさ」評価 (in Laplace eigenvalue aspect)に関して報告する。

2 結果
F を総実代数体、oF をその整数環とし、dF = [F : Q]とおく。P∞をF の無限素点全体
の集合、Pfinを有限素点全体の集合とする。v ∈ Pfinに対して、Fvを vでの F の完備化、
ov をその極大整環とし、素元ϖv ∈ ov を固定する。qv = #(ov/ϖvov)を vの剰余体の位
数とする。ΠcusをL2

cus(PGL2(F )\PGL2(A)) の既約部分表現全体の集合とする。その要素
は、自明な中心指標を持つGL2(A)の既約カスプ保型表現である。そのような π ∼= ⊗vπv
に対して、

L(s, π) =
∏

v∈P∞∪Pfin

L(s, πv) (Jacquet-Langlands L-関数 (ガンマ因子込み))

ϵ(s, π) =
∏

v∈P∞∪Pfin

ϵ(s, πv, ψF,v) (ϵ-因子)

とする。ただし、Re(s)は十分大とする。この L函数は対角トーラスに沿った保型形式の
周期積分で捉えられることはよく知られている。もう少し精密に言うと、new formと呼
ばれる特別なベクトル φnew

π ∈ V ∞
π が存在して∫

F×\A×
φnew
π ([ t 0

0 1 ]) |t|
s−1/2
A d×t = L(s, π) Re(s) ≫ 0

が成り立つ。この式の左辺の積分の絶対収束域はC全体なことが分かり、右辺のオイラー
積の解析接続が得られる。また、リーマンゼータの場合と同様の議論により、自己双対的
な函数等式L(s, π) = ϵ(s, π)L(1− s, π)が証明される（ヘッケの議論）。特に、s = 1/2が
函数等式の中心であり、この点での L函数の値L(1/2, π)は、φnew

π の分裂トーラスに沿っ
た周期に他ならない。
平方因子なしの oF -ideal nに対して、

Πcus(n) = {π ∈ Πcus|V K0(n)K∞
π ̸= 0 }

とおく。ただし、K0(n)、K∞は 1.7で定義したものである。これらの表現は、古典的な枠
組みでは、Hilbert modular群のレベル nのヘッケ部分群によって不変なMaass波動形式
に対応する。π ∼= ⊗vπv ∈ Πcus(n) とし、πの導手を cπとすると、cπ | nであり

L(s, πv) =


ΓR(s− νv(π)/2) ΓR(s+ νv(π)/2) (v ∈ P∞),(
1− q

−s−νv(π)/2
v

)−1 (
1− q

−s+νv(π)/2
v

)−1

(v ∈ Pfin − S(cπ)),(
1 + ε(πv) q

−s−1/2
v

)−1

(v ∈ S(cπ))
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ここで、S(cπ) = {v ∈ Pfin| ordv(cπ) > 0 } であり、ε(πv) ∈ {±1}は local Atkin-Lhener

固有値である。{νv(π)}v ̸∈S(cπ) を πの不分岐 spectral parametersと呼ぶことにする。不分
岐 spectral parametersの固有値解釈を復習しておこう。φnew

π ∈ Vπ に対応する、多変数
τ = (τv = xv + iyv)v∈P∞ (τvは上半平面の変数) の函数を f(τ)とすると、これは

ラプラス固有方程式 : −y2v
(
∂2

∂x2v
+

∂2

∂y2v

)
f =

1− νv(π)
2

4
f, v ∈ P∞,

ヘッケ固有方程式 : T (pv) f = (q(1+νv(π))/2
v + q(1−νv(π))/2

v )f, v ∈ Pfin − S(cπ)

を満たす。

注意 : v ∈ P∞の場合、νv(π) ∈ C/{±1}であり、Laplacian の正値性より

νv(π) ∈ iR または νv(π) ∈ (−1, 1)

がすぐ分かる。Selberg 予想は νv(π) ∈ iRと同値である。v ∈ Pfin−S(cπ)の場合、νv(π) ∈
C/{±1} 2πi

log qv
Zであり、Ramanujan 予想は νv(π) ∈ iRと同値である。

2.1 トーラス周期

η = ⊗vηvを F×の idele類群指標で η2 = 1を満たすものとする。更に、ηおよびイデア
ル nに対して、次の 3条件を仮定する：
(i) ηv = 1 (∀v ∈ P∞) (ii) ηv は S(n)で不分岐 (iii)

∏
v∈S(n) η(ϖv) = 1 (ϖv: Fvの素元)

さて、保型表現 π ∈ Πcus(n)に対して

Pη(π;K0(n)K∞)
def
=

∑
φ∈B

(∫
F×\A×

φ ([ t 0
0 1 ]) d

×t

) (∫
F×\A×

φ
(
[ t 0
0 1 ]

[
1 xη

0 1

])
η(t x∗η) d

×t

)
と定義する。ただし、Bは V

K0(n)K∞
π の正規直交基底、(x∗η)

−1 ∈ A×は ηの conductor fηに
対応するイデール、xη ∈ Aは (xη)fin = x∗η, (xη)∞ = 0なるアデールである。

命題 1

Pη(π;K0(n)K∞) = G(η) [PGL2(ôF ) : K0(cπ)]

2D
1/2
F N(fπ)

{
∏

v∈S(nc−1
π )

1 + ηv(ϖv)

1 +Q(πv)
} L(1/2, π)L(1/2, π ⊗ η)

L(1, π; Ad)

が成り立ち、Pη(π;K0(n)K∞)/G(η) ⩾ 0である。ただし、cπ は πの導手、G(η)は ηのガウ
ス和であり、L(s, π; Ad) =

∏
v L(s, πv; Ad)は πの随伴表現 L-函数であって、Re(s) ≫ 0

では次のオイラー積で定義される：

L(s, πv; Ad) =


(1− q

−s+νv(π
v )−1(1− q−s

v )−1(1− q
−s−νv(π)
v )−1, (v ∈ Pfin − S(cπ)),

ΓR(s+ νv(π))ΓR(s) ΓR(s− νv(π)), (v ∈ P∞),

(1− q
−(s+1)
v )−1, (v ∈ S(cπ))

更に、各局所表現 πv (v ∈ Pfin −S(cπ)) に対して、 Q(πv) =
q
νv(π)/2
v + q

−νv(π)/2
v

q
1/2
v + q

−1/2
v

である。
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2.2 明示的相対跡公式

以下では次のデータを固定する：

• Sfin ⊂ Pfin : 有限集合, S = Sfin ∪ P∞

• η = ⊗vηv : F×のイデール類群指標で η2 = 1なるもの

• n : 平方自由イデアルで 2.1節の条件 (i), (ii), (iii)を満たすもの

複素空間CS上の「重み関数」α(s)に対して、Pη(π;K0(n)K∞) (π ∈ Πcus(n)) 達の α-加重
平均を次で定義する：

Icus(α)
def
=

∑
π∈Πcus(n)

Pη(π;K0(n)K∞)α(νS(π))

ここで、νS(π) = {νv(π)}v∈SはSでの πの不分岐スペクトラルパラメーターである。右辺
は無限和であるので、和の収束を保障するには α(s)の減衰条件が必要である。

定理 2 ([18]) α(s) =
∏

v∈S αv(sv)をCS上の正則関数で次を満たすものとする：
♡1 αv(−sv) = αv(sv) (∀v ∈ S)

♡2 αv(sv +
2πi

log qv
) = αv(sv) (∀v ∈ Sfin)

♡3 (∀ v ∈ P∞) (∀l > 0) (∀A > 0) (|αv(sv)| ≪ (1 + |Im(sv)|)−l) (Re(sv) ∈ [−A,A])
このとき次の等式が成立する：

Icus(α) + Ieis(α) + D(α) = Ju(α) + Jhyp(α)

ここで、左辺初項は上で定義した加重平均周期である。

• Ieis(α)は次で与えられる：

Ieis(α) =D−1/2
F G(η) vol(F

×\A1)−1

8πi

∑
χ∈Ξ0

∑
c|n

∫
iR
αχ(ν)L

1
χ,c(ν)L

η
χ̄,c(ν̄) dν

ここで、Ξ0は F×\A1の不分岐指標全体の集合、χ ∈ Ξ0および c|nに対して、

Lη
χ,c(ν) =

L(1+ν
2
, χη)L(1−ν

2
, χ̄η)

L(1− ν, χ̄2)

× (DFN(c))
ν/2

∏
v∈S(c)

{(q−1
v + 1)L(1− ν, χ−2

v )(ηv(ϖv)−Q(I(χv| |ν/2v ))}

ただし、L(s, χη)は完備化 Heckeの L函数であり、αχ(ν)は、a(χv) ∈ Cを χv| |−a(χv)
v が

F×
v の極大コンパクト部分群 o×v 上自明となるものとして、αχ(ν) = α({ν + a(χv)}v∈S)で
定義される。
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• D(α)は次で与えられる：

D(α) =Xη
0 (n)αη(1) + Y η

0 (n)α1(1) + Y η
1 (n)

(
d

dν

∣∣∣∣
ν=1

)
α1(ν) + Y η

2

(
d2

dν2

∣∣∣∣
ν=1

)
α1(ν)

ただし、

Xη
0 (n) =

2D
−1/2
F

ζF (2)
C0(η) δ(fη = oF ) B̃

η
0 (n),

Y η
0 (n) =

2N(fη)
1/2 G(η)

W (η) ζF (2)
C0(η)

2 B̃η
0 (n) + 4δη,1

D
−1/2
F R2

F

ζF (2)

{
−2CF

RF

ζ ′F (2)

ζF (2)
− 2

ζ ′′F (2)

ζF (2)
+ 4

ζ ′F (2)
2

ζF (2)2

+ 2

(
CF

RF

− ζ ′F (2)

ζF (2)

)
Ã1(n) + B̃2(n)

}
,

Y η
1 (n) = −8δη,1

D
−1/2
F R2

F

ζF (2)

{
ζ ′F (2)

ζF (2)
− CF

RF

− Ã1(n)

}
,

Y η
2 = 4δη,1

D
−1/2
F R2

F

ζF (2)
.

ここで、ζF (s)は完備化Dedekindゼータ函数を表し、

Ã1(n) =
1

4

∑
v∈S(n)

1− qv
1 + qv

log qv, B̃η
0 (n) =

∏
v∈S(n)

1− ηv(ϖv) q
−1
v

1− q−1
v

,

B̃2(n) =
1

8

∑
v∈S(n)

(
1− qv
1 + qv

)2

(log qv)
2 − 1

8

∑
v∈S(n)

1 + qv
1− qv

(log qv)
2 +

1

4

∑
{v1,v2}⊂S(n)

v1 ̸=v2

(qv1qv2 + 1)2

(q2v1 − 1)(q2v2 − 1)

であり、C(η), R(η)は

L(s, η) =
R(η)

s− 1
+ C0(η) +O(s− 1)

で定義され、CF = C0(1), RF = R(1)である。

• Ju(α)は次で与えられる：

Ju(α) = 2(δn,oF + 1)C(n)−1D
1/2
F G(η)

(
−1

2πi

)#S ∫
(c)

Cη
S(s|n)Υ

η
S(s)α(s) dµS(s)

ここで、C(n) = D
−1/2
F

∏
v∈S(n)(1 + qv)

−1であり、
∫
(c)
は十分大きな実数の組 c = (cv) ∈

(0,∞)Sを実部とする
∏

v∈S{Re(sv) = cv}に沿った多重 contour積分、

dµS(s) =
∏
v∈S

{
2−1 log qv(q

(1+sv)/2
v − q

(1−sv)/2
v ) dsv (v ∈ Sfin),

sv dsv (v ∈ P∞)

8



Cη
S(s|n) = C0(η) +R(η)

{
log N(n)1/2DF +

dF
2

(CEuler + 2 log 2− log π)

+
∑
v∈Sfin

log qv

1− q
(sv+1)/2
v

+
1

2

∑
ι∈Σ∞

(
Γ′

Γ

(
sι + 1

4

)
+

Γ′

Γ

(
sι + 3

4

))}
,

Υη
S(s) =

∏
v∈P∞

−1

8

Γ((sv + 1)/4)2

Γ((sv + 3)/4)2

∏
v∈S−P∞

(1− ηv(ϖv)q
−(sv+1)/2
v )−1(1− q(sv+1)/2

v )−1

• Jhyp(α)は次で与えられる

Jhyp(α) = C(n)−1

(
−1

2πi

)♯S ∫
(c)

Hη
S(n|s)α(s) dµS(s)

ここで、Hη(n|s)は [
1+b−1 1

1 1

]
(b ∈ F − {0,−1})

で代表される両側剰余類から決まるある積分（無限級数）であり、例えば、η = 1, S = P∞,

n = oF の場合なら、

H1
P∞(oF |s) =

∑
b∈oF−{0,−1}

τF (b) τF (b+ 1)
∏
v∈P∞

I(sv; b)

ただし、τF (b) = ♯{a ⊂ oF |aは idealで boF ⊂ a ⊂ oF }

I(s; b) =
−1

4
√
π

Γ( s+1
4
)2

Γ( s
2
+ 1)

∫ ∞

0

(y(t; b))(s+1)/4
2F1

(
s+1
4
, s+1

4
; s
2
+ 1; y(t; b)

)
d×t,

y(t; b) =
1

(t+ t−1)(b2 t−1 + (b+ 1)2 t)

とかける。

注意 : (1) この定理の証明に際しては、PGL2(Q)\PGL2(A)や F×\A×が非コンパクトな
ため、アイゼンシュタイン級数の発散周期積分を適切に正規化して計算する必要がある。
(2)同じ設定での相対跡公式は既に Jacquetによって提案されている ([6])。主な相違点を説
明しよう。従来型の公式は、アデール群上の「Hecke函数」の汎関数に対する等式であり、
不分岐軌道積分を除くと各項の具体的な形よりも群上の distributionとしての性質に重点
が置かれる。その理由は、既に述べたとおり、第二の群の相対跡公式との比較が最終目標
であるためである。対して、我々の公式は、表現の径数空間CS上の正則関数α(s)(=Hecke

函数の Fourier変換)に対する汎関数の等式であり、各項は非常に具体的に計算されてい
る (すべて

∫
(c)

Φ(s)α(s) dµ(s)の形で記述される。）
(3) F = Q, η = 1, n = Zの場合、類似公式が知られている ([12])
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2.3 Spectral equidistribution

まず、「等分布性」(equidistribution)とは何だったかを一般的な設定で説明しよう。Xを
σ-コンパクトかつ局所コンパクトな位相空間、{(Aλ, wλ)}λ∈Λを次のようなデータとする:

• Λ はフィルター付集合　

• Aλ ⊂ X は離散集合

• wλ(x) (x ∈ Aλ) は函数

a ∈ Aλに台を持つDirac測度 δaのwλ-加重和

µλ =
∑
a∈Aλ

wλ(a) δa

が、λ→ ∞においてX上のあるラドン測度 µ∞に弱収束するとき、つまり∫
X

φ(x) dµλ(x) −→
∫
X

φ(x) dµ∞(x), ∀φ ∈ Cc(X)

のとき、重み付点集合 {(Aλ, wλ)}λ∈Λは、測度µ∞に関してX上 equidistributed（等分布）
であるというのだった。

例 1 (Weylの定理） : θ ∈ R − Q とする。{(An, wn)}n∈NをAn = {ak := kθ − [kθ] | 1 ⩽
k ⩽ n }, wn(ak) = 1/nで定義すると、これはLebesque測度に関してX = [0, 1]上 equidis-

tributedである。

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

φ(ak) =

∫ 1

0

φ(x) dx

例 2 (Serre (1997)) pを素数とする。pと素なレベルΓ0(N)に属し、重さkを持つ cusp forms

f(τ) =
∑∞

n=1 af (n) q
n全体からなる空間の正規化されたヘッケ固有基底をB(k,N)とする。

重み付集合 {(Ak,N , wk,N)}を Ak,N = {p(1−k)/2 af (p)| f ∈ B(k,N)}, wk,N = [♯B(k,N)]−1

で定義すると、k +N → ∞のとき、これは区間 [−2, 2]上で測度

p+ 1

(p1/2 + p−1/2)2 − x2

√
4− x2

2π
dx

に関して equidistributedである。
我々の明示的相対跡公式により次が示せる：

定理 3 ([18]) (S, η, n)は 2.2節の最初の条件を満たすとし、更に ηは非自明とする。

Pfin(S, η) = {v ∈ Pfin − S ∪ S(fη)| ηv(ϖv) = −1 }

とおき、

IS,η = {Pfin(S, η)の素点に対応する偶数個の素 idealの積となる平方自由なイデアル }
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と定義する。更に、Π∗
cus(n) := {π ∈ Πcus(n)| cπ = n }とおく。このとき、空間

XS :=
∏

v∈Sfin

(
C/{±1} 2πi

log qv
Z
)
×

∏
v∈P∞

C/{±1}

において、点 νS(π) = {νv(π)}v∈S (π ∈ Π∗
cus(n))に重さ

L(1/2, π)L(1/2, π ⊗ η)

N(n)L(1, π; Ad)

を与えて定義される重み付き (加算無限)点集合 {νS(π)}π∈Π∗
cus(n)は、N(n) → ∞, n ∈ IS,η

のとき、XS上の次の測度Λη
Sに関して equidistributedである：

Λη
S = 4D

3/2
F L(1, η)

⊗
v∈S

Ληv
v

ここで、Ληv
v はXv上の測度で台が「虚軸」に一致し、虚軸では

Ληv
v (iy) =

L(1/2, Iv(| |iy/2v ))L(1/2, Iv(| |iyv )⊗ ηv)

L(1, πv; Ad)

ζF,v(2)

L(1, ηv)

×


(1 + q−1

v ) log qv
4π

∣∣∣∣∣ 1− q−iy
v

1− q
−(1+iy)
v

∣∣∣∣∣
2

dy, v ∈ Sfin,

1

4π

∣∣∣∣Γ((1 + iy)/2)

Γ(iy/2)

∣∣∣∣2 dy, v ∈ P∞

で与えられる。

注意 : (1) 測度Ληv
v は調和解析的な意味を持つ。

(2) 定理 2は（その系である定理 3および後述の定理４とともに）nが平方自由とは限ら
ない一般の場合に、杉山真吾 氏によって拡張された（[17])。
(3) 正則 (Hilbert)保型形式に対する先行類似結果として、[3], [14]がある。

2.4 L-函数の大きさ評価

L(s, π)からガンマ因子を取り除いた Lfin(s, π)を (s, π)の函数と見做すとき、その「漸
近的な大きさの評価」をしたい。以下では中心値 Lfin(1/2, π)を問題にする。我々はある
種の「多項式評価」を期待するのだが、計測の基準となるべきゲージ函数として表現の
「解析的導手」(anakytic conductor)が広く使われている。K∞-spherical な π ∈ Πcusに対
しては、その analytic conductorは

C(π) = N(cπ)
∏
v∈P∞

(2 + |νv(π)|)2

で定義される。ここで、cπは保型表現 πの代数的導手であり、{νv(π)}v∈P∞はアルキメデ
ス素点での πの不分岐パラメーターである。

11



さて、一般に保型表現の集合 F ⊂ Πcusと定数 θ > 0に対して、次の命題 P(F , θ)を考
察する：　

P(F , θ) : (∀ϵ > 0)

(
π ∈ F の函数 |Lfin(1/2, π)|

C(π)θ+ϵ
は上に有界である

)
オイラー積や函数等式の存在などと、複素解析におけるPhragmen-Lindelöfの定理によっ
て、命題P(Πcus, 1/4)が真であることが分かる。対応する評価式 |Lfin(1/2, π| ≪ϵ C(π)

1/4+ϵ

(π ∈ F) は凸評価 (convexity bound)と呼ばれる。最良評価を与える命題 P(Πcus, 0)は
Lindelöfの予想とよばれ、L(s, π)のリーマン予想から従う。凸評価と最良評価の中間に位
置する命題P(F , θ) (ただしθ < 1/4)が真のとき、対応する評価式をFにおけるLfin(1/2, π)

の subconvexity boundという。MichelとVenkateshによってP(Πcus, θ)が真となるような
subconvex exponent θ < 1/4の存在が証明されている ([11])。我々の明示的相対跡公式か
ら、中心 L値Lfin(1/2, π)の π∞-aspect に関する subconvexity boundが（基礎体の不分岐
L函数に対する subconvexity bound in t-aspectの成立を条件として）得られる。

定理 4 ([18]) nを固定された平方自由イデアルとする。「tempered パラメーターの空間」
(iR×

+)
P∞に含まれる閉錘 J に対して、

F(n, J) = {π ∈ Πcus(n) | {νv(π)}v∈P∞ ∈ J }

とおく。このとき、

Lfin(1/2, π) ≪n,J,ϵ C(π)
1/4−θ, π ∈ F(n, J)

なる評価式が成立する。ただし、θは、 F×の任意の不分岐イデール類群指標 χに対して

Lfin(1/2, χ) ≪ C(χ)1/4−δ.

を満たす定数 δ ∈ Rによって
θ = inf

(
1

4[F : Q]
, δ

)
で定義される。従って、もし δ > 0であれば subconvexity bound P(F(n, J); 1/4 − θ)が
成立する。

注意: πとテータ表現ΘηのRankin-Selberg L-函数の中心値Lfin(1/2, π)Lfin(1/2, π ⊗ η)

に対しては、πの導手と ηの導手の双方を変動させた場合の hybrid subconvexity bound

も得られる。

3 結び
我々は、総実代数体上で考えた PGL2上の保型表現の分裂トーラスに沿った周期積分
を内包する相対跡公式を、表現の不分岐パラメータ空間上のテスト函数の汎函数として
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明示的に記述した。その結果、公式の幾何サイド（軌道積分）の情報をスペクトラルサ
イド（L函数値）に反映させることで、佐竹パラメーターの加重等分布性や中心 L値の
subconvexity boundに対する応用があることを見た。逆に、スペクトラルサイドの情報を
幾何サイドに反映させるような方向の応用はありうるだろうか。この観点から、Jhyp(α)
から生じる多変数函数

s = (sv)v∈P∞ 7→
∑

b∈oF−{0,−1}

τF (b)τF (b+ 1) {
∏
v∈P∞

I(sv; b)}

の性質を調べることは興味深いように思われる。この函数は Selberg zeta 函数の対数微分
の類似物と見做すことが出来る。F = Qの場合の所謂 binary divisor function の漸近式
([13])の総実代数体への一般化をこの文脈で期待するのは自然ではないだろうか。
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