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概 要

アフィンリー環に付随する量子展開環の有限次元表現について，おもにキリロフ・レ
シェティヒン加群（KR加群）の構成を目指して入門的な解説をする．講演ではあま
り触れられなかった KR加群の結晶基底の存在とその表現論や可積分系への応用に
ついても補足したい．

1 量子展開環

アフィン量子展開環に限定する前に，一般の対称化可能なカッツ・ムーディーリー環

g [1]の場合に量子展開環を復習しておこう．I を gのディンキン図の頂点の集合とする．

また，q ∈ C× を１の冪根でないパラメータとする．gに付随する量子展開環 Uq(g) [2]
とは C上の結合代数で，{x±i , k±1

i }i∈I で生成され，次の関係式を満たすものである．

kikj = kjki, kik
−1
i = k−1

i ki = 1,

kix
±
j k−1

i = q
±aij

i x±j , [x+
i , x−j ] = δij

ki − k−1
i

qi − q−1
i

,

1−aij∑
ν=0

(−1)ν

[
1− aij

ν

]

qi

(x±i )1−aij−νx±j (x±i )ν = 0 (i 6= j)

ここで A = (aij)i,j∈I は gのカルタン行列，qi = qdi , di は D = (diδij)i,j∈I とおくと

DAが対称行列になるように定める．通常は di = (αi, αi)/2 (αiは単純ルート，( , )は
カルタン部分代数の双対空間の標準的な内積)ととる．最後の式はセール関係式とよば
れるもので，

[
m
n

]
q
は q-２項係数

[
m

n

]

q

=
(1− qm)(1− qm−1) · · · (1− qm−n+1)

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
∈ Z≥0[q]

(0 ≤ n ≤ m)である．
Uq = Uq(g)についてよく知られた事実を復習しておこう．Uq は，

1. gの普遍展開環 U(g)のパラメータ qをいれた変形になっている．

2. ホップ代数である．特に，余積とよばれる代数準同型∆ : Uq −→ Uq ⊗Uq が定義

される．これを使って，Uq-加群 V, W に対し V ⊗W にも Uq-加群の構造が入る．
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3. 可換でも余可換 (∆ = σ ◦∆であること．σはテンソル積の成分の入れ換え) でも
ない．この非余可換性が，柏原の結晶基底のテンソル積が成分の入れ換えに関し

て非対称になることに遺伝する．

2 アフィン量子展開環

以降は，gを有限次元単純リー環に限定し，ĝ = g ⊗ C[t, t−1] ⊕ Ccを gに付随する

アフィンリー環とする．これから述べる内容は，かなりの部分がカッツの本 [1]でいう
twisted 型の場合にも適用できるが，ここでは簡単のために nontwisted 型（X

(1)
n と表

示されるタイプ）に限ることにする．I, Î を g, ĝのディンキン図の頂点の集合とし，[1]
に倣って Î = I ∪ {0}としておく．

Uq = Uq(ĝ)の表現論をやるには，ドリンフェルト実現 [3]といわれるものを活用する
のが便利である．そこでの生成元と Uq の生成元の関係は [4]が明らかにした．そのため
の記号を準備しよう．$i を gの基本ウェイト，P,Qをそれぞれ gのルート格子，ウェ

イト格子とする．W を gのワイル群とするとき，Ŵ = W n Q (W̃ = W n P )は（拡
大）アフィンワイル群とよばれているものである [1]．拡大アフィンワイル群の方は ĝの

ディンキン自己同型（aτ(i),τ(j) = ai,j ∀ i, j ∈ Î を満たす τ）のなす群のある部分群 T を
用いて

W̃ = T n Ŵ

と書くこともできる．

さてルスティック [5, Part VI]により，i ∈ Î に対して Uq の代数自己同型 Tiが構成さ

れ，それらが組み紐関係式

TiTj = TjTi if aij = 0, TiTjTi = TjTiTj if aijaji = 1,

(TiTj)2 = (TjTi)2 if aijaji = 2, (TiTj)3 = (TjTi)3 if aijaji = 3

を満たすことが証明されている．w ∈ W̃ に対し，w = τsi1 · · · sil
(τ ∈ T , siは Ŵ の単

純鏡映，si1 · · · sil
は簡約表示) と書いたとき，τTi1 · · ·Til

は簡約表示によらず，これを

Tw と定義する．

i ∈ I, r ∈ Zに対し，
x±i,r = o(i)rT∓r

$i
x±i

とおく．ここで，o : I → {±1} は aij < 0 のとき o(i) = −o(j) を満たす写像であ
る．定義から明らかに x±i,0 = x±i である．(ai) をアフィンリー環 ĝ のカッツラベル

（A t(a0, · · · , an) = 0となる最小の正整数の組）とし，C =
∏

i∈bI kai
i とおくと，Cは Uq

の中心に属し，Uqは {x±i,r, ki, C | i ∈ I, r ∈ Z}で生成される．各 i ∈ Iに対し，{x±i , ki}
は Uqi(sl2)を生成し，{x±i,r, ki, C | r ∈ Z}は Uqi(ŝl2)を生成する．
次章で使うので，i ∈ I, r ∈ Z>0 に対し

ψi,±r = (qi − q−1
i )C∓r/2[x+

i,±r, x
−
i,0]

2



と定義しておく．このとき

[ψi,r, ψj,s] ∈ (C − 1)Uq

が成立する．Uq のタイプＩ（次章参照）の有限次元表現上では，C = 1なので ψi,r 達

は互いに可換である．

3 既約表現の分類

我々はアフィン量子展開環 Uq(ĝ)の有限次元表現について考察したい．まず，有限次
元表現の同型類のなすテンソル圏については，最高ウェイト Uq(ĝ)-加群を単純対象とし
て含むいわゆる圏 Oとは違い，

1. 完全可約性が成立しない！

2. ほとんどの場合，対象に柏原の意味での結晶基底が存在しない！

ということが知られている．2については，次章で詳しく述べる．
一方，単純対象である既約表現については，圏 O における最高ウェイトのような比

較的わかりやすい概念による分類法がある．それを説明するために，タイプＩ表現，`-
最高ウェイト表現という用語を準備する．P を ĝのウェイト格子，α∨i (i ∈ Î)を単純コ
ルートとする．Uq(ĝ)の表現 V がタイプＩであるとは，V が

V =
⊕

µ∈P

Vµ, Vµ = {v ∈ V | kiv = q〈µ,α∨i 〉v for i ∈ Î}

とウェイト空間の直和に分解されていることである．一般には，i ∈ Î に対して独立に，

kiv = −q〈µ,α∨i 〉vとなることを許容しなければならない．また，表現 V が `-最高ウェイ
ト表現であるとは，ある複素数の組 {Ψ±i,r}i∈I,r∈Z≥0 に対し，

x+
i,rv = 0 (r ∈ Z), k±1

i v = q
Ψ±i,0
i v, ψi,±rv = Ψ±i,rv (r ∈ Z>0), Cv = v

という条件を満たす `-最高ウェイトベクトル v ∈ V \ {0}を用いて，V = Uq(ĝ)vと表わ
される表現である．

このとき，Uq(ĝ)の有限次元既約表現について次のことがわかっている [6].

1. 有限次元既約表現はタイプＩの表現から Uq(ĝ)の自己同型

σi(x±j ) = (∓1)δij x±j , σi(kj) = (−1)δij kj

によってツイストして得られる．

2. タイプＩの有限次元既約表現は `-最高ウェイト表現である．
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3. （有限次元とは限らない）`-最高ウェイト表現が有限次元であるための必要十分条
件は，定数項１の多項式の組 (Pi)i∈I が存在して

∞∑
r=0

Ψ+
i,ru

r = q
deg(Pi)
i

Pi(q∓2
i u)

Pi(u)
=

∞∑
r=0

Ψ−i,ru
−r

と書けることである．ここで，左辺（右辺）は中辺の u = 0 (u = ∞)でのローラ
ン展開と考える．

つまり，Uq(ĝ)のタイプＩ有限次元既約表現はドリンフェルト多項式とよばれる多項
式の組 (Pi)i∈I で分類できるということになる．

4 表現の構成

この章では，ドリンフェルト多項式 (Pi)i∈I をもつ有限次元既約表現を具体的にどう

構成するかという問題を柏原流 [7]に扱う（中島啓 [8]による standard module の理論,
Chari [9]によるWeyl module の理論もある）．よって，q を不定元と思うことにする．

また，Uq(ĝ)には
qdx±i q−d = q±δi0x±i , qdkiq

−d = ki

となる新しい生成元 qdを入れておき，qdがない元の Uq(ĝ)は U ′
q(ĝ)と書いて区別する．

Ŵ を ĝに付随するアフィンワイル群とし，si (i ∈ Î)を単純鏡映とする．可積分表現
（x±i が局所的に冪零になるような表現）V のベクトル vがウェイト λの extremalベク
トルであるとは，

vw = v for w = e;

if 〈wλ, α∨i 〉 ≥ 0, then x+
i vw = 0 and (x−i )〈wλ,α∨i 〉vw = vsiw;

if 〈wλ, α∨i 〉 ≤ 0, then x−i vw = 0 and (x+
i )−〈wλ,α∨i 〉vw = vsiw

を満たすベクトルの組{vw}w∈cW を見つけることができることである．このとき，extremal
ウェイト加群 V (λ) (λ ∈ P )が，vλによって生成され，vλがウェイト λの extremalベク
トルであるという関係式によって定義される．λが支配的整ウェイトのときには，V (λ)
は λを最高ウェイトとする既約最高ウェイト表現になる．

r ∈ I に対し，レベル 0基本ウェイト$rを extremalウェイトとする extremalウェイ
ト加群 V ($r) を考え，

W r = V ($r)/(zr − 1)V ($r)

とおく．ここで，zrはある V ($r)上の U ′
q(ĝ)-線形同型である．V ($r)は無限次元だが，

W r は有限次元となり，ドリンフェルト多項式

Pr(u) = 1− a†ru, Pi(u) = 1 (i 6= r)

(a†r ∈ Q(q))をもつ既約表現となる．これをレベル 0基本表現とよぶ．
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レベル 0基本表現W r をもちいて，一般のドリンフェルト多項式をもつ既約表現を構

成しよう．a ∈ Q(q)に対し，U ′
q(ĝ)の自己同型 τa(τa(x±0 ) = a±1x±0 , 他は id)によるW r

の引き戻し τ∗a (W r)をW r(a)とおく．W r(a)⊗W r′(a′)は genericな a, a′ ∈ Q(q)に対
しては既約なので，U ′

q(ĝ)-線形な写像

RW r,W r′ (a, a′) : W r(a)⊗W r′(a′) −→ W r′(a′)⊗W r(a)

がスカラー倍を除いて決まる．これを量子Ｒ行列という．この量子Ｒ行列の合成によっ

て得られる U ′
q(ĝ)-線形写像

W r1(a1)⊗W r2(a2)⊗ · · · ⊗W rs(as) −→ W rs(as)⊗ · · · ⊗W r2(a2)⊗W r1(a1)

を考えよう．ここで，aj 達は aj/aj+1 が q = 0で極をもたないようにとるものとする．
このとき，[7, Th. 9.1]を使うことによって，像が既約であることがわかる．また，対応
するドリンフェルト多項式が

Pi(u) =
∏

m;im=i

(1− ama†iu)

であることもわかる．これで，一般のドリンフェルト多項式をもつ既約表現を構成でき

た．この構成法をフュージョン構成という．

5 KR加群

r ∈ I, s ∈ Z>0 に対し，r1 = · · · = rs = r, aj = qs+1−2j
r a (1 ≤ j ≤ s)のときにフュー

ジョン構成で得られる既約表現をW r,s(a)とおく．ベーテ仮説に由来するこの表現は，
その存在を予想した論文 [10]の著者の名前をとってキリロフ・レシェティヒン加群（Ｋ
Ｒ加群）とよばれ，次のような大変良い性質を持っている．

1. U ′
q(ĝ)の部分代数 Uq(g)に制限すると，ＫＲ加群W r,s(a)は

W r,s(a) ' V (s$r)⊕
⊕

µ≺s$r

V (µ)

（V (µ)は µを最高ウェイトとする Uq(g)の最高ウェイト表現，≺は通常のウェイ
ト上の半順序）という Uq(g)-加群としての分解をもつが，µ ≺ s$r なる成分が極

小になるような表現（ミニマル表現）である．これについては [11]がよいレビュー
である．

2. U ′
q(ĝ)の有限次元表現には q-指標 [12]があり，ＫＲ加群達の q-指標はT-system[13]
とよばれる簡単な代数関係式を満たす [14, 15]．さらに [16]の結果とあわせて，フェ
ルミ公式といわれる次の美しい分岐則が示される．

[W r1,s1(a1)⊗ · · · ⊗W rl,sl(al) : V (λ)] =
∑

{m(a)
i }

∏

a∈I,i≥1

(
p
(a)
i + m

(a)
i

m
(a)
i

)
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ここでも V (λ)は Uq(g)の最高ウェイト λの最高ウェイト表現であり，[ : ]は表現
の重複度である．右辺では

p
(a)
i =

∑

j≥1

ν
(a)
j min(i, j)−

∑

b∈I,j≥1

(αa, αb)min(i, j)m(b)
j ,

ν
(a)
j = ]{k | 1 ≤ k ≤ l, rk = a, sk = j}

で，和
∑
{m(a)

i } は

p
(a)
i ≥ 0 for any a ∈ I, i ≥ 1

λ =
∑

a∈I,i≥1

i(ν(a)
i $a −m

(a)
i αa)

を満たす {m(a)
i | a ∈ I, i ≥ 1}についてとる．これらの条件により，m

(a)
i 6= 0と

なる (a, i)は有限個になることに注意する．

3. W r,s = W r,s(1)は柏原の意味での結晶基底 [17]をもつ．このことは [18]において
予想され，[19, 20]において gが非例外型 (ABCD型)の場合に証明されているが，
gが例外型の場合，s = 1のとき [7]や，W r,s が Uq(g)の表現として既約なとき，
rが ĝのディンキン図の adjoint node (0と隣接する頂点)のときにしかわかって
いない．W r,sの結晶基底をＫＲ結晶といい，Br,sと表わす．ＫＲ結晶の組合せ論

的な実現については，gが非例外型の場合 [22]，s = 1の場合ＬＳパスによる表示
は [23]，単項式による表示は [24]を見よ．また，逆に結晶基底をもつ有限次元表
現は，ＫＲ加群のテンソル積だけだろうという予想もある．これについては，Ａ

型の場合ですらまだ証明はない．

ＫＲ結晶をもちいると 2のフェルミ公式の q-類似

∑

b

qD(b) =
∑

{m(a)
i }

qc({m(a)
i }) ∏

a∈I,i≥1

[
p
(a)
i + m

(a)
i

m
(a)
i

]

qa

も考えることができる．ここで和
∑

bは，Uq(g)-結晶としての最高ウェイト条件を
満たすウェイト λのBr1,s1 ⊗ · · · ⊗Brl,sl の元すべてにわたってとる．また，D(b)
はエネルギー関数といわれる整数値をとる bの関数で，右辺の c({m(a)

i })は {m(a)
i }

のある２次形式である．これを X=M予想 [21]という．この予想は，組合せ論的
な方法でＡ型の場合 [25]，非例外型で gのランクが十分に大きいとき [26, 27]，カ
レント代数の表現論による方法でＡ，Ｄ型の場合 [28]で証明されている．

4. ＫＲ結晶のエネルギー関数によって次数付けられた指標は ĝの最高ウェイト表現の

適当なワイル群の元に対応するデマズール指標となっている [29, 30, 31, 32]．また
ごく最近の研究で，Br,1のテンソル積の次数付指標はマクドナルド多項式の t = 0
での特殊化になっていることもわかった [33]．

最後に，ＫＲ結晶の応用についても少し触れておこう．
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1. r ∈ I に対し tr = 2/(αr, αr)とおいたとき，ＫＲ結晶 Br,trs はレベル s完全結晶

[34]といわれるものになる（もちろん結晶基底の存在が知られていない場合は予
想）．Bをレベル s 完全結晶とすると，半無限テンソル積B⊗B⊗ · · · の元でウェ
イト λに依存するある安定性条件を満たすもの全体は，Uq(ĝ)の最高ウェイト表
現の結晶基底B(λ)と同型になる．これを B(λ)の（京都）パス実現という．Bと

してレベルの異なる完全結晶のテンソル積をとると，今度は B(λ)達のテンソル
積となる [35]．さらに X=M予想を仮定すると，B(λ)や B(λ)達のテンソル積の
Uq(g)の最高ウェイト結晶に関する分岐関数のフェルミ的な明示公式を導くことが
できる．

2. 箱玉系 [36]といわれるソリトンをもつセルオートマトンがある．これは，初めは
ソリトン方程式の超離散化として考察されていたが，ＫＲ結晶をもちいても定式

化できることがわかった [37, 38]．X=M予想の両辺はそれぞれパス，艤装配位と
いう組合せ論的対象物の母関数として表示されているが，このパス，艤装配位の

間にはＫＫＲ全単射 [39]が存在する．箱玉系はパスの空間で記述されていて，そ
こでの運動は非線形であるが，ＫＫＲ全単射で移った艤装配位の方では線形化さ

れている [40]．
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