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1 クリフォード指数の定義
Cを複素数体C上で定義された種数 gの代数曲線としてLをC上の直
線束、d = degLをその次数、r = dimΓ (C,L)− 1 = dim |L|をLで定義
される完備線型系の射影次元とする。ここで先ずクリフォード指数の定
義をしておく。

定義 1.1 C上の直線束Lに対するクリフォード指数 Cliff (L)を

Cliff L = d− 2r

と定義する。

この値は線束Lがnon-special(i.e. h1(C,L) = 0)の場合はCliff L ≤ g−2

の勝手な値を取らせる事が可能であるし、h1(C,L) ̸= 0でも h1(C,L) = 1

であれば 0 ≤ Cliff L ≤ g − 2の勝手な値を取らせる事が可能である。勿
論リーマン・ロッホの定理により h0(C,L) = 0や h0(C,L) = 1の場合も
同様なことが起きる。従ってこう言った場合は本質的とは言えないので
あるが h0(C,L) ≥ 2かつ h1(C,L) ≥ 2の場合は簡単ではない。このよう
な事情を受けて代数曲線のクリフォード指数と言う概念も定義される。

定義 1.2 代数曲線Cに対するクリフォード指数Cliff Cを

Cliff C = min{Cliff L | h0(C,L) ≥ 2, h1(C,L) ≥ 2}

と定義する。
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クリフォード指数はクリフォードの定理と呼ばれる肺結核で若死にし
た英国の数学者クリフォード（William Kingdon Clifford, 1845-1879）の
1878年の論文 [2]の結果に基づくもので (論文 p.681の一行目参照のこと)

現在では以下のように記述される。オリジナルの論文では等号条件につ
いて、ここまで詳しくは書いていない。

定理 1.3 Lを代数曲線上の special line bundle(i.e. h1(C,L) ̸= 0)の時
Cliff L ≥ 0となり等号成立はL ∼= O,O(KC)もしくはCが超楕円曲線で
Lが O(rg1

2)の形のときに限る。

この記述の中でKCは標準因子のことで O(KC) は ωCのようにも記述
される。また gr

dと書いているのは次数 dで射影次元が rの（幾つかある
かも知れない）線型系の一つのことである。Cが超楕円曲線とは種数 2以
上でC上に g1

2が存在している場合のことである。

この定理の証明は大変易しいので、省略する方が無難なのだが、後の
話との関係する部分だけは紹介しておく。

証明: Cliff L ≥ 0であることを示す。C上の完備線型系 |L| とその双対
|ω ⊗ L−1|について有限射

ϕ : |L| × |ω ⊗ L−1| → |ω|

が ϕ(D,E) = D + Eで定義できるので

h0(C,L) + h0(C, ω ⊗ L−1) ≤ g

となり、これとリーマン＝ロッホの定理を併せれば Cliff L ≥ 0を得る。
だから Cliff L = 0と ϕが全射であるのは同じ意味になる。ここで |L| ̸=
∅, |ω ⊗ L−1| ̸= ∅ の時に ϕが全射であるとすると、全ての F ∈ |ω|が
F = E +D但しE ∈ |L|, D ∈ |ω ⊗ L−1|、と書ける。ここでCが非超楕
円曲線であれば線型系 |ω|は埋め込みを与えているので、ベルチニ型定理
から一般の元F ∈ |ω|は g個の線型独立な点を含む。更にF ∈ |ω|が一般
だと U ⊂ (Pg−1)∗をC ↪→ Pg−1と transversalに交わる超平面全体の開集
合として I = {(p,H) ∈ C × U | p ∈ H}とすれば、射影 I → U が 2g − 2

重被覆 なので、固定されたH0 ∈ U に対してC ∩H0 = Γ0として、この
被覆 I → U に関するモノドロミー作用 π1(U,H0) → Aut(Γ0)が決まる。
このとき以下が知られている。

補題 1.4 モノドロミー作用 π1(U,H0)→ Aut(Γ0)は full symmetric。
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ここで F = E +D ∈ |ω|を一般にとれば、その中の或る g個の点が線型
独立であったから先の補題 1.4により F が更に充分に一般であれば勝手
なF の g個の点が線型独立になる。特にEとDのどの g個の点も線型独
立になる (Uniform Position Theorem,[3]p.112を参照)。しかしGeometric

版Riemann Rochの 定理により dimD = g − r, dimE = rとなるのでこ
れらの点は g個が線型独立になり得ない。

証明終

この定理の証明の後半部分は実質的にはCliff C = 0の場合にCが超楕
円曲線になるという内容である。この定理の証明のキーは

1. h0(C,L) + h0(C, ω ⊗ L−1)の評価式

2. 代数曲線の超平面切断 Γ = H ∩ Cの満たす条件

の二箇所である。1.の評価式は単純な計算によって

h0(C,L) + h0(C, ω ⊗ L−1) = g + 1− Cliff (L) (∗)

と一般化できる。また、2.に関して、Γの満たす条件を考える事はCliff C =

0の場合だけに限らずCliff C ≥ 1の場合にも有効で、代数曲線のbirational

な射影モデルのヒルベルト関数 hΓ(n)(特に hΓ(2))の性質を調べることで
幾つかの結果が得られる。本稿ではこの内容を受けて 1.の評価式との関
係の強い代数曲線上の normal generationについての話題、2.の内容と関
連してGreen予想 (またはGreen予想)の話題、更にクリフォード指数に
よる代数曲線の分類理論の話題などを取り上げることにする。

2 Green予想
第 1節で述べたような代数曲線の birationalな射影モデルの超平面切断

Γ = H ∩ Cの満たす条件がクリフォード指数とどのように関わるかもう
少し見てみたい。典型的な例としてCliff C = 1を考えることにする。良
く知られた事実として以下がある。

定理 2.1 Cliff C = 1をであれば C は trigonal(base point free な g1
3 を持

つ)か平面 5次曲線のどちらかである。
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この証明の概略を hΓ(2) との関わりで見てみる。Cliff C = 1であると
gr
2r+1は必ず base point freeでなければならない。今、これが birational

でなければ直ちに g1
3 が存在するので |KC − g1

3|を考えれば birationalな
gr
2r+1 が構成されるので、birationalで base point freeである gr

2r+1 は必
ず存在している。この gr

2r+1から決まる写像 C → Pr による超平面切断
Γ = C ∩H ⊂ H = Pr−1は hΓ(2) = 2r − 1であることが [3]p.115-p.116の
計算をなぞる事で得られる。この時以下が知られる。

補題 2.2 (Castelnuovo) d = deg Γ,r ≥ 3で d ≥ 2r + 1の場合に hΓ(2) =

2r−1であればΓ ⊂ Pr−1は唯一つの rational normal curveXΓに含まれる。

ここで S =
∪
Γ

XΓ ⊂ Pr とすれば S は deg(S) = codimS + 1の 曲

面になるので rational normal scroll (P(O(a) ⊕ O(b)),O(1))か Veronese

surface (P2,O(2))でありCはSの因子になっているのでCの因子類の決
定は容易であり、前者の場合はCはSとPrの三次超曲面との交点として
得られる、後者の場合も同じく平面五次曲線と解る。このようにして定
理 2.1を得る事ができる。

いづれにしても、これらは hΓ(2) = 2r− 1であることから特殊な曲面S

が構成出来た事が大きいが、この曲面はCを含む二次式の共通零点として
定義出来るものであった。この内容を更に一般的な状況で扱おうとすると
Cliff (C) = cとしてクリフォード指数を与える線型系 gr

2r+cかKC − gr
2r+c

を考え (どちらかが base point freeで birational になるのは容易に解るの
で)、birationalになる線型系 gr

2r+cについて同じく hΓ(2)を考えるという
ものである。Cliff (C) = 1の場合に補題 2.2が成立したのが大きかった
が、ここに於いてXΓは Γ上で 0になる Γ(Pr−1,O(2))の元の交点として
定義されている。このXΓが種数 0でなければいけない理由の一つとし
て hΓ(2) = 2r − 1なのでXΓを定義する Γ 上で 0になる Γ(Pr−1,O(2))の

元の次元が

(
r + 1

2

)
− (2r − 1) =

(r − 1)(r − 2)

2
となっていて、P1の

埋め込み P1 → Pr−1の像を含む Pr−1二次式の次元が同じ値になることが
(i.e.hΓ(2) = 2r − 1 = 1 + 2(r − 1)− 0が P1上でのO(r − 1)のリーマン・
ロッホの定理の式と同じ形であることが)その理由の一つである。これは
偶然ではなく、hΓ(2) = 2r − 2 = 1 + 2(r − 1) − 1でH が充分一般なら
Γ = H∩Cは elliptic curveに乗ることが解る (Harris [10]p.103Proposition

(3.19)と p.106 Proposition (3.20))。更にこの拡張を目指した議論も存在
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していて Harris [10]の 3.c節と 3.d節 (p.115-p.135)を参照頂きたい。い
づれにしても gr

2r+cかKC − gr
2r+cで与える birationalな C の射影モデル

の二次式と言うのは興味深い内容と関わっている。

Green予想と言うのは同じ二次式の持つ性質に関する予想であるが射
影モデルは C の canonical embeddingで構成されるモデルに対して考え
られているものである。この場合でも Cliff (C) = 1に関しては補題 2.2

から得られた結果と非常に類似する有名な Enriques-Petriの定理が知ら
れている。

定理 2.3 (Max Noether) Cがnon-hyperellpticであればωCはnormally gen-

eratedである

定理 2.4 (Enriques-Petri) Cがnon-hyperellpticであればωCによる埋め込
みC → Pg−1は ideal論的に二次式と三次式で生成され、更にCliff (C) ≥ 2

であることが C が二次式だけで生成される必要充分条件である。また
Cliff (C) = 1の時Cを含む二次式全体は rational normal scroll (P(O(a)⊕
O(b)),O(1))かVeronese surface (P2,O(2))になる。

先程も hΓ(2)を調べる研究であったが、ここで、この二次式にどのよう
な意味があるかを解説したい。これに関して Schreyer が良い研究をして
いて、実は二次式は二種類に分けて考えてみると良いのである。

Schreyerのアイデアは d-donal curve C = (C, g1
d) に対して（g

1
d は完

備である）加群 Fi = Γ(C, ωC ⊗ L⊗−i) と Γ(C,O(g1
d)) の元 σを与えて

Fi+1 ⊃ Fiσを Fi+1 ⊃ Fiと言う書き方にしておけばフィルトレーション
F0 ⊃ F1 ⊃ · · · ⊃ Fn ⊃ · · · が考えられて dimF0/F1 = d− 1, dimF0/F1 ≥
dimF1/F2 ≥ · · · ≥ dimFi/Fi+1 ≥ · · · なので,

ei = #{j ∈ N | dim (Fj−1/Fj) ≥ i} − 1

としてMaroni型の不変量 e1 ≥ · · · ≥ ed−1 ≥ 0 が考えられる。定義から
直ぐ解る事として Γ(C, ωC)の基底が Γ(C,O(g1

d))の基底 [s, t]を使って

se1θ1, s
e1−1tθ1, · · · , te1θ1

se2θ2, s
e2−1tθ2, · · · , te2θ2

· · ·

sed−1θd−1, s
ed−1−1tθd−1, · · · , ted−1θd−1
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と書ける。但し θjはFej
の元でFej+1 ⊂ Fej

に含まれていない元としてい
る。この基底は明らかにd−1次元の scroll P(O(e1)⊕· · ·⊕O(ed−1))で構造
射π : P(O(e1)⊕· · ·⊕O(en))→ P1に対してπ∗O(1) ∼= O(e1)⊕· · ·⊕O(ed−1)

となる tautological bundleの global section Γ(O(1))の元と見なす事ので
きるものであるので scroll P(O(e1)⊕ · · · ⊕ O(ed−1))の完備線型系 |O(1)|
による像を S(e1, · · · , ed−1)と書けば

C ⊂ S(e1, · · · , ed−1) ⊂ Pg−1

が成り立つ。また良く知られているように S(e1, · · · , ed−1)は定義イデア
ルが二次式で生成されている（藤田 [7]p.171 Theorem 4.1 d)を使う）。こ
れにより C ⊂ Pg−1を定義する二次式には S(e1, · · · , ed−1)を定義するも
のと、そうでない二次式の二種類が存在していることになる。
S(e1, · · · , ed−1)を定義する二次式は解りやすい求め方が存在している
即ちS(e1, · · · , ed−1)はdeterminantal varietyと捉えることが出来る (Har-

ris [3] p,96など参照)ので、n次元の scrollの構造射 π : P(O(e1) ⊕ · · · ⊕
O(en)) → P1に対して π∗O(1) = O(e1)ψ1 ⊕ · · · ⊕ O(en)ψnと frameを決
めて Γ(P(O(e1)⊕ · · · ⊕ O(en)),O(1))の基底を

[tisej−iψj | 0 ≤ i ≤ ej, j = 1, · · · , n]

と書いてX
(j)
i = tisej−iψjと置けば

Me1,··· ,en

(
X

(1)
0 · · · X

(1)
e1−1 · · · X

(n)
0 · · · X

(n)
en−1

X
(1)
1 · · · X

(1)
e1 · · · X

(n)
1 · · · X

(n)
en

)

の (2, 2)小行列式全体が P(O(e1) ⊕ · · · ⊕ O(en))の |O(1)|による写像の
像 S(e1, · · · , en)の定義方程式になる。特に f = e1 + · · · + en として ρ :

O(−1)⊕f → O⊕2をMe1,··· ,en で定義した Pr = P(Γ(O(1)))上のベクトル

束の間の写像とすればS(e1, · · · , en)はdeterminantal variety
(
Pr
)

1
(ρ)(記

号はHarris [3] p.83に従っている)である。当然の事ながら

C ⊂ S(e1, · · · , ed−1) ⊂ Pg−1

の関係からC ⊂ P(O(e1)⊕· · ·⊕O(ed−1))と見て、この上でCの resolution

を求めればC ⊂ Pg−1を定義する二次式の詳細な情報が得られる。幸いな
事に determinantal variety上では以下の様な有名 complexが知られてい
る (Eisenbud [5]p.222-p.226)。
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定義 2.5 F と Gを variety V 上の vector bundleで rankF = f ,rankG = g

であり f ≥ gとする。ρ : F → Gを O加群としての準同型として

Cb
j =

{ ∧g G∨ ⊗ Sj−b−1G∨ ⊗
∧g+j−1F (j > b)∧j F ⊗ Sb−jG (j ≤ b)

として j ≤ bのとき

Cb
j

id⊗ρ⊗id→
j∧
F ⊗ F∨ ⊗ G ⊗ Sb−jG L⊗L→ Cb

j−1

j = b+ 1のとき

Cb
b+1

id⊗∧gρ⊗id→
g∧
G∨ ⊗

g∧
G ⊗

g∧
F∨ ⊗

g+b∧
F L⊗L→ Cb

b

j > b+ 1のとき

Cb
j+1

id⊗id⊗ρ⊗id→
g∧
G∨ ⊗ Sj−bG∨ ⊗ G ⊗ F∨ ⊗

g+j∧
F id⊗µ∗⊗L→ Cb

j

で与える。但し µ∗は µ : Sj−b−1G ⊗G → Sj−bGの dual µ∗ : Sj−bG∨⊗G →
Sj−b−1G∨であり、ρ ∈ F∨ ⊗ G,∧gρ ∈

∧g F∨ ⊗
∧g Gと見ており、Lは標

準的な写像L :
∧j F ⊗F →

∧j−1F , L : G ⊗Sb−jG → Sb−j+1Gである。こ
のようにして決まる complexを Cbと書きEagon-Northcott complexと言
う。即ち

Cb : · · · → Cb
j+1 → Cb

j → Cb
j−1 → · · · → Cb

0

今X = S(e1, · · · , en) としてO(1) = O(H),Rを πのファイバーとして
若干面倒ではあるが f = e1 + · · ·+ ed−1として

Cb
j =

{
OPg−1(−j − 1)⊕(j−b−1)( f

j+1) (j > b)

OPg−1(−j)⊕(j−b+1)(f
j) (j ≤ b)

は定義より求める事が出来る。簡単の為に Cb
j = OPg−1(∗)⊕ξjb と書いてお

くことにする。これより Cb(a) = Cb⊗OPg−1(a)とすると以下が知られる
(Eisenbud [5] p.222-226 Appendix 2H,Schreyer [13] p.112 Corollary)。

定理 2.6 写像 Cb(a)→ OX(aH + bR)→ 0は exactである。
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一方 C ⊂ P(O(e1) ⊕ · · · ⊕ O(ed−1))の resolutionは Schreyerが計算し
ているが (Schreyer [13] p.120 (4.4)Corollary,Corollaryに出てくる βjは同
じ論文の p.119のLemma 2,fは p.109(1.1)を参照)特に d = 3, 4の場合は
Schreyerの計算結果は 以下の形になっているので曲線Cは scrollの中で
それぞれ hypersurface,complete intersection になっている。
d = 3:

0→ OP (−3H + (f − 2)R)→ OP → OC → 0

d = 4:

0→ OP (−4H+(f−2)R)→ OP (−2H+b1R)⊕OP (−2H+b2R)→ OP → OC → 0

但し b1, b2 は幾らかの条件を満たす或る数であり (Schreyer [13] p.127-

p.128)P = P(O(e1) ⊕ · · · ⊕ O(ed−1))と書いている。定理 2.6と併せて
以下を得る。
d = 3:

0 0x x
0 ←−−− OC ←−−− OP ←−−− O(−3H + (g − 2)R) ←−−− 0x x

OPg−1 OPg−1(−3)⊕ξ0,f−2x x
...

...x x
OPg−1(−f)⊕ξf−1,0 OPg−1(−f − 3)x x

0 0

これからmapping coneを取る事で以下のminimal resolutionを得る。

0← OC ← OPg−1 ← OPg−1(−2)⊕β12 ⊕OPg−1(−3)⊕β13 ← · · ·
← OPg−1(−(g − 2))⊕βg−3 g−2 ⊕OPg−1(−(g − 1))⊕βg−3 g−1

← OPg−1(−(g + 1))← 0
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この場合の様に hypersurfaceになっている場合は（或いは complete in-

tersectionになっている場合も同じく）mapping cone を取るとminimal

resolutionになる。だから d = 4の場合も d = 3と全く同じやり方で (し
かし大変面倒くさいが)以下の様なminimal resolutionを得ることが出来
るのである。

0← OC ← OPg−1 ← OPg−1(−2)⊕β12 ← OPg−1(−3)⊕β23 ⊕OPg−1(−4)⊕β24

← · · · ← OPg−1(−(g − 3))⊕βg−4g−3 ⊕OPg−1(−(g − 2))⊕βg−4g−2

← OPg−1(−(g − 1))βg−3g−1 ← OPg−1(−(g + 1))← 0

一般にはmapping coneを取る事で埋め込みC ⊂ Pg−1の resolutionまでは
得られるがminimalであるかどうかは解らないし、また Schreyerが d = 4

の場合に b1, b2と書いていた値の d ≥ 5に於ける決定も難しい為、この手
法だけではminimal resolutionは特定出来ない。以下の事実が解るだけで
ある。(Eisenbud [5]p.182 Proposition 9.5)

命題 2.7 C ⊂ Pg−1のminimal resolutionは或る a ≥ 0が存在して以下の
形になる。
0← OC ← OPg−1 ← OPg−1(−2)⊕β12 ← OPg−1(−(a+ 1))⊕βaa+1

← OPg−1(−(a+ 2))⊕βa+1a+2 ⊕OPg−1(−(a+ 3))⊕βa+1a+3 ←
· · · ← OPg−1(−(g − 2− a))⊕βg−3−ag−2−a ⊕OPg−1(−(g − 1− a))⊕βg−3−ag−1−a

← OPg−1(−(g − a))βg−2−ag−a ← · · ·OPg−1(−(g − 1))βg−3g−1

← OPg−1(−(g + 1))← 0

この図式は通常は betti diagramと呼ばれる βijの表として提示される (下
は b = g − 2− aとしていて−は 0のことで βijが書いてあるのは 0でな
い部分)。

0 1 · · · a a+ 1 · · · b− 1 b · · · g − 3 g − 2

βii 1 − · · · − − · · · − − · · · − −
βii+1 − β12 · · · βaa+1 βa+1a+2 · · · βb−1b − − − −
βii+2 − − · · · − βa+1a+3 · · · βb−1b+1 βbb+2 · · · βg−3g−1 −
βii+3 − − − − − − − − − − 1

ここで d = 3, 4の場合の計算結果を見て見ると d = 3(⇒ Cliff (C) = 1)

は β13 ̸= 0であり d = 4(⇒ Cliff (C) = 2)は β13 = 0, β24 ̸= 0である。有
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名なPetriの定理はこの様な考え方に基づくと以下の様に表現されるのは
容易に理解できるのではないかと思う。

定理 2.8 (Enriques-Petri) Cliff C = 1である必要充分条件は β13 ̸= 0で
ある。

Green予想と言うのはこうやって出てきた βij(graded Betti numberと言
う)に関する事実が一般的にも成立するであろうと言う予想であり、詳し
く言うと

c := min{i | βii+2 ̸= 0}

とすると
c = Cliff (C)

であろうと言う予想である。これに関して以下は知られている (Aprodu-

Nagel [1] p.51 Proposition 4.1などを参照)。

定理 2.9 c ≤ Cliff C

これが証明されるので、4-gonal (Cliff C = 2の場合)の時にβ13 = 0, β24 ̸=
0 である事は結果だけなら定理 2.9の簡単な系になっている。

さて、この予想に関連したGreen-Lazarsfeld予想について少し述べて
おくことにする。V を体 k 上のベクトル空間として x ∈ V ∧ について
ιx :

∧p V →
∧p−1 V を

ιx(v ∧ v1 ∧ · · · ∧ vp−1) =< x, v > v1 ∧ · · · ∧ vp−1 − v ∧ ιx(v1 ∧ · · · ∧ vp−1)

で帰納的に定義した上で ι :
∧p V → Hom(V ∧,

∧p−1 V ) ∼=
∧p−1 V ⊗ V を

v1 ∧ · · · ∧ vp 7→ (x 7→ ιx(v1 ∧ · · · ∧ vp))

によって決まる自然な同型とする。今M を symmetric algebra S = S·V

上の graded module of finite typeとしておくと∧p V ⊗Mq

δ ((QQQQQQQQQQQQQ

ι⊗id // ∧p−1 V ⊗ V ⊗Mq

id⊗µ

��∧p−1 V ⊗Mq+1

によりδ :
∧p V ⊗Mq →

∧p−1 V ⊗Mq+1を決める、但しµ : Mq⊗V →Mq+1

は自然な写像である。
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定義 2.10 複体∧p+1 V ⊗Mq−1
δ−−−→

∧p V ⊗Mq
δ−−−→

∧p−1 V ⊗Mq+1

によって決まる cohomology群をKp,q(M,V )と書きKoszul cohomology群
と呼ぶ。特に (C,L)を代数曲線と直線束の組とするときV = Γ(C,L),M =

⊕j≥0Γ(C,L⊗j)とした時にはKp,q(M,V )をKp,q(C,L)と書く。また coher-

ent module F についてM = ⊕j≥0Γ(C,F ⊗ L⊗j)とした時はKp,q(M,V )

をKp,q(C,F ,L)と書く。

定義から Kp,q(C,L,L) = Kp,q+1(C,L) に注意しておく。M の mini-

mal graded free resolution を · · · → Fi → · · · → F0 → M として
Fi = ⊕jS(−j)⊕βij = ⊕jMij⊗S(−j)を満たすβij次元のベクトル空間Mij

を決める。この βijは graded betti numberと呼ばれるが、Kp,q(M,V ) =

Kp,q(C, ωC)の 時は p. 10で定義した graded betti numberそのものであ
る。良く知られているように以下が成立する。

定理 2.11 Kp,q(M,V ) ∼= Mp p+qである。

詳細は [1] p.6 Proposition 1.12などを参照のこと。

定理 2.12 Lが base point freeであって r = dimΓ(C,L)− 1とすれば

Kp,q(C,L)∧ ∼= Kr−p−1,2−q(C, ωC ,L)

である。

詳細は [1] p.18 Theorem 2.24などを参照のこと。

Kp,q(M,V ) = Kp,q(C, ωC)の時を考えると βijは

βij = dimKi,j−i(C, ωC) = dimKg−2−i,2−j+i(C, ωC , ωC)

= dimKg−2−i,3−j+i(C, ωC) = βg−2−i,g−j+1

を満たすので βp p+1 = βg−2−p g−pの関係からGreen予想は c = Cliff (C)

と置くなら β02 = β13 = · · · = βc−1c+1 = 0 βc c+2 ̸= 0 と言う主張である
のだから βg−2−p g−p = 0 c− 1 ≤ g − 2− p, βc c+2 ̸= 0と書ける。だか
らこの条件は

βg−2−p g−p = 0⇐⇒ c ≤ g − 1− p

11



となり βp p+1 = βg−2−p g−pの関係から

βp p+1 = 0⇐⇒ c ≤ g − 1− p

即ち定理 2.11に従って

Kp,1(C, ωC) = 0⇐⇒ c ≤ g − 1− p

と言う表現になる。

この記述方法に大して Green予想の拡張の予想と考えられる Green-

Lazarsfeld予想と言うのが存在していて、それは Lを充分に次数の大き
な直線束とすれば

Kp,1(C,L) = 0⇐⇒ gon(C) ≤ r + 1− p

であろうと言うものである。ここで gon(C)は C のゴナリティーで r =

dimΓ(C,L) − 1である (Aprodu-Nagel [1]p.53。 Eisenbud [5] p.171 では
Gonality Conjectureと呼ばれている)。

定義 2.13 C上の直線束Lが条件 (Mk)を持つとはKp,1(C,L) = 0が p ≥
r(L)− kで成立することである。

この定義の用語に従ってこの予想は以下のようにも書き変えられる

gon(C) = min{k | (Mk)がdegL >> 0である全てのLについて成立しない}

ちなみに以上の話でGreen予想はLazarsfeldの予想にも関係していて、こ
れもGreen-Lazarsfeldの予想と言っても良いもので次節で関連するLazars-

feldの論文も紹介することになる。
ちなみにこれらの予想は現状では非常に進展していてAprodu,Farkas,

Voisinなどの結果がある。

3 normal generationについて
CをC上定義された代数曲線とする。 Lを C上の line bundleとする
時L が normally generatedとは以下の条件を満たす時である。
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定義 3.1 LをC上の line bundleとする時L が normally generatedとは
Γ (C,L)⊗n → Γ (C,L⊗n)

が全ての自然数 n ∈ Nに対して全射である時である。

この条件は Lが very ampleの時に Lによる埋め込み C ↪→ Pnに於いて
L⊗n に線型同値な因子は全て埋め込みC ↪→ Pnの n次の超曲面の引き戻
しによって得られると言う事を意味する。
一般に ampleで normally generatedならば very ampleが成立する。実
際Lが ampleならばL⊗nが very ampleになる nが存在し,更に normally

generatedだから L⊗nに線型同値な全ての因子が C ↪→ Pnによる n次の
超曲面の引き戻しによって定義されるので,以下の可換図式が成立する。

C · · · → Pn = P(Γ (C,L))

↓ ↓
P(Γ (C,L⊗n)) = P(Γ (C,L⊗n))

ここで Pn → P(Γ (C,L⊗n)) は Veronese embeddingである。従ってこの
図式から C · · · → Pn = P(Γ (C,L))も埋め込みにならなくてはいけない
事になるからLは very ampleである。

これから normally generatedの条件は very ampleを含む条件であるこ
とが解るが逆が不成立なのは平面曲線の例などから直ぐに解る事なので
normally generatedはvery ampleより強い条件である事が解る。このvery

ampleより強い条件である normally generatedと言う条件は曲線 Cの射
影モデルの構成と言う面に於いて定義イデアの決定と言う側面までにも
良い貢献が期待できる条件である。つまり normally generatedの条件が
あればLによる埋め込みの定義イデアル I ⊂ S = C[X0, · · · , Xn]は

S/I = ⊕n≥0Γ(C,L⊗n)

であるので In = ker(Γ(C,L)⊗n → Γ(C,L⊗n))より I = ⊕n≥0Inとなるので
明確に定義イデアルが与えられる (E.Arbarello, M.Cornalba, P.A.Griffiths,

J.Harris [3]p.140参照)。即ち射影モデルを考えようとする際には極めて
有力で重要な条件と見なせるものである。
代数曲線上でこのような normally generatedと言う条件が得られるの
はLの次数を dとすると,藤田-Mumford の定理として知られる以下の結
果がある。

定理 3.2 d ≥ 2g + 1ならばLは normally generatedになる。
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残念ながら d ≤ 2gでは実際に反例が構成出来るので上の定理は全ての種
数 gの代数曲線に対しては最良の結果になっている。しかし d ≤ 2gでも
normally generatedな例は実際に存在する為,次数dが2g以下のnormally

generatedな line bundleの決定を完全に行うのは射影モデルを考えようと
する際には大事な問題である。この内容に関して以下のGreen-Lazarsfeld

の結果と言うのがあり、ここでクリフォード指数が非常に重要な役割を
果たしている。

定理 3.3 Lは very ampleであるとする。この時に
degL ≥ 2g + 1− 2h1(C,L)− Cliff (C)

であるとすると
Lは normally generatedである。

この定理は重要な言い換えと言うのがあって、それは上の条件

degL ≥ 2g + 1− 2h1(C,L)− Cliff (C)

が実は条件
Cliff (L) + 1 ≤ Cliff (C)

と同等だと言う点である。またクリフォード指数の定義を思い出すと

h0(C,L), h1(C,L) ≥ 2

であるLの中のCliff (L)の最小値がCliff (C)なのだからCliff (L) + 1 ≤
Cliff (C)であればLは very ampleなので h0(C,L) ≥ 2は文句なく成立し
ている為 h1(C,L) = 0, 1しかあり得ない。

定義 3.4 Lは h0(C,L), h1(C,L) ≥ 2である時にクリフォード指数の定義
に貢献していると言う。

定理 3.3はクリフォード指数の定義に貢献しない因子の中で数値的にも
クリフォード指数を下回ってしまう因子は very ampleであれば、normal

generatedを満たすと言う事で、直線束の中でクリフォード指数の定義に
貢献する方（これは§1のGreen予想などに関連していく）とそうでない
方（定理 3.3により代表的な物は normally generatedになる）と言う大
雑把な区分けが存在していると見なせなくもない。以下この定理の証明
の概略を紹介することにする (Green-Lazersfeld [8])。
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定理 3.3の証明の方針：この定理は very ampleな直線束 Lが normally

generatedでないとすると条件 Cliff (L) + 1 ≤ Cliff (C)に反するという
方針で行うものである。もう少し詳しく言うと Lが normally generated

でない場合、若干の議論で

Γ(C,L)⊗2 → Γ(C,L⊗2)

が全射でなくなる (ここでも二次式の部分が本質的になっている点が興味
深い)。従って dualを取る事で

µ∗ : Ext1(L, ωC ⊗ L−1)→ Hom(Γ(C,L), H1(C, ωC ⊗ L−1))

が単射でなくなるので非自明な拡大

ξ : 0→ ωC ⊗ L−1 → E → L → 0

が構成される。µ∗(ξ) = 0であるので (µ∗(ξ)はこの完全列の long exact

sequenceの connecting homomorphismに対応するのであるから)§1の
(∗)の式から

dimΓ(C, E) = dimΓ(C,L) + dimΓ(C, ωC ⊗ L−1) = g + 1− Cliff (L)

であることが解る。ここでGhioneまたはMukai-Sakaiによる以下の結果
が知られる。

定理 3.5 F は曲線 C 上の rank rのベクトル束とする。今 degF ≥ (r −
1)(g−1)であれば、或る次数 0の直線束 ξが存在して dimΓ(C,F ⊗ ξ) > 0

である。

これから rank 2であるvector bundle EについてdegA ≥ aで2a ≤ g−1な

る subbundle A ⊂ Eが取れる。良く知られているようにCliff (C) ≤ g − 1

2
であるので (ACGH [3] p.206 (1.1)Existence Theoremから容易に計算出
来る)特に subbundle A ⊂ E で

degA ≥ Cliff (C)

であるものが取れる。この条件と仮定 degL ≥ 2g+1−2h1(C,L)−Cliff (C)

から degA > degω ⊗L−1が解る。従って次のような完全列が存在して特
に αAは単射である：
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0

��
A

��

αA

$$HH
HH

HH
HH

HH
H

0 // ω ⊗ L−1 // E

��

// L // 0

ω ⊗ A−1

��
0

この様にして出来た AはA ⊂ Lとなるので、正因子Dが存在して A ⊗
O(D) ∼= Lとなる。ここで dimΓ(C, E) = g+1−Cliff (L) = dimΓ(C,L)+

dimΓ(C, ωC⊗L−1) ≤ dimΓ(C,A)+dimΓ(C, ωC⊗A−1) = g+1−Cliff (A)

よりCliff (A) ≤ Cliff (L)である。Cliff (A)+1 ≤ Cliff (L)+1 ≤ Cliff (C) ≤
degAなので degA > Cliff (A)より h0(C,A) ≥ 2となる。h1(C,A) ≥ 2

の証明はもう少し複雑になるので省略する。これらを併せて h0(C,A) ≥
2, h1(C,A) ≥ 2であるので

Cliff (A) + 1 ≤ Cliff (L) + 1 ≤ Cliff (C)

はクリフォード指数の定義に反している。
概略終

この定理の拡張については定理 3.2の拡張の形を取るものが多い。古典
的には d = 2gの時の本間 [11]による以下の定理がその始まりと言える。

定理 3.6 d = 2gの時Lが normally generatedにならない必要充分条件 は
Cが hyperelliptic curveである事である。

この形で d = 2g − 1の時に Green-Lazersfeld [8]は以下の定理を与えて
いる。

定理 3.7 d = 2g − 1であり Lは very ampleとして g ≥ 4とする。 この
時Lが normally generatedにならない必要充分条件はCが以下の場合で
ある。

1. Cが hyperelliptic curve
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2. Cが trigonal curveでL ∼= O(KC − g1
3 +D) の形である時 (D ≥ 0)

3. C ⊂ P2は smooth plane quinticで |B|により 埋め込まれている時
でL ∼= O(B + g1

6)

但しBsg1
6 = ∅とする。

この形の方向性で定理 3.2をより低い次数に拡張する試みも色々存在し
ている。それらの中には先の概略で登場したDと言う因子の満たすべき
条件である以下の定理にある 1.の数値条件などを用いて拡張を目指すと
言う方針の物もある。

定理 3.8 Lは very ampleであるとして r = dimΓ(C, (L))− 1で deg(L) =

2g + 1− kとする。今 e ≥ −1が 2k + 4e + 1 ≤ gをみたしたとする。又
|L|による 埋め込み C ↪→ Prとする。この時 Lが normally generatedで
ある必要充分条件は 1 ≤ n ≤ r − 2 − e − h1(C,L)である nと effective

divisor Dが存在して以下の条件が成立する事である。

1. deg(D) = d ≥ 2n+ 2でH1(C,L2(−D)) = 0

2. dim(D) = nでDは fails to impose independent conditions on quadrat-

icsを満たす。

但しDはD ⊂ Prの linear spanである。

先の定理 3.7の証明の概略は、実は大半がこの定理の証明の筋であって、
Dの構成は先の概略では矛盾を導くための構成の様に見えるが実際はこ
のような形で提示される。また、先の概略で省略した h1(C,A) ≥ 2の証
明は、この条件 1. , 2.により得られると言うストーリーになっている。

さて、このnormal generationの条件は環論的にも扱われている (Aprodu-

Nagel [1]p.52 Definition 4.15参照)。

定義 3.9 曲線C上の直線束Lが条件 (Np)を満たすとはKi,j(C,L) = 0が
全ての i ≤ pと j ≥ 2に対して成立するときである。

この条件 (Np)は良く知られた言い換えがある。

定理 3.10 (N0)である事とLが normally generatedは同値である。
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Green [9] p.138 (2.a.9)。次は定義そのままである。

定理 3.11 (N1)である事と Lが normally generatedでそのイデアルが二
次式で生成されることは同値である。

Greenは [9]に於いて以下の定理を証明している

定理 3.12 degL ≥ 2g + 1 + pであればLは (Np)の性質を持つ。

Green [9] p.155 Theorem (4.a.1)

ここで、定理 3.7は (N0)に関する定理である訳であるから仮定 deg(L) ≥
2g + 1− 2h1(C,L)−Cliff (C)を special divisorにのみ適応させる事を考
えれば h1(C,L) = 1であった。だから定理 3.7を以下の様に言う事も出
来る。

定理 3.13 Lが very ampleな special line bundleである時
deg(L) ≥ 2g − 1− Cliff (C)

であればLは (N0)の性質を持つ。

Green-Lazarsfeldの予想は、この定理の拡張が以下の様に出来ると言う
予想である。

予想 3.14 Lが specialで very ample line bundleであるとき

deg(L) ≥ 2g − 1 + p− Cliff (C)

の時にLは性質 (Np)を持つ

詳しくはAprodu-Nagel [1] p.54 Conjecture 4.29を参照のこと。

しかしながら、この予想は元々はGreen-Lazarsfeld [8]に於いて、定理 3.7

の拡張が成り立つであろうと言う予想の形であって以下の主張が元々の形
である (Green-Lazarsfeld [8] p.86 (3.4)ConjectureまたはAprodu-Nagel [1]

p.54 Conjecture 4.31)。

予想 3.15 Lが very ample line bundleであるとき Lが (p + 2)-secant p-

planeを持たない埋め込みであれば

deg(L) ≥ 2g + 1− 2h1(C,L) + p− Cliff (C)

の時にLは性質 (Np)を持つ

この予想はTexiadorなどが非常に 優れた仕事をしている。
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4 クリフォード指数による代数曲線の分類
クリフォード指数の環論的な側面ばかり述べたが、実際はクリフォー
ド指数は素朴な概念で、本来的には代数曲線の分類に使う物と考えた方
が良い物である。既に登場しているが代数曲線にはゴナリティーと言う
重要な概念があって、前後してしまうが一応定義を述べると以下の通り
である。

定義 4.1 Cのゴナリティー gon(C)は

gon(C) = min{d | ∃g1
d}

で決める。d = gon(C)としてCを d-gonal curveと呼ぶ。

これはCから P1への被覆の最小次数である。この gon(C)とCliff (C)

との関係は以下の定理として知られている。

定理 4.2 (Coppens-Martens) 代数曲線 C 上に関して c = Cliff (C)とす
ると

gon(C) = c+ 2　または　 c+ 3

である．

証明はCoppens-Martens [4] p.199 2.3 THEOREM (とその三行前の説
明)を参照のこと。

この中で gon(C) = c + 2の場合はゴナリティーを与える写像C → P1に
対応した直線束LがCliff (C) = Cliff (L) = cを満たたすと言う事なので
事実上Cliff (C)と gon(C)の違いは数値上の 2だけで、ほぼ同一の概念に
なっている。問題は gon(C) = c+ 3の場合で、これがどのような代数曲
線があり得るかを考えてみれば良い事になる。両者に違いが出ている例
としては非特異平面曲線が最も典型的な例である。
即ち非特異平面曲線 C ↪→ P2を考えてみると以下が知られる。

定理 4.3 (難波) C ⊂ P2を次数dの非特異平面代数曲線とすると gon(C) =

d− 1である。

詳しくは難波 [12] p.372 Theorem 5.3.17の中の 1.を参照のこと。

この場合Cliff (g2
d) = d− 4でありCliff (C) ≤ Cliff (g2

d) = d− 4なのでこ
の定理 4.3と定理 4.2により gon(C) = c + 3 = d − 1 でないといけなく
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なるので Cliff (C) = Cliff (g2
d) = d − 4 となる。勿論 gon(C) = d − 1な

ので (定理 4.3による)C → P1に対応した直線束で，そのクリフォード指
数が d− 4のものは存在しない。従って非特異平面曲線CはCliff (C) =

Cliff (g2
d)であってクリフォード指数に貢献する直線束O(gr

e)(定義 3.4)の
中でCliff (C) = Cliff (gr

e)である rの最小値は2でなければいけなくなる。
一般に gon(C) = c+ 3(c = Cliff (C))であればCliff (C) = Cliff (gr

e)で
ある rは r ≥ 2を満たさないといけなくなる。そこで以下を定義する。

定義 4.4 Cのクリフォード次元Cliff-dim(C)を

Cliff-dim(C) = min{r | gr
eはClifford指数に貢献して Cliff (C) = Cliff (gr

e)}

で決める。

明らかに gon(C) = c + 2 (= Cliff (C) + 2) である必要充分条件が
Cliff-dim(C) = 1であり、Cliff-dim(C) = 2が非特異平面曲線である必要
充分条件である。
ここまでは簡単であるが、ここで Cliff-dim(C) ≥ 3の場合は存在する
かという問題が生じる。それは実は存在している。一番簡単な例は以下
である。

例 4.5 P3の非特異三次曲面上の (3, 3)完全交叉である種数 10の非特異代
数曲線をCとする。この時Cliff-dim(C) = 3となっている。

具体例が実際に Cliff-dim(C) = 3である理由はそこまで難しいもので
はない。それはDを C ⊂ P3の超平面切断とすれば Cliff (O(D)) = 3な
ので、もしCliff (L) = 3となる pencilが存在した場合は (netが存在した
場合は種数が合わない)base point free pencil trickにより 4-secant line L

がC ⊂ P3に構成出来るため 4-secantと言う事より三次曲面の 27本の直
線でなければならずCの三次曲面上の因子類と 27本の直線の交点数が 4

にならない（実際は 3になるので）ことよりすぐ矛盾が生じるからであ
る。Cliff (C) ≤ 2であった場合は同じ根拠で 5-secant lineや 6-secant line

が出来るので同様に矛盾する。従ってこの例はCliff-dim(C) = 3である。
この場合の gon(C) = c+ 3 = 6を与える被覆面C → P1 は P3内の (Cを
含む)非特異な三次曲面に存在する有名な 27本の (−1)曲線を中心とした
射影P3 · · · → P1で与えられている。Cを含む三次曲面の族はペンシルで
あるので g1

6は一次元の族をなしている。
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現時点において Cliff-dim(C) ≥ 3 の代数曲線は未だ完全には分類され
ていなくてELMS予想として知られる以下の予想の段階である。この予
想はよく知られているように Cliff-dim(C) ≤ 9の場合のみが肯定的に解
決されている (Eisenbud-Lange-Martens- Schreyer [6])。

予想 4.6 r = Cliff-dim(C) ≥ 3であればCは以下になる:

( 1 ) Cの種数 gは 4r − 2，また Cliff (C) = 2r − 3

( 2 ) 次数 g − 1の直線束Lが存在してCliff (C) = Cliff L．この よう
な直線束はただ一つ
( 3 ) L⊗2 ∼= ωCでありLは埋め込み C ↪→ Pr を与えて，この埋め込み
は arithmetically Cohen-Macauley である

( 4 ) gon(C) = 2rで gon(C)を与える直線束は一次元の族をなす

この予想は現在進展があったと言う話を全く聞かない。Cliff-dim(C) ≤ 9

の場合までの証明は非常に興味深いものである (Eisenbud-Lange- Martens-

Schreyer [6])。概略は Clifford 指数に貢献する因子 gr
dについて d − 2r =

Cliff (C)であるならそこに (2r−2)-secant (r−2)-planeが存在しない事が
r = Cliff-dim(C)の必要充分条件だと解るのでそのCayley数をACGH [3]

のMacdonaldの公式 ([3] p.350)を用いて計算する。(2r−2)-secant (r−2)-

planeの virtual数であるCayley数は

C(d, g, r) =
r∑

i=0

(−1)i

r − i

(
d− r − i+ 1

r − 1− i

)(
d− r − 1

r − 1− i

)(
g

i

)
と求められ (ELMS [6]p.178) virtual数とは言え、存在しなければ 0にな
るので、上の形の不定方程式の解を r ≤ 9まで求め、その中で条件に当
てはまらない物は全て非存在を示し、存在するべき所はちゃんと具体例
を作っているのである。非常に煩雑で難しく、今日でも全く拡張されて
いないのも理解できる。

さて、この予想から曲線の分類が出来るのであるが、それは以下の方法
による。

定理 4.7 (Coppens-Martens) Cは hyperellipticでもなく bielliptic(elliptic

curveの二重被覆)でもないと仮定する。今 Cliff (C) = cとして、g >

2c + 4(cは奇数の場合), g > 2c + 5(cは偶数の場合)と仮定すると gr
dが

Cliff (O(gr
d)) = cでかつ d ≤ g − 1を満たすなら

d ≤ 3(c+ 2)

2

21



である。

証明はCoppens [4] p.205 3.2.5 COROLLARYを参照のこと。

この定理 4.7から代数曲線の c ≤ 33までの分類が与えられることにな
る。それは以下のように行う。Cをhyperellipticでもなくbiellipticでもな
いとする。そこでCliff (O(gr

d)) = cを勝手に取ってきて d ≥ g− 1ならば
ω⊗O(gr

d)
⊗−1 を考えることでd ≥ g−1と出来るのでd ≤ g−1と仮定して

差し支えない。さて d− 2r = cであるので定理 4.7から c+2r ≤ 3(c+ 2)

2
となるので

r ≤ c+ 6

4

である。だから
c+ 6

4
< 10 であればELMS予想が正しいので代数曲線は

以下の三タイプになる。

1:(c+ 2)-gonal curve

2:平面 c+ 4次曲線
3:ELMS型の曲線

c+ 6

4
< 10は c ≤ 33と同値なので c ≤ 33まで分類が出来たことになる。
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