
箙多様体と量子クラスター代数

木村 嘉之∗

2012年 11月 3日

箙多様体とは、前射影多元環の表現のモジュライ空間として定義される代数多様体であり、クラスター代数

は箙を用いて定義される可換環である。本稿は、覃帆氏（パリ第７大学）との共同研究 [KQ12]に基づく箙多

様体上の偏屈層を介したクラスター代数の構成およびその帰結（正値性予想）に関するものである。講演にお

いては、グラスマン多様体の斉次座標環のクラスター代数構造から初めて、クラスター代数の定義、正値性予

想と、非輪状型 (量子)クラスター代数の正値性予想の解決について述べた。本稿では、問題点をより明確にす

るため、クラスター単項式にまつわる予想に関して事項を追加した。
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1 クラスター代数

1.1 クラスター代数とは?

クラスター代数とは、Fomin と Zelevinsky [FZ02] によって導入された可換環のクラスで、クラスター

(cluster) と呼ばれる有理関数体の元である変数たちの組にクラスター変異 (cluster mutation) という双有理

変換を施すことで、再帰的にクラスターを定義し、クラスターに含まれるすべての変数 (クラスター変数) を

生成元とする（一般には有限生成ではない）有理関数体の部分環のことである。その量子化として量子クラス

ター代数は、Berenstein-Zelevinsky[BZ05]において量子トーラスとその (非可換)分数体を用いて導入されて

いる。(量子)クラスター単項式とは、同じクラスターに含まれるクラスター変数たちの単項式として定義され

る。Fominと Zelevinsky[FZ02]は、小さい階数の複素半単純代数群 Gや base affine space G/N の座標環の

“クラスター代数構造”について述べたのち、以下のように動機づけを述べている。

“We conjecture that the above examples can be extensively generalized: for any simply-connected

connected semisimple group G, the coordinate rings C[G] and C[G/N ], as well as coordinate rings

of many other interesting varieties related to G, have a natural structure of a cluster algebra. This

structure should serve as an algebraic framework for the study of dual canonical bases in these

coordinate rings and their q-deformations. In particular, we conjecture that all monomials in the

variables of any given cluster (the cluster monomials) belong to this dual canonical basis.”
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ここで、双対標準基底 (dual canonical bases) とは、Lusztig、柏原による量子展開環の下三角部分環や可積分

最高ウェイト表現に定まる標準基底 (canonical basis) ないし大域基底 (global basis) の双対基底ないし自然な

非退化内積によって定義される随伴基底のことである。上記の予想は、Berenstein-Zelevinskyによる極大冪

単部分群の量子座標環の string basisに関する G = SLn (2 ≤ n ≤ 4)の場合の詳細な研究 [BZ93]により動機

づけられていた。string basisの定義において述べられている正値性は、標準基底の余積に関する正値性に他

ならない。

1.2 グラスマン多様体とクラスター代数

クラスター代数の一般的な定義を述べる前に、グラスマン多様体の (斉次) 座標環について述べたい。

0 ≤ r ≤ n を非負整数の組みとして、Gr(r, n) を n 次元のベクトル空間 V の r 次元部分空間全体をパラメ

トライズするグラスマン多様体とする。Gr(r, n) は、r(n − r) 次元の射影代数多様体であることが知られて

いる。Gr(r, n) には Plücker 埋め込みとよばれる、階数 r の r × n 行列 x に対して、#I = r なる部分集合

I ⊂ {1, · · · , n}から定まる小行列式 xI = detXI(Plücker座標）の比を与えることで得られる射影空間への埋

め込み Gr(r, V ) ↪→ P (∧rV )が知られており、（斉次）座標環は、プリュッカー座標を生成元と、とプリュッ

カー関係式とよばれる関係式たちによって得られることがよく知られている。

例 1.1. Gr(2, n+ 3)

n + 3 次元ベクトル空間 V の 2 次元部分ベクトル空間全体のなすグラスマン多様体 Gr(2, n + 3) を考え

る*1。正 n + 3 角形 P 内の対角線および辺に対してプリュッカー座標が得られる。以下では、P の頂点を

1 ≤ a ≤ n+ 3が時計回りに配置されていると考え、1 ≤ a < b ≤ n+ 3に対してプリュッカー座標 x[a,b] が定

まっているとする。ここで、[i, i+ 1] (1 ≤ i ≤ n+ 2)および [1, n+ 3]は辺であり、残りの組みが対角線を与

える。また、正 n+ 3角形 P 内の四角形 1 ≤ a < b < c < d ≤ n+ 3に対して、プリュッカー関係式は、

x[a,c]x[b,d] = x[a,b]x[c,d] + x[a,d]x[b,c]

と表される*2。対角線 [a, b] と [c, d] が交差するとは、P の内点において対応する辺が交差していることを意

味する。プリュッカー関係式は、交差する２つの対角線を交差しない２つの対角線ないし辺の２つの組に書き

なおす操作と考えられるわけである。P の三角形分割 T とは、互いに交差しない対角線および辺の極大集合

の事を言い、今の場合には、n 個の対角線および n + 3 個の辺からなる。辺に対するプリュッカー座標を係

数とし、Gr(2, n + 3)の斉次座標環は、An 型のクラスター代数をなすことが示される [FZ03a, Section 12.1,

12.2]。また、三角形分割の定めるプリュッカー座標の組みがクラスターをなす。特に、対角線に対応する２つ

のプリュッカー座標が同じクラスターに含まれるかどうかは、対角線が交わるかどうかに対応する。また後述

する正値性予想に関しても具体的な展開公式 [Sch08]を用いて証明されている。

一般に A型のクラスター代数に対しては Scott[Sco06]によりプリュッカー座標を初期変数たちにするクラ

スター代数構造が構成された。また、(r − 2)(n− r − 2) ≤ 3を満たすことと Gr(r, n)の斉次座標環のクラス

ター変数が有限個であることが必要十分であることが示された。すなわち、r = 2の場合を除くと、（重複等を

除いて）非自明な場合は Gr(3, 6)、Gr(3, 7)、Gr(3, 8)の３つの場合に限られ、クラスター代数としてそれぞれ

D4 型、E6 型、E8 型のクラスター代数を定める。また、対応する量子座標環に関しては、Gr(2, n+3)につい

ては Grabowski[Gra11]、Gr(3, 6)、Gr(3, 7)、Gr(3, 8) の場合には Grabowski-Launois[GL11] によって量子

クラスター代数構造が構成されている。

*1 射影空間は、すべて “係数”と考えて自明なクラスター代数であると考える。
*2 正 n+ 3角形の上に頂点を置いているので、円に内接する４角形に関するトレミーの定理を想起すると、上の定理は x[a,b] は直線
の長さに関する変数と思える。
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simply-laced型（単連結）代数群Gの一般化された旗多様体G/P に対しては、Geiss-Leclerc-Schröer[GLS08]

によって、前射影多元環の表現論を介して、斉次座標環のクラスター代数構造が得られた。

しかしながら、一般には Gr(3, n)ですら後述する正値性予想やクラスター単項式の振る舞いについてよく分

からない点が多い [FP12]。

1.3 幾何型クラスター代数の定義と基本的性質

クラスター代数の簡略された定義について述べる。より詳細な定義等については、Fomin(-

Zelevinsky)[FZ03b, Fom10] や (Geiss-)Lecerc(-Schröer) によるサーベイ [Lec10, GLS12] 及び中西氏

による第 55 回代数学シンポジウムにおける講演の報告集 [Nak10] を参照されたい。以下では幾何型および、

主要部が歪対称行列に対するクラスター代数の定義を復習する。詳しくは、[FZ02, FZ03a, BFZ05, FZ07]を

参照されたい。

Q = (Q0,Q1)を箙とする。Q0 を頂点集合、Q1 を辺の集合、また、out, in : Q1 → Q0 をそれぞれ始点と終

点を対応させる写像とする。さて、BQ を Q0 で添字付けれた歪対称行列を以下でさだめる。

(BQ)ij = #{h ∈ Q1 | out(h) = i, in(h) = j} −#{h ∈ Q1 | out(h) = j, in(h) = j}

BQ が一意的に Q を定めるために、以下では Q に対してループ及び長さ 2 のサイクルは含まないと仮定

し、以下では歪対称行列と条件を満たす箙を常に同一視する。一般には、Q0 は変異を行う主要部 (principal

part)Qpr
0 と行わない凍結部 (frozen part)Qfr

0 の非交和になっていると仮定し、Qpr
0 の定める充満部分箙 Qpr

を Qの主要部 (principal part)といい、Qを氷箙 (ice quiver)という。k ∈ Qpr
0 をとり、歪対称行列の変異

(matrix mutation)もしくは対応する箙の変異 (quiver mutation) B′ = µkB (resp.Q′ = µkQ) を以下

で定義する。

B′
ij =

{
−Bij if i = k or j = k

Bij +
1
2 (Bik|Bkj |+ |Bik|Bkj) otherwise

またF = Q(ui | i ∈ Q0)とし、F の自由生成元の集合 −→x = {xi}i∈Q0 に対して、x′
k ∈ F を以下で定める。

x′
k =

1

xk

 ∏
h∈Q1

out(h)=k

xin(h) +
∏

h∈Q1

in(h)=k

xout(h)


種 (Q,−→x )とは、箙 Qと Q0 で添字付けられた自由生成元

−→x の組みを言い、種の変異 µk(Q,−→x )を

(µk(Q),−→x \ {xk} ∪ {x′
k})

で定める。変異を繰り替えして得られるF の元全体をクラスター変数 (cluster variable)といい、{ui}i∈Qfr
0

を凍結変数 (frozen variable)といい、凍結変数の生成する多項式環 Z[ui | i ∈ Qpr
0 ]を係数 (coefficient)と

いう。

定義 1.2. クラスター変数全体のなす集合をX (Q)で表し、F のX (Q)で生成される係数上生成される部分

環 A (Q)をクラスター代数 (cluster algebra)という。

クラスター代数の組み合わせ的な性質を取り出したものとして、交換グラフとクラスター複体がある。

定義 1.3. (1) 種を頂点集合とし、辺を変異で定めたグラフ Γ(Q)を交換グラフ (exchange graph)という。

(2)クラスター変数を頂点とし、単体をクラスターの部分集合で定めた単体複体をクラスター複体 (cluste

complex)という。
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歪対称型の幾何型クラスター代数の交換グラフ及びクラスター複体が凍結部のとり方に依存しないことが示

された [?, Theorem 4.6, Theorem 4.8]。

クラスター代数の基本的な性質は以下である。

定理 1.4 (ローラン現象 [FZ02]). 以下が成り立つ。

X (Q) ⊂ A (Q) :=
∩

t∈Γ(Q)

Z[ui | i ∈ Qpr
0 ][x±1

t;i | i ∈ Qfr
0 ].

ローラン現象にもとづいて、量子トーラスを用いて、クラスター代数の自然な量子化（量子クラスター代数）

が、Berenstein-Zelevinsky[BZ05]によって導入されている。量子クラスター代数は 量子変数の特殊化に関し

て良く振る舞うこと、すなわち交換グラフを保つこと [BZ05, Theorem 6.1]が知られている。また有限型の特

徴付けも知られている。

定理 1.5 (有限型の分類). #X (Q) < ∞であることと、Qpr が Dynkin quiverに変異同値であることは必要

十分である。

さて、クラスター代数の研究においてその動機付けとして調べられているのは、以下の集合である。

定義 1.6. Qを氷箙とし、Γ(Q)を交換グラフとする。

M (Q) =
∪

(Qt,
−→xt)∈Γ(Q)0

 ∏
i∈(Qt)0

xai
t;i ∈ A (Q)

∣∣∣∣∣∣ai ∈ Z≥0


をクラスター単項式のなす集合といい、各元をクラスター単項式という。一般に、M (Q)が一次独立な集合で

あることが示された [CIKLFP12, Conjecture 2.4]。

さて {x, y} ⊂ X (Q) が整合的であるとは、x, y を含むクラスターが存在することを言う。すなわち

xy ∈ M (Q)が成り立つことを言う。一般の幾何型クラスター代数に関して、以下の予想 [FP12, Conjecture

9.5]が提出されている（folkloreには以前から考えられていた思われる。）。

予想 1.7 (“クラスター基底” の存在). A (Q) の自由基底 B(Q) であって、以下の条件をみたすものが存在

する。

(1)任意のクラスター変数たち {x, y} ⊂ X (Q)に対して、{x, y}が整合的であることと xy ∈ B(Q)は必要

十分条件である。

(2)任意の凍結変数 (の積)z と、b ∈ B(Q)に対して、zb ∈ B(Q)が成り立つ。

(3) {bi}1≤i≤ℓ ⊂ B(Q) を有限集合とし、任意の相異なる積 bibj が B(Q) に含まれるならば、単項式∏
1≤j≤ℓ bj がB(Q)に含まれる。

命題 1.8. 予想1.7の元、A (Q)の自由基底B(Q)はクラスター単項式M (Q)を含む。

Proof. x はクラスター変数であるため、{x, x} は整合的であり x2 ∈ B(Q) が成り立つ。{x, x, · · · , x} に
(3) の条件を用いると、xn ∈ B(Q) が成り立つ。{x1, · · · , xℓ} をクラスターとする時、クラスター単項式
xm1
1 · · ·xmℓ

ℓ がB(Q)が成り立つことがわかる。 q.e.d

とくに、M (Q) は一次独立であることが上の予想から従う。一次独立性は、Fomin-Zelevinsky[FZ07,

Conjecture 7.2]によって予想され、歪対称型の場合に、最近Cerulli-Keller-Labardini-Plamondon[CIKLFP12,

Corollary 5.3]によって解決された。今のところ、上のような性質をもつ基底B(Q)は、多くの場合に構成さ

れていない。
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1.4 正値性予想

全正値性の理論および、Laurent現象に関連して、以下の予想が述べられている。

予想 1.9 (Laurent正値性予想). 以下が成り立つ。

X (Q) ⊂
∩

t∈Γ(Q)

Z≥0[ui | i ∈ Qpr
0 ][x±1

t;i | i ∈ Qfr
0 ].

より強く、以下の予想が期待される。

予想 1.10 (強正値性予想). A (Q)の基底B(Q)であって、以下の性質をみたすものが存在する。

(1) M (Q) ⊂ B(Q)

(2) B(Q) の構造定数はすべて非負である。

Laurent現象を用いれば、強正値性予想から Laurent正値性予想が導かれる。強正値性予想を導くための枠

組みとして、Hernandez-Leclerc[HL10]によるモノイダル圏論化がある。以下では、強正値性予想に関するこ

とのみを抽出した弱い定義を採用している。

定義 1.11. C をモノイダルアーベル圏とする。このとき、C がクラスター代数 A (Q)のモノイダル圏論化で

あるとは、以下の条件をみたすことを言う。

(1) 環としての同型
Φ: A (Q) ≃ K0(C )

が存在する, ここで、K0(C )は表現環である。

(2) B(C )を C の単純対象のなすK0(C )の基底とする。このとき、Φ(M (Q)) ⊂ B(C )が成り立つ。

クラスター変換を完全関手等にて実現すること、ローラン現象を理解することが出来るか等、基本的な問題

については現在のところ考えられていない。また、モノイダル圏論化の条件 (2)を仮定すれば、クラスター変

数 xに対応する単純加群 S(x)は任意の nに対して S(x)⊗n が単純対象であることが従い、またクラスター単

項式に対応する単純対象が
S(

∏
i∈Q0

xai
i;t) ≃

⊗
i∈Q0

S(xi;t)
⊗ai

という非自明なテンソル積の (順序によらない)分解を得ることを意味している。また、モノイダル圏論化にお

いては、S⊗2 が単純であるような単純対象を実単純 (real simple)対象といい、非自明な単純対象のテンソ

ル積への分解 S ≃ S1 ⊗ S2 をもたないものを素単純 (prime simple)対象といい、実単純対象とクラスター

単項式、実素 (real prime)単純対象とクラスター変数との一致を定義 [HL10, Definition 2.1]においては組み

込んでいる。また、“クラスター基底”の性質 (4)に関しては、Hernandez[Her10]により一般の量子アファイ

ン代数の有限次元既約表現たちに対してしられており、ADE 型箙 Hecke代数の有限次元表現に対しても、量

子クラスター代数の構成を介して Hernandez-Leclerc[HL11]によって示されている。また、箙 Hecke代数か

ら量子アファイン代数の有限次元表現の圏への関手が、Kang-柏原-Kim[KKK12]によって構成されている。

モノイダル圏論化の構成は一般に難しく、特に (2)の条件が困難となる。知られている例は以下のとおりで

ある。

• An, D4 型 [HL10], Dn 型 [HL12]

• 二部 (bipartite)型 [Nak11]

• 非輪状 (acyclic)型 [KQ12]
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[Nak11]及び [KQ12]では、有限型ではない場合には、直接的にはモノイダルアーベル圏を構成せず、表現環

を幾何学的に偏屈層による構成を介して行なっており、強正値性予想を導くのに十分な条件を確かめている。

以下では、[KQ12]で行った（次数付き）箙多様体を介した、（量子）クラスター代数の構成を紹介する。

2 箙多様体と量子クラスター代数

2.1 量子クラスター指標

クラスター代数の圏論化として、モノイダル圏論化以外に、加法圏論化が知られている。一般の歪対称型の

クラスター代数はポテンシャル付き箙による構成が知られているが、今回は簡略化及び我々の結果への応用の

ために、非輪状型の種に対する場合のクラスター指標もしくは Calder-Chapoton公式について紹介する。以

下では簡単のため、Qは凍結部分を持たないと仮定し、非輪状型であると仮定する。一般に、非輪状型の初期
種をとると、クラスター変数とシューアルートと 1:1対応する。ここで、シューアルートとは、ルートを Qの
直既約表現の次元ベクトルと思った時に、表現がリジッドである、すなわち Ext1Q(M,M) = 0を満たすこと

を言う。さて、xW を対応するクラスター変数とし、初期種
−→u = (ui)i∈Q0 でのローラン展開 CCQ[W ]が知ら

れている。

定理 2.1 (Caldero-Chapoton公式 [CC04, CK08, CK06]).

CCQ[W ] =
1∏

i∈Q0
uwi
i

∑
V≤W

χ(GrQV M [W ])
∏

h∈Q1

u
win(h)−vin(h)

out(h) u
vout(h)

in(h)

また、量子クラスター代数への一般化 [Qin10]も知られている。

2.2 次数付き箙多様体と量子クラスター指標

非輪状箙 (acyclic quiver) を主要部とするようなクラスター代数のモノイダル圏論化を考えたい。それを考

える上で、bipartite partitionを生じる根源的な理由である次数付き箙多様体の定義を変更する [Qin12]。

(I, E)をグラフ、(I,Ω)を非輪状箙, (I,Ω)をその反対とする。Î = I × 1
2Z, Î0 = I × ( 12 + Z), Î1 = I × Z

とおく。W =
⊕

(i,a)∈Î0
Wi(a) を Î0-graded ベクトル空間, V =

⊕
(i,a)∈Î0

Vi(a) を Î1-graded ベクトル空間

とする。ただし、dimW < ∞, dimV < ∞と仮定する。

EΩ(V, V )[0] :=
⊕
h∈Ω

(out(h),a)∈Î1

Homk(Vout(h)(a), Vin(h)(a)),

EΩ(V, V )[−1] :=
⊕
h∈Ω

(out(h),a)∈Î1

Homk(Vout(h)(a), Vin(h)(a− 1)),

L(W,V )[−1/2] :=
⊕

(i,a)∈Î0

Homk(Wi(a), Vi(a− 1/2)),

L(V,W )[−1/2] :=
⊕

(i,a)∈Î1

Homk(Vi(a),Wi(a− 1/2)).

とおき、
M(V,W ) := EΩ(V, V )[0] ⊕ EΩ(V, V )[−1] ⊕ L(W,V )[−1/2] ⊕ L(V,W )[−1/2]

とおく。各成分を (Bh(a), Bh(a), αi(a), βi(a))で表す。µ : M(V,W ) → L(V, V )[−1] を

µ(B,α, β) :=
∑
h∈Ω

BhBh −BhBh + αβ
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で定める。µを運動量写像という。

G(V ) =
∏

(i,a)∈Î1
GL(Vi(a)) のM(V,W ) への作用 (gi(a)) · (Bh(a), Bh(a), αi(a), βi(a)) を以下の式で定

義する。

(gin(h)(a)Bh(a)gout(h)(a)
−1, gin(h)(a− 1)Bh(a)gout(h)(a)

−1, gi(a− 1/2)αi(a), βi(a)gi(a)
−1)

定義 2.2. (1)(B,α, β) が安定 (stable) であるとは、B-invariant かつ V ′ ⊂ Kerβ なる Î1-graded 部分空間

S ⊂ V が S = 0に限る事を言う。

(2) (B,α, β)が余安定 (costable)であるとは、B-invariantかつ V ′ ⊃ Imαなる Î1-graded部分空間 T ⊂ V

が T = V に限る事を言う。

µ−1(0)s で安定な µ = 0 を満たす (B,α, β) の全体を表す。µ−1(0)s は G(V ) 不変であることは明らかで

ある。また、µ−1(0)s,∗s で安定かつ余安定な µ = 0 を満たす (B,α, β) の全体を表す。一般に、µ−1(0)s と

µ−1(0)s,∗s は (空かもしれない)開集合である。

定義 2.3. 幾何学的商 µ−1(0)s/GV をM•(V,W ) で表し、なめらかな次数付き箙多様体 (smooth graded

quiver variety) という。アファイン商 µ−1(0)//GV をM•
0(V,W ) で表し、アファイン次数付き箙多様体

(affine graded quiver variety) という。M•
0(V,W )reg で G(V )-作用が free であるような (一般には、空かも

しれない)principal stratumとする。

π : M•(V,W ) → M•
0(V,W )を (幾何学的不変式論から)自然に定まる射影射とする。

注意 2.4. [Nak11, 4.1]では、odd cycle を含まない (I, E)に対して、bipartite partition I = I0 ⊔ I1 を用い

て、ξi : I → {0, 1}を定め、Î1 := {(i, a) ∈ I × Z | a+ ξi/2 ∈ 1
2 + Z}, Î0 := {(i, a) ∈ I × Z | a+ ξi/2 ∈ Z}

として、M(V,W ) = EΩ(V, V )[−1/2] ⊕ EΩ(V, V )[−1/2] ⊕ LΩ(W,V )[−1/2] ⊕ LΩ(V,W )[−1/2] と定めることで、

定義している。次数付き箙多様体は、通常の箙多様体から Gm 作用に関する固定点として得られるが、我々の

次数付き箙多様体と、従来の次数付き箙多様体とは、Gm 作用の重み付けが異なる。しかしながら、様々な性

質は (I,Ω)が非輪状であるという仮定のもと同様に成り立つことが確かめられる [Qin12]。

V ≤ V ′ で、任意の (i, a) ∈ Î1 に対して, dimVi(a) ≥ dimV ′
i (a)を満たすことを表す。M0(V,W )たちは、

半単純 (閉)軌道を分類しているので、

自明な半単純表現 0 を直和することで、V ≤ V ′ に対して、closed embedding M•
0(V

′,W ) ⊂ M•
0(V,W )

が得られる。V 全体を走らせることで得られる unionをM•
0(W )で表す。M•

0(W )の表現多様体としての記

述が、Lelclerc-Plamondon[LP12]および Schertotzke-Keller[KS12]により得られている。次数付きカルタン

行列を

(Cqv)i(a) := vi(a+ 1/2) + vi(a− 1/2)−
∑

h∈Ω;out(h)=i

vin(h)(a+ 1/2)−
∑

h∈Ω;in(h)=i

vout(h)(a− 1/2)

で定める。

定義 2.5. (V,W )が ℓ-dominantであるとは、w −Cqv ≤ 0であることを言う。

命題 2.6. 階層M•reg
0 について, 以下の性質が成り立つ.

(1) M•reg
0 (V,W ) ̸= ∅であることは、M•(V,W ) ̸= ∅かつ (V,W )が ℓ-dominant

(2) もし M•reg
0 (V,W ) ⊂ M•reg

0 (V ′,W ) ならば, V ′ ≤ V すなわち, 任意の (i, a) ∈ Î1 に対して,

dimV ′
i (a) ≥ dimVi(a)が成立する.
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2.3 レベル 1の場合

以下では, W は [0, 1]× I に台をもつと仮定する. すなわち (I,Ω)に対して以下のような枠付き箙を考える.

Ωに対する辺はなく、運動量写像は自明に成り立っていることに注意されたい。

V3(1/2)

W3(0) W3(1)

V2(1/2)

W2(0) W2(1)

V1(1/2)

W1(0) W1(1)

もっとも簡単な場合ではあるが, 以下に述べるように, 非自明ながら, 重要な例をなす. 以下では V は常

に I × {1/2}-graded vector space である. まず、α = (αi)i∈I は安定性の条件に寄与しないので、さらに、

W (1) = 0 (i ∈ I)という条件を化した箙多様体を考えると、vector bundle

p : M•(V,W ) → M•(V (1/2),W (0))

が得られることがわかる。

2.3.1 W (1) = 0の場合

M•(V (1/2),W (0))に関しては、Reineke[Rei08]による以下のような記述が知られている。

まず、M•(V,W )は滑らかで射影的な多様体で,

dimM•(V,W ) =
∑
i∈I

wi(0)vi(1/2) +
∑
h∈Ω

vout(h)(1/2)vin(h)(1/2)−
∑
i∈I

vi(1/2)vi(1/2)

が成り立つ. (I,Ω)を箙として, S, V を I-gradedベクトル空間とするとき, Gr(S, V ) :=
∏

i∈I Gr(dimSi, dimVi)

を V の dimS 次元の I-graded 部分ベクトル空間をパラメトライズするグラスマン多様体 (の積)とする.

G̃r(I,Ω)(S, V ) := {(B,S′) ∈ EΩ(V, V )×Gr(S, V ) | BhS
′
out(h) ⊂ S′

in(h) for ∀h ∈ Ω}

と定める。第一成分への射影のファイバーを B ∈ EΩ(V, V ) に付随する箙グラスマン多様体といい、

Gr(I,Ω)(S, (B, V )) で表す。箙グラスマン多様体は、(一般に特異点を持つ) 射影的多様体であり、箙の表

現 (B, V )の箙の表現としての部分空間 (=部分表現)をパラメトライズする多様体に他ならない. Si を i ∈ I

に付随する単純表現とし、∆i を射影被覆、∇i を入射包絡とする。∆i(i ∈ I)は互いに非同型な射影直既約表

現であり、∇i (i ∈ I)は互いに非同型な入射直既約表現である。

命題 2.7. (V,W )に対して, Gr(I,Ω)(V,∇W (0))で入射加群 ∇W (0) =
⊕

i∈I ∇i ⊗Wi(0)の次元ベクトル V の

箙グラスマン多様体を表す.このとき, 同型が存在する.

M•(V (1/2),W (0)) ∼= Gr(I,Ω)(V (1/2),∇W (0))

8



2.3.2

path r に対して zr := βin(r)Brαout(r) と定めると, z = (zr)は加群の射 z : ∆W (1) → ∇W (0) を定める. 長

さ 0の pathr に対しても, zr := βin(r)αout(r) と定める. そこで, I × [0, 1]-graded vector space W に対して,

EW := HomQ(∆
W (1),∇W (0)) とおく. また, Gr(V (1/2),∇W (0))上のベクトル束 G̃r(I,Ω)(V,W )を

G̃r(I,Ω)(V,W ) := {(X, z) ∈ Gr(I,Ω)(V,∇W (0))×EW | Im(z) ⊂ X}

とさだめ, π : G̃r(I,Ω)(V,W ) → EW を第二成分への射影とする. π は射影射である. 以下は, [Nak11,

Proposition 4.6]の非輪状箙への一般化である.

命題 2.8. (1)同型 M•
0(W ) ∼= EW が

[(B,α, β)] 7→ (βin(r)Brαout(r))

で与えられる.

(2) 同型M•(V,W ) ∼= G̃r(I,Ω)(V,W ) が, ([B,α, β]) 7→ (ImΦ(B, β), (βin(r)Brαout(r))) で与えられる. 特

に, M•(V,W )は既約. また以下の図式は可換である.

∼=

∼=

π π

M•(V,W ) G̃r(I,Ω)(V,W )

M•
0(V,W ) EW

2.3.3 直交バンドル

EW の双対空間を考える. 任意の加群M に対して自然な双対性 HomΩ(∆i,M) ∼= Mei ∼= DHomΩ(M,∇i)

が存在する。よって, E∗
W

∼= HomΩ(∇W (0),∇W (1))と自然に同一視される. G̃r(I,Ω)(V,W )の annihilatorバ

ンドルは, この同一視のもと, 以下のように記述される。

G̃r
⊥
(I,Ω)(V,W ) ∼= {(z∗, X) ∈ HomQ(∇W (0),∇W (2))×Gr(I,Ω)(V,∇W (0)) | X ⊂ Ker(z∗)}

第一成分への射影 π⊥ : G̃r
⊥
(I,Ω)(V,W ) → HomkQ(∇W (0),∇W (2))のファイバーは, Ker(z∗)の箙グラスマン

多様体に他ならない.

2.4 量子表現環

次数付き箙多様体 M•
0(W ) 上の偏屈層のクラス PW と 制限関手を定義し, 量子表現環 (quantum

Grothendieck ring) を導入する.

C 上の代数多様体 X に対して, Db
c (X) で構成可能層のなす導来圏とし, j ∈ Z に対して, シフト関手を

[j] : Db
c (X) → Db

c (X) で表す. 局所閉部分多様体 Y ⊂ X に対して, 1Y := CY [dimY ] とし, Y の regular

part Y reg 上の (finitary)局所系 Lに付随する交差コホモロジー複体を IC(Y,L)で表す. IC(Y,CY reg)を単

に, IC(Y ) で表す. ここで, IC(Y,L)|Y reg = L[dimY reg] という約束とする.π : M•(V,W ) → M•
0(V,W ) に

対して, M•(V,W )上の偏屈層 1M•(V,W ) とその押し出し πV (W ) := π∗(1M•(V,W ))を考える. π は射影射か

つM•(V,W )は滑らかな多様体であるから, 分解定理より, πW (V )は半単純複体であり, Dを Verdier双対と

すると, D(πW (V )) = πW (V )を満たす. PW で, M•
0(V,W )上のある (V,W )に対して πW (V )に (シフトを
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除いて) 直和因子に現れる単純偏屈層の同型類のなす集合を表し, QW で, PW を含む Db
c (M•

0(W ))の加法的

かつ shiftで閉じた部分圏とする. (split) Grothendieck群 K0(QW )には, シフトにより t作用が入り, Z[t±]-
加群の構造が入り, PW はK0(QW )の Z[t±1]-自由基底をなす. 横断片を用いた議論により、PW の分類が得

られる。

定理 2.9. 以下が成り立つ

PW = {IC(M•reg
0 (V,W )) | (V,W ) is ℓ-dominant}

以下では, ℓ-dominantな (V,W )に対して, IC(M•reg(V,W ))を ICW (V )と書くことにする.

[Nak11, 3.5]や [VV03, 4]と同様に, “テンソル積多様体”T0(W 1;W 2)を用いて, 図式

M•
0(W

1)×M•
0(W

1) T •
0 (W 1;W 2) M•

0(W )

を介して、制限関手
R̃esW 1,W 2 := κ!ι

∗ : QW → QW 1 ⊠ QW 2

が (純性を介した議論で) 定義でき, K :=
⊕

W K0(QW ) は Z[t±] 余代数をなす. 分解定理より, その

{ICW (V )} に関する構造定数は全て正である. 双対基底を {LW (V )} で表す. 以下では, その双対 K∗ に

Z[t±1]代数の構造を入れる. また、横断片から定まる対応 ICW (V ) → ICW⊥(V ⊥)に関して, R̃es(の cocycle

twist) が整合的であるから, 以下を定義することができる. 以下を量子表現環（quantum Grothendieck

ring）という。

Rt :=

{
(fW )W ∈

∏
W

HomZ[t±](K0(QW ),Z[t±])

∣∣∣∣∣ ⟨fW ,ICW (V )⟩=
⟨fW⊥ ,IC

W⊥ (V ⊥)⟩
for any W

}

任意の ℓ-dominantな対 (V,W )は (0, C•(V,W ))に帰着されるゆえ、Rt は {LW (0)}を基底としてもつ。こ
れを量子表現環Rt の双対標準基底という。

2.5 Fourier-Deligne-Sato変換

[Nak11]において、クラスター代数と表現環との同一視において、クラスター単項式が双対標準基底に含ま

れることの証明において、本質的な役割を果たしたのは、クラスター指標を偏屈層の理論を介して構成するこ

とであった。F : Db
c(EW ) ≃ Db

c(E
∗
W )を Fourier-Deligne-Sato変換とする。

LW := {ICW (V ) | codim suppF (ICW (V )) = 0}

と定める。構成から、ICW (0) ∈ LW が成り立つ。一般には、LW = {ICW (0)}とは限らないため、以下の
元を考える。ICW (V ) ∈ LW に対して、F (ICW (V ))の generic rankを rW (V )とし、

LW :=
∑

(−1)dimM(V,W )rW (V )ICW (V )

と定める。LW は双対標準基底と upper unitriangular matrix で移り合うことがわかる。また、AW =

Aut(∇W )の E∗
W への作用が開軌道を持つことと presentationが rigidであること、また minimal injective

resolutionに対して、kernelが rigidであることと presentationが rigidであることが知られており、そのよ

うな場合がクラスター単項式に対応することが知られている。ゆえに、量子クラスター単項式が双対標準基底

に含まれることがわかる。

10



参考文献

[BFZ05] A. Berenstein, S. Fomin, and A. Zelevinsky. Cluster algebras. III. Upper bounds and double

Bruhat cells. Duke Math. J., 126(1):1–52, 2005.

[BZ93] A. Berenstein and A. Zelevinsky. String bases for quantum groups of type Ar. In I.

M. Gelfand Seminar, volume 16 of Adv. Soviet Math., pages 51–89. Amer. Math. Soc.,

Providence, RI, 1993.

[BZ05] A. Berenstein and A. Zelevinsky. Quantum cluster algebras. Adv. Math., 195(2):405–455,

2005.

[CC04] P. Caldero and F. Chapoton. Cluster algebras as hall algebras of quiver representations.

arXiv preprint math/0410187, 2004.

[CIKLFP12] G. Cerulli Irelli, B. Keller, D. Labardini Fragoso, and P.G. Plamondon. Linear in-

dependence of cluster monomials for skew-symmetric cluster algebras. Arxiv E-print

arXivpreprintarXiv:1203.1307, 2012.

[CK06] P. Caldero and B. Keller. From triangulated categories to cluster algebras. II. Ann. Sci.

École Norm. Sup. (4), 39(6):983–1009, 2006.

[CK08] P. Caldero and B. Keller. From triangulated categories to cluster algebras. Invent. Math.,

172(1):169–211, 2008.

[Fom10] S. Fomin. Total positivity and cluster algebras. arXiv preprint arXiv:1005.1086, 2010.

[FP12] S. Fomin and P. Pylyavskyy. Tensor diagrams and cluster algebras. arXiv preprint

arXiv:1210.1888, 2012.

[FZ02] S. Fomin and A. Zelevinsky. Cluster algebras. I. Foundations. J. Amer. Math. Soc.,

15(2):497–529 (electronic), 2002.

[FZ03a] S. Fomin and A. Zelevinsky. Cluster algebras. II. Finite type classification. Invent. Math.,

154(1):63–121, 2003.

[FZ03b] S. Fomin and A. Zelevinsky. Cluster algebras: Noted for the cdm-03 conference. Current

developments in mathematics, 2003:1–34, 2003.

[FZ07] S. Fomin and A. Zelevinsky. Cluster algebras. IV. Coefficients. Compos. Math., 143(1):112–

164, 2007.

[GL11] J.E. Grabowski and S. Launois. Quantum cluster algebra structures on quantum grassman-

nians and their quantum schubert cells: the finite-type cases. International Mathematics

Research Notices, 2011(10):2230–2262, 2011.
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