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1 導入

複素数 ξ が超越数であるとは, ξ が代数的数ではないことをいう. すなわ

ち, 0ではない任意の整係数多項式 P (X)に対して, P (ξ) ̸= 0となることで

ある. たとえば, eが超越数であることが, Hermite によって 1873年に示さ

れた. より一般に 0ではない代数的数 αに対して eα が超越数であることが,

Lindemann によって 1882年に示された. 特に πが超越数であることがわか

る. 実際, π が代数的数であると仮定すると, 2
√
−1π も代数的数である. 一

方, e2
√
−1π = 1であり, これは Lindemann の結果に矛盾する.

また, r ≥ 1個の複素数 ξ1, . . . , ξr が代数的独立であるとは, 0ではない任意

の整係数多項式 P (X1, . . . , Xr)に対して, P (ξ1, . . . , ξr) ̸= 0となることであ

る. 特に, ξ1, . . . , ξr が代数的独立ならば, 各 ξ1, . . . , ξr は超越数である. とこ

ろが, 超越数 ξ1, . . . , ξr が与えられたとき, これらが代数的独立であるかを判

定する方法は一般には知られていない. 例えば, 超越数である eと π が代数

的独立であるかについては, 未解決の問題である. さらには, e + π が無理数

であるかについても, 未だに知られていない. ここで代数的独立な複素数の例

を紹介する. さて, α1, . . . , αr をQ上線形独立な代数的数であるとする. する

と, eα1 , . . . , eαr は代数的独立であることが Lindemann により 1882年に示さ

れた.

さらに一般に S を Cの (有限とは限らない)集合であるとする. このとき,

S が代数的独立であるとは, S から任意の個数 r の相異なる元 ξ1, . . . , ξr を

とったとき, それらが代数的独立になることをいう. 以上にみたように, 解析

数論では解析関数に代数的数を代入した値の超越性および代数的独立性につ

いて研究することが主なテーマのひとつである. 本稿では, ベキ級数に代数的

数を代入した値の超越性および代数的独立性について述べる.

この章の最後に本稿に必要な記号を導入する. さて, w(n) (n = 0, 1, . . .)を非

負整数からなる数列とする. 本稿では,十分大きいnに対してw(n+1) > w(n)
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であると仮定する. このとき,

f(w(n);X) :=
∞∑

n=0

Xw(n)

とおく. すると, f(w(n);X)は収束半径が 1である. したがって, 0 < |α| < 1

を満たす代数的数 αに対し, f(w(n);α)の数論的性質を調べることにする. ま

た, 非負整数全体の集合を Nと書くことにする. さらに, xを実数とするとき,

その整数部分および小数部分をそれぞれ [x], {x}と書くことにする.

2 Diophantine不等式を使った超越性の結果

数列 w(n) (n = 0, 1, . . .)が

lim inf
n→∞

w(n+ 1)

w(n)
> 1

を満たすとき, lacunaryであるという. この章では, 数列 w(n) (n = 0, 1, . . .)

が lacunaryである場合, f(w(n);X)の値の超越性の結果について述べる.

bを 2以上の整数とするとき, f(n!; b−1)は超越数であることが, Liouville

により 1844年に証明された. これは超越数の最初の例である. 証明の方法

は, 有理近似の限界式 (Diophantine不等式)である. まず, Liouvilleによって

与えられた Diophantine不等式を述べる. ξ を代数的無理数とする. このと

き, Liouvilleの不等式によると, ξにのみ依存する計算可能な正定数 C1(ξ)が

存在して, 以下を満たす. p/qを任意の有理数 (p, qは互いに素な整数であり,

q ≥ 1)とする. すると, ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ ≥ C1(ξ)

qdeg ξ
(2.1)

が成り立つ. さて, (2.1)を用いて η :=
∑∞

n=0 b
−n! が超越数であることを示

す. ηの b進展開は周期的ではないので, ηは無理数である. したがって, ηが

代数的数であると仮定すると, ηは Liouvilleの不等式を満たす. さて, N ∈ N
に対して,

pN := bN !
N∑

n=0

b−n!, qN := bN !

とおく. さらに, D := deg ηとする. Liouvilleの不等式を pN/qN に適用する

ことにより

C1(η)

qDN
≤

∣∣∣∣η − p

q

∣∣∣∣ ≤ 2b−(N+1)! =
2

qN+1
N

となる. ゆえに,

qN+1−D
N ≤ 2

C1(η)
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がすべての N ∈ Nで成立する. ところが, N が十分大きいとき, 明らかに矛

盾である. したがって, ηは超越数である.

以上にみた通り, 超越性の証明は, 以下の 2段階からなる.

STEP 1. 代数的数の有理近似による限界を与える.

STEP 2. 超越性を示したい数 ξの良い近似を得る.

これにより, ξが代数的数であると仮定すると, STEP 2における近似は STEP

1における近似限界に矛盾するので, ξの超越性が示される.

Liouvilleの方法による証明では,

lim sup
n→∞

w(n+ 1)

w(n)
< ∞

である場合, f(w(n); b−1) の超越性を証明することができない. ここでは,

STEP 1または STEP 2を改良することによって得られる超越性の結果を紹

介する.

Mahlerはある種の関数方程式を満たす解析関数の特殊値について,超越性を

研究した. 例えば, kを 2以上の整数とする. このとき, f(kn;X) =
∑∞

n=0 X
kn

は関数等式

f(kn;Xk) =
∞∑

n=0

Xkn+1

=
∞∑

n=0

Xkn

−X = f(kn;X) (2.2)

を満たす. 以降, この章では αは 0 < |α| < 1を満たす代数的数であるとする.

Mahler [9]は (2.2)を利用して f(kn;α)に関するよい近似を得ることにより

f(kn;α)が超越数であることを示した. Mahler型の関数等式を利用した超越

性および代数的独立性の証明 (Mahlerの方法)については参考文献 [11]を参

照されたい.

ところが, 一般の数列 w(n) (n = 0, 1, . . .)に対して, 必ずしも f(w(n);X)

に関する関数等式が成立するとは限らない. したがって, f(w(n);α)に対して

よい近似を得られるとは限らない. ここでは, 代数的数の有理近似限界に関す

る定理を改良することによって得られる超越性の結果を紹介する. ξを代数的

無理数として, εを任意の正の実数とする. Rothの定理によると, ξと εに依

存する (計算不可能な)正定数C2(ξ, ε)が存在して, 以下を満たす. p/qを任意

の有理数 (p, qは互いに素な整数であり, q ≥ 2)とする. すると,∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ ≥ C2(ξ, ε)

q2+ε

が成立する. さらに, 2以上の整数が存在して q = bn(n = 0, 1, . . .)と書ける

場合に, 有理近似限界を考察する. Ridoutの定理によると, ξ, b, εに依存する

(計算不可能な)正定数 C3(ξ, b, ε)が存在して,∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ ≥ C3(ξ, b, ε)

q1+ε
(2.3)
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となる. ここで, (2.3)を利用することで, 以下の超越性の判定法を得ることが

できる. 数列 w(n) (n = 0, 1, . . .)が

lim sup
n→∞

w(n+ 1)

w(n)
> 1

を満たすと仮定する. このとき, 2以上の整数 bに対して f(w(n); b−1)は超越

数である.

一般に数列 w(n) (n = 0, 1, . . .)が lacunaryであるとき, f(w(n);α)が超

越数であることが Corvaja と Zannier [6] によって証明された. 証明法は,

Schmidtの部分空間定理による. すなわち, 部分空間定理を用いることによっ

て得られる, 代数的数を代数的数で近似する際の限界を利用することによっ

て, 超越性を導く.

3 代数的独立性の結果 (w(n) (n = 0, 1, . . .)が lacu-

naryである場合)

本章では, 数列 w(n) (n = 0, 1, . . .)を変化させた場合に f(w(n);X)の値の

代数的独立性について述べる. まずは数列 w(n) (n = 0, 1, . . .)が条件

lim
n→∞

w(n+ 1)

w(n)
= ∞ (3.1)

を満たす場合に, 知られている結果を紹介する. Schmidt [13]は Liouvilleの

不等式を一般化することにより, ある代数的独立性の十分条件を構成した. b

を 2以上の整数とする. 上記の Schmidtの判定法を用いると, 無限集合{
f((ln)!; b−1) =

∞∑
n=0

b−(ln)!

∣∣∣∣∣ l = 1, 2, . . .

}

が代数的独立であることがわかる. また, Durand [7]は 0 < α < 1を満たす

代数的数 αに対して, 非加算無限集合{
f([x(n!)];α) =

∞∑
n=0

α[x(n!)]

∣∣∣∣∣x ∈ R, x > 0

}

が代数的独立であることを示した. さらに, αが 0 < |α| < 1を満たすより

一般の代数的数であるとする. このとき, Shiokawa [14]は, Schmidtおよび

Durandの結果を含む代数的独立性の判定法を, 条件 (3.1)のもとで構成した.

次に, 数列 w(n) (n = 0, 1, . . .)が条件 (3.1)を満たさないが, lacunaryであ

る場合について述べる. この場合は, f(w(n);X)がMahler型と呼ばれる関数

等式を満たす場合に代数的独立性の判定法が研究されている. Mahlerの方法

4



([11]参照)を用いることにより, Nishioka [10] は 0 < |α| < 1を満たす一般の

代数的数 αに対して, 集合{
f(kn;α) =

∞∑
n=0

αkn

∣∣∣∣∣ k = 2, 3, . . .

}

が代数的独立であることを示した.

4 一様分布論および超越数論への応用

一様分布論では, 数列がもつ分布を解析することが主な目標の一つである.

例えば, bを 2以上の整数とし, ηを非負実数とする. このとき, ηの b進展開に

おける小数第 n位の digitを sn(b, η) ∈ {0, 1, . . . , b− 1} と記述する. ただし,

η = a/bl (a, l ∈ Z, a, l ≥ 0)と書けるとき,十分大きな nに対して sn(b, η) = 0

であると仮定する. 数列 w(n) (n = 0, 1, . . .)に対して

ξ := f(w(n); b−1) =

∞∑
n=0

b−w(n)

とおくと, これは ξの b進展開を与える. さて, 超越数とは代数的数ではない

複素数のことであった. したがって, 代数的数の b進展開を研究することによ

り, 超越性の判定法を構成することができる. よく知られている通り, 有理数

の b進展開は周期的である. 一方, 代数的無理数の b進展開について知られて

いる事実は少ない. Borel [3]により, すべての代数的数が b進展開において正

規数であると予想されている. 非負実数 ηが b進展開において正規数である

とは, ηの b進展開に現れる digitの分布が一様となることである. すなわち,

任意の長さ lの wordを v = v1v2 . . . vl とする. このとき, η の小数第 1位か

ら小数第N 位までに word vが現れる回数を λ(b, η, v;N)とおく. ηが b進展

開において正規数であるとは, 任意の vに対して

lim
N→∞

λ(b, η, v;N)

N
=

1

bl
(4.1)

が成り立つことである. さて, ηの b進展開において小数第 1位から小数第N

位までに, 0ではない digitが現れた回数を ν(b, η;N)と書くことにする. す

ると, ηが正規数なら, (4.1)により

lim
N→∞

ν(b, η;N)

N
= lim

N→∞

b−1∑
i=1

λ(b, η, i;N)

N
=

b− 1

b
(4.2)

となる. したがって, Borelの予想が正しいならば, 任意の代数的数 ηは正規

数であるため, (4.2)を満たす. ところが, 代数的無理数の中で, 正規数である
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ことが証明されている例はない. また, Borelの予想に関する反例も知られて

いない. 実際, ηが代数的数の場合,

lim sup
N→∞

ν(b, η;N)

N
> 0 (4.3)

が成立するかについても知られていない. b = 2の場合に, Bailey, Borwein,

Crandall, Pomerance [2]は (4.3)に対する部分的な結果として, 以下の評価

式を与えた: 代数的無理数 ηに対してD = deg ηとおく. すると, ηに依存す

る正定数 C(η)と C ′(η)が存在して, N ≥ C ′(η)ならば,

ν(2, η;N) ≥ C(η)N1/D

である. なお, C(η)は計算可能な定数である. ある性質を満たす代数的無理数

ηに対してRivoal [12]はC(η)を改良した. さて, bが 2以上の一般の整数であ

る場合は, C(η)と C ′(η)をそれぞれ b, ξに依存する正定数 C(b, η)と C ′(b, η)

に置き換えることにより, 一般化をすることができる. すなわち, b = 2の場

合と同様の手法を用いることで, N ≥ C ′(b, ξ)ならば

ν(b, η;N) ≥ C(b, η)N1/D (4.4)

であることを証明できる. 評価式 (4.4) において, C ′(η) は計算不可能な正

定数である. Effectiveな評価については, Bugeaud [4]は以下のものを与え

た: 次数 D の代数的無理数 η が与えられたとき, 1 + {η} の最小多項式を
ADXD +AD−1X

D−1 + · · ·+A0 ∈ Z[X] (AD > 0)とおく. さらに,

H := max{|Ai| | 0 ≤ i ≤ D}

とおく. すると, N > (20bDD2H)2D ならば,

ν(b, η;N) ≥ 1

b− 1

(
N

2(D + 1)AD

)1/D

(4.5)

が成り立つ. 代数的無理数の b進展開については, [1, 5]も参照されたい.

さて, (4.4)もしくは (4.5)を用いることにより次の結果が得られる: dは整

数, pは実数であり, 2 ≤ D < pであるとする. このとき,

ζp(b
−1) := f([np]; b−1) =

∞∑
n=0

b−[np]

は次数 D以下の代数的数ではない. また, (4.4)もしくは (4.5)より次の超越

性の判定法も得られる: 数列 w(n) (n = 0, 1, . . .)は, 任意の正数 Rに対して

lim
n→∞

w(n)

nR
= ∞
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を満たすならば, f(w(n); b−1)は超越数である. この判定法により, 必ずしも

lacunaryであるとは限らない数列 w(n) (n = 0, 1, . . .)に対しても, 超越性が

証明される. たとえば, 正の実数 yに対して,

βy(n) :=
[
exp

(
(log n)1+y

)]
とおく. なお, n = 0のとき, βy(n)は定義されないため, 便宜上 nは 1以上で

あるとする. すると, nR = exp(R log n)により, 数列 βy(n) (n = 1, 2, . . .)は

(4.6)を満たす. したがって,

µy(b
−1) := f(βy; b

−1) =

∞∑
n=1

b−βy(n)

は超越数である. ここで,

lim
n→∞

βy(n+ 1)

βy(n)
= 1

より, 数列 βy(n) (n = 1, 2, . . .)は lacunaryではない. したがって 1章で述べ

た手法では µy(b
−1)の超越性を証明することができない.

5 主結果

bを 2以上の整数とする. 4章では, 必ずしも lacunaryとは限らない数列

w(n) (n = 0, 1, . . .)に対して, f(w(n); b−1)の超越性に関する判定法を紹介し

た. この章では, 数列w(n) (n = 0, 1, . . .)を変化させた際の f(w(n); b−1)の代

数的独立性について述べる. (4.4)または (4.5)を用いることにより, µy(b
−1)

は超越数であることが証明された. この数に関する代数的独立性の結果を述

べる.

定理 5.1 ([8]). bを 2以上の整数とする. このとき, 非加算無限集合

{µy(b
−1) | y ∈ R, y ≥ 1}

は代数的独立である.

定理 5.1では, 集合 {µy(b
−1) | y ∈ R, y > 0}が代数的独立であるかについ

ては判定できない. ところが, この集合から任意に異なる 2個の元をとると,

それらは代数的独立であることが次の定理からわかる.

定理 5.2. bを 2以上の整数とする. また, xと yを相異なる正の実数とする.

このとき, µx(b
−1)と µy(b

−1)は代数的独立である.

最後に ζp(b
−1) =

∑∞
n=0 b

−[np] に関する数論的性質を述べる. まず, Dを 4

以上の整数とすると, 多項式 (1−X)D + (D − 1)X − 1は区間 (0, 1) ⊂ Rに
唯一つの零点 σD を持つ. このとき, 次の定理が成立する.

7



定理 5.3. 数列 w(n) (n = 0, 1, . . .)は以下の 2条件を満たすと仮定する.

1. すべての正数 Rに対して

lim
n→∞

w(n)

nR
= ∞.

.

2.

lim sup
n→∞

w(n+ 1)

w(n)
< ∞.

さらに, 整数Dと実数 pについて, 1 ≤ D ≤ 3ならば, p > Dを満たす

とする. また, D ≥ 4ならば, p > σ−1
D であるとする. このとき, 任意の

整数 b ≥ 2に対して集合

{ζp(b−1)if(w(n); b−1)j | 0 ≤ i ≤ D, 0 ≤ j}

は Q上線形独立である.

例えば, σ−1
4 = 5.278 . . . , σ−1

5 = 8.942 . . . , σ−1
6 = 13.60 . . .である. さて,

複素数 ξ1と ξ2が代数的独立であるとは, 集合 {ξi1ξ
j
2 | 0 ≤ i, j}がQ上線形独

立となることである. したがって, 定理 5.3は代数的独立性について部分的な

結果を与える.
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