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1. はじめに
この報告書では，I を小圏，Gを群，kを可換環とする．すべての射集合が k-加群

で，合成が k-双線形であるような圏を k-圏とよぶ．記号 k-Cat,k-Ab, k-Triで，小 k-
圏全体（と k-線型関手と自然変換のなす）2-圏，アーベル小 k-圏全体の 2-圏，三角小
k-圏全体の 2-圏を表す．ここでは 2-圏はすべて “強い意味”の 2-圏 (strict 2-categories)
とする．2-圏については，例えば Kelly–Streetの解説 [20]を参照されたい．以下，圏
【2-圏】Cの対象の全体を C0で，射の全体を C1で【2-射の全体を C2で】表す．

P. Gabriel [13], Ch. Riedtmann [22], Bongartz–Gabriel [11]によって，多元環の表現
論に被覆理論が導入され，そのクイバーの中に (oriented) cycleを含む多元環 (取り扱
いにくい多元環)の表現を，そのクイバーの中に (oriented) cycleをより少なく含む多
元環，圏 (より取り扱いやすい多元環，圏)の表現に帰着する方法が与えられた．これ
により，特に自己入射多元環 (これはそのクイバーの中に oriented cycleをたくさん含
んでいる)の研究が進み，有限表現型自己入射多元環のAuslander-Reitenクイバーの形
が決定された ([22, 24, 24])．Waschbuüschは，[25]で別の流儀の被覆理論を与え，有
限表現型自己入射多元環を傾斜多元環からその自明拡大の被覆をとって構成する方法
(Hughes–Waschbüsch [17], [25])などを与えた．他にも多元環にG-次数を付けてGと
スマッシュ積をとることによって被覆を作る流儀 (E. Green [15], Cibils–Marcos[12])も
あり，[5]ではこの操作が軌道圏をとる操作の 2-擬逆であることを示しているが，ここ
では，古典的被覆理論といえば，Gabriel [13]の流れを指すものとする．この被覆理論
は [1]で導来同値にも使えるように改良され，それを用いて有限表現型自己入射多元環
の導来同値分類 ([2])が与えられ，さらに無限表現型も含む自己入射多元環のあるクラ
スについても導来同値分類が与えられた ([3])．
この報告書では，まずこの古典的な被覆理論を概観し，次に応用上問題となる仮定

を取り除いて改良した理論 ([4])を紹介する．その際，自然同型の族および 2-圏論的考
察が必要になる．[9]はその応用例である．最後に群の作用を圏の (colax)作用に一般化
した理論 ([6, 7])を紹介する．それによって導来同値を貼り合わすことができるように
なるが，このことを例で説明する．
以下，環Aに対して，右A-加群全体のなす圏をModAで表し，有限生成部分加群

からなる充満部分圏をmodAで表す．

2. 古典的被覆理論
この節ではGabrielによる古典的な被覆理論を概観する．以下この節を通して，kは

代数的閉体とする．
定義 2.1. k-圏 Cは，次を満たすとき，局所有限次元であるという．
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(1) Cは basicである (すなわち，x 6= y ⇒ x 6∼= y, ∀x, y ∈ C0);
(2) Cは semiperfectである (すなわち，C(x, x)は局所多元環である, ∀x ∈ C0);
(3) CはHom-finiteである (すなわち，C(x, y)は有限次元, ∀x, y ∈ C0).

Cは，さらに次を満たすとき，局所有界であるという．
(4) ∀x ∈ C0, {y ∈ C0 | C(x, y) 6= 0または C(y, x) 6= 0}は，有限集合である．

例 2.2. Aを k上の有限次元多元環とし，1 =
∑n

i=1

∑ti
j=1 eij (eijA ∼= epqA ⇔ i = p) を

直交する原始冪等元の和とする．e :=
∑n

i=1 ei (ei := ei1,∀i)とおくと，eAeは eを単位
元とする多元環でAと森田同値である．この eAeを改めてAとおく．

(1) Aを次のk-圏Cとみなすと，これは局所有界である: C0 := {e1, . . . , en}, C(x, y) :=
yAx (x, y ∈ C0), 合成 C(y, z) × C(x, y) → C(x, z) (x, y, z ∈ C0) は，Aの乗法で
与える．

(2) 直既約 (右) A-加群の同型類の完全代表系を 1つ選び，それのなすmodA の充
満部分圏を indAで表すと，これは局所有限次元である．

定義 2.3. k-圏 Cと群準同型X : G→ Aut(C)の組 (C, X)を，G-作用をもつ k-圏，ある
いは単に G-圏とよぶ．混乱の恐れのないとき，C = (C, X)と略記する．特に，自明な
作用G→ Aut(C), a 7→ 1lC (a ∈ G)を 1 で表し，∆(C) := (C, 1)とおく．

定義 2.4. C = (C, X)をG-圏とする．
(1) G-作用Xが自由であるとは，∀a ∈ G \ {1}, ∀x ∈ C0に対して，X(a)x 6= xとな
ることである．すなわち，∀x ∈ C0に対して，写像G→ Gx, a 7→ X(a)xが単射
となることである．ただし，Gx := {X(a)x | a ∈ G}．

(2) G-作用Xが局所有界であるとは，∀x, y ∈ C0に対して，{a ∈ G | C(X(a)x, y) 6=
0} が有限集合となることである．

注意 2.5. 上の (2)において，C(X(a)x, y) ∼= C(x,X(a−1)y) (∀a ∈ G)より，(2)の条件
は，{a ∈ G | C(x,X(a)y) 6= 0}が有限集合となることと同値である．

定義 2.6. C,Bを局所有限次元 k圏とし，C = (C, X)の方は自由で局所有界なG-作用
Xをもつとする．また，F : C → Bを k-線型関手とする．このとき

(1) F は，F = F ·X(a) (∀a ∈ G)を満たすとき，強い意味でG-不変であるという．
(2) F が群Gをもつガロア前被覆【ガロア被覆】であるとは，F は強い意味でG-
不変であり，次の (a), (b)【(a), (b), (c)】を満たすことである．
(a) ∀x ∈ C0, F−1(Fx) = Gx，すなわち，写像G→ F−1(Fx) (a 7→ X(a)x)が
全単射である（Xが自由なので）．

(b) ∀x, y ∈ C0に対して，F は次の 2つの k-加群の同型を導く．⊕
a∈G

C(X(a)x, y)→ B(Fx, Fy), (fa)a∈G 7→
∑
a∈G

F (fa)⊕
b∈G

C(x,X(b)y)→ B(Fx, Fy), (fb)b∈G 7→
∑
b∈G

F (fb)

(c) F : C0 → B0は全射である．

次に，自由で局所有界なG-作用をもつ，局所有限次元 k-圏 C が与えられたとき，C
からのガロア被覆を構成する．
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定義 2.7. C = (C, X)を，自由で局所有界なG-作用をもつ，局所有限次元 k-圏とする．
このとき，k-圏 C/Gを次のように定義する．C/Gを CのGによる軌道圏とよぶ．

• (C/G)0 := {Gx | x ∈ C0}.
• ∀u, v ∈ (C/G)0に対して，

(C/G)(u, v) :=

(fyx)x∈u
y∈v
∈
∏
x∈u
y∈v

C(x, y) X(a)(fyx) = fX(a)y,X(a)x,∀a ∈ G, ∀x, y ∈ C0


(C/G)(u, v)の各元の表示 (fyx)x∈u

y∈v
は，u, v の代表元に依存していないことに

注意．

• ∀u f−→ v
g−→ w, f = (fyx)x∈u

y∈v
, g = (gzy) y∈v

z∈w
に対して，gf :=

(∑
y∈v

gzy · fyx

)
x∈u
z∈w

.

gf の各成分は，作用Xが局所有界であることから有限和であることに注意．
定義 2.8. 上と同じ設定のもとで，標準関手 P : C → C/G を次のように定義する．

∀x ∈ C0, Px := Gx; ∀h : x→ y, Ph := (δa,bX(a)h)X(a)x∈Gx
X(b)y∈Gy

: Px→ Py.

ここで，δはクロネッカーのデルタ記号である．Phは，Xが自由作用であることから
well-definedであることに注意．
命題 2.9. P : C → C/Gは群Gをもつガロア被覆である．
次の命題より，自由で局所有界なG-作用をもつ，局所有限次元 k-圏 Cからの任意の

ガロア被覆 C → Bは，上の標準関手と同型 C/G→ Bとの合成の形に一意的に書ける．
命題 2.10. 上と同じ設定のもとで，P : C → C/Gは普遍的な強い意味のG-不変関手で
ある．すなわち，それは強い意味のG-不変関手であり，任意の強い意味のG-不変関手
E : C → C ′ に対して，E = HP となる関手H : C/G→ C ′がただ 1つ存在する．

C C ′

C/G

E //

P   B
BB

BB
BB

B

H

=={
{

{
{

このとき，Eが群Gをもつガロア被覆であることと，Hが同型関手であることとは同
値である．
次に，C上の加群圏と C/G上の加群圏との関係を述べる．

定義 2.11. (1) k-圏 Bに対して，BからMod kへの反変関手を (右)B-加群とよぶ．そ
れらの全体とそれらの間の自然変換全体のなす圏をModBとおく．B-加群M は，表
現関手 B(-, x) (x ∈ B0)の有限直和N からの全型射N → M をもつとき，有限生成で
あるといい，それら全体のなす充満部分圏をmodBで表す．また，有限生成射影B-加
群全体のなす充満部分圏を prjBで表す．

(2) k-圏の間の k-線型関手 F : A → Bに対して，F � : ModB → Mod C を F �M :=
M ◦F opで定義する．これをF の引き上げという．F �は左随伴F�をもつが，これをF
の押し下げという．
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(3) G-圏 C = (C, X)に対して，Mod Cは，G-作用ModX : G→ Aut(Mod C)を

∀a ∈ G, ∀M ∈ (Mod C)0, (ModX)(a)M := aM := M ◦X(a−1). (2.1)

で定義することにより，またG-圏になる．

注意 2.12. (1) 上の (3)において，

aC(-, x) = C(X(a−1)(-), x) ∼= C(-, X(a)x) (∀a ∈ G,∀x ∈ C0) (2.2)

(cf. (4.2)).
(2) C = (C, X)を，自由で局所有界なG-作用をもつ，局所有限次元k-圏とし，P : C →

C/Gを標準関手とする．このとき，P� C(-, x) ∼= (C/G)(-, Gx) であり，(3)において P�
は右完全であるから，P�は関手mod C → mod C/Gを導く．

次に古典的被覆理論の基本定理 ([13])を述べる．

定理 2.13. C = (C, X)を自由で局所有界なG-作用をもつ局所有界 k-圏とし， P : C →
C/Gを標準関手とする．このとき，次が成り立つ．

(1) M が直既約 C-加群ならば，P� M は直既約 C/G-加群である．
(2) P� : ind C → ind(C/G)は，群Gをもつガロア前被覆である．
(3) Cが局所有限表現型ならば，上の P�は群Gをもつガロア被覆である．

ただし，(2)で ind C【ind(C/G)】は，直既約C-【C/G-】加群の完全代表系からなるmod C
【mod(C/G)】の充満部分圏で，∀a ∈ G, ∀M ∈ ind C, aM = Mを満たすものとする．ま
た，Cが局所有限表現型であるとは，∀x ∈ C0に対して，M(x) 6= 0となる直既約 C-加
群M が同型を除いて有限個しかないことである．

次にクイバーを用いて例を挙げる．関係付きクイバーとそのAuslander-Reitenクイ
バーについては，例えば文献 [10]を参照されたい．

例 2.14. k-圏 Cを関係付きクイバー (· · · → −1
α−1−−→ 0

α0−→ 1
α1−→ · · · , αi+2αi+1αi = 0)で

与える．Gを無限巡回群としaをその生成元とする．CへのG-作用Xを，X(a)(i) := i+

2 (i ∈ Z)で定義する．このとき，C/Gは関係付きクイバー (1
α

&&2
β

ff , αβα = 0 = βαβ)で

与えられる．標準関手で与えられるガロア被覆P : C → C/Gは，P (i) =

{
1 i ∈ 2Z + 1

2 i ∈ 2Z
で定義される．以上のことを 1枚の図で表すと，

C : · · · // −1 α−1

//
- ''

0 α0

//
/ ((

1 α1

// · · ·

P

y y
C/G : 1

α
&&2

β

ff
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このとき，Cは局所有限表現型であり，P� : ind C → ind(C/G) は次で与えられる．

ind C :

· · · M3 M6 M3 · · ·

M2 M5 M2

M1 M4 M1 · · ·

=={{{{{{{{

=={{{{{{{{

=={{{{{{{{

=={{{{{{{{

=={{{{{{{{

=={{{{{{{{

!!C
CC

CC
CC

CC

!!C
CC

CC
CC

C

!!C
CC

CC
CC

C

!!C
CC

CC
CC

C

!!C
CC

CC
CC

C

!!C
CC

CC
CC

CC
____ ________ ________ ____

________ ________ ________

P�

y y

ind(C/G) :

N3 N6 N3

N2 N5 N2

N1 N4 N1

>>||||||||

>>||||||||

>>||||||||

>>||||||||

>>||||||||

>>||||||||

  B
BB

BB
BB

B

  B
BB

BB
BB

B

  B
BB

BB
BB

B

  B
BB

BB
BB

B
_______ _______

_______ _______

ただし，ind Cの図は左右に無限に続き，Gの生成元 aは頂点を右に 2つ（同じ記号の
ところに）移動させるように作用し，ind(C/G)の図では同じ記号の加群を同一視する．
また，P�Mi = Ni (i = 1, . . . , 6)である．

3. G-被覆関手と導来同値
この節以降，特に断らなければ kは一般の可換環とする．以上のように，被覆理論

の古典的な設定では，次の条件が要求されていた：
(1) Cは basicである (すなわち，x 6= y ⇒ x 6∼= y);
(2) Cは semiperfectである (すなわち，C(x, x)は局所多元環である, ∀x ∈ C);
(3) G-作用は自由である (すなわち，1 6= ∀α ∈ G,∀x ∈ C, αx 6= x);
(4) G-作用は局所有界である (すなわち，∀x, y ∈ C, {α ∈ G | C(αx, y) 6= 0}は有限
集合).

条件 (4)は，軌道圏における射の合成の定義で用いられているが，射の定義におい
て，射を行列とみなして列有限かつ行有限という条件を課しても問題なく，そうして
おけば，この条件は不要になる．また残り 3つの仮定のために次の点で，環R上の加
群圏ModRや有限生成射影R加群の有界ホモトピー圏Kb(prjR) などの加法圏に対し
て被覆理論を適用することが困難になっている：

• ModRやKb(prjR)が，条件 (2)を満たさないために，直既約対象からなる充
満部分圏を代わりに用いなければならないが，そのことにより三角圏の構造が
壊される．
• 条件 (1)を満たすために対象の同型類からなる完全代表系でG作用のもとで安
定なものを選ばなければならないが，それは実際の計算上容易なことではない．
• RへのG作用が自由であっても，ModRやKb(prjR)に導かれるG作用が自由
でないことがあるため，条件 (3)を確かめることは，多くの場合困難である．例
えば，Gが有限群の場合，自由作用の保証がないため理論が適用できなかった．
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これらの不自由な条件により，[1]における，導来同値のための被覆理論の主定理の証
明が不必要に複雑になり，この定理が応用しにくくなっている．この節では，これら
すべての仮定を取り除いて，被覆理論を一般化する．その際，自由作用の仮定を取り
去ったため，定理 2.13(1)の一般化は望めないが，主張 (2)は一般化され，これが導来
同値で重要な傾部分圏の構成に用いられる．
3a. G-圏のなす 2-圏とG-不変関手.

定義 3.1. G-圏 (C, X)からG-圏 (C ′, X ′)へのG-同変関手とは，関手E : C → C ′と自然
同型 ρa : X ′(a)E ⇒ EX(a)の族 ρ = (ρa)a∈Gの組 (E, ρ)で，各 a, b ∈ Gに対して次の
図式を可換にするものである (cf. 図式 (4.1))：

X ′(ba)E X ′(b)X ′(a)E X ′(b)EX(a)

EX(ba) EX(b)X(a).

X′(b)ρa +3

ρba

��
ρbX(a)
��

(3.1)

上の ρaがすべて恒等射にとれるとき，すなわち各 a ∈ Gに対してX ′(a)E = EX(a)と
なるとき，Eは強い意味のG-同変関手であるという．
注意 3.2. k-Catにおけるどの関手 F : B → B′に対しても∆F := (F, 1l) : ∆B → ∆B′
は強い意味のG-同変関手である．
定義 3.3. (E, ρ), (E ′, ρ′) : C → C ′をG-同変関手とする．(E, ρ)から (E ′, ρ′)への射とは
自然変換 η : E ⇒ E ′で，各 a ∈ Gに対して次の図式を可換にするものである．

X ′(a)E EX(a)

X ′(a)E ′ E ′X(a)

ρa +3

ρ′a

+3

X′(a)η
��

ηX(a)
��

補題 3.4. C
(E,ρ)

// C ′
(E′,ρ′)

// C ′′ をG-圏の間のG-同変関手とすると，
(E ′, ρ′)(E, ρ) := (E ′E, ((E ′ρa)(ρ

′
aE))a∈G) : C → C ′′

もG-同変関手となる．これを (E, ρ)と (E ′, ρ′)の合成という．
命題 3.5. 次で 2-圏が定義される．

• 対象は小G-圏の全体．
• 射はそれらの間のG-同変関手の全体．
• 2-射はG-同変関手の間の射の全体．
• 射の合成は上の補題で与えられたもの．
• 2-射の垂直合成，水平合成は自然変換に対して普通に定義されるもの．

この 2-圏をG-Catで表す．
注意 3.6. ∆は 2-関手∆: k-Cat→ G-Catを導く．
定義 3.7. C = (C, X)をG-圏，Bを k-圏とする．Cから∆(B)へのG-同変関手 (F, ψ)
を CからBへのG-不変関手とよび (F, ψ) : C → Bと書く．したがって，特に ψは自然
同型 ψa : F ⇒ FX(a)の族 (ψa)a∈Gである．
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注意 3.8. ψ1 = 1lF であり，各 a ∈ Gに対して，ψ−1
a = ψa−1X(a) が成り立つ．

定義 3.9. (F, ψ), (F ′, ψ′)をG-不変関手 C → Bとする．このとき自然変換 η : F → F ′

は，G-同変関手 (F, ψ), (F ′, ψ′) : C → ∆(B)の間の射であるとき，すなわち，各 a ∈ G
に対して図式

F FX(a)

F ′ F ′X(a)

φa +3

φ′a

+3

η

��
ηX(a)
��

が可換となるとき，(F, ψ)から (F ′, ψ′)への射であるという．
記号 3.10. G-圏 Cと k-圏 Bに対して，G-不変関手 C → B全体とそれらの間の射全体
は圏をなす．この圏を Inv(C,B) で表す．
補題 3.4の特別の場合として次が得られる．

補題 3.11. (F, ψ) : C → B が G-不変関手で H : B → Aが関手ならば，H(F, ψ) :=
(HF, (Hψa)a∈G) : C → AもG-不変関手になる．
次にG-被覆関手の定義を与える．そのために，記号と命題を準備する．

記号 3.12. (F, ψ) : C → B を G-不変関手とし，x, y ∈ C とする．k-加群の準同型
F

(1)
x,y , F

(2)
x,y を次で定義する．

F (1)
x,y :

⊕
a∈G

C(X(a)x, y)→ B(Fx, Fy), (fa)a∈G 7→
∑
a∈G

F (fa) · ψax

F (2)
x,y :

⊕
b∈G

C(x,X(b)y)→ B(Fx, Fy), (fb)b∈G 7→
∑
b∈G

ψ−1
b y · F (fb)

=
∑
b∈G

ψb−1(X(b)y) · F (fb)

命題 3.13. 上においてF
(1)
x,y が同型であることとF

(2)
x,y が同型であることとは同値である．

定義 3.14. (F, ψ) : C → B をG-不変関手とする．
(1) (F, ψ)は，各 x, y ∈ Cに対して F

(1)
x,y が同型であるとき，G-前被覆であるという．

（命題 3.13より，この条件は F
(2)
x,y が同型であることと同値である．）

(2) (F, ψ)がG-前被覆で，関手 F が稠密である（すなわち各 y ∈ Bはある x ∈ Cに
よって Fx ∼= yとかける）とき，(F, ψ)はG-被覆であるという．
3b. 軌道圏.

定義 3.15. (1) G-圏 Cに対して k-圏 C/Gを次で定義し，これを CのGによる軌道圏と
よぶ (cf. [12, 19])．

• (C/G)0 := C0.
• 各 x, y ∈ (C/G)0に対して，

(C/G)(x, y) :=
⊕
a∈G

C(X(a)x, y).
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• 各 f : x→ y, g : y → z in C/Gに対して，

gf :=

∑
a,b∈G
ba=c

gb ·X(b)fa


c∈G

.

(2) 標準関手 P : C → C/Gを次で定義する．
• Cの各対象 xに対して，Px := x,
• Cの各射 f に対して，Pf := (δa,1f)a∈G.

(3) 各 c ∈ G, x ∈ Cに対して，φcx := (δa,c1lX(c)x)a∈G ∈ (C/G)(Px, PX(c)x).

補題 3.16. 上において各 c ∈ Gに対して，φc : (φcx)x∈C : P ⇒ PX(c)は自然同型であ
り，φ := (φc)c∈Gとおくと，(P, φ) : C → C/GはG-不変関手になる．
注意 3.17. (1) 軌道圏の定義において，これまで Cの対象 xのG-軌道Gxを対象とし
てきたが，自由作用の仮定を取り去ったため，これではうまく行かなくなる．そのた
め対象はそのままにしてあるが，G-軌道内の 2つの対象は互いに軌道圏のなかでは同
型になる (x, y ∈ C0, a ∈ G,X(a)x = yとすると (δa,b1ly)b∈G : x

∼=−→ y in C/G)．したがっ
て，同型を無視すれば，Cの対象の軌道を対象としたものになっている．

(2)上では，左右非対称な “第 1変数に偏った”軌道圏の定義を述べたが，これは次の
節におけるグロタンディーク構成の形に合わせたものである．他にも “第 2変数に偏っ
た”ものも，もとのGabriel式により近い “左右対称”な軌道圏の定義もある．[4]では，
左右対称な定義を採用し，それら 3つの間の同型も具体的に与えた．
例 3.18. C = Rが k-多元環（=ただ１つの対象を持つ k-圏）のとき，軌道圏R/Gは
歪群環R ∗G（を圏と見なしたもの）と同型になる．
命題 3.19. 次が成り立つ．

(1) (P, φ)はG-被覆関手である．
(2) (P, φ)は，CからのG-不変関手のなかで普遍的である．すなわち，各G-不変関
手 (F, ψ) : C → Bに対して，(F, ψ) = H(P, φ)をみたす関手H : C/G→ B がた
だ一つ存在する．

実は，この最後の主張は次のようにもっと精密化される．
系 3.20. 上において (P, φ)は 2-普遍的である．すなわち，誘導される関手

(P, φ)∗ : Fun(C/G,B)→ Inv(C,B)

は，圏の同型になる（単なる同値ではなく）．ただし，Fun(C/G,B)は，C/GからBへ
の関手全体とその間の自然変換全体のなす圏を表す．
例 3.21. C = kが体で，Gの作用が自明な場合 C/G = kGは普通の群環になる．B =
Mod kを k-ベクトル空間の圏とすると，Fun(kG,Mod k) = kG- Modは左 kG-加群の
圏，Inv(k,Mod k) = RepkGは Gの k-表現の圏になる．この場合，上の圏の同型は，
よく知られた同型 kG- Mod ∼= RepkG を与えている．
注意 3.22. 小圏の範囲内で考えると，上の系 3.20は自然な同型，

k-Cat(C/G,B) ∼= G-Cat(C,∆B)
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を与える．このことから，2-関手 (- /G) : G-Cat→ k-Catと2-関手∆: k-Cat→ G-Cat
が定義され前者が後者の左随伴になっていることが導かれる．また，G-被覆関手

(P, φ) : C → C/G(= ∆(C/G))

はこの随伴の unit(の C成分)に他ならない．

次の定理は，G-被覆関手の特徴付けを与える．

定理 3.23. G-不変関手 (F, ψ) : C → Bに対して次は同値である．
(1) (F, ψ)はG-被覆関手である．
(2) (F, ψ)はG-前被覆関手であり，CからのG-前被覆関手のなかで普遍的である．
(3) (F, ψ)はG-不変関手であり，CからのG-不変関手のなかで普遍的である．
(3′) (F, ψ)はG-不変関手であり，CからのG-不変関手のなかで 2-普遍的である．す
なわち，(F, ψ)は圏の同型 (F, ψ)∗ : Fun(C/G,B) → Inv(C,B) (∀B : k-圏)を
導く．

(4) G-不変関手として (F, ψ) ∼= H(P, φ)となる圏同値H : C/G→ Bが存在する．
(5) (F, ψ) = H(P, φ)となる圏同値H : C/G→ Bが存在する．

補題 3.4の特別の場合として次の (1)が得られる．

補題 3.24. (1) C, C ′をG-圏，Bを k-圏とし， C ′
(E,ρ)

// C
(F,ψ)

// B において (E, ρ)をG-

同変関手，(F, ψ)をG-不変関手とする．このとき，
(F, ψ)(E, ρ) := (FE, ((Fρa)(ψaE))a∈G) : C ′ → B

は，G-不変関手になる．
(2)上において (E, ρ)がG-同変な圏同値で (F, ψ)がG-被覆関手であれば，合成 (F, ψ)(E, ρ)

は，G-被覆関手となる．したがって，C ′/Gと Bは圏同値になる．

3c. 導来同値. この節では CをG-圏とする．

定義 3.25. G-圏 C = (C, X)に対して，Kb(prj C)で prj Cにおける有界復体のなすホモ
トピー圏を表す．Kb(prj C)にも自然に成分ごとにG-作用が定義される．

定義 3.26. (1) Kb(prj C)の充満部分圏Eは次の性質を持つとき，Cに対する傾部分圏
であるという：

(a) Kb(prj C)(U, V [i]) = 0がすべてのU, V ∈ Eとすべての i 6= 0に対して成り立つ;
(b) C(-, x) ∈ thickEがすべての x ∈ Cについて成り立つ．ただし，thickEはEで
生成される thick部分圏，すなわち，Eを含み，同型と直和因子をとる操作に
ついて閉じている，Kb(prj C)の最小の充満部分圏である．

(2) Kb(prj C)の傾部分圏Eは，αU ∈ EがすべてのU ∈ Eと α ∈ Gに対して成り立
つとき，G-安定であるという．

(3) 2つの圏 Cと C ′は，それらの導来圏D(Mod C)とD(Mod C ′) が三角圏として同
値であるとき，導来同値であるという．
導来同値に関して，Rickard [21], Keller [18]による次の定理は基本的である．

定理 3.27. kが体のとき，k-圏AとBが導来同値であるためには，Aに対する傾部分
圏Eで，Eと Bが圏同値であるものが存在することが必要十分である．



10 浅芝 秀人

古典的被覆理論の基本定理 2.13(2)は次のように一般化される．前者は森田同値に，
後者は導来同値に用いることができる．
定理 3.28. (P, φ) : C → C/Gを標準被覆関手とすると，(P, φ)�はG-前被覆関手

(P, φ)� : mod C → mod(C/G) および (P, φ)� : Kb(prj C)→ Kb(prj C/G)

を導く．
定理 3.23と 3.28 を用いて証明される次の定理は，導来同値のための被覆理論におけ

る基本定理である．
定理 3.29. kは体とする．C に対する，G-安定な傾部分圏 E が存在すれば，C/Gと
E/Gは導来同値である．
証明の概略．E0の (P, φ)�による像で定義されるKb(prj C/G)の充満部分圏 E ′はまた
傾部分圏であることが示される．したがって，定理 3.27より C/Gと E ′は導来同値と
なる．また，定理 3.28より (P, φ)�はG-被覆関手E → E ′を導く．よって定理 3.23より
E/GとE ′は圏同値となる．したがって，C/GとE/Gは導来同値になる． �

上の定理と補題 3.24(2)から次が得られる．
定理 3.30. kは体とし，Cと C ′をG-圏とする．Cに対するG-安定な傾部分圏Eと，G-
同変な圏同値E → C ′が存在すれば，C/Gと C ′/Gは導来同値である．
注意 3.31. (1) 上の定式化では，まだEが “強い意味で”G-安定であることが仮定され
ていることに注意．以下の一般化では，これも “弱い意味”に緩められる．

(2) 論文 [9]では定理 3.30を用いて，有向樹木多元環に導来同値な多元環の一般多重
拡大全体の導来同値分類を行った．

4. 2-圏論的被覆理論
4a. 群作用から colax関手へ. 群Gを次のような圏 Iとみなすことができる：I0 := {∗},
I1 := G, I の合成は Gの乗法．このように見るとき，k-圏 C への G-作用とは，関手
X : G→ k-Catで，X(∗) = Cとなるものに他ならない．以下で，Gを一般の圏 Iに拡
張して，圏の作用を考える．あとで関手X : I → k-Catに対してグロタンディーク構
成Gr(X)という k-圏が定義されるが，この場合，Gr(X) = C/Gとなる．すなわち，グ
ロタンディーク構成は軌道圏の一般化であると見ることができる．グロタンディーク
構成は，関手よりも広い colax関手に対してまで定義される．また，群の作用を関手だ
けに限定せず colax関手にまで広げておくと，圏 Cの自己同型だけでなく，自己同値ま
で取り扱えるようになって便利である．そこでこの節では，群の作用を圏からの colax
関手に一般化した被覆理論について解説する．まず，colax関手の定義から始める．こ
れは関手の条件のなかにある等号を，2-射に取り替えて得られる．
定義 4.1. 圏 Iから 2-圏C（例えば k-Cat）への colax関手X : I → Cとは，次のデー
ターからなり以下の公理を満たすものである．
データー：

• 写像X : I0 → C0,
• 写像X : I(i, j)→ C(X(i), X(j)) (∀i, j ∈ I0),
• Cの 2-射Xi : X(1li)⇒ 1lX(i) (∀i ∈ I0),
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• Cの 2-射Xb,a : X(ba)⇒ X(b)X(a) (∀i a−→ j
b−→ k in I1).

公理：

(a) 各 a : i→ j in I1に対して次はどちらも可換である：

X(a1li)
Xa,1li +3

MMMMMMMMMM

MMMMMMMMMM
X(a)X(1li)

X(a)Xi

��
X(a)1lX(i)

X(1lja)
X1lj ,a

+3

MMMMMMMMMM

MMMMMMMMMM
X(1lj)X(a)

XjX(a)

��
1lX(j)X(a)

.

(b) 各 i
a−→ j

b−→ k
c−→ l in I1に対して次は可換である：

X(cba)
Xc,ba +3

Xcb,a

��

X(c)X(ba)

X(c)Xb,a

��
X(cb)X(a)

Xc,bX(a)
+3 X(c)X(b)X(a).

例 4.2. ただ 1つの対象 ∗とただ１つの射 1l∗からなる圏 1から小圏全体のなす 2-圏Cat
への colax関手X : 1 → Catは，小圏 C := X(∗)上の comonad T := X(1l∗)に他なら
ない．

定義 4.3. 2-圏Cに対して，

• Cop :=(Cから射を逆向きにして得られる 2-圏)
• Cco :=(Cから 2-射を逆向きにして得られる 2-圏)
• Ccoop := (Cco)op = (Cop)co.
• Lax関手 I → Cとは，colax関手 I → Ccoのことである．
• 擬関手 I → Cとは，colax関手X : I → Cで，すべてのXi, Xb,a が 2-同型と
なっているものである．
• 関手 I → Cとは，colax関手X : I → Cで，すべてのXi, Xb,a が恒等 2-射と
なっているものである．

4b. グロタンディーク構成. この節では，軌道圏の一般化であるグロタンディーク構成
の定義 (cf. [16]) を与える．

定義 4.4. X : I → k-Catを colax関手とする．このとき，k-圏Gr(X)を次で定義する．

• Gr(X)0 :=
∪
i∈I0{i} ×X(i)0 = {ix := (i, x) | i ∈ I0, x ∈ X(i)0}.

• 各 ix, jy ∈ Gr(X)0に対して，

Gr(X)(ix, jy) :=
⊕

a∈I(i,j)

X(j)(X(a)x, y).
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• 各 ix, jy, kz ∈ Gr(X)0と各 f = (fa)a∈I(i,j) ∈ Gr(X)(ix, jy), g = (gb)b∈I(j,k) ∈
Gr(X)(jy, kz)に対して，

g ◦ f :=


∑

a∈ I(i,j)
b∈ I(j,k)
c= ba

gb ◦X(b)fa ◦Xb,ax


c∈ I(i,k)

とおく．すなわち，総和の各項は次の合成である：

X(ba)x
Xb,ax−−−→ X(b)X(a)x

X(b)fa−−−−→ X(b)y
gb−→ z.

• 各 ix ∈ Gr(X)0に対して，恒等射 1l
ixは次で与えられる：

1l
ix = (δa,1liXi x)a∈I(i,i) ∈

⊕
a∈I(i,i)

X(i)(X(a)x, x).

例 4.5. Aをk-多元環とする（対象がただ１つのk-圏とみる）．X := ∆(A) : I → k-Cat
を次で定義する．∀i ∈ I0, X(i) := A, ∀a ∈ I1, X(a) := 1lA．このとき，次が成り立つ．

(1) Iがクイバー (1→ 2)の自由圏 (free category)であれば，Gr(X)はA上の三角
行列多元環になる：Gr(X) ∼=

[
A 0
A A

]
. より一般に次の (2), (3)が成り立つ．

(2) IがクイバーQの自由圏であれば，Gr(X) ∼= AQ (A上のQの道圏)．
(3) I = Sが半順序集合のとき，Gr(X) ∼= AS (A上の Sの隣接圏)．
(4) I = Gがモノイドのとき，Gr(X) ∼= AG (A上のGのモノイド多元環)．

4c. 誘導擬関手. ここでは，2-圏から 2-圏への colax関手，およびそれら colax関手全
体のなす 2-圏が必要になる．

定義 4.6. (1) 2-圏Bから 2-圏Cへの colax関手X : B → Cとは，次のデーター（定
義 4.1と異なる部分に下線を引いた）からなり以下の公理を満たすものである．
データー：

• 写像X : B0 → C0,
• 関手 X : B(i, j)→ C(X(i), X(j)) (∀i, j ∈ B0),
• Cの 2-射Xi : X(1li)⇒ 1lX(i) (∀i ∈ B0)

• Cの 2-射Xb,a : X(ba)⇒ X(b)X(a) (∀i a−→ j
b−→ k in B1, natural in a, b)

公理：定義 4.1の I1をB1に取り替えたもの．
ただし，natural in a, bとは，∀a, a′ : i→ j, ∀b, b′ : j → k in B1, ∀α : a⇒ a′, β : b⇒ b′

in B2 に対して次の図式が可換であることを意味する：

X(ba) X(b)X(a)

X(b′a′) X(b′)X(a′).

Xb,a +3

Xb′,a′+3

X(β∗α)

��
X(β)∗X(α)

��

(2) Lax関手B→ Cとは，colax関手B→ Ccoのことである．
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(3) 擬関手B → Cとは，colax関手X : B → Cで，すべてのXi, Xb,a が 2-同型と
なっているものである．

(4) 2-関手B→ Cとは，colax関手X : B→ Cで，すべてのXi, Xb,a が恒等 2-射と
なっているものである．

注意 4.7. 圏 Iを，2-射が恒等 2-射のみからなる 2-圏と見れば，上の定義を Iに適用し
たものは定義 4.1 と一致する．

定義 4.8. 2つの 2-圏 B,Cに対して，colax関手 B → Cの全体を対象とする 2-圏←−−−
Colax(B,C)を次のように定義する．

1-射．X,X ′を colax関手B→ Cとする．XからX ′への 1-射 (lax変換)とは，次の
データーの組 (F, ψ)で以下の公理を満たすものである：
データー：

• Cの 1-射 F (i) : X(i)→ X ′(i)の族 F := (F (i))i∈B0

• Cの 2-射 ψ(a) : X ′(a)F (i)⇒ F (j)X(a)

X(i) X ′(i)

X(j) X ′(j)

X(a)
��

X′(a)
��

F (i)
//

F (j)
//

ψ(a)

w� ww
ww

ww
ww

ww
ww

ww
ww

の族ψ := (ψ(a))a∈B1で，各α : a⇒ b in B(i, j)に対して次の図式が可換である
もの (B = Iのときは無条件)

X ′(a)F (i) X ′(b)F (i)

F (j)X(a) F (j)X(b),

X′(α)F (i)
+3

F (j)X(α)
+3

ψ(a)
��

ψ(b)
��

すなわち，関手の自然変換

B(i, j) C(X ′(i), X ′(j))

C(X(i), X(j)) C(X(i), X ′(j))

X′
//

X
��

C(F (i),X′(j))
��

C(X(i),F (j))
//

ψij

ow hhhhhhhhhhhhhhhhhhh

hhhhhhhhhhhhhhhhhhh

(i, j ∈ B0)

の族．
公理：

(a) 各 i ∈ B0に対して，次は可換である：

X ′(1li)F (i) F (i)X(1li)

1lX′(i)F (i) F (i)1lX(i)

ψ(1li) +3

X′
iF (i)

��
F (i)Xi

��
;
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(b) 各 i
a−→ j

b−→ k in B1に対して，次は可換である (cf. 図式 (3.1))：

X ′(ba)F (i) X ′(b)X ′(a)F (i) X ′(b)F (j)X(a)

F (k)X(ba) F (k)X(b)X(a).

X′
b,aF (i)

+3
X′(b)ψ(a)

+3

F (k)Xb,a

+3

ψ(ba)

��
ψ(b)X(a)

��
(4.1)

1-射 (F, ψ)は，すべての a ∈ B1に対して，ψ(a)がCの 2-同型であるとき，I-同変で
あるという．
2-射．X,X ′ : B→ Cをcolax関手とし，(F, ψ), (F ′, ψ′)を1射X → X ′とする．(F, ψ)か
ら (F ′, ψ′)への2-射 (modification)とは，Cの2-射ζ(i) : F (i)⇒ F ′(i)の族ζ = (ζ(i))i∈B0

で，各 a : i→ j in B1に対して，次を可換にするものである：

X ′(a)F (i) X ′(a)F ′(i)

F (j)X(a) F ′(j)X(a).

X′(a)ζ(i)
+3

ζ(j)X(a)
+3

ψ(a)
��

ψ′(a)
��

注意 4.9. Iを，2-射が恒等 2-射のみからなる 2-圏と見て←−−−Colax(I,C)を考える．この 2-
圏構造によって colax関手X,X ′ : I → Cの間の同値を，一般論に従って次のように定義
することができる：XとX ′が同値であるとは，射 (F, ψ) : X → X ′ と (F ′, ψ′) : X ′ → X，
および 2-同型 (F ′, ψ′)(F, ψ) ∼= 1lX , (F, ψ)(F ′, ψ′) ∼= 1lX′が存在することである．

定義 4.10. C ∈ k-Cat0とし，(F, ψ) : X → ∆(C)を←−−−Colax(I, k-Cat)の 1-射とする．こ
のとき，

(1) (F, ψ)が (Cの) I-前被覆であるとは，k-加群の準同型

(F, ψ)(1)
x,y :

⊕
a∈I(i,j)

X(j)(X(a)x, y)→ C(F (i)x, F (j)y)

(fa : X(a)x→ y)a∈I(i,j) 7→
∑

a∈I(i,j)

F (j)(fa) ◦ ψ(a)(x)

がすべての i, j ∈ I0と x ∈ X(i)0, y ∈ X(j)0に対して同型となることである．
(2) I-前被覆 (F, ψ)は，稠密であるとき，すなわち，各 c ∈ C0に対して，ある i ∈ I0
とある x ∈ X(i)0によってF (i)(x)が Cにおいて cと同型になるとき，I-被覆で
あるという．

注意 4.11. グロタンディーク構成は，2-関手Gr:
←−−−
Colax(I, k-Cat) → k-Catに拡張で

き，これは∆: k-Cat→
←−−−
Colax(I, k-Cat)の左随伴になる．注意 3.22と同様に，この随

伴の unit 1l←−−−
Colax(I,k-Cat)

⇒ ∆ ·Grが I-被覆 (PX , φX) : X → ∆(GrX)を与える．

次の擬関手を，colax関手の “加群圏”と “導来圏”を定義するのに用いる．
例 4.12. 次のMod′は 2-関手で，ModとDは擬関手である．

• Mod′ : k-Cat→ k-Abcoop, Mod′ := k-Cat((-)op,Mod k),

(C F−→ C ′) 7→ (Mod C ′ (-)◦F op

−−−−→ Mod C).
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• Mod: k-Cat→ k-Ab, (C F−→ C ′) 7→ (Mod C -⊗CF−−−→ Mod C ′), F := C ′(-, F (?)).

• D : k-ModCat→ k-Tri, (A F−→ A′) 7→ (DA LF−−→ DA′)
ただし，k-ModCatは，k-Abの 2-部分圏で次のものから構成されるものである：

• 対象： Mod C (C ∈ k-Cat0),
• 1-射：対象間の関手で完全右随伴をもつもの
• 2-射：1-射の間の自然変換の全体

このとき，上で定義された擬関手Mod: k-Cat→ k-Abは，擬関手k-Cat→ k-ModCat
と見られることに注意．
定理 4.13. B,C,Dを 2-圏，V : C→ Dを擬関手とする．このとき，V との合成は擬
関手 ←−−−

Colax(B, V ) :
←−−−
Colax(B,C)→

←−−−
Colax(B,D)

を導く．

注意 4.14. (1) 上で，V が colax関手のときは，←−−−Colax(B, V )がうまく定義できない．
(2) 2-圏←−−−Colax(B,C)の代わりに擬関手と強変換 (lax変換の 2-射が同型であるもの)

とmodificationsからなるbicategoriesに設定を変えれば，Gordon–Power–Street [14]の
結果から上の定理に対応する主張が従う．
上の定理を colax関手と擬関手の列

I
X−→ k-Cat

Mod−−→ k-ModCat
D−→ k-Tri

に適用して次が得られる．
系 4.15. 次の 2つは擬関手である：

←−−−
Colax(I,Mod):

←−−−
Colax(I, k-Cat)→

←−−−
Colax(I,k-Ab),

X 7→ ModX
←−−−
Colax(I,D ◦Mod):

←−−−
Colax(I, k-Cat)→

←−−−
Colax(I,k-Tri).

X 7→ D(ModX)

注意 4.16. X : I → k-Catを colax関手とすると，colax関手ModX,D(ModX)は次
の形になる：

• ModX : I → k-Ab, (i
a−→ j) 7→ (ModX(i)

-⊗X(i)X(a)
−−−−−−→ ModX(j)),

• D(ModX) : I → k-Tri, (i
a−→ j) 7→ (D(ModX(i))

-
L
⊗X(i)X(a)
−−−−−−→ D(ModX(j))).

特に，X(i)(-, x) ∈ ModX(i) (i ∈ I0, x ∈ X(i)0)に対して，次が成り立つ (cf. (2.2))：
((ModX)(a))(X(i)(-, x)) = X(i)(-, x)⊗X(i) X(a) ∼= X(j)(-, X(a)x). (4.2)

定義 4.17. X,X ′ ∈
←−−−
Colax(I, k-Cat)0とする．X と X ′が導来同値であるとは，2-圏

←−−−
Colax(I,k-Tri)において，D(ModX)とD(ModX ′) が同値であることである．

命題 4.18. X,X ′ ∈
←−−−
Colax(I,k-Cat)0とするとき，次は同値である．

(1) XとX ′は導来同値である．
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(2) 次を満たす 2-圏←−−−Colax(I, k-Tri)の 1-射 (F, ψ) : D(ModX) → D(ModX ′)が存
在する．
• F (i) : D(ModX(i))→ D(ModX ′(i)が三角同値 (∀i ∈ I0)で，
• ψ(a) : が自然同型 (∀a ∈ I1)（すなわち，(F, ψ)が I-同変．）

5. 導来同値の貼り合わせ
定義 5.1. (1) k-Addを，加法的 k-圏全体のなす k-Catの充満 2-部分圏とする．擬関
手 prj : k-Cat → k-AddをMod: k-Cat → k-Ab ↪→ k-Addの部分擬関手として定義
する (各 C ∈ k-Cat0に対して prj Cは有限生成射影的 C-加群全体のなすMod Cの充満
部分圏)．

(2) 各 C ∈ k-Addに対して，Kb(C)を Cのなかの有界複体全体のなすホモトピー圏
とおくことにより，2-関手Kb : k-Add→ k-Triが自然に定義される．このとき，合成
擬関手 Kb ◦ prj : k-Cat → k-Tri は，D ◦Mod: k-Cat → k-Triの部分擬関手とみな
せる．
注意 5.2. C ∈ k-Cat0とすると，定義から明らかに

∆(Kb(prj C)) = Kb(prj ∆(C)).
が成り立つ．
定理 3.28は次のように一般化される．

定理 5.3. 擬関手 Kb ◦ prjは，I-前被覆を保つ．すなわち，(F, ψ) : X → ∆(C) (C ∈
k-Cat0)が

←−−−
Colax(I, k-Cat)における I-前被覆ならば，

Kb(prj(F, ψ)) : Kb(prjX)→ ∆(Kb(prj C))

も←−−−Colax(I,k-Tri)における I-前被覆である．
定義 5.4. X : I → k-Catを colax関手とする．

(1) Kb(prjX)の colax部分関手 T は，各 i ∈ I0に対して，T (i)がKb(prjX(i))の
傾部分圏であるとき，傾 colax部分関手であるという．

(2) Kb(prjX)の傾 colax部分関手 T は，I-同変な包含射 (σ, ρ) : T ↪→ Kb(prjX) を
もつとき，Xに対する傾 colax関手であるという．

注意 5.5. I-同変な包含射の存在が，定理 3.30でのG-安定性の条件に対応する．
次の定理 ([6, Theorem 5.6])は，Rickard [21], Keller [18]による導来同値に関する森

田型定理 (定理 3.27)を，colax関手に一般化するものである．

定理 5.6. X,X ′ ∈
←−−−
Colax(I, k-Cat)0とするとき，次の条件を考える．

(1) XとX ′は導来同値である．
(2) Kb(prjX)とKb(prjX ′)は，←−−−Colax(I,k-Tri)において同値である．
(3)
←−−−
Colax(I, k-Cat)においてX ′に同値であるような，Xに対する傾 colax関手 T
が存在する．

このとき，
(a) (1)が成り立てば，(2)が成り立つ.
(b) (2)が成り立てば，(3)が成り立つ.
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(c) kが体ならば，(3)から (1)が導かれる.

次の定理 ([7, Theorem 8.1])は，2つの colax関手が導来同値であるとき，それらの
グロタンディーク構成も導来同値になることを保証する．証明は，定理 3.29の証明の
議論を定理 5.3を用いて一般化することによって得られる．

定理 5.7. kは体とし，X,X ′ ∈ ←−−−Colax(I, k-Cat)とする．←−−−Colax(I, k-Cat)においてX ′

に同値であるような，Xに対する傾 colax関手 T が存在する (定理 5.6の条件 (3)) なら
ば，Gr(X)とGr(X ′)は導来同値である．

k-圏 Cと C ′が導来同値ならば，colax関手∆(C)と∆(C ′) は導来同値であることは直
ちにわかるので，例 4.5から次が得られる．

系 5.8. kが体のとき，k-多元環AとA′が導来同値ならば，
(1) すべてのクイバーQに対して，AQとA′Qは導来同値である．
(2) すべての半順序集合 Sに対して，ASとA′Sは導来同値である．
(3) すべてのモノイドGに対して，AGとA′Gは導来同値である．

上の定理により，導来同値を “貼り合わせる”ことができる．このことを次の例で説
明する．

例 5.9. kは体とする．3 ≤ n ∈ Zとし，I を次のクイバー Qで定義される自由圏と
する：

2
a2−→ 3

a3−→ · · · an−1−−−→ n.

関手X,X ′ : I → k-Catを次で定義する．各 i ∈ I0 = {2, . . . , n}に対して，X(i)を次の
関係付きクイバーで定義される k-圏とする：

1 2 3 · · · i
α1

((
α2

((
α3 **

αi−1
((

β1

hh
β2

hh
β3

ii
βi−1

jj

関係：αj+1αj = 0, βjβj+1 = 0, αjβj = βj+1αj+1 (∀j = 1, . . . , i − 1), α1β1α1 = 0,
βi−1αi−1βi−1 = 0. 各 ai : i → i + 1 in I1に対して，X(ai) : X(i) → X(i + 1)を包含関
手とする．これによって関手X : I → k-Catが定義される．
各 i ∈ I0 = {2, . . . , n}に対して，X ′(i)を次の関係付きクイバーで定義される k-圏と

する：

1 2 3 · · · i
γ1 // γ2 // γ3 //

γi−1 //

γi

ii

関係：γj+i · · · γj+1γj = 0 (∀j ∈ Z/iZ). 各 ai : i→ i+ 1 in I1に対して，X(ai) : X(i)→
X(i+1)を次の対応で定義される関手とする：1 7→ 1, j 7→ j+1, α1 7→ α2α1, αj 7→ αj+1

(∀j = 2, . . . i). これによって関手X ′ : I → k-Catが定義される．
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論文 [1]で解説されているように，X(i)に対する傾部分圏T (i)を，次の i個のKb(prjX(i))
の対象からなる充満部分圏として定義できる：

T (i)1 := (P1),

T (i)2 := (P2
P (α2)−−−→ P3

P (α3)−−−→ · · · P (αi−1)−−−−→ Pi),

T (i)3 := (P2
P (α2)−−−→ P3

P (α3)−−−→ · · · P (αi−2)−−−−→ Pi−1),

...

T (i)i := (P2),

ただし，Pj := X(i)(-, j) ∈ prjX(i) (∀j ∈ X(i)0), P (α) := X(i)(-, α) (∀α ∈ X(i)1)
であり，下線は次数 0の位置を表す．再び [1]により，T (i)はX ′(i)と同じ関係付きク
イバーで表示され，同型 F (i) : X ′(i) → T (i)が，jを T (i)j に移し (∀j = 1, . . . , i)，γj
を射 δ(i)j : T (i)j → T (i)j+1 に移す (∀j ∈ Z/iZ) ことによって定義される．ただし，
δ(i)1 := (P (α1)), δ(i)j := (1lP2 , . . . , 1lPi−j+1

, 0) (∀j = 2, . . . , i− 1), δ(i)i := (P (β1)). よっ
て，T (i)はX(i)とX ′(i)の間の導来同値を与える．
各ai : i→ i+1 in I1に対して，関手T (ai) : T (i)→ T (i+1)を対応T (i)1 7→ T (i+1)1,

T (i)j 7→ T (i + 1)j+1, δ(i)1 7→ δ(i + 1)2δ(i + 1)1, δ(i)j 7→ δ(i + 1)j+1 (∀j = 2, . . . , i)に
よって定義する．以上によって，関手 T : I → k-Catが定義される．このとき k-Cat
において，各 i ∈ I0に対して強い意味の可換図式 (a strict commutative diagram)

X ′(i) T (i)

X ′(i+ 1) T (i+ 1)

F (i)
//

F (i+1)
//

X′(ai)
��

T (ai)
��

が存在するので，X ′と T が←−−−Colax(I, k-Cat)において同値になる．最後に，T (ai)の定
義より，I同変包含関手 (σ, ρ) : T ↪→ Kb(prjX):

T (i) Kb(prjX(i))

T (i+ 1) Kb(prjX(i+ 1)).

� � σ(i)
//

� �

σ(i+1)
//

T (ai)

��
Kb(prjX(ai))
��

ρ(ai)

∼=rz nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

の存在が容易にわかる．したがって，定理 5.7により，X(i)とX ′(i)の間の導来同値を貼
り合わせて，Gr(X)とGr(X ′)の間の導来同値を構成することができる．例えば n = 5
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の場合，これらは次のクイバー

Gr(X) =

1 2

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4 5

α1
((

β1

hh

α1
((

α2
((

β1

hh
β2

hh

α1
((

α2
((

α3
((

β1

hh
β2

hh
β3

hh

α1
((

α2
((

α3
((

α4
((

β1

hh
β2

hh
β3

hh
β4

hh

�� ��

�� �� ��

�� �� �� ��

, Gr(X ′) =

1 2

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4 5

γ1 //

γ2

]]

γ1 // γ2 //

γ3

dd

γ1 // γ2 // γ3 //

γ4

gg

γ1 // γ2 // γ3 // γ4 //

γ5

ii

�� ��=
==

==
==

�� ��=
==

==
==

��=
==

==
==

�� ��=
==

==
==

��=
==

==
==

��=
==

==
==

と，論文 [8]で一般的に与えられている関係で表示される．ここで，圏 Iとして上と同
じクイバーQと関係 ai+1ai = 0 (∀i = 2, . . . , n− 2)で定義されたものをとると，Gr(X)
およびGr(X ′)は，それぞれ上の対応する関係付きクイバーと垂直方向の長さ 2の道が
0という関係を追加して表示することができる．もちろん，そのようにして得られた，
Gr(X)とGr(X ′)も導来同値である．このようにして，Iの方の関係式を変えて，導来
同値な多元環の組をいろいろとつくることもできる．

参考文献
[1] Asashiba, H.: A covering technique for derived equivalence, J. Alg., 191 (1997), 382–415.
[2] Asashiba, H.: The derived equivalence classification of representation-finite selfinjective algebras,

J. Alg., 214 (1999), 182–221.
[3] Asashiba, H.: Derived and stable equivalence classification of twisted multifold extensions of

piecewise hereditary algebras of tree type, J. Algebra 249 (2002), 345–376.
[4] Asashiba, H.: A generalization of Gabriel’s Galois covering functors and derived equivalences, J.

Algebra 334 (2011), 109–149.
[5] Asashiba, Hideto: A generalization of Gabriel’s Galois covering functors II: 2-categorical Cohen-

Montgomery duality, preprint arXiv: 0905.3884.
[6] Asashiba, H.: Derived equivalences of actions of a category, Appl. Categor. Struct. DOI

10.1007/s10485-012-9284-5.
[7] Asashiba, H.: Gluing derived equivalences together, preprint, arXiv:1204.0196.
[8] Asashiba, H. and Kimura, M.: Presentations of Grothendieck constructions, to appear in Comm.

in Alg., (arXiv:1111.3845).
[9] Asashiba, H. and Kimura, M.: Derived equivalence classification of generalized multifold exten-

sions of piecewise hereditary algebras of tree type, in preparation.
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