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1 きっかけ
2009年の夏休みのことである．何気なくラスクーたちの論文 [LLT]の
最後についている表を見ていて，急に実験をしてみたくなった．表の p =

2, n = 4は次のようである．

(4) (31)

(4) 1 0

(31) q 1

(22) 0 q

(211) q q2

(1111) q2 0

これを 5行 2列の行列と思いD4(q)と置く．転置と掛け合わせて 2行 2列
の対称行列C4(q)を作れば

C4(q) =

[
(1 + q2)2 q(1 + q2)

q(1 + q2) 1 + q2 + q4

]
となる．行列式が幸いにすぐに計算できて

det C4(q) = (1 + q2)2(1 + q4)

であることがわかる．なかなかきれいに因子分解するではないか．これ
に気を良くしてもう少し大きな例も計算してみる．p = 2の場合の結果を
列挙しよう．
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det C2(q) = 1 + q2

det C3(q) = 1 + q2

det C4(q) = (1 + q2)2(1 + q4)

det C5(q) = (1 + q2)3(1 + q4)

det C6(q) = (1 + q2)4(1 + q4)(1 + q6)

det C7(q) = (1 + q2)6(1 + q4)2(1 + q6)

det C8(q) = (1 + q2)8(1 + q4)3(1 + q6)(1 + q8)

det C9(q) = (1 + q2)11(1 + q4)4(1 + q6)2(1 + q8)

det C10(q) = (1 + q2)14(1 + q4)5(1 + q6)2(1 + q8)(1 + q10).

ここではたとえば

1 + q6 = (1 + q2)(1 − q2 + q4)

と分解しないで左辺のままで止めておくところがミソである．ラスクー
たちの論文には p = 3の場合の表（＝おもちゃ）も載っているので同様の
操作を行ってみる．

det C3(q) = 1 + q2 + q4

det C4(q) = 1 + q2 + q4

det C5(q) = (1 + q2 + q4)2

det C6(q) = (1 + q2 + q4)3(1 + q4 + q8)

det C7(q) = (1 + q2 + q4)5(1 + q4 + q8)

det C8(q) = (1 + q2 + q4)7(1 + q4 + q8)2

det C9(q) = (1 + q2 + q4)10(1 + q4 + q8)2(1 + q6 + q12).

ちなみにこの計算はほとんど手でおこなっている．時代遅れと言って下
さって結構である．いずれにせよ「これはいったいなんなのだろうか？」
という疑問がそもそもの発端である．本記事はこの疑問に答えようとし
ている途中経過の報告である．発端となった疑問は私の個人的なもので
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あるが，現在の研究（[ASY]) は岡山大学での同僚の鈴木武史，博士課程
大学院生の安東雅訓と共同でおこなっている．

2 Glaisher 対応
自然数 p ≥ 2を固定する．当面 pは素数でなくてもかまわない．分割

（＝ヤング図形）λ = (1m12m2 . . . nmn) が p-正則とは，すべての iについ
てmi < pであること．また λが p-類正則であるとはすべての iに対して
mpi = 0であることと定義する．p-正則（resp. p-類正則）な nの分割全
体を P(p)(n) (resp. P(p)(n) ) で表そう．ちなみに何も条件を付けない n

の分割全体の集合はP(n)で表す．オイラーの時代からよく知られている
ように |P(p)(n)| = |P(p)(n)| である．具体的な全単射として “Glaisher 対
応”と呼ばれているものがある．
一般に分割の (im)という部分に対して，m = pq + r (0 ≤ r < p) と割
り算して (ir (pi)q)と “細分”する．

(∗) (im) 7−→ (ir (pi)q)

この操作を繰り返せば最終的に p-正則な分割 λ̃が出来上がる．例で説明
しよう．たとえば p = 2として λ = (17345) ∈ P(2)(24) を考える．これに
対応させたいのは同じサイズの 2-正則分割，すなわちストリクトな分割
λ̃である．上で述べた操作を一つ一つ確認すると

λ = (17345) 7−→ (123345) 7−→ (123445) 7−→ (124562) 7−→ (1245 12) = λ̃.

さて不定元Qi (i ≥ 1)を用意して，上の (*)の操作にQq
i というウエイト

を付与する．λ ∈ P(p)(n) に対してGlaisher 対応のすべてのステップに渡
るQiたちの積を λの “Glaisherウエイト” とよび wG(λ)で表す．上の例
ではwG(λ) = Q3

1Q2Q
2
3Q6である．

3 宇野ウエイト
p-類正則分割 λ = (1m12m2 . . .)に対して今ひとつのウエイトを定義し
よう．自然数 k = apb (p - a)に対して

v(k) := QaQap · · ·Qapb−1 =
b∏

j=1

Qk/pj
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とおいて

wU(λ) :=
∏
i≥1

( mi∏
k=1

v(k)
)

を “宇野ウエイト”と呼ぶことにする．たとえば p = 2で λ = (17345) ∈
P(2)(24)であればwU(λ) = Q4

1Q
2
2Q3 である．すべてのQiに次数 1を持た

せて，単項式としての次数を見れば

deg wU(λ) = deg wG(λ) =
ℓ(λ) − ℓ(λ̃)

p − 1

であることが簡単にわかる．ここで ℓ(λ)は通常通り，分割λの length，す
なわちヤング図形の縦の長さを表す．「簡単にわかる」と書いたがこれに気
がついたときにはうれしくて論文を書いた ([UY])．当初はwG(λ) = wU(λ)

を期待したのだが，上で見た通り成り立たないことがわかる．ちなみに
「宇野」とは大阪教育大学の宇野勝博氏のことである．長年に渡り，私の
「思いつき」の良き理解者であり，共同研究者でもある．代数学シンポジ
ウムでの講演では座長を務めてもいただいた．唐突だがここで感謝の意
を表す．何かの折に大阪でGlaisher ウエイトの話をしたときに「こんな
ウエイトもあり得るよ」と教えていただいたのが wU(λ)である．pが素
数のときの，有限群の p-正則元の中心加群というものからの発想なのだ
と思われる．「宇野ウエイト」以外の名称は考えられない．（正確に言えば，
いろいろ別名も考えたのだが，どれもしっくりこない．）上記 [UY]で示し
たことは，pが素数のとき，すべての iに対してQi = pと特殊化すれば，

wG(λ) = wU(λ) = p
ℓ(λ)−ℓ(λ̃)

p−1 (λ ∈ P(p)(n))

は対称群Snのカルタン行列の単因子を与える，というものである．

さて我々 (= 安東，鈴木，山田) の最初の結果を述べよう．

定理 3.1. ∏
λ∈P(p)(n)

wG(λ) =
∏

λ∈P(p)(n)

wU(λ).

後述するが，この両辺はA型の “岩堀-ヘッケ環” Hn(ζ)（ζは 1の原始
p-乗根）の “q-カルタン行列”の行列式を与えている．
定理の両辺のQapb−1 (p - a, b ≥ 1)の個数を比べることにより次のよう
な分割恒等式が出る．
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系 3.2. ∑
λ∈P(p)(n)

⌊ma

pb
⌋ =

∑
λ∈P(p)(n)

∑
i≥1 p-i

ℓp⌊
mi

apb
⌋.

ここで ℓp(m)は自然数mを p-進展開したときの桁数を表す．

今回のような話を進めていくと，このような分割の恒等式がやたらに
登場する．通常，なかなか思いつかないものだろうが，一旦気がつけば
（我々の等式を用いずとも）母函数の方法で証明される．たとえば次のよ
うなものもある．

命題 3.3. ∑
λ∈P(p)(n)

ma =
∑

λ∈P(p)(n)

∑
i≥1 p-i

ℓp⌊
mi

a
⌋

∑
λ∈P(n)

ma =
∑

λ∈P(n)

∑
i≥1 p-i

ℓp⌊
mi

a
⌋.

4 Hill ウエイトと土岡量
この節ではDavid Hill の仕事 [H] に触発されて考えついたHill ウエイ
トについて述べる．記号の準備から．分割の組の集合を考える．

Mp−1(d) := {λ = (λ1, . . . , λp−1);

p−1∑
i=1

|λi| = d}.

また p-コアの集合も必要だ．

C(k) := {χ; p−core, |χ| = k}.

これらの直積集合を考える．

Qp(n) :=
⊔

0≤d≤⌊n
p
⌋

Mp−1(d) × C(n − pd).

ここの元 (µ, χ)に対して，その “Hill ウエイト”を

wH(µ, χ) :=
∏

i≥1 p-i

Q1 · · ·Qmi
wU(µ̂p−1)
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により定義する．ここでµp−1 = (1m12m2 . . .), µ̂p−1 = (. . . p̂mp . . . ̂(2p)m2p . . .)

と置いた．右辺の̂は取り去ることを意味する．ここで µ̂p−1は p-類正則
なので宇野ウエイトwU(µ̂p−1)が付与されている．定義よりHill ウエイト
は分割の最後の成分 µp−1にしかよらない．我々の結果は次の通り．

定理 4.1. 多重集合として

{wU(λ); λ ∈ P(p)(n)} = {wH(µ, χ); (µ, χ) ∈ Qp(n)}.

従って特に ∏
λ∈P(p)(n)

wU(λ) =
∏

(µ,χ)∈Qp(n)

wH(µ, χ).

新たな量を定義しては，等式を提示する，という無味乾燥なことをやっ
ているが，最後にもう一つだけ許してもらおう．d ≥ 0, ℓ ≥ 1に対して

Aℓ(d) :=
∑

λ∈P(d)

mℓ

p − 1

∏
j≥1

(
mj + p − 2

mj

)

と置く．量子普遍包絡環 Uq(ŝlp)の基本表現の “ Shapovalov 形式 ”のグ
ラム行列式に関連して，土岡俊介氏によって導入された量なのでここで
は “土岡量”と呼ぶことにしよう．母函数のテクニックで

Aℓ(d) =
∑

µ∈Mp−1(d)

mℓ(µ
(p−1))

であることが確かめられる．

定理 4.2.
d∏

ℓ=1

Q
Aℓ(d)
ℓ =

∏
µ∈Mp−1(d)

wH(µ, ∅).
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5 背景
上に述べたことの背景をちょっとだけ紹介しよう．ラスクー達（[LLT])

は量子普遍包絡環（量子群）Uq(ŝlp)のフォック表現を取り上げた．フォッ
ク空間は

F :=
⊕
λ∈P

Q(λ)

で定義される．ここでPは分割全体の集合である．この空間にUq(ŝlp)の
作用が与えられ，既約分解する．その際，基本表現 L(Λ0) = Uq(ŝlp) · ∅が
重複度 1で現れる．L(Λ0)にはKashiwara lower global crystal basis

{G(µ); µ ∈ P(p)}

が存在するのでそれをフォック空間の通常の基底で展開する．

G(µ) =
∑
λ∈P

dλµ(q)λ.

[LLT] の結果は以下の通りである．

(1) dλµ(q) ∈ Z[q].

(2) dµµ(q) = 1; dλµ(0) = 0 if λ ̸= µ.

(3) dλµ(q) = 0 unless |λ| = |µ|, same p-core, and λ ≤ µ in dominance

order.

彼らは行列
Dn(q) = (dλµ(q))λ∈P(n),µ∈P(p)(n)

を計算し，q = 1を代入したとき，つまりDn(1)が岩堀-ヘッケ環Hn(ζ)

（ζ は 1の原始 p-乗根）の “分解行列”に一致することを予想した．その予
想は有木進氏によって肯定的に解決されたことは有名である ([A])．

Cn(q) := tDn(q) Dn(q)

と置く．q = 1のときはこれはHn(ζ)のカルタン行列になる．pが素数
ならば対称群Snのカルタン行列に「似て」おり，実際，単因子や行列
式は岩堀-ヘッケ環のそれに一致する．実は代数学シンポジウムの講演後
に，ある方から，自分の知っているカルタン行列と違う，との指摘を受
けた．おっしゃる通り．リー環の単純ルート同志の内積を表すカルタン

7



行列とは別物である．ここでは [ 射影加群：既約加群 ] の重複度を行列
に書いたものをカルタン行列と呼んでいる．もともと両者は無関係のは
ずだったのに，だんだん関係がわかってきてしまっている．そこで一方
を “Lie-Cartan matrix”と呼ぶ論文も出てきている．

閑話休題．それでは qをつけたまま，すなわち “q-カルタン行列” Cn(q)

について何がわかるだろうか，というので本記事の冒頭につながる．表現
論的な意味は当初は不明だったが，実は “Khovanov-Lauda-Rouquier 代
数” ([KL1],[KL2], [R]) という次数付き代数 H̃n(q)のカルタン行列になっ
ていることが既に示されている ([BK2]) ことを後になって知った．「次数
付き表現論」は現在のトレンドらしい．

一方で岩掘-ヘッケ環 Hn(ζ)のカルタン行列式は対応する普遍包絡環
U(ŝlp)の基本表現 L(Λ0)の不変内積である “Shapovalov 形式”のグラム
行列式に一致する ([BK1])ことが知られている．土岡氏はこれを量子化
し Uq(ŝlp)の Shapovalov 形式のグラム行列式を計算した．そこで導入さ
れたのが先程述べた “土岡量”である．結果的に土岡氏はHn(ζ)の q-カル
タン行列のブロック行列式を求めたことになる．正確に述べれば次のよ
うになる．

定理 5.1. （土岡俊介 [T]）∏d
ℓ=1 Q

Aℓ(d)
ℓ はQℓ = 1−q2pℓ

1−p2ℓ と特殊化したとき，Uq(ŝlp)の基本表現L(Λ0)

において Shapovalov 形式をウエイトΛ0 − dδに制限したときのグラム行
列式に等しい．

以上をふまえて我々の結果をまとめる．上のブロック行列式をうまい
具合に掛け合わせれば「フルの」カルタン行列式の値が出る．冒頭に掲
げた一覧表の意味，計算方法がわかる，というものである．

定理 5.2.

det Cn(q) =
∏

λ∈P(p)(n)

wG(λ) =
∏

λ∈P(p)(n)

wU(λ) =
∏

(µ,χ)∈Qp(n)

wH(µ, χ).

ただしQℓ = 1−q2pℓ

1−q2ℓ と置いている．
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最後に希望を書いておこう．ここでは pを素数とする．

(1) Shapovalov 形式をウエイト Λ0 − dδ に制限したときのグラム行列の，
　Q[q, q−1]上の単因子は

{wH(µ, ∅); µ ∈ Mp−1(d)}

　を対角成分に持つ行列の単因子に等しい．

(2) q-カルタン行列 Cn(q)のQ[q, q−1]上の単因子は

{wU(λ); λ ∈ P(p)(n)} = {wH(µ, χ); (µ, χ) ∈ Qp(n)}

　を対角成分に持つ行列の単因子に等しい。

我々は p = 2, n ≤ 13，および p = 3, n ≤ 10では確かめている．さす
がにコンピュータを使った．講演で述べたときには，pが素数，という本
質的な仮定を言い忘れており，後で座長の宇野氏から指摘された．さら
に講演時には「単因子型が等しい」よりも強く，「宇野ウエイトやら Hill

ウエイトやらが単因子そのものを与える」と思っており，実際にそのよ
うに述べた．これに関しては土岡氏から「整除関係だけをみても反例が
ある」と教えられ，深く恥じ入った次第である．

あとは p = 2の場合のブロックについて詳しい議論があるのだが，今
回はここで止めておく．詳しくは論文 [ASY]を見て欲しい．ごく最近に
はA

(2)
2ℓ に対応する議論も進みつつある．今後，益々面白くなることを期

待している．

このような報告集で「楽しい読み物」を期待する向きがあるのは承知
しているが，根が真面目なせいか，そういう書き方ができず事実の羅列
に終わってしまった．下ネタをそれとなく忍ばせておく，ということも
やっていないので見つけようとしても無駄である．もしそのようなもの
があったとすればそれはあなたの深読みにすぎない．

東京大学 IPMUの土岡俊介氏は岡山で，また京都でいろいろ教えて下
さった．書きかけの原稿 [T] も見せて下さった．感謝する．そして共同
研究者の鈴木氏，安東氏には本当にお世話になっているのでこの機会に
ちゃんとお礼を申し上げる．どうもありがとう．
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