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凸多面体や単体的複体の面の数え上げ論は組合せ論における重要な研究分野の一
つである. 本稿では, 単体的セル複体と呼ばれる特殊なセル複体の面の数え上げ論と
可換代数との関連について紹介する．

1. 単体的半順序集合と単体的セル複体

(数学的厳密性には欠けるが) 大雑把に言うと, 単体的セル複体とは各セルが単体
となっているセル複体のことである. 単体的セル複体を考える事と, 単体的半順序集
合と呼ばれる半順序集合を考える事は同値である事が知られており, 本稿では主と
して単体的半順序集合を扱う.
有限な半順序集合 (poset) P が単体的 (simplicial)であるとは, 以下の２条件を満

たす時にいう:

(i) P が極小元 0̂を持つ．
(ii) 任意の元 σ ∈ P に対し, 区間 [0̂, σ] = {τ ∈ P : 0̂ ≤ τ ≤ σ}がBoolean代数と
なる.

但し, Boolean代数とは, 有限集合の冪集合に包含関係で順序を定めることで得られ
る半順序集合である (図１を参照)．例えば, 下記のハッセ図において, 図２は単体的
半順序集合だが, 図３は単体的半順序集合ではない.
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一般に, 有限半順序集合 P に対し, P の順序複体 (order complex) と呼ばれる単体
的複体が以下のように定義される

O(P ) = {{σ1, σ2, . . . , σk} ⊂ P : σ1 < · · · < σk}.
このとき順序複体O(P )の幾何学的実現 |O(P )|を考える事で半順序集合 P から幾
何的な対象を作る事ができるが, 単体的半順序集合の場合には P から直接的に位相
空間を定める事ができる. Björner [Bj] による正則 CW-複体の face posetの組合せ
論的な特徴付けから, 任意の単体的半順序集合 P に対し, ある CW-複体 Γ(P )で P
は Γ(P )の face posetとなり, かつ Γ(P )が |O(P − {0̂})|と同相となるものが存在す



ることがわかる. つまり, 単体的半順序集合はある自然な CW-複体の face posetに
なっており, このようにして作られる CW-複体 Γ(P )を単体的セル複体 (simplicial
cell complex)と呼ぶ.

注 1.1. （有限な）単体的複体はその face posetを考える事により自然に単体的半順
序集合とみなす事ができる. この場合Γ(P )は単体的複体自身に一致し, |O(P −{0̂})|
はその重心細分となる.

次に単体的半順序集合の f -列と h-列を定義する. P を単体的半順序集合とする時,
[0̂, σ]がランク iの Boolean代数となるような元 σ ∈ P を P のランク iの元と呼び,
rankσ = iと書く. また P のランクを rankP = max{rankσ : σ ∈ P}で定義する.
d = rankP とし, 各 i = 0, 1, . . . , dに対し,

fi−1 = fi−1(P ) = #{x ∈ P : rank x = i}
とおく, 但し#は要素の個数を表すとする. この時，ベクトル

f(P ) = (f−1, f0, . . . , fd−1) ∈ Nd+1

を P の f -列 (f -vector)と呼ぶ. また, P の h-列 (h-vector) h(P ) = (h0, h1, . . . , hd) ∈
Zd+1を以下の (tについての一変数多項式としての)等式を満たすベクトルとして定
義する

d∑
i=0

fd−1−i(t− 1)i =
d∑

i=0

hd−it
i.

例えば図２の単体的半順序集合の f -列は f(P ) = (1, 3, 3), h-列は h(P ) = (1, 1, 1)で
ある. 尚, f -列を知ることと h-列を知ることは同値である. 実際, 上の関係式より f -
列から h-列を求める事ができるが, tに t+ 1を代入してやれば h-列から f -列を求め
る事もできることが見て取れる.

2. 単体的半順序集合の face ring

1991年 Stanley [St1]は単体的半順序集合 P の face ringと呼ばれる次数環を定義
し, face ringの代数的性質から単体的半順序集合の f -列や h-列を調べる手法を導入
した. ここでは単体的半順序集合の face ringについて簡単に解説する.

P を単体的半順序集合とする. 二つの元 σ, τ ∈ P に対し, 元 ρ ∈ P が σと τ の上
界 (下界)であるとは P 上で ρ ≥ σかつ ρ ≥ τ (ρ ≤ σかつ ρ ≤ τ)であるときにいう.
二つの元 σ, τ ∈ P に対しΩP (σ, τ)で σと τ の極小な上界全体の集合を表すことにす
る. 単体的半順序集合の定義から次の事実が直ちに従う.

補題 2.1. P を単体的半順序集合とし, σ, τ ∈ P とする. ΩP (σ, τ) ̸= ∅なら σと τ の
最大の下界が存在する (これを σ ∧ τ と書く).

さて, 今 P を単体的半順序集合とし体K上の多項式環R = K[xσ : σ ∈ P − {0̂}]
を考える, 但しRの次数付けは deg xσ = rankσで与える. P の元 σ, τ ∈ P に対し多
項式 fP

σ,τ を

fP
σ,τ =

{
xσxτ , ΩP (σ, τ) = ∅のとき,

xσxτ − xσ∧τ
∑

ρ∈ΩP (σ,τ) xρ, ΩP (σ, τ) ̸= ∅のとき,

で定義する, 但し x0̂ = 1とする.



定義 2.2. 単体的半順序集合 P に対し, イデアル IP ⊂ Rを

IP = (fP
σ,τ : σと τ は P 上比較不可能)

で定義する. このとき環K[P ] = R/IP を P の face ringと呼ぶ.

例 2.3. 右の図のような単体的半順序集合を考えると,
その face ringは

K[x, y, z, w]/(xy − z − w, zw)

となる. 0̂

x y

z w

以下に face ringの簡単な性質をまとめておく (詳しくは [St1, Du, MMP]を参照).

(a) K[P ]は次数環である. さらに S = K[xv : rank v = 1]とおくと, K[P ]は有限
生成次数付 S-加群となる.

(b) P の f -列を (f−1, f0, . . . , fd−1), h-列を (h0, h1, . . . , hd)とおくとき, K[P ]のヒ
ルベルト級数H(K[P ], t) =

∑
n≥0(dimK K[P ]n)t

n (但しK[P ]nはK[P ]の次
数 nの斉次成分とする) は次で与えられる

H(K[P ], t) =
d∑

i=0

fi−1
ti

(1− t)i
=

h0 + h1t+ · · ·+ hdt
d

(1− t)d
.

(c) P が単体的複体∆の face posetであるときK[P ]は∆のスタンレー・ライス
ナー環に同型. (スタンレー・ライスナー環については [St2]を参照.)

3. f-列, h-列の分類問題

f -列に関する重要な問題の一つに f -列の分類問題がある. これは次のような問題
である.

問題 3.1. ある (良い性質を持つ)単体的半順序集合の族 Cが与えられた時, Cに属す
る単体的半順序集合の f -列を分類せよ.

この章では上の問題に関する重要な結果を二つ紹介する. 一つはコーエン・マコー
レー単体的半順序集合と呼ばれる代数的に定義される単体的半順序集合の族につい
て, もう一つは幾何学的実現が球面と同相となる単体的半順序集合の族についての
結果を紹介する.

A = K[x1, . . . , xn]を体K上の多項式環とし, deg xi > 0となる次数付けを与える.
I ⊂ Aを次数付イデアルとしR = S/Iとおく. 整数 iに対しRiでRの次数 iの斉次成
分を表すとする. Rの次元がdである時,正の次数を持つ斉次元の列 θ1, . . . , θd ∈ Aが
あり dimK R/(θ1, . . . , θd)R < ∞となることが知られている. このような斉次元の列
θ1, . . . , θdをRの (斉次な)巴系 (homogeneous system of parameter)という. 特に全て
の iに対し deg θi = 1となるような巴系を線形な巴系 (linear system of parameters)
と呼ぶ.

定義 3.2. 環R = S/Iがコーエン・マコーレー (Cohen-Macaulay)であるとは任意の
Rの巴系 θ1, . . . , θdに対し各 θiがR/(θ1, . . . , θi−1)Rの非零因子となる時にいう. ま
た, 環K[P ]がコーエン・マコーレー環となる時, 単体的半順序集合 P はコーエン・
マコーレーであるという.



face ringの性質 (a)より, Kが無限体であるなら, K[P ]は線形な巴系を持つ. Stan-
leyによる次の定理は可換代数と面の数え上げ論を結ぶ重要な結果である.

定理 3.3. (Stanley) Kを無限体とする. P をランク dのコーエン・マコーレー単体的
半順序集合とし, θ1, . . . , θdをK[P ]の線形な巴系とする. このとき各 i = 0, 1, . . . , d
に対し次が成り立つ

dimK(K[P ]/(θ1, . . . , θd)K[P ])i = hi(P ).

注 3.4. コーエン・マコーレー性の定義は抽象的でわかりづらいが, もっと組合せ論
的 (もしくは位相的)に定義をすることもできる. 特にコーエン・マコーレー性は位
相的な性質であることが知られている (つまりΓ(P )の位相にのみ依存する). 詳しく
は [Du, MMP]を見よ.

上記の定理 3.3からコーエン・マコーレー単体的半順序集合の h-列は非負である
ことがわかる. Stanleyはこの条件が本質的にコーエン・マコーレー単体的半順序集
合の h-列の分類を与えることを証明している.

定理 3.5 (Stanley [St1]). ベクトル h = (h0, h1, . . . , hd) ∈ Zd+1 があるランク dの単
体的半順序集合の h-列となることと h0 = 1かつ全ての iに対し hi ≥ 0となること
は同値.

次に幾何学的実現が球面と同相となる単体的半順序集合の h-列の分類について紹
介する. 単体的半順序集合 P に付随するCW-複体 Γ(P )が (d− 1)次元球面 Sd−1 に
同相である時, P を (d − 1)次元単体的セル球面 (simplicial cell sphere)と呼ぶ. (正
確にはCW-複体Γ(P )を単体的セル球面と呼ぶべきであるが, ここではP とΓ(P )を
同一視してこのように呼ぶ事にする.) 単体的セル球面の h-列は次の形で分類できる
ことが知られている.

定理 3.6 (Stanley [St1], 枡田 [Ma2]). ベクトル h = (h0, h1, . . . , hd) ∈ Zd+1 がある
(d − 1)次元単体的セル球面の h-列となることと hが以下の 3条件を満たすことは
同値

(1) h0 = 1かつ全ての i = 0, 1, . . . , dに対し hi = hd−i.
(2) 全ての iに対し hi ≥ 0.

(3) ある 0 < i < dについて hi = 0なら
∑d

i=0 hiは even.

上の定理は, 十分性を Stanleyが, 必要性を枡田先生が証明した. 尚, 単体的セル球
面はコーエン・マコーレーであり (2)の必要性は定理 3.3より直ちに従う. また, (1)
はDehn-Sommerville等式と呼ばれるよく知られた結果であり, 枡田先生の結果の本
質的な点は条件 (3)を証明した点である. 最初の章で述べたように, f -列を知ること
と h-列を知ることは同値であるから, 上の定理は単体的セル球面の f -列の分類を与
えることになる.

注 3.7. 上の定理は球面と同相となる単体的セル複体の f -列の分類を与える定理で
ある. 一方で, 球面と同相となる単体的複体の f -列の分類は未解決問題である. この
問題については g-予想と呼ばれる予想があり, 面の数え上げ論における最も重要な
未解決問題の一つとなっている.



4. 球面から多様体へ

X を有限三角形分割可能な位相空間とする. Γ(P )がX と同相となる単体的半順
序集合 P をX の単体的セル分割と呼ぶ. 問題 3.1の特別な場合として, 次の問題が
考えられる.

問題 4.1. 有限三角形分割可能な位相多様体M が与えられたとき, M の単体的セル
分割の取りうる f -列の値を分類せよ.

球面と球体を除くほとんどの多様体の単体的セル分割はコーエン・マコーレーで
はない事が知られており, 上記の問題を考える際に定理 3.3を適応することはできな
い. しかし, 多様体の単体的セル分割を考える際にはブックスバウム性と呼ばれる代
数的性質を考える事で類似の議論ができることが知られている. この章では, 多様体
の単体的セル分割の f -列をどのように扱うかについて解説する.
単体的半順序集合 P とその要素 σ ∈ P に対し, 半順序集合

lkP (σ) = {τ ∈ P : τ ≥ σ}

を P の σに関するリンク (link)と呼ぶ. 尚, lkP (σ)は σを最小元とする単体的半順
序集合となる. また, ランク dの単体的半順序集合 P が純 (pure)であるとは任意の
σ ∈ P に対し, あるランク dの元 τ ∈ P があり τ ≥ σとなるときにいう. 純な単体
的半順序集合 P がブックスバウム (Buchsbaum)であるとは, 任意の σ ∈ P − {0̂}に
対し lkP (σ)がコーエン・マコーレーとなる時にいう. ブックスバウムな単体的半順
序集合の典型的な例は多様体の単体的セル分割である. P が多様体の単体的セル分
割の場合, そのリンク lkP (σ) (σ ̸= 0̂)はホモロジー球面か球体となり必ずコーエン・
マコーレーとなる.

定義 4.2. ランク dの単体的半順序集合 P に対し，

βi = βi(P ) = dimZ2 H̃i

(
Γ(P );Z2

)
を Γ(P )の (Z2上の)ベッチ数とする. 但し, H̃i(Γ(P );Z2)は Γ(P )の Z2上の被約ホ
モロジー群である. 単体的半順序集合 P の h-列が h(P ) = (h0, h1, . . . , hd)である時,
P の h′′-列 h′′(P ) = (h′′

0, h
′′
1, . . . , h

′′
d)を次で定義する

h′′
k =


1, if k = 0,

hk −
(
d

k

){
k∑

ℓ=1

(−1)ℓ−kβℓ−1

}
, if 1 ≤ k ≤ d− 1,

hd −
∑d−1

ℓ=1 (−1)ℓ−dβℓ−1, if k = d.

h′′-列を理解するのは簡単ではないので一つ例を挙げておく.

例 4.3. 下の二次元トーラス T 2 = S1 × S1 の標準的な三角形分割を考え, P をその
face posetとする. この時, f(P ) = (1, 9, 27, 18)であり, h(P ) = (1, 6, 12,−1)となる.
β1(P ) = 2であるから

h′′(P ) = h(P )− 2(0, 0, 3,−1) = (1, 6, 6, 1)

となる.



⇒

h′′-列について簡単に分かる事をまとめておく.

• h′′
0(P ) = h0(P ) = 1である. またΓ(P )が連結ならh′′

1(P ) = h1(P ) = f1(P )−d
である.

• hd(P ) =
∑d

ℓ=0(−1)ℓ−dfℓ−1 =
∑d

ℓ=1(−1)ℓ−dβℓ−1より, h′′
d(P ) = βd−1が成り

立つ.
• P がコーエン・マコーレーなら h′′(P ) = h(P )である.

定理 3.3のように, P がブックスバウムのとき, h′′-列は次のような表示を持つ.

定理 4.4 (Novik-Swartz [NS1]). K を標数 2の体とする. P をランク dのブックス
バウム単体的半順序集合, R = K[P ], θ1, . . . , θdをRの線型な巴系とする. イデアル
J ⊂ Rを

J =
d∑

i=1

(θ1, . . . , θ̂i, . . . , θd) : θi

で定義する時, 各 k = 0, 1, . . . , dに対し

dimK(R/J)k = h′′
k(P ).

が成り立つ.

注 4.5. 先の定理のように h′′-列を環論的に表示出来ることを発見したのはNovikと
Swartz [NS1]である. 一方でブックスバウム環に対し上の J のようなイデアルを考
えることは, 後藤先生 [Go]などにより古くから行われてきたようである.

注 4.6. P がブックスバウムであるときK[P ]/(θ1, . . . , θd)K[P ] のヒルベルト関数か
ら定義される整数列を h′-列と呼ぶ.

注 4.7. ここでは話を簡単にするため h′′-列をZ2上で定義し, 定理 4.4において体の
標数が 2である事を仮定したが, 標数に関する仮定は本来不要である.

h′′-列は境界のない多様体の単体的セル分割の場合に特に良い性質を持つ.

定理 4.8. Pを境界の無い連結な (d−1)次元多様体Mの単体的セル分割とし, h′′(P ) =
(h′′

0, h
′′
1, . . . , h

′′
d)とおく. 次が成り立つ.

(1) (Novik [No]) h′′
0 = 1かつ全ての i = 0, 1, . . . , dに対し h′′

i = h′′
d−i.

(2) (Novik-Swartz [NS1]) 全ての iに対し h′′
i ≥ 0.

(3) ([Mu1]) ある 0 < i < dについて h′′
i = 0なら

∑d
i=0 h

′′
i は even.

上の定理は Stanley–枡田の定理の必要条件が任意の境界の無い連結な多様体で成
り立つことを意味する. なお, P が単体的複体の時にはより強いことが言える. h′′-
列はある 0次元ゴレンシュタイン環のヒルベルト関数に一致する [NS2].



先の定理 4.8は多様体の単体的セル分割の f -列についての強力な必要条件を与え
る. このとき, どのような多様体に対して定理 4.8の条件が必要十分条件になるか？
という問題を考えるのは自然なことである. この問題については次のことがわかっ
ている.

定理 4.9 ([Mu1]). M を二つの球面の直積 Si × Sd−1−i 又は実射影空間RP d−1とす
る. 整数ベクトル h′′ = (h′′

0, h
′′
1, . . . , h

′′
d)がMのある単体的セル分割の h′′-列となるこ

とと h′′が定理 4.8 の条件 (1), (2), (3)を満たす事は必要十分である.

尚, 偶次元の実射影空間については上の定理は枡田先生 [Ma1]によって証明され
ていた結果である. また, 上の定理は球面の直積や実射影空間の連結和を取ることで
得られる多様体に対しても成り立つことを注意しておく.

5. 今後の課題

最後に, 今後の課題について少し述べておく.

5.1. 境界のない多様体の単体的セル分割の f-列の分類.
二つの球面の直積や実射影空間以外の多様体で定理 4.8の 3条件が単体的セル分割
の h′′-列の必要十分条件になるものがあるか, というのは自然な疑問である. 具体的
には, 複素射影空間CP n等の場合が今後の課題であろう. (実際CP 2の場合には 3条
件が必要十分になる事が分かっている.)
もちろん, 先の 3条件が必要十分条件とならない多様体の例もある. たとえば 3次

元トーラス S1 × S1 × S1等がその例である. そもそも, h′′-列の定義においては体上
のホモロジー群しか見ていないので, ホモロジー群以外の理由で複雑さが現れる多
様体に対しては h′′-列の理論だけでは上手く行かないのは自然なことのように思わ
れる. 定理 4.8の条件が h′′-列の必要十分条件を与えない多様体の単体的セル分割の
f -列を分類するのはかなり難しい問題であるように思われるが, これは非常に興味
深い問題である. 特に, ホモロジー群以外の位相的な不変量から f -列に関する何ら
かの条件を得る事ができるか？というのは興味深い問題でる.

5.2. 境界のある多様体の単体的セル分割の f-列の分類.
定理 4.8は境界の無い多様体に対する定理である. では, 境界のある多様対に対して
同じ様な事がいえないか？というのも自然な疑問であろう. 境界のある多様対の単
体的セル分割もブックスバウムであるので, その h′′-列は非負になる. しかし, 境界
のある場合のような綺麗な対称性は成り立たないことが分かっている.
境界のある多様体のもっとも簡単な例は球体の場合であるが, 球体の場合には

Kolins [Ko]と著者 [Mu2]により h-列の完全な分類が得られている. 定理 3.6の必
要条件が定理 4.8に拡張されたように, 球体の h-列の必要十分条件を境界のある多様
体の単体的セル分割の h′′-列の必要条件に拡張することができるか, なども興味深い
問題である.
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