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Aをアルティン多元環とし、C を有限生成右 A-加群の圏 mod-Aの充満部分圏とする。
いま C = add(M) となる加群M ∈ mod-A が取れたと仮定し、ΓM := EndA(M) とお
く。A が有限表現型ならば、このようなM は常に取ることができる。C として mod-A

を取れば、ΓM は Aのアウスランダー多元環となることより、ΓM を C に制限されたア
ウスランダー多元環と呼ぶ*1。ΓM のホモロジー代数的性質と C の圏論的性質は密接に
関わり合い、C をうまく取れば大変良い性質を持った多元環が現れることがある。例え
ば、捻れ理論 (T ,F)に制限されたアウスランダー多元環を考えると、その大域次元は T、
F の圏論的性質から定まる。２つの充満部分圏 T ,F ⊂ mod-A に対して、対 (T ,F) が
mod-Aの捻れ理論であるとは、次の４条件

(1) T ∩ F = {0}、
(2) T は剰余加群を取る操作で閉、
(3) F は部分加群を取る操作で閉、
(4) ∀M ∈ mod-Aに対して、短完全列 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 s.t. M ′ ∈ T ,M ′′ ∈

F が存在する、

が満たされることであった。いま T = add(X)となる加群 X ∈ mod-Aが取れたと仮定
すると、T に制限されたアウスランダー多元環 ΓX が定まる。よく知られているように
T には相対的な概分裂短完全列が存在し*2、この事実から ΓX の大域次元が２以下だとわ
かる。F についても同様で、F = add(Y ) となる加群 Y ∈ mod-A が取れたと仮定する
と、F に制限されたアウスランダー多元環 ΓY の大域次元は２以下となる。本稿では、傾
け加群が誘導する捻れ理論 (T ,F)に制限されたアウスランダー多元環を取り上げ、その
ホモロジー代数的性質を探っていく*3。

*1 オリジナルのアウスランダー多元環については参考文献 [3]を参照。
*2 例えば参考文献 [5]を参照。
*3 参考文献 [2]に基づく。



射影次元１以下の傾け加群 T ∈ mod-A、準同型環 B := EndA(T )に対して、函手

F := HomA(T,−) : mod-A → mod-B、
F ′ := Ext1A(T,−) : mod-A → mod-B

を考え T := Ker F ′、F := Ker F とおくと、対 (T ,F)はmod-Aの捻れ理論になる。同
様に、X := Ker−⊗BT、Y := KerTorB

1 (−, T )とおくと、対 (X ,Y)はmod-B の捻れ理
論になる。次の命題は基本的である。

命題 1. 次が成り立つ。

(1) 函手 F は圏同値 F : T ∼→ Y を定める。
(2) 函手 F ′ は圏同値 F ′ : F ∼→ X を定める。
(3) M ∈ T , N ∈ F , j ≥ 1に対して、Extj

A(M, N) ∼= Extj−1
B (FM, F ′N)が成り立つ。

命題 1 (1)(2)はブレンナー・バトラーの定理として知られる*4。以下、

T = add(X), F = add(Y )

となる加群X,Y ∈ mod-Aが取れたと仮定する。命題 1より直ちに X = add(F ′Y ),Y =

add(FX) が従う。こうして T が誘導する捻れ理論に制限されたアウスランダー多元環
ΓX , ΓY ,ΓF ′Y ,ΓFX が得られ、これらは大域次元２以下の多元環となる。さらに T が誘
導する捻れ理論に制限されたアウスランダー多元環として

ΓX⊕Y := EndA(X ⊕ Y ), ΓF ′Y ⊕FX := EndA(F ′Y ⊕ FX)

を考える。次の命題も本質的には T ,F および X ,Y に相対的な概分裂短完全列が存在す
ることから導かれる。

命題 2. ΓX⊕Y と ΓF ′Y ⊕FX の大域次元は３以下。

さて ΓX⊕Y、ΓF ′Y ⊕FX に対する多元環同型およびその部分多元環

ΓX⊕Y
∼=

(
ΓX HomA(Y, X)

0 ΓY

)
⊃

(
ΓX IhomA(Y, X)

0 ΓY

)

ただし、IhomA(Y, X) = {f ∈ HomA(Y, X) | f は移入加群を経由する }

*4 参考文献 [4]参照。
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ΓF ′Y ⊕FX
∼=

(
ΓF ′Y HomB(FX, F ′Y )

0 ΓFX

)
⊃

(
ΓF ′Y PhomB(FX, F ′Y )

0 ΓFX

)

ただし、PhomB(FX, F ′Y ) = {g ∈ HomB(FX, F ′Y ) | g は射影加群を経由する }

に注目する。命題 1より ΓF ′Y ⊕FX に対して、(
ΓF ′Y HomB(FX, F ′Y )

0 ΓFX

)
∼=
(

ΓX Ext1A(X, Y )
0 ΓY

)
∼= EndD(mod-A)(X,Y [1])

であり、三角行列環の導来圏同値の結果*5より

EndD(mod-A)(X,Y [1]) ∼
導来圏同値

(
ΓX IhomA(Y,X)
0 ΓY

)
を示すことができる。同様の議論を ΓX⊕Y においても行い、次の定理を得る。

定理 3. 次が成り立つ。

(1) ΓF ′Y ⊕FX と
(

ΓX IhomA(Y,X)

0 ΓY

)
は互いに導来圏同値である。

(2) ΓX⊕Y と
(

ΓF ′Y PhomB(FX, F ′Y )

0 ΓFX

)
は互いに導来圏同値である。

ここで記号

HomA(Y, X) := HomA(Y,X)/IhomA(Y, X)、

HomB(FX, F ′Y ) := HomB(FX,F ′Y )/PhomB(FX,F ′Y )

を導入すると、定理 3よりHomA(Y, X) = 0またはHomB(FX, F ′Y ) = 0ならば、ΓX⊕Y

と ΓF ′Y ⊕FX は互いに導来圏同値となることがわかる。この条件 HomA(Y, X) = 0 と
HomB(FX, F ′Y ) = 0が同値な条件であることを示す。そのため、

*5 R, S を環、M を S-R-両側加群とする。このとき右 R-加群として M の射影次元 d < ∞ であって、
i 6= dで Exti

R(M, R) = 0ならば、三角行列環
„

S M
0 R

«

と
„

R Extd
R(M, R)

0 S

«

は互いに導来圏同値である（参考文献 [1]参照）。
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U := Ext1A(X ⊕ Y, Y ) ⊕ HomA(X ⊕ Y, X) ∈ mod-ΓX⊕Y、

V := Ext1B(F ′Y, F ′Y ⊕ FX) ⊕ HomB(FX, F ′Y ⊕ FX) ∈ mod-Γop
F ′Y ⊕FX

とおき、これらの性質を調べる。

補題 4. 次が成り立つ。

(1) 多元環同型 EndΓX⊕Y
(U) ∼= ΓF ′Y ⊕FX が成り立つ。

(2) HomA(Y, X) = 0 であることと U ∈ mod-ΓX⊕Y が射影次元２の傾け加群である
ことは同値である。

(3) HomA(Y, X) = 0ならば、左 ΓF ′Y ⊕FX-加群として U ∼= V である。

他方、傾け加群 T ∈ mod-A は左 B-加群としても傾け加群であり、mod-Bop の捻れ理
論 (add(DFX), add(DF ′Y ))を誘導する。ここでD(−)はマトリス双対である。V は左
ΓF ′Y ⊕FX -加群として

V ∼= Ext1Bop(DFX ⊕ DF ′Y,DF ′Y ) ⊕ HomBop(DFX ⊕ DF ′Y, DFX)

となるから、補題 4と同様にして次が得られる。

補題 5. 次が成り立つ。

(1) 多元環同型 EndΓop
F ′Y ⊕F X

(V ) ∼= Γop
X⊕Y が成り立つ。

(2) HomB(FX, F ′Y ) = 0であることと V ∈ mod-Γop
F ′Y ⊕FX が射影次元２の傾け加群

であることは同値である。
(3) HomB(FX, F ′Y ) = 0ならば、右 ΓX⊕Y -加群として V ∼= U である。

こうして次が得られる。

定理 6. HomA(Y,X) = 0 と HomB(FX, F ′Y ) = 0 は同値である。このとき ΓX⊕Y と
ΓF ′Y ⊕FX は互いに導来圏同値となる。

以上、傾け加群が誘導する捻れ理論に制限したアウスランダー多元環に関して、現時点
で判明しているホモロジー代数的性質の概説を与えた。充満部分圏に制限したアウスラン
ダー多元環は、M ∈ mod-に対して充満部分圏 add(M)の圏論的性質と多元環 EndA(M)

のホモロジー代数的性質の対応を見ていると捉えることもできる。Aが有限表現型ならば
構成も容易である。様々な良い多元環が現れると期待されるので、色々試してみるとおも
しろいと思う。
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最後に、ブレンナー・バトラーの定理から展開される道多元環の計算手法の中に定理 6

を位置付けよう。多元環 Aをクゥイバー

1 2 3// //

が定める道多元環とし、加群圏 mod-Aをアウスランダー・ライテンクゥイバーによって
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と表しておく。傾け加群 T = 3 ⊕ 1
2
3
⊕ 1 が誘導する捻れ理論に対して X,Y を取ると、
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と現れるから、ΓX⊕Y はクゥイバー

•

• • •

•

（点線は零リレーション）// //

::tttttttttddJJJJJJJJJ

が定める道多元環となり、 1
2 が移入加群であることより HomA(Y, X) = 0も同時にわか

る。他方 B = EndA(T )はクゥイバー

1 2 3 （点線は零リレーション）// //

が定める道多元環であり、ブレンナー・バトラーの定理より FX, F ′Y は加群圏 mod-B
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のアウスランダー・ライテンクゥイバー上に
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と現れる。よって ΓF ′Y ⊕FX はクゥイバー

• • • • • （点線は零リレーション）// // // //

が定める道多元環となる。以上の事柄に定理 6を適用すれば、ΓX⊕Y と ΓF ′Y ⊕FX は互い
に導来圏同値であることが得られる。このように定理 6はブレンナー・バトラーの定理を
より豊かな内容にするのである。
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