
トーリックイデアルの��年

大杉英史

立教大学理学部 � ��� �����

トーリックイデアルの��年 ���

本稿のタイトルは「トーリックイデアルの ��年」であるが，トーリックイ
デアルの研究は ��年前から始まった訳ではない．例えば，������	
� のレク
チャーノート ���
 では，�	���� 氏の ����年の論文 ���
 が �	��
� �	�	�	��	�

として挙げられている．ここでいう「��年」は，トーリックイデアルに纏わ
る以下の �つの発見以来の ��年を指す：

��� 凸多面体の三角形分割とトーリックイデアルのイニシャルイデアルの対応．

����年，������	
� ���
 は，�	
���� !"	
	#$��%$$!&�'����# ��
 が導入し
た凸多面体の正則三角形分割が，トーリックイデアルのイニシャルイデ
アルの根基で定義されるイニシャル複体と一致することを発見した．

��� トーリックイデアルのグレブナー基底による整数計画問題の解法．

����年，(���$!)��#	��� �*
は，トーリックイデアルのグレブナー基底に
よる割り算を利用し，整数計画問題を解くアルゴリズム（いわゆる (���$!

)��#	��� アルゴリズム）を発見した．

��� トーリックイデアルのグレブナー基底による分割表の検定．

+$����$�!������	
� ��
 は，トーリックイデアルの生成系（あるいは，グ
レブナー基底）をマルコフ基底とするマルコフ連鎖モンテカルロ法を用
いて，分割表の検定を行う方法を発見した．（論文が投稿されたのは，����
年である．）

�つの発見の後，トーリックイデアルの研究が急速に発展したのは，これら
の内容を網羅した ������	
�のレクチャーノート ���
 の貢献も大きいと思われ
る．（日本語の本 ���
 でも解説されている．）本稿の目的は，これらの内容につ
いて，簡単に説明するとともに，��年間に発展した理論を（ごく一部ではあ
るが）紹介することである．
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� トーリックイデアル
有限個の格子点からなる集合� , ���� � � � � ��� � �� が �� の配置である

とは，ベクトル � � �� が存在して，� � �� , � � � , � � �� , � をみた
すときにいう．配置 � は集合であるが，しばしば，� � � 整数行列とみな
す．体 � 上のローラン多項式環���� ���
 , ����� �

��
� � � � � � ��� �

��
� 
 を準備し，

� , �	�� � � � � 	�� � �
� のとき，� � , ���� � � � ���� � ���� ���
 と表す．このとき，

�	�$����' �$�� ���
 , ��� ��� � � � � � ��
 � ���� ���
を�のトーリック環とい
う．体 � 上の � 変数多項式環��

 , ����� � � � � ��
 に対して，全射環準同型
� - ��

 �� ���
 を ����� , � �� �� 	 
 	 �� で定義し，その核 �� -, %	� �

を �のトーリックイデアルという．

例 ��� 配置

� ,

�
������

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

�
������

に対して，���
 , ������� ����� ����� ����� ����� ����
 であり，

�� , 
���� � ����� ���� � ����� ���� � �����

である．

一般に，トーリックイデアルは素イデアルであり，�項式で生成される：

�� , 
 �� � � ��

 � �� � は ���� , ���� をみたす単項式 � �

また，� が配置であることから，�� は（通常の次数付けで）斉次イデアルと
なる．一方，� を �� � 行列とみなせば，

�� ,
�

� �
� � ��

 � ��� � ��

��� �� , ��
�

,
	

�

�

�
�
�

� ��

 � � � ��� �� , �



と表すこともできる．ただし，�� は � の正の成分，�� は � の負の成分に対
応するベクトルである．（ゆえに，� , �� � �� が成り立つ．）簡単のため，各
�� が非負整数ベクトルであるとすると，

�� , 
�� � �
��� � � � � �� � �

��� 
��



が成り立つ．
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� トーリックイデアルのグレブナー基底
最初に，グレブナー基底について，簡単に紹介する．多項式環 ��

 の単項

式全体の集合における全順序 � が単項式順序であるとは，以下の �条件をみ
たすときにいう：

��� 任意の単項式 � �, � に対して，� � � が成り立つ．

��� 任意の単項式 �� �� � に対して，「� � � � �� � ��」 が成り立つ．

例 ��� 多項式環 ��

 の �つの単項式を

�. まず，�� に関して次数を比較して，大きい方が大きい．

�. 同じならば �� に関して次数を比較して，大きい方が大きい．

�. 同じならば �� に関して次数を比較して， ・・・

というルールで比較すると，単項式順序の定義をみたす．これを，変数の順序
�� � � � � � �� に付随する辞書式順序という．変数の順序を変えれば，異なる
辞書式順序が得られる．

単項式順序 �を �つ固定する．任意の多項式 � �, � � ��

 に対して，� に
現れる単項式の中で � に関して最大のものを $����� で表す．多項式環 ��



のイデアル � に対して，$����� -, 
$����� � � �, � � �� を � のイニシャルイ
デアルという．また，���� � � � � ��� � � が� に関する � のグレブナー基底であ
るとは，$����� , 
$������� � � � � $������� をみたすときにいう．イデアル � と単
項式順序が与えられたとき，� のグレブナー基底は必ず存在する．また，� の
グレブナー基底は � を生成する．
トーリックイデアルに対してグレブナー基底を考えると，被約グレブナー基

底（＝無駄のないグレブナー基底）は斉次 �項式からなることがわかる．トー
リックイデアルのグレブナー基底については，例えば，以下の性質がよく研究
されている．

�$� ある単項式順序に関して，�� のグレブナー基底が�次の �項式からなる．

�$$� ���
 は �&����
 代数� である．

�$$$� �� は �次の �項式で生成される．

一般に，�$� � �$$�� �$$$� が成り立つが，�$$�� �$� および �$$$�� �$$� は成り
立たない．（両者の反例は，例えば ��*
 で挙げられている．）�&����
 代数� と
いうのは判定が難しい性質で，条件 �$� は貴重な十分条件である．これらの性
質については本稿では紹介しないので，詳しく知りたい方は ���
を参照して
いただきたい．
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� 凸多面体の三角形分割
配置� , ���� � � � � ��� � �� に対して，

(��#��� -,

�
��
�	�

�� �� � �
�






 � 	 �� � � �
��
�	�

�� , �

�

を � の凸閉包という．集合 � � � � が整凸多面体であるとは，� , (��#���

をみたす有限集合 � � �� が存在するときにいう．

例 	�� 配置� ,

�
�� � � � � �

� � � � ��

� � � � �

�
�� に対して，(��#��� は以下のような四

角形である：

��

�� ��

��

��

整凸多面体 � が単体であるとは，� の頂点数が � /  $�� であるときにい
う．（例：線分，三角形，四面体．）配置 � の被覆とは，頂点がすべて� の元で
あるような単体の集合 0 で，(��#��� ,

�
��
 � をみたすものをいう．配置

� の被覆 0 が 三角形分割であるとは，

��� � � 0 であり，� � が � の面ならば，� � � 0，

��� �� � � � 0 ならば，� 
 � � は � の面，かつ，� � の面，

が成り立つときにいう．�	
���� たちは，（ジェネリックな）ベクトル � � ��

に対して，� の三角形分割 0
�
を定義した（正則三角形分割）．定義は幾何的

なので省略するが，実は，正則三角形分割がトーリックイデアルのイニシャル
イデアルと対応する．配置 � , ���� � � � � ��� � �� と単項式順序 � に対して，

0�$������� -,

�
(��#���






 � � ��
�
���	

�� ��
�
$������

�

を �の �に関するイニシャル複体という．������	
�は ����年の論文 ���
で，
ベクトル � � �� を変数の重みとする単項式順序に関して，0�$������� , 0�

が成り立つことを証明した．イデアルを固定すると，任意の単項式順序は重み
ベクトルで実現できるので，以下が成り立つ．
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定理 	�� イニシャル複体0�$������� は � の三角形分割である．

例 	�	 例 �.�の配置

� ,

�
�� � � � � �

� � � � ��

� � � � �

�
��

のトーリックイデアルは �� , 
���� � ����� ���� � ����� �
�
� � ����� である．

ここで，辞書式順序 �� ��� � �� � �� � �� � ��� に関する �� のグレブナー
基底は ����� � ����� ���� � ����� �

�
� � ����� �

�
��� � �

�
���� であり，

$���
���� ,

�
����� ����� �

�
�� �

�
���

�
�
�
$���

���� , 
����� ���

である．これより，イニシャル複体 0�$���
����� は以下の左図のようになる．

一方，辞書式順序 �� ��� � �� � �� � �� � ��� に関する �� のグレブナー
基底は ����� � ����� ���� � ����� ���� � �

�
�� であり，

$���
���� ,

�
$���

���� , 
����� ����� �����

である．これより，イニシャル複体 0�$���
����� は以下の右図のようになる．

��

�� ��

��

��

��

�� ��

��

��

配置 � の被覆（三角形分割） 0 が �
��
����� であるとは，0 に属する
任意の極大単体 � の頂点集合 � に対して，�� , �� が成り立つときにいう．
ただし，

�� ,

�
��
�	�

����






 �� � �
�

である．例えば，上の例の0�$���
�����は ��$�� �
��ではないが，0�$���

�����

は ��$�� �
�� である．正則三角形分割が ��$�� �
�� であるかどうかは，イ
ニシャルイデアルから容易に読み取ることができる．

定理 	�� イニシャル複体0�$������� が ���������	 ��
�
$������ , $������

イニシャルイデアルと ��$�� �
��三角形分割に関連して，以下のような性
質がよく研究されている：

*



�$� � は �
��
�����． �任意の三角形分割は ��$�� �
��．�

（� 任意の単項式順序 � に対して，
�
$������ , $������．）

�$$� � は �
��������．

（� 任意の逆辞書式順序 � に関して，
�
$������ , $������．）

�$$$� � は ��$�� �
�� な正則三角形分割を持つ．

（� ある単項式順序 � に対して，
�
$������ , $������．）

�$#� � は ��$�� �
�� な三角形分割を持つ．

�#� � は ��$�� �
�� な被覆を持つ．

�#$� ���
 は 正規．�� ���� , ��
 ���� �

このとき一般に，�$� � �$$� � �$$$� � �$#� � �#� � �#$� が成り立つが，そ
れぞれの逆は正しくない．これらの条件については，��

$#��� ���
 による「条
件 �$$� をみたす � の幾何的な特徴付け」など，面白い話題があるが，これら
をすべて紹介することは難しいので，本稿では，典型的な研究例として，ルー
ト系の正根に付随する配置と，有限グラフの辺凸多面体について紹介する．

��� ルート系の正根に付随する配置

����年，�	
���� !���	#!2����$%�# �3
 は，4型ルート系の正根全体

���� , ��� � �
 � � 	 
 � � 	 ��

（ただし，�� � �� は単位ベクトル）に付随する配置

���� ,

�
�����

�
... ����

�

� � � � � �

�
�����

の ��$�� �
�� な正則三角形分割 0�$��������
�� で，$��������

� が �次の単項
式で生成されるものを構成した�．彼らは，���� に付随する一般超幾何方程
式系の解空間の次元を計算するために，この三角形分割を用いて (��#������

の正規化体積がカタラン数
�

�

�
��� �

�� �

�
と一致することを証明したのである

�彼らは純粋に幾何的な構成を行ったのであるが，グレブナー基底を用いれば，きわめて簡
明に証明できる．
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が，実は，解空間の次元と正規化体積が一致するための条件として，���
 が
�(�6	�!7����
	�� という条件が必要で，これは ���
 が正規であることから
従う．����年，86���$!�$9$ ���
 はこの結果を他のルート系の正根全体

 � , ��� � �
 � � 	 
 � � 	 ��

�� , ���� � � � � ��� � �

!� , ����� � � � � ���� � �

に付随する配置に拡張し，�次のスクエアフリーな単項式で生成されるイニシャ
ルイデアルの発見に成功した．

��� 有限グラフの辺凸多面体

頂点集合 ��� �� � � � � �� 上の有限連結グラフ " を考える．ただし，ループや
重複辺は持たないと仮定する．また，#�"� を " の辺集合とする．グラフ"
の各辺 $ , �
� �� � #�"� に対して，%�$� -, �� / �
 � �� と定義する．このと
き，�� -, �%�$� � $ � #�"�� � �� と定義し，その凸閉包 (��#���� を " の
辺凸多面体という．以下の結果は ���
 によるものであるが，これとは独立に，
���
 でも �$� � �$$$� が証明されている．

定理 	�� 有限連結グラフ " に対して，以下は同値：


�� ����
 は正規


��� �� は ���������	 な被覆を持つ


���� " に現れる，頂点を共有しない任意の �つの奇サイクル !
 ! � に対し
て，! のある頂点と，! � のある頂点を結ぶような " の辺が存在する．

また，以下のような貴重な辺凸多面体も発見されている．このような性質を
持つ多面体は，辺凸多面体以外では発見されていない．

例 	�� ������ 以下のグラフ " に対して，�� は ��$�� �
�� な三角形分割を

持つが，いずれも正則三角形分割ではない．（すなわち，5条件 �$� ～ �#$� の中
で，�$#� をみたすが，�$$$� をみたさない例になっている．）

�



� 整数計画問題への応用
ちゃんとした定義については �5
 や ���
 などを参照していただくことにし

て，ここでは，以下のような整数計画問題の具体例をもとに，(���$!)��#	���

アルゴリズムについて説明する．

例 ��� ���� ��� 4社から，�個あたり 1�� %�: � ��，;社から，�個あたり *��

%�: � �� の荷物を運んで欲しいと依頼された．�個あたりの報酬は4社が ��

ドル，;社が �* ドルである．所有するトラックには，���� %�: �� �� まで載
せられる．利益を最大にするには，それぞれから何個ずつ請け負えばよいか？

この問題を式で表すと，制約条件���
��

1	 / *& 	 ��

�	 / �& 	 ��

	� & � �

のもと，��	 / �*& を最大にするような整数 	: & を求めればよいことが分か
る．この連立不等式の表す領域は以下のようになる．もし，	� & � � という制

2 4 6 8 10

2

4

6

8

約がなければ，グラフにおける �直線の交点が最適な解となるのだが，残念な
がら，交点は ������ �� であるから，これは最適解ではない．
ここで，�

��� ������
 アルゴリズムを用いた解法を紹介しよう．まず，

スラック変数と呼ばれる新たな変数 ': � を導入することによって，この問題
を �標準化�すると，制約条件���

��
1	 / *& / ' , ��

�	 / �& / � , ��

	� &� '� � � �

のもと，���	� �*& を最小にするような整数 	: &: ': � を求める問題に変形で
きる．これを行列

� ,

�
1 * � �

� � � �

�
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を用いて表すと，制約条件

�

�
����
	

&

'

�

�
���� ,

�
��

��

�

のもと，内積 �������*� �� �� � �	� &� '� �� を最小にするような非負整数ベクト
ル �	� &� '� �� を求める問題であることに注意しよう．この � は配置ではない
が，トーリックイデアルを定義することはできる．重み

� , �������*� �� �� / � � �5� 3� �� �� , ��� �� �� ��

で定義される単項式順序に関する �� のグレブナー基底を計算すると，

� , �����
�
� � ��� ���

�
��� � �

�
�� ������ � ��� �

�
��� � �

�
���� �

�
��

�
� � �

�
��

となる．（イデアル �� は 次数付け �5� 3� �� �� で斉次であることに注意せよ．）
整数ベクトル �	� &� '� �� , ��� �� ��� ��� は明らかに制約条件をみたす．そこで，
対応する単項式 ���� �

��
� を � で割り算すると，余りは ����

�
��� である．よって，

最適解（の１つ）は �	� &� '� �� , �1� 1� �� �� であり，4 社から 1個，; 社から
1個請け負うと利益が最大になることが分かる．
整数計画問題は解くことが難しい問題であることが知られており，問題に

応じてさまざまな手法が提案されている．(���$!)��#	��� アルゴリズムは大
変興味深い解法であるが，その有効性については未解明であるように思われ
る．個別のいくつかの問題について，「この問題については，(���$!)��#	���

アルゴリズムを直接使うことは有効な方法ではない」ことは分かっているが，
「(���$!)��#	��� アルゴリズムが他の手法より有効な問題はないのか？」や，
「(���$!)��#	��� アルゴリズムをそのまま適用するのではなく，個別の問題用
にアレンジできないか？」などは興味深い問題である．

	 分割表の検定への応用
分割表とは，以下のような表のことをいう：

代数 � 統計 * 1 � � � 計
* � � � � � 1

1 3 � � � � �1

� � � � � � *

� � � � � � �

� � � � � � �

計 �� 5 * � � �5

�



これは，*� * の分割表の例である．また，代数と統計という �つの要因があ
るので �元分割表とよばれる．ここで，問題となるのは，

代数と統計の成績には関連はあるのか？

ということである．このようなタイプの表に対しては，同じ周辺和をもつ表全
体からなる集合

� ,

����������
���������
� , ���
�

















1

�1

��
 *

�

�

�� 5 * � � �5

� � 	 ��
 � �

����������
���������

の元を列挙し，すべての表に対して (� 統計量を計算する，�<$�6	� の正確検
定�という手法がもっとも効果的であると言われている．しかしながら，一般
に，この � の元の数は膨大である．（この例の場合，)�� � , ���� ��1 である．）
そこで � 上をランダムウォークして，� の元をサンプリングし，統計量を計
算することによって分析する，マルコフ連鎖モンテカルロ法が用いられる．マ
ルコフ連鎖モンテカルロ法を実行するため，行和，列和がゼロであるような行
列を有限個用意し，それを足したり引いたりすることによって，� 上をランダ
ムウォークする．例えば，�� � 分割表の場合，

*� / *� , +� / +� / +� , ,

をみたす *�� +
 を固定したとき

� ,

���
��� , ���
�









��� ��� ��� *�
��� ��� ��� *�

+� +� +� ,

� � 	 ��
 � �

���
��

に対して，

- ,

��
� �� �

�� � �

�
�

�
� � ��

�� � �

�
�

�
� � ��

� �� �

��

の元を足したり引いたりすることで � の任意の �元は � の元を経由して移り
合える．このような - をマルコフ基底という．マルコフ基底とトーリックイ
デアルの関係をみるために，以下の例をみてみよう．

��



例 ��� 例 �.� と同じ配置

� ,

�
������

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

�
������

は，以下の式によって，�� � 分割表の周辺和を特徴づけている．

�

�
���������

���
���
���
���
���
���

�
���������

,

�
������

��� / ��� / ���
��� / ��� / ���
��� / ���
��� / ���
��� / ���

�
������

さらに，トーリックイデアル �� の生成系と，�� � 分割表のマルコフ基底の
間の �対 �対応が

�� , 
���� � ����� ���� � ����� ���� � �����

- ,

��
� �� �

�� � �

�
�

�
� � ��

�� � �

�
�

�
� � ��

� �� �

��

によって垣間見える．

定理 ��� �!���

���"����#���� 行和，列和がゼロであるような有限個の行
列がマルコフ基底となるための必要十分条件は，対応する �項式の集合が，��
の生成系をなすことである．

ここまで，�元表の場合だけを観察してきたが，�元表の通常のモデルに対
応する ���
 は多項式環の �	��	 積であり，�� が �次の �項式で生成される
ことはよく知られた事実である．他方，�元以上の表に対しては，（��
 などで
研究されているいくつかのクラスを除いて）�� の生成系は未解明であり，一
定以上のサイズの分割表に対しては，���� などの優秀なソフトウエアでも計
算困難である．

��� 無 � 因子交互作用モデルに付随する配置

サイズが �� � �� � � � � � �� の . 元分割表（�� � �� � � � � � �� � �）

� , ��������������	�
�
���
�� � � 	 ���������� � �

��



に対して，無 . 因子交互作用モデルというモデルを考えると，以下のような
ベクトル全体からなる配置 ���������� が対応する：

�
��

���������

� �
��

���������

� � � � � �
��

�����������

ただし，各 
� は ��� �� � � � � ��� に属し，�
��

������������������

は��� ����������������の単位
座標ベクトルである．これは �	��	 積のように見えるが，一般に �	��	 積と
は異なる．例えば，�� �� � の �元分割表の場合，対応する配置 ���� は

○ ○ ○ ○ × × × ×
○ ○ × × ○ ○ × ×
○ × ○ × ○ × ○ ×

○○
○×
×○
××
○○
○×
×○
××
○○
○×
×○
××

�
����������������������

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

�
����������������������

で与えられる．このような配置が条件 �$� ～ �#$� をみたすかどうかについて，
��

$#��� ���
，86���$!�$9$ ��3
，ソフトウエア ����	
�� および ���� の合同
チーム �1
 などによる研究成果によって，以下のような分類が完成した．

�� � �� ��$�� �
��

�� � �� � �� � � � � �

�� � �� � ���'�	��	 :

��� ��$�� �
��

*� *� � �����


*� 1� � ����� � ����	
���

1� 1� � ��� ���'�	��	 

��6	�=$�	: $.	.:

. � 1 �� �� � � ��� �����


. , � �� �� � 1

. , �: �� , �: �� � 5 �� �� � 1

��



��� ネストされた配置

配置 � が，非負整数ベクトルからなり，（簡単のため）各ベクトルの成分
の和はすべて � であるとする．各 
 , �� �� � � � � �に対して，/�変数多項式環
�
�
�
��

� � � � � � �

��

��

�
を準備し，配置 �� に付随する �	�$����' �$��
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�
0
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� � � � � � 0

��

��

�
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�
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� � � � � � �
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�
を考える．このとき，
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 ��� � � � ��� � ��
��� � � � � � ���

� 	 �� 	 1�� ��� � 	 2 	 �

 

で定義される配置 ����� � � � � ��� を�: ��� ���� ��に付随するネストされた配置
という．この概念は，統計学からの要請（グループごとに制約がある選択問題
の条件付検定）により

4
�	9��� �� >	���	�	 ��'	

�

�	��	!>	���	�	 配置 ��5


�

改良型 �	��	!>	���	�	 配置 ��


�

ネストされた配置 ��
: ���


と拡張されたものである．ネストされた配置については，��
: ���
 において，
以下の事実が証明されている．

� ��: �	�
� ���� �	�

のグレブナー基底から，���	�
���
	�
 のグレブナー基底を構
成できる．

� ���
: ����
� ���� ����
 が正規ならば，������� � � � � ���
 は正規だが，逆
は必ずしも成り立たない．

トーリックイデアル理論の分割表への応用については，?�) (@A�) のプロ
ジェクト �現代の産業社会とグレブナー基底の調和� �代表 日比孝之: ���3年
��月 ～ ���1年 �月� において，中心課題の �つとして取り組んでいる．

��
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