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原理 �

� 付録：高次�
��群の定義の復習 �

� モチフィックコホモロジーとは？

モチフィックコホモロジーとは，適当な条件を満たすスキーム�にたいし定義
されるアーベル群
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��������� ��� � � ����

である．その研究の動機の一つは数論的多様体のゼータ関数の特殊値の問題に
おいて重要な役割を果たすことである．たとえば代数体�のゼータ関数 �����
にたいする解析的類数公式
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を見てみよう．ここで
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���は�のイデアル類群，��は��	������の単数基準である．ここで� �
��������とすれば
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と書きなおすことができる．これは解析的類数公式を数論的指数定理

指数 �解析的不変量� �特性類 �����	�������	�� 標数�

とみなす可能性を示唆している．

またモチフィックコホモロジーは様々なコホモロジー理論の背後にある「普
遍的なコホモロジー理論」であると考えられている．この哲学はレギュレー
ター写像
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の存在により裏打ちされる．また代数的 ��理論とも������� �	!�"	���型の
スペクトラル系列
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により関係する．

モチフィックコホモロジーの構成にはいくつかの方法がある．ここでは二
つ紹介しよう．最初の構成法は「混合モチーフの �三角�圏」の構成によるもの
である．$��%�
�
�&$�'は体 �上の混合モチーフの �三角�圏�����と関手

��
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を構成した．ここで��
�は�上滑らかなスキームのなす圏である．� � ��
�
にたいしそのモチフィックコホモロジーが

� �
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で定義される．ここで右辺の ����は「)���捻り」と呼ばれる�����の基本
的な対象である．� のモチフィックコホモロジーは，����と )���捻りとの
間の�����における射全体として定義されるのである．花村や*�%���も同様
な圏�����を全く違った手法で構成している．この定義はコホモロジーの一
般論が使えるという利点がある一方で具体的な計算には不向きであるという点
もある．これを補うのが�����&��'による高次+��,群

+ 
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である．この定義は後の付録で紹介する．ここで注意すべき大切な事実として，
� � -の場合 + 
��� �� は，�上の余次元 �の代数的サイクルの有理同値類の
なす+��,群+ 
���に一致する �これが高次+��,群の名前の由来である�．
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高次 +��,群には ��
�
��
環上の有限型のスキームに対しても定義が可
能であるという利点も存在する �*�%���&*'と.�����	&.�'による�．これにより
代数体の整数環にたいしてもモチフィックコホモロジーが定義される．さらに
$��%�
�
�のモチフィックコホモロジーと高次+��,群の間には次の比較定理
が成り立つ．

定理 ��� ������ 完全体 �上の滑らかな多様体�にたいし

� �
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��� #� � ���

以下ではモチフィックコホモロジーとして高次+��,群を用いる．

� モチフィックコホモロジーの有限性予想

モチフィックコホモロジーに関して基本的な予想は次の有限性予想である．

予想 ��� � を有限体 �� あるいは整数環�上の有限型で正則なスキームとす
ると，全ての �� �にたいし+ 
��� �� は有限生成なアーベル群である．

代数体�にたいし� � ��������とすると

	
��� � + ����� ��
� � + 

���� ��

であるので，上の予想はイデアル類群の有限性あるいは単数群の有限性生成と
いった数論の基本的な定理の一般化であることがわかる．

この予想は���������予想や������加藤の玉河数予想など，数論的多様体の
ゼータ関数の特殊値に関する予想の基盤となている予想である．にもかかわら
ず予想に関して知られている結果は非常に少ない．これまで知られている結果
を述べる．以下，� を有限体 �� あるいは整数環�上の有限型で正則なスキー
ムとする

定理 ��� ���	
��

�� ���������� �������������全ての� � -にたいし，+ ���� ��
は有限生成である．

実際，
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である．よって定理は，代数体のイデアル類群や単数群の有限性定理および代
数体上のアーベル多様体の有理点に対する0�	
����1���からの帰結である．

定理 ��� �������	 ������� ������ � �とすると+ 
��� �� は有限生成である．

定理 ��� ������������  !���"#� "����$%�� + ���� � + ���� は有限生成で
ある．ただし � � ������#
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これらの結果は全てレギュレーター写像あるいはサイクル写像を用いて示
される．たとえば定理 #34の証明には，高次元相互写像

�� � + ����� ���
� ���

が用いられる．ここで ���
� ���は � の代数的基本群のアーベル化である．実

際，定理 #34は ���
� ���にたいする5��!�*���の有限性定理と次の定理 �高次元

不分岐類体論�の帰結である．

定理 ��� � !���"#� "�� &�������'�(��)�	��"!	
���"���(��&'""�� � を有限体 ��
あるいは整数環�上の有限型で正則なスキームとすると，高次元相互写像 ��
は �ほぼ�同型である．

代数体�にたいし� � ��������とすれば，+ ���� � 	
���であること
に注意すれば上の定理は ��"�	��6�	�,�����	の不分岐類体論の一般化である．

	 エタールコホモロジーへのサイクル写像

この説ではとくに断らない限り，� を有限体 �� あるいは整数環�上の有限型
で正則なスキームとする．高次元相互写像 �� を一般化する写像が，エタールコ
ホモロジーへのサイクル写像 �.�����	�*�%���&.*'7 *�%���&*'7 佐藤周友 &���#'�

�
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である．ここで �は自然数，左辺は有限係数の高次+��,群 �付録を参照�で，
完全系列

-� + 
��� ��
� � + 
��� �(�
���� + 
��� � 8 ��&�'� - �#�

によりもとの高次+��,群と関係している．���の右辺は適当な係数をもつ�
のエタールコホモロジーである．� が�の剰余体の標数と素であれば

� �
	
�����
������ � � �

	
���� ��
� � ���は �の�乗根の層�

である．�が�の剰余体の標数と素でないときは特別な扱いが必要となるが説
明は省略する �� が整数環�上平坦である場合の定義は，�を割る標数のファ
イバーに関する適当な付加条件を必要とする �&����'参照�．いかに述べる定理
ではこの条件を常に必要とするのだがとくに断らないことにする�．

エタールコホモロジーについてはすでに長年研究されており，多くの基本
的な事実が示されている．その一つとして次の定理が重要である．

定理 ��� ��#*���	� ���	�� 佐藤� �は�の剰余体の標数と互いに素，あるいは
�は有限体上または整数環上固有的であると仮定する．このとき，� �

���
����
������

は有限である．

従って，�

�� が単射であれば+ 

��� �(�
���の有限性が従う．完全系列 �#�

よりこれは+ 
��� ��
�や+ 
��� � 8 ��&�'の有限性を導いてくれる．
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�

�� の単射性に関しての最初の重要な結果は次の定理である．

定理 ��� �"�
��	����+��

,�"��� -��

���.�+�	��-.�� �

�� は � 	 �にたいし
同型で，� � � 8 �にたいしては単射である．

証明には最近9���と$��%�
�
�により解決された ������5���予想が使わ
れる �&�:'7 &$#'7 & 1'7 &1�'7 &1#'�3

次に � � � � 
�����の場合の結果について説明する．

定理 ��� �/!		
�	�"#�/"�� �が有限体 � 上の滑らかな射影的多様体とし，� �
� � ������とする．このとき

�
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��� �(�
���� ��
��
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は � 	 #� または以下に述べる仮定 ������
� のもとで同型である．

一般にスキーム �にたいし �上の有限型スキームにたいする特異点解消の
条件を考える．

������
� 任意の �上有限型な正則スキーム �と整な閉部分スキーム� 
 �
で次元が �以下のものにたいし，双有理写像 � � � � � � が存在して次を満
たす．

� � � は正則かつ ����� �� � � � �� 7
� � � � ����� �
�� 
 � �は単純正規交叉因子3

定理 ��� �0���	!
!� &�

!���/!		
�	�"#�&/"�� � が優秀 �たとえば体または
����
�	�環上有限型�かつ � 	 # なら ������
� は成立する．

次に特異点解消に頼らない結果を紹介する．

定理 ��� � ��1�"#� �"�� �"!�� �が有限体 �上の固有的かつ滑らかな多様体と
する．このとき � � � � ������かつ � が �����と互いに素であれば

�
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��� �(�
���� ��
��
���
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は同型である．

定理 23;よりモチフィックコホモロジーの有限性定理に関する新しい結果が
得られる．

系 ��� � が有限体 � 上の準射影的なスキームとする．このとき � � � �
������かつ � が �����と互いに素であれば，+ 
��� �(�
���は有限である．

定理 23;の証明法は定理 232のそれを改良したもので，特異点解消の代わり
に次の結果を用いる．

;



定理 ��� �-!22���3��� � を完全体とし，�を ���� �と異なる素数とする．� 上
滑らかな多様体�と，�とは異なる整な閉部分スキーム� 
 � にたいし，固
有的な全射 � � � � � �が存在して次を満たす．

� � � は � 上滑らかつ ����� �
��は単純正規交叉因子，
� �とは異なる閉部分スキーム<が存在して � � ����� �<�� � �<は有

限エタール射で，その次数は �と互いに素である．

同じ手法により次の定理も示される．

定理 ��� � ��1�"#� �を ��進体とし � をその剰余体とする．�が ��������上
の固有的かつ正則なスキームとする．このとき � � � � ������かつ� が ���� �
と互いに素であれば

�

�� � + 
��� �(�
���� ��
��
���

����
������

は同型である．

系 ��� �を ��進体とし � をその剰余体とする．� が ��������上の準射影的
なスキームとする．このとき � � � � ������かつ � が �����と互いに素であ
れば，+ 
��� �(�
��� は有限である．


 ゼータ関数の特殊値への応用

この節では�を有限体 �� 上の滑らかで射影的な多様体とする．�の合同ゼー
タ関数

���� �� � �=�
� ��

���

������ ��
����

�

�
�� � � �

を考える．その整数点 � � � � �での特殊値

���� ��� �� ���
��


���� �� � ��� �
����� ��
 �� ��	
��
���� ���

が問題となる．.	�����
���
と�������の基本的結果により

���� ��� � ��

であることが知られている．以下，� を素数として，アーベル群�の �べきで
消えるねじれ元全体を�
�� で表す．

定理 ��� � �� ����� � または � � ������ 	 4を仮定する．このとき全ての
� � -にたいし + ���� ��
�� は有限である．さらに ���� -��の �べき部分は次
の値に一致する。 �

�	�	��

			+ ���� ��
��
			
�����

上の定理は定理 23;および ���� -��をエタールコホモロジーを用いて表す
0����の公式 &0��'より従う．

>



上の結果は解析的類数公式の類似と見れる．実際，代数体�にたいし� �
�������� とすれば，類数公式を

���
���

���� �� � ���� � �
�+ ���������

�+ ���� �������
���

と書きなおすことができる．� � �������� の場合には + ���� ��が有限生
成であっても一般には有限ではないのでレギュレーター��が公式の中に現れ
る．定理 43�の場合には+ ���� ��は � � -以外では有限と予想されており，こ
れによりレギュレーターに相当する量が表れない．

� 定理の証明と�
���原理

�は 2節のとおりとする．さらに� は有限体あるいは整数環上射影的である
としたとき，� � � � 
�����にたいしての同型
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��� �(�
���

�
�� ��
��

	
� ����
������

が成り立つことを示す基本的なアイデアを以下で説明する．まず高次+��,群と
エタールコホモロジーにたいする射影束公式 �これにより�を�
��� � ���
��

�

に置き換えることが許される� を用いることにより，� � � � 
����� の場合
が � � � の場合に帰着される

次に � � � �� 
����� � �の場合を見てみる．このとき�は有限体上の滑
らかな射影的曲線，または代数体� にたいし� � �������� である．議論を簡
単にするために，後者の場合には �は実素点を持たないと仮定する．このとき

��
�� � + ����
� � ��
	
�����
������

を考える．

補題 ��� 次の完全系列が存在する．

-� + ����
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ここで���� は� の閉点全体の集合で，� � ���� にたいし ��は � の関数体
� � ����の �における完備化である．また�����は �のブラウアー群である．

補題から ��
�� が同型性が，次に述べる �のブラウアー群の ����原理 �つ
まり  の単射性�から従う3

定理 ��� ���!����0!

��4������� �を代数体あるいは有限体上の一変数関数
体とする．!�を �の付値全体の集合とし，��を " � !�における �の完備化と
する．#を �上の中心的単純環#とし，&# � �' � ��とする．このとき，任意
の " � !�にたいし同型#�� �� � ������ が成り立つなら同型# � �����が
成り立つ．ここで�����は �次正方行列環を表す．

?



ここでブラウアー群の ����原理を高次元に拡張した原理を導入しよう．

定義 ��� � を有限体，あるいは代数体または局所体の整数環上有限型なスキー
ムとする．�の加藤複体�	�����
���とは

� � � �
�
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なる複体である．ここで

���� � 
� � � � ���
�� � $�

�つまり�における閉包が次元 $をもつような点全体の集合�である．����の項
が次数 $に置かれている．��
�����
���$��は �の剰余体 %���のガロアコホ
モロジーで，その係数�
���$�は�と ���%����が互いに素なら���� である �そ
の他の場合の説明は省略する�．境界写像は離散付値体のガロアコホモロジー
の剰余写像により与えられる．


����� � �，つまり� は有限体上の滑らかな射影的曲線，または代数体
� にたいし� � �������� である場合には，加藤複体�	�����
���は

�
������

���&��
�������
�

������

������
���

となる．�を�の関数体とすれば，第一項は�����&�'に同型，第二項は剰余写像
により



������

������&�'に同型であることが示される．よって�のブラウアー群の

 ����原理は，�	�����
���の次数 �でのホモロジー群����	�����
����
の消滅と同値である．

定義 ��� �を定義 %#5のとおりとするとき，�の加藤ホモロジーを

�������
��� � ����	�����
���� �$ � -�

で定義する．

加藤 &5'はブラウアー群の ����原理を高次元のスキームに拡張する予想
を提出した．

予想 ��� �加藤の0!

�原理� �を有限体上滑らかで固有的なスキーム，ある
いは代数体あるいは局所体の整数環上の固有的かつ正則なスキームとする．簡
単のため���� � ��つまり�は ��有理点をもたない�と仮定する．このとき

�������
��� � - 6�� $ � -'
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サイクル写像

��
�� � + ���� �(�
���� �����
	
� ����
������

の同型性と加藤予想との関係は次の補題により与えられる．補題により加藤予
想から ��
�� が同型性が導かれる．

補題 ��� �を上のとおり，� � ������とすると次の完全系列が存在する．

���
�����
���� + ���� �(�
���
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最後に加藤予想の現状について説明しよう �詳しくは &��'を参照�．
����� �
�の場合の加藤予想は古典的なブラウアー群の ����原理に同値である．
����� �
#の場合の加藤予想は加藤氏自身により証明された &5'．

定理 ��� �/!		
�	�"#�/"�� �が有限体 �上の滑らかな射影的多様体とする．こ
のとき $ 	 4 または仮定 ��������
� のもとで
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定理 ��� � ��1�"#� �"�� �が有限体 � 上の固有的かつ滑らかな多様体とする．
このとき � が �����と互いに素であれば
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定理 ��� � ��1�"#� �"�� �を��進体とし�をその剰余体とする．�が��������
上の固有的かつ正則なスキームとする．このとき � が ����� と互いに素であ
れば
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定理 232，定理 23;，定理 23@は上の定理と補題 ;3> の帰結である．これらの
定理の証明では1���予想 ��������の定理 &�'�が基本的な役割を果たす．

� 付録：高次����群の定義の復習

まず位相空間�の特異ホモロジー

������� �� ������� ���

を復習しよう．ここで ���� �� は特異チェイン複体
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である．ただし
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は位相的標準単体である．境界写像はA�
���の余次元 �の面 ��8�個ある� への

制限の交代和として定義される．
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高次+��,群の定義はこの代数的類似をたどる．位相的標準単体の代数的
類似は

A� � ������&(�� ' ' ' � (�'
�

��
���

(� � ���

である．その面は

A� � 
(�� � � � � � (���	 � -� 
 A
�

により与えられる．���� ��の代数的類似は

)
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�

�
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�&/'

により与えられる．ただし/ は� �A�上の余次元 �の整な閉部分スキームで
A�の全ての面A�にたいし� �A�と正しい次元で交わるもの全体をわたる．
これから特異チェイン複体の場合と同様にして，サイクル複体
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が生じる．高次+��,群は

+ 
��� �� �� ���)

��� ���

により定義される．また有限係数の高次+��,群は

+ 
��� �(�
��� �� ���)

��� ��� �
���

により定義される．
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