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1 リーチ格子とは
R24 に通常の内積を入れたものを Z-加群とみて、その階数 24 の部分加群 L の基
底を行ベクトルとする行列 B が次の性質を満たすとき、L をリーチ格子と呼ぶ。た
だし、G = BBT は L のグラム行列である。

(i) det G = 1,

(ii) Gij ∈ Z,

(iii) Gii ∈ 2Z,

(iv) ∀x ∈ L, ∥x∥2 ̸= 2.

条件 (i)–(iv) の下でリーチ格子は同型を除いて一意的である（[6, chap. 12]）。(i)–(iii)

は even ユニモジュラー格子と一般に呼ばれる条件であり、(iv) はルートを持たない、
という条件である。(iv) を外すと他に同型を除いてあと 23 個の格子が存在すること
が知られている（[6, chap. 16, chap. 18]）。
上の 24を他の整数 nに変えると、条件 (i)–(iii)によりn次元 evenユニモジュラー
格子が定義されるが、n が 8 の倍数の時に限って実例があり、例えば n = 8 の時は
E8型ルート格子が同型を除いて唯一つの実例である。リーチ格子を具体的に構成す
るには、X23 − 1 の因数分解を用いる。それは

(X − 1)(X22 + X21 + · · · + X + 1) over Z

(X − 1)(X11 + X10 + X6 + X5 + X4 + X2 + 1)

× (X11 + X9 + X7 + X6 + X5 + X + 1) over F2

(X − 1)(X11 − X10 + 2X7 + X6 + X5 + X4 + X2 + 2X − 1)

× (X11 + 2X10 − X9 − X7 − X6 − X5 + 2X4 + X − 1) over Z/4Z
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となることがわかる。ここで F2 上の分解を Z/4Z に持ち上げることができるのは、
Hensel の補題に基づいている。この因数分解を用いてリーチ格子が構成できるとい
うのは、意外に新しい結果である（[4]）。

f(X) = X11 − X10 + 2X7 + X6 + X5 + X4 + X2 + 2X − 1

から、その係数を昇べきの順で並べて得られるベクトルも f(X) で表すと、

f(X) = [−1, 2, 1, 0, 1, 1, 1, 2, 0, 0,−1, 1]

このベクトルを以下のように 23回シフトして得られた行列に 1/2 からなる列をつけ
て、さらに 24次の単位行列の 2倍を下に付け加えると、以下のような行列ができる。

1
2

1
2
f(X)

1
2

1
2
f(X)

1
2

1
2
f(X)

...
. . .

2I24


(1)

この行ベクトルたちでリーチ格子が生成されるのである。
ちなみに、上の行列を 2倍して modulo 2 すると、下のような行列になり、これは

Golay 符号と呼ばれる F2 上のベクトル空間を生成する。もともとは、リーチ格子は
Golay 符号から構成されてきた（[6, chap. 4, sect. 11]）。

1 f(X)

1 f(X)

1 f(X)
...

. . .

 over F2

ただし f(X) = f(X) mod 2 を意味する。
リーチ格子の定義 (ii)–(iv) から、0 でない元 x ∈ L に対して ∥x∥2 ≥ 4 となること
がわかる。そこで、リーチ格子のフレームを、{±f1,±f2, . . . ,±f24} で (fi, fj) = 4δij

を満たすものとして定義する。(1) には、L の元がいくつか行ベクトルとして書かれ
ているが、下の 24個がちょうどフレームの例になっている。しかし一般にはフレー
ムは非常にたくさんある。まず、フレームを構成し得るベクトルの総数、すなわち
∥x∥2 = 4 を満たす x ∈ L は 196,560個あることが知られている。この中から互いに
直交するように 24個選んでくる方法も、相当たくさんあることが想像される。ただ、
リーチ格子の自己同型群も非常に大きいので、フレームの総数も本当に巨大なのかは
現時点ではわかっていない。フレームを分類することの意義をこれから説明していく
ことになる。
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2 リーチ格子と有限単純群の歴史
ここでは、特に散在型有限単純群の歴史とリーチ格子の関わりについて簡単に述べ
る。有限単純群の歴史については例えば [20, 第４章] に概説されている。現在散在
型有限単純群と呼ばれているものを初めて発見したのはE. Mathieu [15, 16] である。
この２つの論文で合わせて 5個の単純群が発見され、現在 Mathieu 群と呼ばれてい
る。E. Witt [19] は例えば Mathieu 群のうちの一つ、M24 が自己同型群として作ら
れる Steiner system と呼ばれる組合せ構造の一意性を示した。M.J.E. Golay [10] は、
Golay 符号と呼ばれる２元体上のあるベクトル空間を構成した。この空間の自己同型
群も M24 である。J. Leech [14] はリーチ格子を構成した。以後 L をリーチ格子とす
ると、J.H. Conway [5] は、L の自己同型群から、散在型単純群がいくつか得られる
ことを発見した。E. Bannai and N.J.A. Sloane [1] は、リーチ格子の平方ノルム 4 の
ベクトル全体の作る configuration が一意的であることを示した。そしてR.L, Griess

[11] により、最大位数を持つ散在型有限単純群 Monster が発見された。Monster を自
己同型群として持つ構造は、Griess による 196883次元の代数をもとに I.B. Frenkel,

J. Lepowsky and A. Meurman [9] によってmoonshine module V ♮ と呼ばれる vertex

operator algebra として構成された。このように、散在型有限単純群は、群そのもの
だけでなく、その群を自己同型群として持つ何らかの構造と共に研究されてきた。実
際、群の性質を調べるには、群そのものよりも、その群が作用している対象を調べた
方が容易なことが多い。

Monster は、moonshine 現象 1 + 196883 = 196884 により数学の別の分野との関連
が研究されるようになった。ここで、196883 は Monster の最小の非自明な通常表現
の次元であり、196884は楕円モジュラー関数の係数として知られている。まだわから
ない部分が多い Monster の解明のためには、Monster が作用するmoonshine module

V ♮ を研究する必要があるが、これも容易なことではない。

3 2次形式から triply even code へ
リーチ格子はそれを生成する R24 のベクトルとして構成法を述べたが、そのグラム
行列を考えれば、2次形式と見なすことができる。一方、リーチ格子のもとになってい
る Golay 符号もある意味で 2次形式と関係している。F2 のベクトル x = (x1, . . . , xn)

に対して、wt(x) を xi = 1 となる i ∈ {1, . . . , n} の数として定義する。Fn
2 の部分空

間 En を
En = {x ∈ Fn

2 | wt(x) even}

で定義すると dimEn = n − 1 となる。

Q : En → F2, Q(x) =
wt(x)

2
mod 2 (2)
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とおくと、

Q(x + y) = Q(x) + Q(y) +
n∑

i=1

xiyi.

となり、Q は 2次形式になる。Witt の定理により、直交群 O(En, Q) の作用を除いて
一意的な、Q|U = 0を満たす極大な部分空間が存在する。ただし、O(En, Q)は wt(x)

を不変にするわけではない（不変にするのは wt(x)/2 mod 2 である）。wt(x) の不変
性も要求すると、O(En, Q) の部分群であるn次対称群 Sn を考えることになる。一般
に、n次対称群の作用によってFn

2 の部分空間を同値類に分けたとき、その同値類（ま
たは代表元）を長さ n の符号という。C ⊂ En なる符号を even な符号といい、even

な符号がさらに上の 2次形式 Q の零点のみからなっているとき、すなわちQ|C = 0

となるとき C を doubly even な符号という。これは任意の x ∈ C に対して 4|wt(x)

となることと同値である。例えば、n = 24 に対しては、極大な doubly even な符号
は 12次元となり、Golay 符号の他に、S24 による同値を除いてちょうど 8 個存在す
ることが知られている。さらに２つ記号を準備しておく。

min C = {wt(x) | 0 ̸= x ∈ C},

C⊥ = {x ∈ Fn
2 | (x,y) = 0 ∀y ∈ C},

ただし (x, y) =
∑n

i=1 xiyi を表す。
さて、(2) と Fn

2 → F2, x 7→ wt(x) mod 2 が 1次形式であることの類似として 3次
形式が構成できる。これは、 doubly even な符号 C に対して、C → F2, T : u 7→
wt(u)

4
mod 2 とすれば良い。しかし、3次形式についてはWitt の定理の類似は知られ

ていないので、T |U = 0 を満たす極大な部分空間については、その次元すら一般には
わからない。そこで、 doubly even な符号 C に対して、T |C = 0 が成り立つとき、
triply even と呼ぶことにする。言い換えれば、

∀x ∈ C, 8|wt(x).

と同値である。
Triply even な符号の例は、moonshine module V ♮ の構成に使われている（Dong–

Griess–Höhn [7], 宮本 [17]）。この例は、リーチ格子の構成法をもとにして得られた、
長さ 48 の 7次元の符号 D7 である。D7 を構成するために、まず

H =


1 0 0 0 0 1 1 1

0 1 0 0 1 0 1 1

0 0 1 0 1 1 0 1

0 0 0 1 1 1 1 0

 H3 =


H H H

18 0 0

0 18 0

0 0 18


とおくと、H3 の行ベクトルで生成された符号は doubly even である。ここで、1n は
長さ n で成分がすべて 1 のベクトルを表す。D7 をH3 H3

124 0

0 124


4



の行ベクトルで生成された F48
2 の部分空間とすると、D7 は triply even な符号にな

る。証明は簡単で、一般化もできる。もし行列 Aの行ベクトルが長さ n ≡ 0 (mod 8)

の doubly even な符号を生成していれば、A A

1n 0

0 1n


の行ベクトルは triply even な符号を生成する。この操作は、A で生成された符号か
ら見ると長さが 2倍になることから、doubling と呼ぶことにし、A で生成された符
号を C とするとき、D(C) で表す。

4 Virasoro frame とリーチ格子
Dong–Griess–Höhn [7], 宮本 [17] は、リーチ格子をもとにして長さ 48 の triply

even な符号 D7 を作り、これを使って moonshine module V ♮ を構成した。この作り
方では、Virasoro VOA L(1/2, 0) と呼ばれるものの 48 個のテンソル積の加群の直和
として V ♮ ができている。一般に、V ♮ に含まれる L(1/2, 0)⊗48 と同型な部分代数を
Virasoro frame と呼ぶ。この名前はリーチ格子のフレームとの類似性から来ている。
実際、リーチ格子のフレームからは部分格子が定義され、リーチ格子そのものは部分
格子により剰余類分解される。

L ⊃ F =
24⊕
i=1

Zfi, (fi, fj) = 4δij, (3)

L =
∪

x∈L/F

(x + F ). (4)

この剰余類分解を記述しているのは L/F であり、それは (Z/4Z)24 の部分加群と見
なすことができる。前節では、符号とは Fn

2 の部分空間である、と定義したが、ここ
ではそれを拡大解釈して (Z/4Z)n の部分加群を Z/4Z 上の長さ n の符号と呼ぶこと
にする。するとリーチ格子の性質から、C = L/F ⊂ (Z/4Z)24 は次の性質を持つ。

(i) |C| = 224,

(ii) ∀x ∈ C, wt(x) ≡ 0 (mod 8),

(iii) min{wt(x) | 0 ̸= x ∈ C} = 16.

ただし、(ii), (iii) における wt(x) は、xi ∈ Z/4Z = {0, 1, 2, 3} を {0, 1, 2,−1} ∈ Z と
見なして

∑24
i=1 x2

i を計算したものとする。上記 (i)–(ii) を満たす長さ 24 の Z/4Z 上
の符号を Type II といい、さらに (iii) を満たすとき extremal と呼ぶ。逆に長さ 24

の Type II extremal な Z/4Z 上の符号から、それらを (4) における代表系とするこ
とによりリーチ格子が作られることが容易にわかる。
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リーチ格子のフレームによる剰余類分解と同様に、V ♮ の Virasoro frame から V ♮

の分解が得られる。

V ♮ ⊃ L(1/2, 0)⊗48, (5)

V ♮ =
⊕
β∈D

V β (6)

ただし、(6) は L(1/2, 0)⊗48 加群としての分解であり、分解を添字付けているのは
structure符号と呼ばれる、長さ 48の triply evenな符号である。リーチ格子のフレー
ムも、V ♮ の Virasoro frame も一意的ではなく、たくさんあることがわかっている。
リーチ格子のフレームからいろいろな長さ 24 の extremal な Z/4Z 上の符号が得ら
れ、これらの符号の同値類がちょうどリーチ格子の自己同型群によるフレームの同値
類に対応している。しかしV ♮ のいろいろな Virasoro frameから、いろいろな長さ 48

の triply even な符号が得られるが、これらの符号の同値類がちょうど V ♮ の自己同
型群による Virasoro frame の同値類に対応しているわけではない。一方リーチ格子
のフレームから V ♮ の Virasoro frame が得られる、ということをDong–Mason–Zhu

[8] は示した。すなわち、(3) をリーチ格子のフレームとすると、F から自然に V ♮ の
Virasoro frame T ∼= L(1/2, 0)⊗48 が得られて、しかもその structure 符号 D ((6) 参
照) は F が定義する Z/4Z 符号を modulo 2 reduction したものの doubling になって
いるのである。要約すると次の可換図式で表される。

{Virasoro frames of V ♮}
(most difficult)

str→


triply even D

長さ = 48, 148 ∈ D

min D⊥ ≥ 4


↑ DMZ ↑ D (doubling)

{L のフレーム } F 7→L/F mod 2→


doubly even C

長さ = 24, 124 ∈ C

min C⊥ ≥ 4

(easily enumerated)



(7)

実際には上記図式に現れる４つの集合は、いずれも適当な同値関係による商集合を表
している。また、右側の符号の集合には、triply even, doubly even の他にいろいろな
条件をつけてあるが、これらは写像 str, F 7→ L/F mod 2 の値域がそこに含まれてい
るからである。このように制限された集合を考えることで、写像 str は全射になるこ
とがわかっている（Lam–山内 [13]）。また、Virasoro frame のうち、その structure

符号が doubling になっているものは、リーチ格子のフレームから Dong–Mason–Zhu

の方法で得られる、ということがわかっている。すなわち、

DMZ({frames of L}) = str−1(D({doubly even})).
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さて、我々の究極の目標は、moonshine module V ♮ およびその自己同型群である
Monster を理解することであるが、そのひとつのアプローチとして、V ♮ の Virasoro

frame にどのようなものがあるかを知りたいと考えている。Dong–Mason–Zhu [8] に
よれば、Virasoro frame のうちある部分はリーチ格子のフレームから得られ、しかも
そのような Virasoro frame は structure 符号がリーチ格子のフレームから計算でき
る、ということを意味している。リーチ格子のフレーム F に対し、C = L/F mod 2

とおくと、C は長さ 24 の doubly even な符号で、124 ∈ C, min C⊥ ≥ 4 をみたす。
このような符号はコンピュータを使って容易に列挙することができ、全部で 179 個
あることがわかっている。写像 F 7→ L/F mod 2 は全射ではなく、単射でもないが、
像や逆像を調べることは工夫すれば出来そうである。したがって、図 (7) の写像 D
が全射であれば好都合なのだが、残念ながらそれは正しくない。ごく最近まで、D の
像が図 (7) の右上の集合とどれくらい異なるのかわかっていなかった。しかしこれが
原理的には決定できることを示したのが次の定理（[2]）である。

Theorem 1. 長さ 48 の 符号の集合

{D | D は triply even, 148 ∈ D} (8)

の極大元は次のいずれかである。

(i) 長さ 24 の直既約かつ極大な doubly even 符号 C に対して D(C) となっている
（同型を除いて 7個）。

(ii) 長さ 8 の直既約かつ極大な doubly even 符号 C8 に対してD(C8)
⊕3 となってい

る（同型を除いて 1個）。

(iii) 長さ 8 の直既約かつ極大な doubly even 符号 C8 と長さ 16 の直既約かつ極大
な doubly even 符号 C16 に対して D(C8) ⊕D(C16) となっている（同型を除い
て 1個）。

(iv) 10 次対称群の 45次置換表現から得られる長さ 45 の triply even な符号に 148

を加えたもの（同型を除いて 1個）。

Theorem 1 では、min D⊥ ≥ 4 という条件は仮定していないが、これを仮定すると
(i)–(iii) のみが現れる。Theorem 1 では、極大元のみにしか言及していないが、極大
元さえわかれば、コンピュータを用いて集合 (8) を決定することができる。Doubling

になっている triply even な符号に含まれている triply even 符号はまた doubling に
なっていることが容易にわかるので、

triply even D

長さ = 48, 148 ∈ D

min D⊥ ≥ 4

 = D




doubly even C

長さ = 24, 124 ∈ C

min C⊥ ≥ 4




∪ {D(C8)
⊕3,D(C8) ⊕D(C16) に含まれる符号 }

となっていることがわかった。
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5 今後の課題
図 (7) において未解明の部分は次の２つである。

(i) str−1({D(C8)
⊕3,D(C8) ⊕D(C16) に含まれる符号 }) の決定,

(ii) リーチ格子のフレームの分類.

これらのうち、(ii) については、図 (7) の写像 F 7→ L/F mod 2 を用いてできるの
ではないかと考えている。実際、与えられた doubly even 符号 C ⊂ F24

2 に対して、
C mod 2 = C となる Z/4Z上の符号を分類する方法がRains [18]によって与えられて
いる。リーチ格子のフレームから得られる符号 L/F は Type II と呼ばれるクラスに
属しているので、Rainsの方法を Type IIの場合に合わせて修正を加える必要があり、
その方法は論文 [18] には詳しく書かれてはいない。ここで、Type II とは、C = C⊥

かつ任意の x ∈ C に対してwt(x) ≡ 0 (mod 8) となるような符号 C ⊂ (Z/4Z)n のこ
とをいう。Rains の方法を Type II の場合に述べると次のようになる。

Theorem 2. C を長さ n, 次元 k の doubly even 符号で、行列 A ∈ Matk×n(F2) の
行ベクトルで生成されているものとする。

U0 = {M ∈ Matk×n(F2) | MAT + AMT = 0, Diag(AMT ) + Diag(1MT ) = 0},
W0 = 〈{M ∈ Matk×n(F2) | MAT = 0}, {AEii | 1 ≤ i ≤ n}〉.

とおくと、ある準同型Aut(C) → AGL(U0/W0) が存在して Z/4Z 上の符号の同値類
の集合

{C ⊂ (Z/4Z)n | C は Type II, C mod 2 = C}/ ∼

は U0/W0 上の Aut(C) 軌道の集合と１対１に対応する。

具体的な Aut(C) の作用の定義は長くなるので詳細は [3] に譲る。n = 24 につい
ては、min C⊥ ≥ 4 という条件の下でTheorem 2 の仮定をみたす C は同型を除いて
179 個であり、これらそれぞれについて Theorem 2 に沿って Aut(C) の U0/W0 へ
の作用を計算すれば、長さ 24 の Type II 符号が分類できるはずである。その中から
extremal なものを抜き出せば、リーチ格子のフレームの分類が完成することになる。
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[7] C. Dong, R.L. Griess, Jr., and G. Höhn, Framed vertex operator algebras, codes

and the moonshine module, Commun. Math. Phys. 193 (1998), 407–448.

[8] C. Dong, G. Mason and Y. Zhu, Discrete series of the Virasoro algebra and the

moonshine module, Proc. Symp. Pure. Math. 56 II (1994), 295–316.

[9] I.B. Frenkel, J. Lepowsky and A. Meurman, Vertex Operator Algebras and the

Monster, Academic Press, New York, 1988.

[10] M.J.E. Golay, Notes on digital coding, Proc. IEEE 37 (1949), 657.

[11] R.L. Griess, Jr., A construction of F1 as automorphisms of a 196,883-dimensional

algebra, Proc. Nat. Acad. Sci. 78 (1981), 689–691.

[12] M. Harada, C.H. Lam, and A. Munemasa, On the structure codes of the moon-

shine vertex operator algebra, preprint.

[13] C.H. Lam and H. Yamauchi, On the structure of framed vertex operator algebras

and their pointwise frame stabilizers, Comm. Math. Phys. 277 (2008), 237–285.

[14] J. Leech, Notes on sphere packings, Canad. J. Math. 19 (1967), 251–267.
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