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1 はじめに
本稿では，代数学シンポジウムでの講演に基づいて，トロピカル幾何の簡単な紹介をし

ます．

標題に「トロピカル幾何」とあり，「トロピカル」という形容詞に興味をひかれる方もい

らっしゃるかと思います．「トロピカル」の由来は，本講で説明する数学に注目したブラジ

ル人の Imre Simon氏にちなんで，同僚のフランス人の Jean-Eric Pin氏らが「トロピカ

ル」と呼んだ，と Speyerと Sturmfels [25]にあります．さらに，「ちなんで」というのは，

フランス人からみたブラジルのことを表す形容詞だったから，と [25]にあります．

ところで，Simon氏が実際に注目した数学は，(現在では) 実数の集合Rに，最小値をと

る 2項演算minと，通常の和+をとる 2項演算の 2つの演算を考えた代数系 (min-plus

代数と呼ばれる) です．(最小値をとる演算のかわりに，最大値をとる演算を考えること

もあります．) つまり，任意の a, b ∈ Rに対して，

⊕ : (a, b) 7→ min(a, b) (トロピカル和) , ⊙ : (a, b) 7→ a + b (トロピカル積)

という 2項演算⊕,⊙と Rを組にした (R,⊕,⊙)という代数系です．これをトロピカル半
体といいます．
この代数系上で多項式を考察して得られる，(本講で説明するような)ある種の凸体の幾

何のことをトロピカル幾何と呼んでいます．
本講では，トロピカル数学の代数的側面 (トロピカル半体やトロピカル多項式など)と，

幾何的側面 (トロピカル多様体やその応用など)について紹介します．

なお，参考文献に，本文中で直接引用しない文献もあります．(多少の偏りはあリます

が，本講では説明できなかった内容 (入門的な内容，トロピカル幾何の応用の例など)に

ついてふれた，解説記事等などを挙げておきました．)

2 代数に関する話
はじめに，トロピカル半体について説明します．

2.1トロピカル半体



定義 実数全体の集合と {∞} (形式的なシンポル)の和集合R := R ∪ {∞}と，次の 2項

演算⊕,⊙を組にした (R,⊕,⊙)をトロピカル半体といい，Tと書く:

a⊕ b := min(a, b), a⊙ b := a + b.

ここで，minや+は，実数の通常の大小や和に関するものであり，∞は，任意の実数a ∈ R

に対して∞+ a =∞，a <∞ をみたすものとする．

このように定義すると，Tの⊕,⊙は，和と積の公理のうち，和の逆元の存在を除いて，
すべてみたします．例えば，和に関する単位元は∞であり，積に関する単位元は 0にな

ります．

トロピカル半体では，任意の a ∈ Tに対して a ⊕ a = aが成り立っています．この性

質のため，Tでは和に関する逆元の存在が成り立たない (なぜならば実数 a ∈ Rに対して

a < ∞より，任意の b ∈ Tに対して a⊕ b ≤ aだから) だけでなく，Tの演算を拡張して

逆元をつくることもできません．実際，仮に a ∈ Tに対してそのような元 bがあったとす

ると

∞ = a⊕ b = (a⊕ a)⊕ b = a⊕ (a⊕ b) = a⊕∞ = a

となってしまうからです．

2.2トロピカル半体の 1つの見方
このような事情から，トロピカル半体の「和，積」はかなり変わっています．一方で，

次のように群環の部分半環と付値を利用して，トロピカル半体を考えることもできます．

Rに付随する半群環R := R[tR] := {
∑

α aαtα; aαは有限個を除いて 0} (ただし t∞ = 0と

する)の部分半環R0 := {
∑

α aαtα ∈ R; aα ≥ 0}と付値v : R→ T;
∑

α aαtα 7→ min{α; aα 6=

0}を考えます．このとき，R0はRの和と積に関して可換半環になっています．また，v

が (非アルキメデス的)加法付値であることから，次が成り立ちます．

命題 vを R0に制限した写像 ϕ := v|R0
: R0 → Tは，半環の全射準同型である．つま

り，ϕ(0) = ∞, ϕ(1) = 0であり，任意の f, g ∈ R0 に対して ϕ(f + g) = ϕ(f) ⊕ ϕ(g),

ϕ(fg) = ϕ(f)⊙ ϕ(g), をみたす．

証明 どれも容易である．例えば，f =
∑

α aαtα 6= 0, g =
∑

β bβtβ 6= 0とすると，

ϕ(f + g) =ϕ(
∑

α

(aα + bα)tα) = min{α; aα + bα 6= 0} = min
{

{α; aα 6= 0} ∪ {α; bα 6= 0}
}

=min(min{α; aα 6= 0}, min{α; bα 6= 0}) = ϕ(f)⊕ ϕ(g)

である．ここで，aα, bα ≥ 0より，「aα + bα 6= 0」と「aα 6= 0または bα 6= 0」が同値である

ことに注意せよ．f = 0あるいは g = 0のときも容易である．また，積についても同様に

ϕ(fg) =ϕ

(

∑

γ

(

∑

α+β=γ

(aαbα)

)

tγ

)

= min
{

γ;
∑

α+β=γ

aαbβ 6= 0
}

= min{α + β; aαbβ 6= 0}

= min{α; aα 6= 0}+ min{β; bβ 6= 0} = ϕ(f)⊙ ϕ(g)
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とわかる．ここでも，係数が非負実数であることより，「
∑

α+β=γ aαbβ 6= 0」と「あるα, β

であって，α + β = γと aα, bβ 6= 0をみたすものが存在する」ことが同値であることに注

意せよ．

上の命題よりϕは全射準同型ですから，TはR0を同値関係で割った集合と考えること

ができます．さらに，Tへの単射となるようにϕによる各元の逆像ϕ−1(α)から，tαをと

れば，

R1 := {tα ∈ R; α ∈ R} → T

は全単射になります．そこで，R1に新たに tα + tβ := tmin(α,β), tαtβ := tα+βと加法と乗法

を定義すれば (同じ記号で書く)，R1とTは半環として同型になります．そこで本講では，

場合によってはTをR1のように tαを用いて書くことにします．ただし，この表記は，文

献をみると，あまり標準的ではないようです．

2.3トロピカル多項式とトロピカル多項式関数
次に，トロピカル半体を係数とする多項式やそれから定まる多項式関数を説明します．

まず，トロピカル多項式を多項式環の定義と同様に次のように定義します．

定義 x1, . . . , xnを変数とするトロピカル多項式を
∑

α1,...,αn
a(α1,...,αn)x

α1

1 · · ·x
αn

n (形式的

有限和)と定義し，和や積を

和(
∑

α

aαxα) + (
∑

α

bαxα) :=
∑

α

(aα ⊕ bα)xα

積(
∑

α

aαxα)(
∑

α

bαxα) :=
∑

γ

(

∑

α+β=γ

aαbβ

)

xγ

ここで α = (α1, . . . , αn)に対して xα = xα1

1 · · ·x
αn

n と書く．

上の定義により，トロピカル半環を係数とする多項式全体 (T[x1, . . . , xn]と書く)も再び半

環になります．また，ax0
1 · · ·x

0
nの元とTの元aを同一視することにより，TはT[x1, . . . , xn]

の部分半環となります．

具体的に 1変数トロピカル多項式を書いてみると，0 + (−1)x + 1x2 + 0x3 +∞x4のよ

うになります．ここで，a ∈ Tを，上で説明したように，taと書くと，この式は

1 + (−1)x + 1x2 + 0x3 +∞x4 = 1 + t−1x + tx2 + x3

となります．したがって，上の式の左辺の表記では，0は省略できず，1x2 6= x2であり，

∞x4は書かなくても同じことになります．さらにトロピカル多項式の和，積を手で計算

しようとすると，ますます混乱してくるので，先程説明したように適宜，形式的な不定元

tを使って表記することにします．例えば

(0 + 1x)(−1 + 0x) =(−1) + 0x + 0x + 1x2 = (−1) + 0x + 1x2

とするかわりに

(1 + tx)(t−1 + x) =t−1 + x + x + tx2 = t−1 + x + tx2
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とします．x + x = (1 + 1)x = xに注意してください．

一方，トロピカル多項式からTの元を代入することにより，T上の関数が定義されます．

定義 f =
∑

α aαxα ∈ T[x1, . . . , xn]に対して，

f trop : T
n
→ T; ξ = (ξ1, . . . , ξn) 7→ f(ξ) := min{aα + 〈α, ξ〉; α ∈ Nn}

(ここで 〈α, ξ〉 :=
∑

i αiξiとする)と定義し，f tropを fが定義するトロピカル多項式関数と
いう．また，写像 ϕ : T

n
→ Tが，あるトロピカル多項式が定義するトロピカル多項式関

数に等しいとき，ϕをトロピカル多項式関数という．

f, g ∈ T[x1, . . . , xn]に対して，(f+g)trop(ξ) ≥ f trop(ξ)⊕gtrop(ξ) = min(f trop(ξ), gtrop(ξ)),

(fg)trop(ξ) = f trop(ξ)⊙ gtrop(ξ)が成り立ちます．

無限体を係数とする多項式の場合と大きく違い，異なるトロピカル多項式が同じトロピ

カル多項式関数を表すことがあります．いつ同じになるかは，次のように判定できます．

命題 f, g ∈ T[x1, . . . , xn]に対して，f trop = gtropは，f, gの拡張されたニュートン多面

体 Ñew(f)，Ñew(g)が等しいことと同値である．ここで，Ñew(
∑

α aαxα)は

Ñew
(

∑

α

aαxα
)

:= {(s, 0) +
∑

aα 6=∞

uα(aα, α) ∈ R×Rn; s ≥ 0, uα ≥ 0,
∑

aα 6=∞

uα = 1}

と定義する．

例えば，(上に述べた tを使って表すと)1+x2，1+ tx+x2が定義するトロピカル関数は，

(1 + x2)trop(ξ) = min(0, 2ξ) = min(0, 1 + ξ, 2ξ) = (1 + tx + x2)trop

となります．(グラフを書いて容易に確かめられます．)一方，Ñew(1+x2), Ñew(1+tx+x2)

は図 1のようになります．(図において, t = (1, 0)が上向き，x = (0, 1)が右向きを表す)

11 x2x2

tx

図 1: ニュートン多面体 (左が Ñew(1 + x2)，右が Ñew(1 + tx + x2))

命題の証明はここでは書きませんが，「Ñew(f)の頂点 (aα, xα)に対応する１次関数 ξ 7→

aα + 〈α, ξ〉が，f tropのグラフに現れる超平面 (の一部)を定義する」ことがポイントです．

2.4トロピカル多項式関数に関する代数学の基本定理
トロピカル多項式関数について，因数分解を考えます．例えば，f(x) = x2 + 1が定義

するトロピカル多項式関数 f tropでは，

f trop = (x2 + 1)trop = (x2 + x + 1)trop = {(x + 1)(x + 1)}trop = (x + 1)trop(x + 1)trop
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です．(ちなみに f はトロピカル多項式としては 1次式の積には分解できません．) 一般に

次の定理が成り立ちます．

定理 定数でないトロピカル多項式関数は ta(x + tb1) · · · (x + tbn)の形のトロピカル多項

式が定義するトロピカル多項式関数に等しい．

定理で述べた因数分解は Ñewにより具体的に与えることができます．実際，トロピカル

多項式関数 f tropに対して，Ñew(f)の “下側”の辺が (a0, 0), (a1, 1), . . . , (ai, i), . . . , (an, n)

を結んだ (下に凸な)折れ線であるとき (つまり f trop = (tanxn + tan−1xn−1 + · · ·+ ta0)trop

のとき)，

f trop = (tan(x + ta0−a1)(x + ta1−a2) · · · (x + tan−1−an))trop

となります．このことは，例えば，an = 0 (すなわち tan = 1)のときに，次の式を kに関

する帰納法で証明すればわかります;

(xk + tan−1xk−1 + · · ·+ tan−k)(x + tan−k−1−an−k)

=xk+1 + tan−1xk + · · ·+ tan−kx + tan−k−1 .

証明のポイントは Ñewの下側の凸性を利用して，n−k ≤ iのときに ai ≤ ai+1 +an−k−1−

an−k (これは (ai + an−k)/2 ≤ (ai+1 + an−k−1)/2と同値です)を示すことです．

3 幾何に関する話
今度は，トロピカル幾何に関して簡単に紹介します．はじめに，ここで紹介する内容は，

トロピカル幾何の 1つの側面であって，ほかのアプローチや説明などいろいろある (用語

の意味が違うことさえある) ことをお断りしておきます．

3.1トロピカル多様体
ここでは形式 Puisieux級数体K :=

⋃

n≥1 C((t1/n))とその付値 vK = v : K → Rを用い

た，トロピカル多様体の定義を述べます．ここでKの付値 vは，

v : f =
∑

j

ajt
j 7→ v(f) := min{j; aj 6= 0}

と定義されています．

トロピカル多様体とは，K上の代数多様体の “K値点の付値をとって”，Rの位相に関

して閉包をとった集合のことです．「K値点の付値をとって」という意味がはっきりしな

いかと思います．以下で説明する例から，その意味を察していただけると幸いです．(実

際のところ，現在は個々の場合に，もっともな理由がつけばそれをトロピカル多様体と呼

ぶ，という場合もあり，すべての場合を網羅するような定義が与えられるほど，十分に理

論的に完成してはいないように思います．)

3.2トロピカル多様体の例
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例 1. 代数的トーラス (K×)r (K× := K \ {0}) の点の付値 (各成分ごとの付値)をとっ

て，すなわち，

(K×)r vr

−→ Rr; (xi) 7→ (v(xi))

による (K×)rの像Qrの閉包をとったRrをトロピカル代数的トーラスといいます．
例 2. r次元アフィン空間Ar

K = Krに対して，上の例 1と同様に，各成分ごとの付値を

とり，さらにその像の閉包をとって得られるR
r
がトロピカルアフィン空間 Ar,tropです．

RはR≥0 = {x ∈ R; x ≥ 0}と同相ですから，r次元トロピカルアフィン空間は r次元ユー

クリッド空間Rrの部分空間 {(ξ1, . . . , ξr); ξi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , r}と同相です．

例 3. r次元射影空間Pr
K = (Ar+1

K \ {(0, . . . , 0)})/K×に対して，付値をとって商を考え

た，(R
r+1
\ {(∞, . . . ,∞)})/Rをトロピカル射影空間といいます．Rを同相なR≥0で置き

換えて考えると，r次元トロピカル射影空間は，r次元単体 {
∑

i uiei ∈ Rr+1; u0, . . . , ur ≥

0,
∑

i ui = 1} (e0, . . . , erはRr+1の標準基底)と同相になります．

ほかの例として，上記の 3つの例を組み合わせたようなものがあります．

例 4. N = Zr とする．NR := N ⊗Z R = Rr の有理強凸多面錐 σに伴うアフィントー

リック多様体UσのK値点の集合を

HomK 代数(K[σ∨ ∩M ], K) = Hom半群(σ∨ ∩M, K)

(ここでM := Hom(N, Z)とし，σ∨は σの双対錐を表す．また右辺において，K は積に

関して半群とみなす)と考えて，v : K → Rを合成した，U trop
σ := Hom(σ∨ ∩M, R)を，σ

に伴うトロピカルアフィントーリック多様体といいます．一般に扇で定めるトーリック多
様体の場合と同様に，N の扇 Σに対して，Σの各錐に伴うトロピカルアフィントーリッ

ク多様体を貼り合せたものを，Σに伴うトロピカルトーリック多様体といいます．これら
は，上のアフィン空間や射影空間の例をさらに一般化した，トロピカル多様体の例になり

ます．

例 5. C上の楕円曲線は C/(Z + Zτ) (Im τ > 0)のように表せます．この表示を z 7→

exp(2πiz) (z ∈ C) によって写すと C×/qZ (q = exp(2πτ)，|q| < 1) となります．そこ

で，一般のアーベル多様体について，このような乗法的な表示を，付値体 K のときに

考えて，付値をとることにより，トロピカルアーベル多様体 Rr/Λ (Λは Rrの部分 Z加

群で，階数 rの自由 Z加群)を得ます．正確には，偏極を考える必要があるので，正定

値対称形式 〈 , 〉 : Λ × Λ′ → Zによって，Hom(Λ′, R)/Λ (ここでは Λ → Hom(Λ′, R);

λ 7→ (λ′ 7→ 〈λ, λ′〉) により商を考える) と表される実トーラスをトロピカルアーベル多様

体といいます ([2, Definition 4.1.1])．

ここで，代数的トーラス (K×)rの閉部分多様体から定まるトロピカル多様体について

紹介します．

定義 (K×)rの閉部分多様体 V に対して，vr : (K×)r → Rr; (xi) 7→ (v(xi))による V の

像の (Rrの通常の位相に関して) 閉包 V tropを，V に伴うトロピカル多様体という．
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この定義では，V の点の座標の付値で与えているため，V tropがあまり見えてきません．

実は，V の定義イデアルに含まれる多項式を，係数の付値をとったトロピカル多項式が定

義するトロピカル多項式関数から，V tropを計算することができます．この方法を説明し

ます．

0でない多項式 f =
∑

α aαxα ∈ K[x±
1 , . . . , x±

r ]に対して，

Vtrop(f) := {(ξi) ∈ Rr; (
∑

aα 6=0

v(aα)xα)trop : Rr → R が微分可能でない }

と定義します．ξ ∈ Rrに対して，(
∑

α v(aα)xα)tropが微分可能でないことは，言い換える

と，{v(aα) + 〈α, ξ〉; aα 6= 0}のうち最小値となるものが 2つ以上存在することです．この

記号のもと，V の定義イデアルを Iとするとき，

V trop =
⋂

f∈I\{0}

Vtrop(f)

が成り立ちます ([10, Proposition 1.4],[21, Theorem 4.1])．右辺の f として，有限個の多

項式が選べる (これらの多項式を I のトロピカル基底という)ことが知られています．し

たがって V tropは，有限個のVtrop(f)の形の集合の共通部分 (凸多面体の和集合)になり

ます．

ここでは I が単項イデアルの場合の例を説明します．(単項でない場合は，例えば [11,

1.6]に少しだけ説明があります．)

例 6. x+ y +1 = 0で定義される平面直線Lに対して，Ltropは関数 (ξ, η) 7→ min(ξ, η, 0)

の微分可能でない点の集合です．Ltropはトロピカル直線とよばれます．そこで，ϕが微分

できない点を実際に求めると，ちょうど ξ, η, 0のうち最小のものが 2つ以上あるような点

のことです．したがって次の不等式

ξ ≤ η, 0, η ≤ ξ, 0, 0 ≤ ξ, η.

のうち，2つ以上の不等式をみたす点 (ξ, η)がLtropの点になります．よってLtropは，それ

ぞれの不等式が表す領域の境界に一致します．以上により Ltropは図 2のようになります．

ξ < η, 0 0 < ξ, η

η < ξ, 0

O ξ

η

図 2: トロピカル直線Ltrop
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次はトロピカル 2次曲線の例です．

例 7. tx2 + xy + ty2 + x + y + t = 0で定義される 2次曲線 Cに対して Ctropを求めま

す．Ctropは，R2上の関数

ϕ : (ξ, η) 7→ min(2ξ + 1, ξ + η, 2η + 1, ξ, η, 1)

の微分できない点全体になります．上のトロピカル直線の例と同様に，6個の不等式から，

Ctropが求められます (図 3参照)．各領域に書いたアフィン線形関数が，最小値を与える

関数になっています．

2ξ + 1 ξ 1

ξ + η
2η + 1

η
O

ξ

η

図 3: トロピカル 2次曲線 Ctrop

一般に，トーリック多様体の閉部分多様体について同様の構成ができます ([9]).

3.3トロピカル多様体とグレブナー扇
簡単のため，Kの付値が自明な場合を考えます．ξ ∈ Rに対して，単項式 xαに 〈α, ξ〉 =

∑

j αjξjを対応させる写像 xα 7→ 〈α, xα〉は，単項式全体上の全順序へ拡張できます．つま

り，ある全順序<であって，xα, xβに対して 〈α, ξ〉 < 〈β, ξ〉 ならば xα < xβをみたすもの

が存在します．

したがって，トロピカル多項式関数において，どの単項式が最小値を決めるか，という

問題は，単項式の項順序に関する先頭項の話と結びついてきます．[1]によれば，Rnのト

ロピカル多様体Vtrop(I) :=
⋂

f∈I\{0} Vtrop(f)は，I のグレブナー扇の部分扇として構成

することが可能です．

一方，イデアルのグレブナー扇については，計算代数的な側面だけでなく，代数多様体

の退化とも関係があります．実際，大雑把にいうと，グレブナー扇に伴うトーリック多様

体が，変数のスカラー倍によって (すなわち代数的トーラスの作用とその極限によって)

定義イデアルを変形して得られる多様体の族を parametrizeしていることが知られていま

す ([3], [4], [19], [24])．(より正確には，斉次化したイデアルの変形をヒルベルトスキーム

の中で閉包をとって考えます．)

3.4剛解析幾何とトロピカル幾何 (S. Payne [22])

K を p進体 Qpの代数的閉包の完備化とし，その付値を v : K → Rとします．アフィ

ン多様体 V に対して，Berkovichの剛解析化 V anを，vと両立するK[V ] (V の座標環)の

8



seminorm 全体と定義します．

V an := {vと両立するK[V ]の seminorm}.

ここで vと両立するK[V ]の seminorm | · | : K[V ]→ R≥0 (乗法的)とは，(1) |0| = 0，(2)

|f + g| ≤ |f |+ |g|， (3) a ∈ Kに対して |a| = exp(−v(a))，をみたす写像のことです．ま

た，V anの位相を，すべての f ∈ K[V ]に対して，V an → R≥0; | · | 7→ |f |が連続になるよ

うな最も粗い位相と定義します．

V はアフィン多様体なので，全射準同型 fn : K[x1, . . . , xn] → K[V ] をとることができ

ます．この fnを用いて，K[V ]の seminorm | · |に対して，

{xα; α ∈ Nn} → R; xα 7→ − log |fn(xα)|

により，連続写像 V an → An,tropを得ます．nと fnを走らせ，seminormの単項式近似の

精度をよくしていくことで，V anが得られる，というのがPayneの定理です．

定理 (S. Payne [22]) 次の自然な写像は同相である:

V an → lim
←−

V
⊂

−→An

(V an → An,tropの像).

ここで射影系の推移射は，トーリック射 ϕ : An → Amで，ϕ ◦ (V → An) = (V → Am)を

みたすものとする．

3.5応用例
最後に，トロピカル幾何的なアプローチの応用例 (Gubler [5])を 1つ紹介します．この

例では，関数体上の完全退化をもつアーベル多様体に関する Bogomolov予想の証明にト

ロピカルアーベル多様体が登場しています．実際，複素解析的なアプローチで証明した

Zhang [29]の方法の非アルキメデス的類似として，トロピカル的な見方が現れています．

Gubler [5]は次の関数体上のBogomolov予想の特別な場合を証明しました．

定理 (W. Gubler [5, Theorem 1.1]) Bは代数的閉体上の integral射影多様体で，余次元

1において regularとする．AをBの関数体K 上の d次元アーベル多様体で，K のある

place v (Kの階数 1の付値)において完全退化をもつ (すなわち，Kの vでの完備化Kvの

代数的閉包を完備化した体Kvに base changeしたA⊗K Kvは，剛解析的に (K×
v )d/Λ (Λ

は (K×
v )dの格子)と表される)とする．Aの閉部分多様体Xは，部分アーベル多様体をね

じれ点で平行移動したものでないとする．このとき，A上の任意の ample symmetric line

bundle Lに対して，ある ε > 0が存在して，

X(ε) := {Lで定まるNeron-Tate heightが ε以下の点 ∈ X(K)}

はXにおいて Zariski denseでない．

関数体上，完全退化をもつ場合のアーベル多様体の表示から，例 5で考えたトロピカル

アーベル多様体を得ます．Gublerは，このトロピカルアーベル多様体に対して，Zhangの
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解析的方法の類似 (雑に言うと，Rd/Λ0上の (従来の)測度の収束性に関する議論)を考え

て，Bogomolov予想を証明しました．詳細は [5]を参照してください．

以上でトロピカル幾何の話を終わります．トロピカルな数学に関する話題は，他にも可

積分系の超離散化，Gromov-Witten不変量 (曲線の数え上げ)，生物の系統樹など，多分

野にわたります．読者の皆さんが，本稿のいたらなかった部分を補足していただけると大

変幸いです．
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