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論文 [I]で与えたテンソル代数の自然な拡張 T̄ (V )について述べる. この拡張した代数の
上には自然にある種の微分作用素が考えられ, これを利用していろいろな応用ができる.

通常のテンソル代数 T (V )は次のようなベクトル空間 T̄ (V )の部分空間と見なせる:

T̄ (V ) =
⊕
p≥0

V ⊗p ⊗CSp CS∞.

テンソル代数の積は自然にこの T̄ (V )に拡張でき, この積で T̄ (V )は結合的な次数つき代数
となる. この代数 T̄ (V )上には正準交換関係の類似をみたす「掛け算作用素」と「微分作
用素」が自然に考えられる. T̄ (V )をBoson Fock空間や Fermion Fock空間の類似と思っ
て, これらの作用素を「生成作用素」「消滅作用素」と呼ぶのも自然である. これらから生
成される作用素のなす代数は, Weyl代数やClifford代数の類似とみなせる（同時に商代数
としてこれらを含む）. またこの作用素の代数は次のベクトル空間と自然に同一視できる:⊕

p,q≥0

V ⊗p ⊗CSp CS∞ ⊗CSq V ∗⊗q.

この枠組みはテンソル空間に関連する表現論や不変式論に応用できる. たとえば Schur–

Weyl双対性やその一般化への応用がある. また Capelli恒等式の類似を考えて, これを
使ってテンソル代数における不変式論を展開することもできる（T (Cn × Cn′

)における
SLn(R)-不変元の記述）. このテンソル代数の拡張が, テンソル空間に関連する様々な研
究に役立てば嬉しい.

テンソル空間への応用以外にも, この枠組みは immanantという行列の函数の研究に役
立つ. 特に quantum immanant （という普遍包絡環 U(gln)の中心のベクトル空間として
の基底）への応用で威力を発揮する.

1. T̄ (V )の定義

まず, 代数 T̄ (V )を定義しよう. 簡単に言うと, 通常のテンソル代数の各々の斉次部分を
無限対称群の表現になるように誘導したものである.



V を C上の n次元ベクトル空間とする. テンソル代数 T (V )の斉次部分 Tp(V ) = V ⊗p

には対称群 Spの自然な作用が考えられる. これを右作用で表そう:

vp · · · v1σ = vσ(p) · · · vσ(1).

ここでテンソル積の記号 “⊗”は省略している. この表現を無限対称群S∞の表現に誘導し
たものを T̄p(V )とする（ただし無限対称群 S∞は有限対称群の自然な列 S1 ⊂ S2 ⊂ · · · の
帰納的極限である）. すなわち,

T̄p(V ) = V ⊗p ⊗CSp CS∞ = IndCS∞
CSp

V ⊗p

とおく. そしてこれら T̄0(V ), T̄1(V ), . . .の直和

T̄ (V ) =
⊕
p≥0

T̄p(V )

を考える（p = 0のときは T̄0(V ) = CS∞と定める）.

このベクトル空間 T̄ (V )に積の構造を入れよう. 二つの元

x = vp · · · v1σ ∈ T̄p(V ), y = wq · · ·w1τ ∈ T̄q(V )

に対して, その積 xy ∈ T̄p+q(V )を

xy = (vp · · · v1σ)(wq · · ·w1τ) = vp · · · v1wq · · ·w1 · αq(σ)τ

と定めて, これを双線型になるように T̄ (V )× T̄ (V )に拡張する. ただしαは si = (i i + 1)

を si+1 = (i + 1 i + 2)に移す対応で決まる S∞ の群自己準同型である. この積は well

definedであり, この積に関して T̄ (V )は結合的な次数つき代数になる.

今, テンソル代数の斉次部分に対してS∞が作用するくらいの大きな拡張を考えたが, も
う少し小規模な拡張を考えよう. すなわち qを 0以上の整数として,

T (q)
p (V ) = V ⊗p ⊗CSp CSp+q ' Ind

CSp+q

CSp
V ⊗p

とおく. これは T̄p(V )の部分空間と見なせる. そしてこれらの直和

T (q)(V ) =
⊕
p≥0

T (q)
p (V )

を考えよう（ただし p = 0のときは T
(q)
0 (V ) = CSqと定める）. この T (q)(V )は T̄ (V )の

部分代数になる. 特に T (0)(V )も部分代数になるが, これは通常のテンソル代数T (V )と自
然に同一視できる. T̄ (V )は次の列の帰納的極限とも見なせる:

T (V ) ' T (0)(V ) ⊂ T (1)(V ) ⊂ T (2)(V ) ⊂ · · · .

通常のテンソル代数を含むこの大きな代数 T̄ (V )が本稿の主役である.



代数 T̄ (V )は次のような生成元と関係式を用いて定義することもできる（e1, . . . , enが
V の基底, s1, s2, . . .が S∞の生成元にあたる）:

生成元: e1, . . . , en, s1, s2, . . . .

関係式: eaeb = ebeas1, siea = easi+1,

s2
i = 1, sisi+1si = si+1sisi+1, sisj = sjsi （ただし |i − j| > 1）.

2. 掛け算作用素と微分作用素

代数 T̄ (V )における基本的な作用素として, ベクトルの掛け算が考えられる. この他に
ある種の微分作用素も自然に考えられる. そしてこの「掛け算作用素」と「微分作用素」
のあいだには正準交換関係に似た交換関係が成立する.

まず, 掛け算作用素から説明しよう. 代数 T̄ (V )の元ϕを固定して, これを「左から掛け
る」という写像 L(ϕ) : T̄ (V ) → T̄ (V )を考える:

L(ϕ)ψ = ϕψ.

特に ϕ = v ∈ V ⊂ T̄ (V )の場合と, ϕ = σ ∈ S∞ ⊂ CS∞ = T̄0(V )の場合が基本的である.

これらの「掛け算作用素」L(v)と L(σ)に加えて, 双対空間 V ∗の元 v∗に対応する「微
分作用素」L(v∗)を考えよう. 線型作用素 L(v∗) : T̄ (V ) → T̄ (V )を次のように定める:

L(v∗)vp · · · v1σ =

p∑
k=1

〈v∗, vk〉vp · · · v̂k · · · v1 · (p p − 1 · · · k + 1 k)σ.

ここで vp, . . . , v1は V の元, σは S∞の元とする. また v̂kは vkを省くことを意味する. こ
の定義式は, 和の各項を「vkを左端に移動して v∗とカップリングしたもの」と思えば自然
である. (p p − 1 · · · k + 1 k)という置換は vkの左端への移動に伴って現れるのである.

この定義は well definedであり, 特にそのことから L(v∗)は S∞の右作用と可換になる
ことがわかる. この L(v∗)を「v∗による微分」と呼ぶことにする.

これらの作用素L(v), L(v∗), L(si), i = 1, 2, . . .で生成される作用素代数をL(V )と表す
ことにする. これらの作用素の像や交換関係に関して次が成り立つ:

命題 2.1. L(v)は次数を一つ上げ, L(v∗)は次数を一つ下げる. より詳しく述べると, L(v)

および L(v∗)による T
(q)
p (V )の像は次のような空間に収まる:

L(v) : T (q)
p (V ) → T

(q−1)
p+1 (V ) ただし q ≥ 1,

T (0)
p (V ) → T

(0)
p+1(V ),



L(v∗) : T (q)
p (V ) → T

(q+1)
p−1 (V ) ただし p ≥ 1,

T
(q)
0 (V ) → {0}.

命題 2.2. L(σ), L(v), L(v∗) はCS∞の右作用と可換である.

命題 2.3. 次の交換関係が成立する:

L(v)L(w) = L(w)L(v)L(s1),

L(v∗)L(w∗) = L(s1)L(w∗)L(v∗),

L(v∗)L(w) = L(w)L(s1)L(v∗) + 〈v∗, w〉,

および

L(si)L(v) = L(v)L(si+1), L(v∗)L(si) = L(si+1)L(v∗),

L(si)
2 = 1, L(si)L(si+1)L(si) = L(si+1)L(si)L(si+1),

L(si)L(sj) = L(sj)L(si) （ただし |i − j| > 1）.

この交換関係は正準交換関係 (canonical commutation relation)や正準反交換関係 (canon-

ical anticommutation relation) の類似と見なせる. 実際にはこれらを含むと言ってよい
（実際 σ 7→ 1もしくは σ 7→ sgn(σ) とすることで正準交換関係や正準反交換関係になる）.

T̄ (V )をBoson Fock空間（対称テンソル代数S(V )）や Fermion Fock空間（外積代数λ(V )）
の類似と見なして, L(v)とL(v∗)を「生成作用素」「消滅作用素」と呼ぶのも自然である.

さらにL(V )はWeyl代数, Clifford代数の類似と見なせる.

単に類似というだけではなくて, T̄ (V )を (σ − 1)や (σ − sgn(σ))というイデアルで割れ
ば S(V )やΛ(V )が得られる. 同様にL(V )をそのイデアル (σ − 1), (σ − sgn(σ))で割れば
Weyl代数, Clifford代数が得られる.

命題 2.3の関係式は代数 L(V ) の定義関係式にもなっている. また L(V )は次のベクト
ル空間と自然に同一視できる:⊕

p,q≥0

V ⊗p ⊗CSp CS∞ ⊗CSq V ∗⊗q.

3. テンソル空間上の線型変換の記述

前節で考えた掛け算作用素と微分作用素を用いてテンソル空間の上の幾つかの基本的
な線型変換がうまく表せる.

一般線型群GL(V )は自然に T (V ), T̄ (V )に作用する. これから決まるリー環 gl(V )の
T (V ), T̄ (V )への作用 πは π(Eij) = L(ei)L(e∗j)と表される. ただし e1, . . . , enは V の基底,



e∗1, . . . , e
∗
nはその双対基底とする. またEij は gl(V )の標準的な基底とする. L(e∗j)自体は

T (V )上の線型変換ではない（T (V )の像は T (V )に含まれない）が, 命題 2.1からわかる
ように L(ei)L(e∗j)は T (V )上の線型変換となる.

次のような Euler作用素の類似を考えるのも面白い:

A =
n∑

i=1

L(ei)L(e∗i ).

任意の x ∈ T̄p(V )に対して, Ax = pxが成立する.

このような線型変換の表示は, テンソル代数と関連した表現論や不変式論に応用できる.

第 4節では, Schur–Weyl双対性やその一般化への応用について述べる. また第 5節では,

テンソル代数におけるCapelli型の恒等式を考える（これは前節で与えた掛け算作用素や
微分作用素に関する等式となる）. そしてこれを利用してテンソル代数におけるある不変
式環の生成元を記述する.

4. Commutantの記述

掛け算作用素 L(v)と微分作用素 L(v∗)はテンソル空間の上の基本的な線型変換の集合
の commutantを記述するのに役立つ. この節では, 具体的に Schur–Weyl双対性とその一
般化, そしてHowe双対性のテンソル代数における類似について議論する.

4.1. まず Schur–Weyl双対性の自然な一般化を与えよう:

定理 4.1. l = 0, 1, 2, . . .に対して, 次のようなT
(q)
p (V )上の作用素の一次結合全体をL(q)

l =

L(q)
l (V )という記号で表す:

L(vl) · · ·L(v1)L(σ)L(v∗
1) · · ·L(v∗

l ) ∈ End(T (q)
p (V )).

ただし vi, v∗
j , σはそれぞれ V , V ∗, Sl+qの元である. このとき次が成立する:

(i) T
(q)
p (V )上の作用素として, L(q)

0 ⊂ L(q)
1 ⊂ · · · ⊂ L(q)

p という包含関係が成立する.

また l > pに対してL(q)
l = {0}が成立する.

(ii) R(CSp+q) と L(q)
p は End(T

(q)
p (V ))の中で互いに他の commutantになる. ただし

CSp+qの T
(q)
p (V )への右からの掛け算をRで表している.

証明. (i) の証明は省略する. (ii) を示すには, 再交換団定理 ([GW] の定理 3.3.7) より
R(CSp+q)

′ = L(q)
p を示せば十分である. ただし D′ は D ⊂ End(T

(q)
p (V ))の commutant

を表す. R(CSp+q)
′ ⊃ L(q)

p という包含関係は命題 2.2から容易にわかる. よって逆の包含
関係R(CSp+q)

′ ⊂ L(q)
p を示せばよい.



前節でオイラー作用素の類似としてA =
∑n

i=1 L(ei)L(e∗i )を考えたが, このAを発展さ
せた次のような作用素を考える:

Ap =
1

p!

∑
I∈[n]p

L(eip) · · ·L(ei1)L(e∗i1) · · ·L(e∗ip).

ただし [n] は {1, . . . , n} という集合とする. また I は (i1, . . . , ip) という数列の省略形と
する. このとき ϕ ∈ T

(q)
p (V )に対してApϕ = ϕとなることは単純な計算でわかる. よって

f ∈ R(CSp+q)
′に対して, 次が成り立つ:

f(ϕ) = f(Apϕ)

= f(
1

p!

∑
I∈[n]p

L(eip) · · ·L(ei1)L(e∗i1) · · ·L(e∗ip)ϕ)

=
1

p!

∑
I∈[n]p

f(L(eip) · · ·L(ei1)L(e∗i1) · · ·L(e∗ip)ϕ)

=
1

p!

∑
I∈[n]p

f(eip · · · ei1tI).

ここで tI は tI = L(e∗i1) · · ·L(e∗ip)ϕ ∈ CSp+q を表している. f はCSp+qの右作用と可換で
あるから, さらに次のように書き換えることができる:

f(ϕ) =
1

p!

∑
I∈[n]p

f(eip · · · ei1)tI =
1

p!

∑
I∈[n]p

L(f(eip · · · ei1))L(e∗i1) · · ·L(e∗ip)ϕ.

これは f がL(q)
p の元であることを表す. ¤

注意. (1) 命題 2.3を使うとL(0)
p = π(U(gl(V )))となることがわかる. よって q = 0のとき

は, 定理 4.1はいわゆる Schur–Weyl双対性に一致することになる.

(2) p = 0のときは, 定理 4.1は「L(CSq) と R(CSq) は End(CSq) の中で互いに他の
commutantである」という事実に対応する.

(3) 任意の群 G に対して, 任意の右移動と可換なG上の変換 f : G → Gはある左移動に
一致する. この事実は次のように簡単に示せる. x ∈ Gに対して, f(x) = f(ex)が成立す
る（ただし eはGの単位元）. f は xの右掛け算と可換だから, f(ex) = f(e)xという関係
式を得る. これは f が f(e)の左掛け算に一致することを意味する. 定理 4.1の証明はこれ
と同じ原理に基づいている.

4.2. Howe双対性のテンソル空間での類似も考えられる. GLn(C)のCn ⊗Cn′への自然な
作用を考えよう. これは T

(q)
p (Cn ⊗Cn′

)への作用に自然に延長できる. この作用に関して,

次の定理が成り立つ. これは多項式の空間P(Cn ⊗Cn′
)の上の (GLn(C), GLn′(C))双対性



の類似と見なせる. 証明はテンソル空間における不変式論の第一基本定理（[GW]の定理
4.3.1）からわかる.

定理 4.2. Q1をGLn(C)の作用と Sp+qの右作用から生成される End(T
(q)
p (Cn ⊗ Cn′

)) の
部分代数とする. さらに次のような作用素の和で表されるもの全体をQ2とする.∑

I∈[n]p

L(wipap) · · ·L(wi1a1)L(σ)L(w∗
i1b1

) · · ·L(w∗
ipbp

).

ただし wij は Cn ⊗Cn′の標準的な基底, w∗
ij はその双対基底であるとする. また σは Sp+q

の元とする. このとき Q1 と Q2 は互いに他の commutantになる.

次はこの定理 4.2からすぐにわかる:

系 4.3. CをU(gln)の中心元とする. するとCの T
(q)
p (Cn ⊗Cn′

)への作用はQ2に属する.

さらにこの作用素はQ2の中心元となる.

次の節では, この関係を生成元のレベルで記述する. これは Capelli恒等式の類似とも
見なせる.

5. T (Cn ⊗ Cn′
)上のCapelli型恒等式とその応用

この節では, T (Cn ⊗ Cn′
)上のCapelli型恒等式を与える. これは第 2節で考えた掛け算

作用素と微分作用素に関する等式である. この Capelli型の恒等式は系 4.3における不変
作用素の対応を記述する等式とも見なせる.

5.1. まず, Capelli元と呼ばれる普遍包絡環U(gln)の中心元を復習する ([C1], [C2], [HU],

[U]). Eij を glnの標準的な基底として, これを成分とするE = (Eij)1≤i,j≤n という行列を
考える. このEを U(gln)の元を成分とする n次正方行列と思って, 次のような U(gln)の
元を考える:

Cn = column-det(E + diag(n − 1, n − 2, . . . , 0)).

ここで “column-det”は “column-determinant”を意味する. すなわち成分が必ずしも可換
とは限らない行列X = (Xij)1≤i,j≤n に対して,

column-det X =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)Xσ(1)1Xσ(2)2 · · ·Xσ(n)n

とおく. このCnは U(gln)の中心元となることが知られている. これはさらに小行列式の
和に一般化できる:

Cr =
∑

I∈([n]
r )

column-det(EII + diag(r − 1, r − 2, . . . , 0)).



ただしX = (Xij)1≤i≤n, 1≤j≤n′という行列と I ∈ [n]r, J ∈ [n′]rという数列に対して, XIJ =

(Xiajb
)1≤a,b≤r とおく. また次のような記号を用意する.(

[n]

r

)
= {(i1, . . . , ir) ∈ [n]r | i1 < · · · < ir},((

[n]

r

))
= {(i1, . . . , ir) ∈ [n]r | i1 ≤ · · · ≤ ir}.

このCrはやはりU(gln)の中心元になり, しかもC1, . . . , CnはU(gln)の中心を生成するこ
とが知られている. Crを r次のCapelli元と呼ぶ.

以下, 定理 4.2と同じ設定としよう. すなわち, GLn(C)のCn ⊗Cn′への自然な作用を考
えて, これを T̄ (Cn ⊗Cn′

)への作用に拡張する. これから決まる glnの T̄ (Cn ⊗Cn′
)への作

用は次のように表される:

(5.1) π(Eij) =
n′∑

a=1

L(wia)L(w∗
ja).

ここで wij と w∗
ij はCn ⊗ Cn′の標準的な基底およびその双対基底とする. そして

Z = (L(wij))1≤i≤n, 1≤j≤n′ , Z∗ = (L(w∗
ij))1≤i≤n, 1≤j≤n′

という行列を考える（これらはL(Cn ⊗Cn′
)の元を成分とする n× n′行列である）. する

と (5.1)は簡潔に π(E) = Z tZ∗と表すことができる.

この設定の下で, 次のようなCapelli恒等式の類似が成り立つ (cf. [HU], [U]):

定理 5.1. 1 ≤ r ≤ pに対して, 次が成立する.

π(Cr) =
∑

I∈([n]
r )

∑
J∈

““

[n′]
r

””

1

J !
column-det ZI◦J◦ column-det Z∗

IJ

=
1

r!2

∑
I∈[n]r

∑
J∈[n′]r

column-det ZI◦J◦ column-det Z∗
IJ .

ただし I = (i1, . . . , ir), J = (j1, . . . , jr)という数列に対して, I◦, J◦で順序を逆転させた
I◦ = (ir, . . . , i1), J◦ = (jr, . . . , j1) という数列を表す. また, I = (i1, . . . , ip) ∈ [n]pの中の
1, . . . , nの重複度をm1, . . . ,mnとし, これを用いて I! = m1! · · ·mn!とおく.

系 4.3において U(gln)の中心とQ2が自然に対応する様子を見た. 定理 5.1はこの対応
を生成元のレベルで記述している. 実際, 定理 5.1の右辺はQ2に属す（4.1で見たように
L(q)

r (Cn ⊗ Cn′
) ⊂ L(q)

p (Cn ⊗ Cn′
)であるから）. この事実は, (GLn(C), GLn′(C)) という

dual pairにおいて二つの普遍包絡環の中心と不変微分作用素全体のなす集合の対応を通
常のCapelli恒等式が記述していることに対応する ([H], [HU], [U]).

ちなみに定理 5.1はより “higher”なものに一般化できる（詳しくは [I]を参照のこと）.



5.2. Capelli恒等式は不変式論で重要な役割を果たしたが, 定理 5.1も不変式論へ応用でき
る. これを利用して T (Cn ⊗ Cn′

)や T̄ (Cn ⊗ Cn′
)における SLn(C)-不変元が決定できるの

である. これは多項式環 P(Cn ⊗ Cn′
)における SLn(C)-不変元をCapelli恒等式を使って

決定するという古典的な結果 ([W]の定理 2.6.A) の非可換な枠組みでの類似と見なせる.

定理 5.2. SLn(C)-不変元からなる集合 Iを次のように定める:

I = {column-det YI◦nJ◦ | J ∈ [n′]n}.

ただし Y は Y = (wij)1≤i≤n, 1≤j≤n′ という行列である（これはMatn,n′(T̄ (Cn ⊗ Cn′
))の元

である）. また Inは In = (1, 2, . . . , n)という数列を表す. これに対して次が成立する:

(i) T̄ (Cn ⊗ Cn′
)SLn(C) は I, S∞から生成される.

(ii) T (Cn ⊗ Cn′
)SLn(C)の任意の元はA1 · · ·Akσという形の不変元の一次結合で表され

る. ただしA1, . . . , Akは Iの元, σは Srnの元とする.

証明. ϕ ∈ T̄k(Cn ⊗ Cn′
)SLn(C)に対して, 次が成立する:

π(Eij)ϕ = δij
k

n
ϕ.

これは ϕの SLn(C)-不変性からすぐにわかる. さらにこれと column-determinantの定義
から

π(Cn)ϕ =

(
k

n
+ n − 1

)(
k

n
+ n − 2

)
· · ·

(
k

n
+ 0

)
ϕ

となることがわかる. 一方, 定理 5.1から次を得る.

π(Cn)ϕ =
∑

J∈(([n]
r ))

1

J !
column-det XI◦nJ◦ column-det X∗

InJϕ.

column-det X∗
InJはSLn(C)の作用と可換であるから, column-det X∗

InJϕはSLn(C)不変に
なる. よって ϕはϕ =

∑l
i=1 Aiϕiと表せる. ただしAiはIの元, ϕiは T̄k−n(Cn⊗Cn′

)SLn(C)

の元である. この議論を繰り返せば, kに関する帰納法で証明が完了する. ¤

6. quantum immanantへの応用

最後に代数 T̄ (V ), L(V )の immanantや quantum immanantへの応用について簡単に触
れたい.

外積代数は行列式を扱うのにしばしば役立つ. また対称テンソル代数はパーマネントと
呼ばれる行列函数を扱うのに役立つ. 同様に本稿で与えた代数 T̄ (V ), L(V )は immanant



と呼ばれるもっと一般的な次の行列函数を扱うのに役立つ:

immλ X =
∑
σ∈Sn

χλ(σ)Xσ(1)1 · · ·Xσ(n)n.

ここで χλは Snの分割 λに対応する既約指標である（λは nの分割とする）. 本稿で与え
た代数 T̄ (V )は, この immanantの母函数を考える舞台として活用できる.

immanantを扱うこの手法はquantum immanantという普遍包絡環U(gln)の中心元に適
用したときに特に威力を発揮する. Okounkovによって導入された quantum immanant は
Capelli恒等式に現れる普遍包絡環の中心元の自然な一般化であり, U(gln)の中心の（ベク
トル空間としての）基底をなす [O]. 本稿で与えた代数 T̄ (V )は, この quantum immanant

の母函数を考える舞台として具合がよい. この母函数を通じて考えることで, quantum

immanantの様々な関係式を単純な計算で証明できるのである.

Capelli恒等式やその類似の定番の研究方法として外積代数を用いるものがあるが, T̄ (V )

を用いたこの計算はこの外積代数の方法を自然に発展させたものと見なすことができる.

この手法で証明できる関係式は今のところR-行列を用いて [O]で証明されているもの
を本質的には越えてはいない. しかし通常の母函数の考え方の延長という点でこの手法は
面白いし, まだまだ発展の余地があるように思える. 定理 5.1の “higher”な一般化も考え
られる. 詳細は [I]を参照のこと.
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