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1 はじめに
本稿は 2009 年度代数学シンポジウムにおける講演の報告です.

1980 年頃から始まった有限群の表現論におけるコホモロジー的な手法, 加群の variety

の理論,は多くの成果を挙げてきましたが, これに触発されて他の設定での類似の理論が
様々に展開されています ([4], [7], [8], [17], [18], [19], [20], [29],など).

本稿では,ここ数年特に盛んに研究されていると思われる finite dimensional algebra, 特
に selfinjective algebra の場合について有限群の場合の状況と比較しながら概略を述べて
みたいと思います. 同様のテーマにつきましては長瀬潤氏の講演でも扱われていましたの
でそちらもご参照下さい.

以下, 2章では有限群の場合の加群の varietyの理論について, 3章では finite dimensional

algebra の場合について述べます. 後半では加群のテンサー積と variety の関係について
考察を行います.

講演の機会を与えて頂きました眞田克典先生ならびに関係の方々に感謝いたします.

2 有限群のコホモロジーと加群の variety

ここで考える加群の varietyは, support varietyと,基本可換 p-群あるいは特殊な algebra

に対してのみ定義される rank variety である. support variety はコホモロジー環または
Hochschild コホモロジー環の極大イデアルスペクトラムを用いて定義される.

R を可換ネーター環, maxR を R の極大イデアルの全体とする. R のイデアル I に対
して,

V (I) = {m ∈ maxR | I ⊆ m}
とおく. V (I), (I は R のイデアル) を閉集合とすることにより (つまり Zariski 位相によ
り) maxRは位相空間となる. 有限生成 R-加群 M に対して, annR(M)を Rにおける M

の annihilator とし ,

V (M) = V (annR(M))
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とする.

p を素数とし , k を標数 p の代数的閉体, G を有限群とする.

Hn(G, k) = Extn
kG(k, k)

H∗(G, k) = ⊕n≥0H
n(G, k)

とおく. H∗(G, k) には積が定義され次数付き環の構造を持っており更に次数付き環とし
て可換, つまり, 斉次元 ζ , η に対して,

ηζ = (−1)(deg ζ)(deg η)ζη

となっている. 左 kG-加群 M , N に対して,

Ext∗kG(M, N) = ⊕n≥0ExtkG(M, N)

とする. m ∈ M , n ∈ N に対して g ∈ G の作用を

g(m ⊗ n) = gm ⊗ gn

と定義して M ⊗k N は kG-加群となる. 特に, k⊗k M � M でありこれより, Ext∗kG(M, N)

は H∗(G, k)-加群となる.

Theorem (Venkov, Evens) H∗(G, k)はネーター環であり, 有限生成 kG-加群 M, N に
対して, Ext∗kG(M, N) は有限生成 H∗(G, k) 加群である.

位数 p の巡回群の直積となる有限群を基本可換 p-群という. Quillen [27] [28]はコホモ
ロジー環 H∗(G, k), あるいは VG(k) = maxH∗(G, k) と G の基本可換 p-部分群との関係
を示している.

VG(k) =
⋃

E

res∗(VE(k))

(E は基本可換 p-部分群の全体を動く)であり, H∗(G, k) の Krull 次元は G の p-rank つ
まり 基本可換 p-部分群の rankの最大値となっている. VG(k)についてはさらに詳しく基
本可換 p-部分群とその正規化群を用いて記述される.

また, 加群の射影性と基本可換 p-部分群の関係について, kG-加群が射影的であるため
の必要十分条件は全ての基本可換 p-部分群に制限して射影的となることである,という結
果が Chouinard [15] により得られている.

これら, Quillen, Chouinard の結果を表現論の世界に一般化する形で加群の variety の
理論が始まった [1] [2]. 以下加群の varietyに関する結果をごく一部ではあるが述べる. 詳
しくは [5]などを参照して下さい. (特に, 有限生成ではない加群の variety [6]については
触れることができませんでした.)

VG(k) = maxH∗(G, k) とし

IG(M) = annH∗(G,k)Ext∗kG(M, M)
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を H∗(G, k)における Ext∗kG(M, M) の annihilator とし ,

VG(M) = V (IG(M))

を IG(M)で定義される VG(k) の閉集合とする. IG(M) は H∗(G, k) の斉次イデアルであ
り, VG(M) は斉次閉集合, homogeneous affine subvariety などと呼ばれる.

(2.1) M を有限生成 kG-加群,

· · · −→ P1 −→ P0 −→ M −→ 0

を M の極小射影分解とする. dimk Pn ≤ a · nc−1 (n > 0)となる定数 aが存在するような
最小の整数 c を M の complexity という.

有限生成 kG-加群 M の complexity は VG(M) の次元に等しい. 特に,

(a) M が射影的 ⇐⇒ VG(M) = {0}.
(b) M が周期的 ⇐⇒ dim VG(M) = 1.

(2.2) G の部分群 E への制限写像 res : H∗(G, k) −→ H∗(E, k) により引き起こされる
写像を

res∗ : VG(E) −→ VG(k)

とすると,

VG(M) =
⋃

E

res∗(VE(M))

である [2]. ただし E は基本可換 p-部分全体を動く. これは前述の Quillen の結果および
Chouinard の結果の共通の一般化となっている.

(2.3)(テンサー積定理 [3]) 加群のテンサー積の varietyは各々の variety の共通部分と
なる. つまり, 有限生成 kG-加群 M, N に対して,

VG(M ⊗k N) = VG(M) ∩ VG(N).

(2.4)(Carlson 加群 [14]) 斉次元 ζ(�= 0) ∈ H∗(G, k)は同型

Hn(G, k) � Ext1
kG(Ωn−1, k)

により完全列
0 −→ k −→ Lζ −→ Ωn−1(k) −→ 0

と対応する. 中間項に現れる加群 Lζ (Carlson 加群と呼ばれる) の variety は ζ により定
まる超平面つまり,

VG(Lζ) = {m ∈ VG(k) | ζ ∈ m}
である. (2.3)とあわせることにより, VG(k)の任意の斉次閉集合 V に対して, VG(M) = V

となる kG-加群 M が存在することがわかる.
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(2.5)(連結性定理 [14]) V を VG(k) の斉次閉集合とする. V = V1 ∪ V2, V1 ∩ V2 = {0},
V1 �= {0}, V2 �= {0} となる斉次閉集合 V1, V2 が存在しないとき V は連結であるという.

直既約 kG-加群の varietyは連結である.

(2.6) 逆に, VG(k) の連結な斉次閉集合 V に対しては, VG(M) = V となる直既約 kG-

加群 M が存在することがわかる.

(2.7)(Rank variety [13]) E = 〈g1, . . . , gn〉を基本可換 p-群とする. λ = (λ1, . . . , λn) ∈
kn に対して,

uλ =

n∑

i=1

λi(gi − 1)

とおく. 有限生成 kE-加群 M に対して,

V r(M) = {λ ∈ kn | dimk uλM <
p − 1

p
dimk M}

を M の rank variety という. 以前から, M が射影的 ⇐⇒ V r(M) = {0}であることが知
られており [16], これは Dade の補題と呼ばれている.

(2.8)(Support variety と rank variety) E を基本可換 p-群とすると,

H∗(E, k)/
√

0 � k[t1, . . . , tn]

は多項式環であり VE(k) � kn である. kE-加群M に対して, VE(M), V r(M) はともに
kn の部分集合となるが, これらの間に自然な全単射,

V r(M) −→ VE(M)

が存在する [3].

(2.9)(ブロックコホモロジー) kG の algebra としての直既約因子をブロックという.

Linckelmann [22], [23]によりブロック B のコホモロジーが定義され研究されている. ブ
ロックの不足群のコホモロジー環を利用してブロックコホモロジー環が定義され, 有限生
成 B-加群 M に対してその variety VB(M) が定義される. B が主ブロック (自明な加群
の属するブロック) の場合にはこれは VG(M) と一致する.

(2.10)(コホモロジーと fusion) P ∈ Sylp(G) とすると制限写像,

res : H∗(G, k) −→ H∗(P, k)

は単射である. その像の元は安定元と呼ばれその決定には p-部分群の Gでの共役による
融合状況すなわち fusionが深く関係してくる. コホモロジーと fusion の関係については
次の Mislin の定理が知られている.

P ≤ H ≤ G とすると次は同値である.

(a) 制限写像 res : H∗(G, k) −→ H∗(H, k)は同型.
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(b) Q ≤ P , g ∈ G, gQg−1 ≤ P ならば g ∈ HCG(Q).

(b) ならば (a)であることは古くから知られているが, 注目すべきは, (a)が (b) を導くこ
とでありこれはコホモロジーが G の内部構造に非常に深く関わっている事を示している.

Mislin [25]による証明はコンパクトリー群に対するもので, 位相幾何学的な手法に拠って
いる. 有限群に限定した場合の代数的・表現論的な証明 [21] では加群の variety の理論,

特に Carlson 加群 Lζ の性質が用いられる. なお代数的な証明は [26] でも得られている.

3 Hochschild コホモロジーと加群の variety

k を代数的閉体, Λ を finite dimensional selfinjective k-algebra とする. さらに Λ

は algebra として直既約であると仮定する. Λe = Λ ⊗k Λop, HHn(Λ) = Extn
Λe(Λ, Λ),

HH∗(Λ) = ⊕n≥0HHn(Λ) とする. HH∗(Λ) は次数付き可換環となり, Λ-加群 M, N に対
して, Ext∗Λ(M, N) は HH∗(Λ)-加群となる.

次を仮定する.

(F1) R はネーター的な HH∗(Λ) の斉次部分環.

(F2) 任意の有限生成 Λ-加群 M, N に対して, Ext∗Λ(M, N) は有限生成 R-加群となる.

VR = maxR とおき, 有限生成 Λ-加群 M に対して, VR(M) = V (annRExt∗Λ(M, M)) と
する. 以下 [17], [29] 等に従い Λ-加群の variety について前節と並行する形で述べてみ
たい.

(3.1) 有限生成 Λ-加群 M の complexity は VR(M) の次元と一致し ,

(a) M が射影的 ⇐⇒ VR(M) = {0}.
(b) M が周期的 ⇐⇒ dim VR(M) = 1.

(3.2) 一般の algebraに対しては基本可換 p-部分群に相当するものが考えられるとは限
らないため, (2.2)に相当する結果についてはここでは触れないでおくことにする.

(3.3) 左 Λ-加群 M , N に対して M ⊗k N は必ずしも適切な Λ-加群の構造を持たず
variety のテンサー積について, (2.3) に対応する性質を持つとは限らない. これについて
は次節で考察する.

(3.4) R の斉次元 η ∈ HHn(Λ)は, (Λ, Λ)-加群の短完全列,

0 −→ Λ −→ Mη −→ Ωn−1
Λe −→ 0

に対応している. Mη は左 Λ-加群としては射影的であり, VR(Mη) は自明となってしまう
が, 有限生成左 Λ-加群 M に対して,

VR(Mη ⊗Λ M) = VR(η) ∩ VR(M)
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が成立する [17]. J(Λ) を Λ の Jacobson 根基, S = Λ/J(Λ) とすると, VR(S) = VR であ
り VR(Mη ⊗Λ S) = VR(η) となる. 特に, VR の任意の斉次閉集合 V に対して VR(M) = V

となる Λ-加群 M が存在する.

(3.5) 有限生成 Λ-加群 M が直既約ならば VR(M) は連結である [17].

(3.6) 逆に, V が連結な斉次閉集合ならば, V = VR(M) となる Λ-加群として直既約な
ものがとれるか, という問題は R に依存する. つまり, 有限生成直既約 Λ-加群の variety

とはなり得ない連結な斉次閉集合 V が存在するような Λ, R の例がある.

一方, (2.9) のブロックコホモロジーについては, (2.6) と同様の性質が期待されるがま
だ未解決である.

Question.([9]) Bを kGのブロックとする. VB の連結な斉次閉集合 V に対して VB(M) =

V となる直既約 B-加群 M が存在するか ?

(3.7)(3.8) [7] ではある種の finite dimensional algebra に対して加群の rank variety

V r(M) を定義し Dade の補題が成立することを示している. また, [10] では, HH∗(Λ) の
適当な subalgebra H をとることにより, (2.8) と同様の対応,

V r(M) −→ VH(M)

が存在することを示している.

(3.9) kGのブロック B は selfinjective algebraであり, HH∗(B)は有限生成性に関する
条件 (F1)(F2) を満たすので, ここで見てきた加群の varietyが考えられるが, 他方 (2.9)

で見たように Linckelmannによるブロックコホモロジーもある. 両者の関係について [24]

では,

VB(M) � VHH∗(B)(M)

であることが証明されている. ブロックコホモロジーはブロックの不足群やそれに関連し
た G の p-局所構造, すなわち不足群上の fusion system ((3.10) 参照)が関係しているが,

一方 HH∗(B)を用いた support varietyは algebraとしての構造のみから決まるものであ
り, これらが一致するということは非常に興味深い結果である.

(3.10) (2.10) の Mislin の定理, あるいは上記のブロックコホモロジーなどにおいては,

G の p-部分群の融合状況が重要となってくるがこれを公理化したものが fusion system

[12] である. 有限 p-群 P 上の saturated fusion system とは, P の部分群を対象とする圏
でありいくつかの公理を満たすものである. saturated fusion system F に対してそのコホ
モロジー環H∗(F , k)が H∗(P, k) の F -安定元からなる部分環として定義される.

(2.10) は fusion system の場合に一般化される. つまり, F1,F2 を P 上の saturated

fusion system, F1 ⊆ F2 とする. このとき次は同値となる.

(a) H∗(F1, k) = H∗(F2, k).

(b) F1 = F2.
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P を有限群 Gの Sylow p-部分群とし Gの元の共役により定まる fusion systemを考えた
場合が (2.10)に相当する.

この一般の fusion system に対する命題の証明は, 代数的位相幾何学からの深い結果が
必要でありいまだ代数的な証明は得られていない.

Question. 表現論を用いた証明は可能だろうか ? 特に有限群のブロックコホモロジーの
場合はどうであろうか ?

4 加群のテンサー積と variety

Λ は前節と同様とする. J = J(Λ) を Λ の Jacobson 根基とする. 左 Λ-加群 M , N に
対して M ⊗k N は必ずしも適切な Λ-加群の構造を持たないので variety のテンサー積性
質を考えることはできないが, [30]では両側加群を利用したテンサー積を調べることを提
案している. X を有限生成 (Λ, Λ)-加群, M を 有限生成左 Λ-加群として, VR(X ⊗Λ M)と
VR(X/XJ) ∩ VR(M) を考える. X/XJ は左 Λ-加群とみている.

条件 (F1), (F2) をみたす R に対して次の性質を考える:

(TR) 任意の有限生成 Λ-加群 M に対して,

VR(X ⊗Λ M) = VR(X/XJ) ∩ VR(M).

Question. (TR) をみたす X, R はどのようなものであろうか ?

Example 4.1. k(G×G)-加群は作用を g·y·h = (g, h−1)yと定義することにより (kG, kG)-

両側加群となる. kG-加群N に対して,

X = k(G × G) ⊗k∆(G) N

とする. ∆(G) = {(g, g) | g ∈ G} � G である. このとき VG(X ⊗kG M) = VG(X/XJ) ∩
VG(M) となる. これは kG の場合のテンサー積性質 (2.3) に対応している.

G が有限 p-群であるとする. このとき, kG は局所環であり, N の composition factor

は k のみである. よって, X = k(G × G) ⊗k∆(G) N は (kG, kG)-部分加群の列

0 = X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xs = X

で Xi/Xi−1 � kG となるものを持つ. 次節でこのような状況について考察する.

Example 4.2. (3.4)の Hochschildコホモロジー環の斉次元 η から構成される (Λ, Λ)-両
側加群 Mη を考える. (3.4) より,

VR(Mη ⊗Λ M) = VR(η) ∩ VR(M) = VR(Mη/MηJ) ∩ VR(M)

となり Mη は任意の R に対して条件 (TR) を満たしている.

Remark 4.3. 一般には X が条件 (TR) をみたすかどうかは X だけではなく R にも依
存する.
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5 外積代数とテンサー積性質
1 ≤ i < j ≤ mに対して qij ∈ k を 1 のべき根とする.

Λ = k〈x1, . . . , xm〉/〈xni
i , xjxi − qijxixj (i < j)〉

とすると Λは finite dimensional selfinjective algebraであり HH∗(Λ)は条件 (F1), (F2)

を満たしている [11]. また Λ-加群に対して rank varietyも定義される ((3.7) 参照)など注
目すべき対象となっている. またこの Λは Zm-次数付き Hopf-algebra の構造を持ってお
り Zm-次数付き Λ-加群の k 上のテンサー積を考えることができる. このことからも, Λ-

加群に対して, variety のテンサー積性質を考えることは意味があると思われる.

以下では, 制約が強すぎるかもしれないが, ni = 2, qij = −1として外積代数

Λ = k〈x1, . . . , xm〉/〈x2
i , xjxi + xixj (i �= j)〉

について考察する.

σ ∈ Aut(Λ) とする. x, y ∈ Λ の λ ∈ Λ への作用を

x · λ · y = σ(x)λy

として定義した (Λ, Λ)-両側加群を σΛ とする. α ∈ k×, σ : Λ −→ Λ, σ(xi) = αxi の
ときは σΛ = αΛ と表すことにする. Λ-加群 M に対して λ ∈ Λ のm ∈ M への作用を
λ · m = σ(λ)m として定義されるΛ-加群を σM とおく. また, J = J(Λ) とおく.

Example 5.1. σΛ ⊗Λ M � σM である. 一方,

VR(σΛ/σΛJ) ∩ VR(M) = VR(k) ∩ VR(M) = VR(M)

より VR(M) �= VR(σM)のときには VR(σΛ⊗ΛM) �= VR(σΛ/σΛJ)∩VR(M)である. α ∈ k×

に対して, VR(αM) = VR(M) であり αΛ はテンサー積性質を満たしている.

X を (Λ, Λ)-両側加群とする. 以下では, (Λ, Λ)-部分加群の列

0 = X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xs = X

で Xi/Xi−1 � αi
Λ, αi ∈ k× となるものが存在すると仮定する. このとき, 有限生成 Λ-加

群 M に対して, VR(X ⊗Λ M) ⊆ VR(X/XJ) ∩ VR(M) である.

一方, (3.7)で述べたように有限生成 Λ-加群に対しても基本可換 p-群の場合と同様にし
て rank varietyが定義される. λ = (λ1, . . . , λm) ∈ km に対して, uλ =

∑m
i=1 λixi ∈ Λ,

V r(M) = {λ ∈ km | dimk uλM <
1

2
dimk M}

である. rank varietyについてもテンサー積性質
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(Tr) 任意の有限生成 Λ-加群 M に対して,

V r(X ⊗Λ M) = V r(X/XJ) ∩ V r(M).

を考えることができる.

Proposition 5.2. 任意の 1 ≤ i, j ≤ s, i �= j に対して, αi + αj �= 0 と仮定する. このと
き次が成立する.

(a) X/XJ は 左 Λ-加群として semisimple である.

(b) 任意の R に対して X は (TR) を満たす.

(c) X は (Tr) を満たす.

一般の αi について, s = 2 の場合は次が成立する.

Proposition 5.3. s = 2 のとき, つまり (Λ, Λ)-両側加群の拡大

0 −→ α1Λ −→ X −→ α2Λ −→ 0

に対して, X は条件 (THH∗(Λ)) および (Tr) を満たす. また, (TR) の成立しないX, R が
存在する.

一般の sに対しては状況は良くわかっていない.

Question. 両側加群 X について

0 = X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xs = X

Xi/Xi−1 � αi
Λ, αi ∈ k× とし , αi + αj = 0 となる i �= j がある場合, X が (THH∗(Λ)) あ

るいは (Tr) をみたすのはどのようなときか ?

Λは次数付き Hopf algebra の構造を持っており次数付き加群のテンサー積を考えるこ
とができる. これに対しては rank variety のテンサー積性質が成り立つが, これを利用し
て次がわかる. X はこれまでと同様とする. 次の命題の条件の前半は X/JX が次数付き
右 Λ-加群となるということである.

Proposition 5.4. 左 Λ-加群として X = ⊕d∈ZYd であり, 任意の i と d に対して,

Ydxi ⊆ Yd+1 + JX

と仮定する. さらに
V r(D(X/JX)) = V r(X/XJ)

と仮定すると, X は (Tr) を満たしている. ただし, D(X/JX) = Homk(X/JX, k) であ
り, X/JX は右 Λ-加群, D(X/JX) は左 Λ-加群とみている.
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