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1 概要
この報告では，代数学シンポジウムでの講演に補足を追加する形で論文

[7]で得られた主要な結果の概略について述べる．ここでいう二重シュー
ベルト多項式とは，旗多様体のトーラス同変コホモロジーにおけるシュー
ベルト類を代表する多項式のことである．我々は，次の２通りの方法で
B,C,D型の二重シューベルト多項式 (cf. 3.1 主定理)を構成した．

(1) transition equation(cf. 3.3 (1))を用いてグラスマン元に帰着させる．
(2) 最長元w0の多項式 (cf. 3.4) に divided differenceを適用する．

また，用いた変数の幾何学的意味をつけた (cf. 3.5)．同変K理論の場合
への拡張も考えた (cf. 4節)．

1.1 二重シューベルト多項式の歴史

シューベルト多項式という名称は，Lascoux-Schützenbergeの論文 [15]で
初めて登場した．さらに，二重シューベルト多項式というものは，Lascoux

により [14]において導入された．そこでは，旗多様体の接空間の特性類を
記述するために二重に組み合わせたシューベルト多項式が使われた．ち
なみに，K-theoryにおける対応した多項式も彼らにより同年の別の論文
で定義され，それはグロタンディエック多項式とよばれた．二重シュー
ベルト多項式についてはその後，Fultonが，[4]で，退化跡 (degeneracy

loci) のコホモロジー類を記述する式に登場することを指摘した．ここま
では，A型のLie群に対するシューベルト多項式であり，通常，シューベ
ルト多項式といえばこの Lascoux-Schützenbergerによって定められたA

型の多項式をさす場合が多い．
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一方，Pragaczは，[16]においてB,C,D型のグラスマン多様体のシュー
ベルト類が SchurのP -,Q-関数に対応していることを見抜き，Józefiakも
[10]で同様のことを指摘している．Fultonは，B,C,D型の場合に，A型
と同様に，退化跡を表す多項式を [5]で定義した．これは，実質B,C,D型
の二重シューベルト多項式と呼べるものである．Kresch-Tamvakisも [13]

において，B,C,D型の二重シューベルト多項式を構成している．
これらの二重シューベルト多項式を，同変コホモロジー類として捉え

ることは比較的最近になって行われた．A型では，グラスマンの場合に
factorial シューア関数となることは Lascouxによって既に知られていた
が，Knutson-Taoは，[12]で同変コホモロジー類となることを明らかにし
た．また，旗多様体の場合は，Knutson-Millerの論文 [11]で示された．C

型グラスマンについては [6]，B,Dも含む古典型のグラスマンについては
[8]で factorialシューアP -,Q-関数が，同変コホモロジーのシューベルト類
になっていることを示した．我々が [7]で構成した二重シューベルト多項
式は，Billey-Haiman[2]の多項式の二重化になっていて Fomin-Kirillov[3]

の多項式の二重化と見ることもできる．表でまとめると次のようになる．

グラスマン多様体 G/P のときのシューベルト多項式
A型 B型 C型 D型

H∗ sλ(z) Pλ(x) Qλ(x) Pλ(x) シューア関数
H∗T sλ(z|t) Pλ(x|0, t) Qλ(x|t) Pλ(x|t) factorialシューア関数

旗多様体 G/B のときのシューベルト多項式
A型 B型 C型 D型

H∗ Sw(z) Bw(z; x) Cw(z; x) Dw(z; x) 一重シューベルト多項式
H∗T Sw(z, t) Bw(z, t; x) Cw(z, t; x) Dw(z, t; x) 二重シューベルト多項式

A型二重シューベルト多項式については，次のように定められている．
対称群 Sn の最長元 w

(n)
0 に対して，S

w
(n)
0

(z, t) =
∏

i+j≤n(zi − tj) とし，
wsi < w のとき Swsi

(z, t) = ∂iSw(z, t) として帰納的に定める．ただし，

divided difference 作用素　 ∂iは，∂i(f) =
f − sz

i (f)

zi − zi+1
で定める．ここで，

sz
i は，ziと zi+1の置換として作用している．
以下では，主としてB,C,D型の二重シューベルト多項式について説明

する．
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1.2 記号・用語等について

G ⊃ P ⊃ B ⊃ T を，複素数体上の連結半単純代数群およびそのパ
ラボリック部分群，ボレル部分群，極大トーラスとする．ワイル群W =

NG(T )/T , ルート系R = R+
∐

R−,単純ルート αiと対応する単純鏡映 si

などを通常の記号とする．P に対応するW の部分群WP によるコセット
の最短代表系を W P = W/WP で表す．G/Bを旗多様体といい，P が極
大なパラボリック部分群のとき，G/P はグラスマン多様体という．B,C,D

型の場合，ここではさらに特定の P を選ぶ．(後述)

B−をBの oppositeボレル部分群とする．すなわちB−∩B = T となっ
ている．このときブリュア分解からG/P =

∐
w∈W P

B−wP/P となり，

各セルX◦w = B−wP/P � Cdim G/P−�(w) は，ただ一つの T -固定点 ew :=

wP/P を含む．またセルの閉包Xw := B−wP/P に他のセルX◦v が含ま
れるための条件は，Coxeter群としてのWeyl群のブリュア・シェバレー
半順序 w ≤ vが成り立つことである．シューベルト多様体Xwは，一般
には特異点を持つが，高々有理特異点である．

w ∈ W に対して，Xwからシューベルト類 σw = [Xw] ∈ H2�(w)(G/B)

が定まり，{σw}w∈W は，コホモロジー環H∗(G/B)の Z 基底となる．h

を T のリー環としたとき，次のボレル表示が知られている．

H∗(G/B)⊗Q = Q[h∗]/I, I =< (Q[h∗]W )+ >

2 古典型Lie群の旗多様体とその同変コホモロジー

2.1 ワイル群とルート系

添字集合 IB
∞ = IC

∞ = {0, 1, 2, . . .} = I∞ , ID
∞ = {1̂, 1, 2, . . .} = I ′∞を用

いて，無限ランクのCoxeter群　 (W∞, I∞), (W ′
∞, I∞) とその部分群Wn,

W ′
n を次の コクセターグラフ により定める．

Type Bn, Cn : Wn = 〈s0, s1, s2, . . . , sn−1〉 ⊂ W∞ = 〈s0, s1, s2, . . . , sn−1, sn, . . . 〉
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
s0 s1 s2 sn−1 s0 s1 s2 sn−1 sn· · ·· · ·

↪→ · · ·

Type Dn : W ′
n = 〈s1̂, s1, s2, . . . , sn−1〉 ⊂W ′

∞ = 〈s1̂, s1, s2, . . . , sn−1, sn . . . 〉
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◦
◦
��
��
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦
◦
��
��
◦ ◦ ◦ ◦ ◦s1̂

s1

s2 s3 sn−1

s1̂

s1

s2 s3 sn−1 sn· · ·· · ·
↪→ ◦ · · ·

符号付き置換で表示する場合，生成元は s0 = (1, 1̄), s1̂ = (1, 2̄)(2, 1̄) ,

si = (i, i + 1)(̄i, i + 1), i ≥ 1となる．

ルート系および単純ルートは，以下の通りである．
Type Bn : R+

n = {ti | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {tj ± ti | 1 ≤ i < j ≤ n},
Type Cn : R+

n = {2ti | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {tj ± ti | 1 ≤ i < j ≤ n},
Type Dn : R+

n = {tj ± ti | 1 ≤ i < j ≤ n}.

Type Bn : α0 = t1, αi = ti+1 − ti (1 ≤ i ≤ n− 1),

Type Cn : α0 = 2t1, αi = ti+1 − ti (1 ≤ i ≤ n− 1),

Type Dn : α1̂ = t2 + t1, αi = ti+1 − ti (1 ≤ i ≤ n− 1).

ワイル群の多項式環 Z[t1, · · · , tn]への作用は，次の通り．
s0: s0(t1) = −t1, s0(ti) = ti,(2 ≤ i ≤ n),

s1̂: s1̂(t1) = −t2, s1̂(t2) = −t1, s1̂(ti) = ti, 3 ≤ i ≤ n,

si(2 ≤ i ≤ n− 1): siは，tiと ti+1の置換.

2.2 古典型グラスマン多様体

Type A : Gr(n, n + m) = {V | V ⊂ Cn+m, dim V = n} = SLn+m/Pn

type B : OG(n, 2n + 1) = {V | V ⊂ C2n+1, isotropic , dim V = n}
= SO(2n + 1)/P0

Type C : LG(n) = {V | V ⊂ C2n, isotropic , dim V = n} = Sp(2n)/P0

Type D : OG(n, 2n) = {V | V ⊂ C2n, isotropic , dimV = n} =

SO(2n)/P1̂

W P = W/WP は，グラスマン元の集合となる．ここで，B,C,D型の
とき，

w ∈Wnがグラスマン元 ⇐⇒ w(1) < · · · < w(n)

ただし，n̄ < · · · < 1̄ < 1 · · · < nとする．

2.3 古典型旗多様体

Type A : FA
n = {V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn | Vi ⊂ Cn, dimVi = i} = SLn/B
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Type B : FB
n = {V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn | Vi ⊂ C2n+1, dim Vi = i,

Vn isotropic} = SO(2n + 1)/B

Type C : FC
n = {V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn | Vi ⊂ C2n, dim Vi = i, Vn isotropic}

= Sp(2n)/B

Type D : FD
n = {V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn | Vi ⊂ C2n, dim Vi = i, Vn isotropic}◦

= SO(2n)/B

ここで，D型の上付き ◦は，連結成分のうちの１つを意味する．以下で
は，これらこうち１つを Fnで表し，その型のWey群をWnで表すこと
にする．

2.4 同変コホモロジー

ここでは，トーラス同変コホモロジーの定義について，簡単に復習し
ておく．
複素 n次元トーラス Tn = (C∗)nが 多様体Xに作用しているとき，

H∗Tn
(X) := H∗(ETn ×Tn X)

と定める．ETn は可縮空間で，Tn が freeに作用する．
BTn = ETn/Tnは Tnの分類空間
特に，T1 = C∗がX = ptに自明に作用する場合は，
ET1 ×T1 pt = BT1 = ET1/T1 = CP∞で，
H∗T1

(pt) = H∗(CP∞) = lim
∞←k

H∗(CP k) = lim
∞←k

Z[t]/(tk+1) = Z[t]

H∗Tn
(pt) = Z[t1, ..., tn] は多項式環で，H∗Tn

(X)はH∗Tn
(pt)代数となる．

シューベルト多様体Xw は T = Tn-stableなので，T -同変シューベルト
類 σT

w = [Xw]T ∈ H∗T (G/B) が定まる．局所化写像は，T -固定点の集合
FTn

n = {ev|v ∈Wn}の包含写像 ιn : FTn
n ↪→ Fn : から引き起こされる写像

ι∗n : H∗Tn
(Fn) −→ H∗Tn

(FTn
n ) =

∏
v∈Wn

H∗Tn
(ev),

で、単射になる。局所化による σT
wの像の v成分を σT

w |vで表す．
A型の場合，二重シューベルト多項式Sw(z, t)を使うと，

σT
w |v = Sw(v(t), t)

となっている．また，局所化の意味から　 v �≥ wなら σT
w |v = 0である．

旗多様体の自然な包含写像の列
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F1 ↪→ F2 ↪→ · · · ↪→ Fn ↪→ · · ·
から対応する同変コホモロジーの列

H∗T1
(F1)←− H∗T2

(F2)←− · · · ←− H∗Tn
(Fn)←− · · ·

が作られ，極限の同変シューベルト類 σ
(∞)
w ∈ lim

←
H

2�(w)
Tn

(Fn)を定めるこ

とができる．以下では，同変シューベルト類 σT
w および σ

(∞)
w とその局所

化による像である多項式の族とを同一視することにする．

2.5 factorial シューア P -,Q-関数

ここでは，Ivanov[9]によって導入された factorialシューア P -,Q-関数に
ついて説明する．a = (a1, a2, ...)をパラメータとし，このパラメータを用い
て，変数xのk次の factorial powerを (x|a)k := (x−a1)(x−a2) · · · (x−ak)

により定める．
λ = (λ1, λ2, . . . , λr)を strict partitiontとする．すなわち λ1 > λ2 >

· · · > λr > 0, r ≤ n．また strict partition 全体の集合を SP で表す．
分割 λ に付随した n 変数 x1, ..., xn の factorial シューア P -関数を，
P

(n)
λ (x1, . . . , xn|a) :=

1

(n− r)!

∑
w∈Sn

w

(
(x1|a)λ1(x2|a)λ2 · · · (xr|a)λr

∏
i≤�,i<j≤n

xi + xj

xi − xj

)

で定める．ただしwは，x1, . . . , xnの置換として作用する．
また，factorial シューア Q-関数は，Q

(n)
λ (x1, . . . , xn|a) := 2rPλ(x|0, a)

により定める．a = 0とすると通常のn変数シューアP -,Q-関数P
(n)
λ (x) =

P
(n)
λ (x|0), Q

(n)
λ (x) = Q

(n)
λ (x|0)となる．factorial シューア関数は無限変数

x1, x2, . . . の Pλ(x|a), Qλ(x|a)に拡張できる．ただし，Pλ(x|a)について
は，偶数個の変数 x1, . . . , x2mの極限とする．
例 ei(a1, . . . , ak)を a1, ..., akの i次の基本対称式とする．λ = (k)のとき
P

(n)
k (x|a) =

∑k
i=1(−1)k−iP

(n)
i (x)ek−i(a1, . . . , ak) if n =偶数

P
(n)
k (x|a) =

∑k
i=0(−1)k−iP

(n)
i (x)ek−i(a1, . . . , ak) if n =奇数．

事実
P1(x), P3(x), . . . は，代数的に独立で，Pλ(x)はこれらの多項式として

表示できる．
Γ′ := Z[P1(x), P3(x), . . . ]と定めると {Pλ(x)}λ∈SP は Γ′の Z-基底にな

り，{Pλ(x|t)}λ∈SP は，Γ′ ⊗ Z[t] の Z[t] -基底になる．Γ′ の部分環 Γを
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Γ := Z[Q1(x), Q2(x), . . . ]と定めると {Qλ(x)}λ∈SP は Γの Z-基底になり，
{Qλ(x|t)}λ∈SP は，Γ⊗ Z[t] の Z[t] -基底となる．

Qk(x)の母関数は，

f(u) =

∞∏
i=1

1 + xiu

1− xiu
=
∑
k≥0

Qk(x)uk = 1 + 2
∑
k≥1

Pk(x)uk

と表すことができて，f(u)f (−u) = 1 なので

Qi(x)2 + 2

i∑
j=1

(−1)jQi+j(x)Qi−j(x) = 0 for i ≥ 1.

あるいは，P -関数の場合は，

Pi(x)2 + 2

i−1∑
j=1

(−1)jPi+j(x)Pi−j(x) + (−1)iP2i(x) = 0 for i ≥ 1.

となっている．これらの２次の関係式がB,C,D型のグラスマン多様体の
コホモロジー環を記述する際のキーポイントとなっている．

2.6 divided difference 作用素

以下では，C型の場合で説明する．
R∞ = Z[t1, t2, . . . ] ⊗ Z[z1, z2, . . . ] ⊗ Γ 上の作用素 δi,∂i: R∞ → R∞,

i = 0, 1, 2, ...を次で定める．

δi(f) =
f − st

i(f)

αi
, ∂i(f) =

f − sz
i (f)

ω(αi)

ただし，involution ω : R∞ → R∞は

ω(zi) = −ti, ω(ti) = −zi, ω(Qi(x)) = Qi(x)．

このとき ∂i = ωδiω となっている. また，Γへのst
0, s

z
0の作用は，st

0Qk(x) =

Qk(x) + 2

k∑
i=1

(−t1)
iQk−i(x)および sz

0Qk(x) = Qk(x) + 2

k∑
i=1

zi
1Qk−i(x)で

定める．st
iの tへの作用は，2.1で定めたもので，zは固定する．sz

i につ
いては 2.1と同様の作用を z に対して行い，tは固定する．
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3 二重シューベルト多項式

3.1 主定理

各型X = B, C, Dについて　RX
∞ = Z[t]⊗ Z[z] ⊗ ΓX とする．

ただし， ΓB = ΓD = Γ′ = Z[Pk(x)]k=1,2,,..., ΓC = Γ = Z[Qk(x)]k=1,2,...

このとき次の条件 1),2),3)を満たす多項式の族 {Sw = Sw(z, t; x) ∈
RX
∞}w∈W X∞ が，ただ一通り存在する． SwをX型の二重シューベルト多
項式と呼ぶ．

1)すべての i ∈ IX
∞,に対して (IB

∞ = IC
∞ = {0, 1, 2, . . .}, ID

∞ = {1̂, 1, 2, . . .})

∂iSw =

{
Swsi

if 
(wsi) < 
(w)

0 otherwise
, δiSw =

{
Ssiw if 
(siw) < 
(w)

0 otherwise

2) Se = 1

3) Sw は，w = e以外は定数項を持たない．

3.2 Sw(z, t; x)の基本的性質

1. 二重シューベルト多項式 {Sw}w∈W X∞ はRX
∞ = Z[t]⊗Z[z]⊗ΓXのZ[t]

基底となる.

2. 各w ∈W X
∞ について

Sw(z, 0; x) = Sw(z; x)は，Billey-Haiman [2]の多項式.

3. (Symmetry) Sw(−t,−z; x) = Sw−1(z, t; x).

4. (Positivity) Sw(z, t; x) =
∑

λ∈SP fX
w,λ(z, t)Q

X
λ (x), と展開した

とき
w ∈W X

n ならば fX
w,λ(z, t) ∈ N[−t1, . . . ,−tn−1, z1, . . . , zn−1].

5. w ∈ W A
∞ ⊂ W X

∞ なら Sw(z, t; 0) = Sw(z, t) は A型二重シューベル
ト多項式

例
C型 二重シューベルト多項式

Ce = 1, Cs0 = Q1(x), Cs1 = Q1(x) + z1 − t1,

8



Cs1s0 = Q2(x)− t1Q1(x), Cs0s1 = Q2(x) + z1Q1(x),

Cs0s1s0 = Q2,1(x), Cs1s0s1 = Q3(x) + (z1 − t1)Q2(x)− t1z1Q1(x),

Cs0s1s0s1 = Q3,1(x) + (z1 − t1)Q2,1(x), · · ·
D型 二重シューベルト多項式

De = 1, Ds1̂
= P1(x), Ds1 = P1(x) + z1 − t1,

Ds1̂s1 = P2(x) + (z1 − t1)P1(x), · · ·

3.3 普遍局所化写像

主定理の証明のために，次の普遍局所化写像を用いる．(C型で説明する)

R∞ = Z[t]⊗ Z[z]⊗ Γからの環準同型写像Φを，

Φ = (Φv)v∈W∞ : R∞ →
∏

v∈W∞

Z[t]v

Φv(ti) = ti, Φv(zi) = tv(i), Φv(Qk(x)) = Qk(tv)

で定めると Φ は，単射で像は，シューベルト類 σ
(∞)
w で張られる Z[t]-部

分空間に一致する．ここで，tvは，v ∈Wnを 1から nの符号付き置換で
表示したときのバーがついた (負の)番号を抜き出して添え字とした変数
列．たとえば，v = [2, 4̄, 1, 5̄, 3̄]のとき，tv = (t4, t5, t3, 0, 0, . . . )．
同変 Chevalley formula を使うと，ziの Φによる像は，次のように表

せる．
Type C: Φ(zi) = σ

(∞)
si − σ

(∞)
si−1 + ti (i ≥ 1),

Type D: Φ(z1) = σ
(∞)
s1 − σ

(∞)
s1̂

+ t1, Φ(z2) = σ
(∞)
s2 − σ

(∞)
s1 − σ

(∞)
s1̂

+ t2,

Φ(zi) = σ
(∞)
si − σ

(∞)
si−1 + ti (i ≥ 3)

Transition equation は，次で表される式．w = [w(1), w(2), ...] ∈ W∞
に対し，rをw(r) > w(r + 1)を満たす最大のものとする．（このような r

が存在しないのはwがグラスマン元のとき．）一重シューベルト多項式の
場合はBilley[1]による．
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σ(∞)
w = (Φ(zr)− v(tr)) σ(∞)

v +
∑

1≤i<r

σ∗vtir
+
∑
i
=r

σ∗vsir
+ χσ∗vsrr

, (1)

ここで，tir = (i, r)(̄i, r̄), si,r = (i, r̄)(r, ī),および srr = (r, r̄)は鏡映．
v = wtr,s． ただし，sは，s > rで w(s) < w(r)となる最大のもの．σ∗z
は，
(z) = 
(w)のとき σ

(∞)
z ，それ以外は 0を表す．また，χは，B, C, D

の型に応じて 2, 1, 0の値をとる定数．

Weyl群のH∗T (F)への右作用 wR，左作用wL を次で定める．（局所化し
た環の元つまりΦの像に対して記述する）

(wRη)|v = η|vw (wLη)|v = w · (η|w−1v).

H∗T (F) 上の（幾何学的に定まる）divided difference ∂i and δiは，次の
通り．

(∂iη)|v =
η|v − (sR

i η)|v
−v(αi)

, (δiη)v =
η|v − (sL

i η)|v
αi

(v ∈W ).

このとき ∂iおよび δiと，普遍局所化写像 Φ は交換可能となっている．

3.4 最長元の公式

ρn = (n, n−1, · · · , 1)とする．また，ρn +ρn−1 = (2n−1, 2n−3, . . . , 1)

定理 [7]

B
w

(n)
0

(z, t; x) = Pρn+ρn−1(x|0, t1,−z1, t2,−z2, . . . , tn−1,−zn−1)

C
w

(n)
0

(z, t; x) = Qρn+ρn−1(x|t1,−z1, t2,−z2, . . . , tn−1,−zn−1)

D
w

(n)
0

(z, t; x) = P2ρn−1(x|t1,−z1, t2,−z2, . . . , tn−1,−zn−1)

証明には，factorial シューア P -,Q-関数の divided difference について
の漸化式を使う．
注意：factorialシューアP -,Q-関数のパラメータは，一般には変数の順

序によるが上記の場合 tiと−ziの順序は逆にしても同じものになる．
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3.5 変数の幾何学的説明 (C型の場合)

Cn型旗多様体 FC
n 上に，次のトートロジカルベクトル束の列がある．

0 = Vn+1 ⊂ Vn ⊂ · · · ⊂ V1 ⊂ E , rankVi = n− i + 1, rankE = 2n

ここで，E = C2n × FC
n で，Viの F• = (F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fn) ∈ FC

n での
ファイバーは，Fn+1−iである．これから，１番目の同変チャーン類とし
て zi = cT

1 (Vi/Vi+1) を定める．
また，C2nの標準基底 e∗n, · · · e∗1, e1, · · · en に対応した自明ベクトル束の

直和分解 E = L∗n ⊕ · · · ⊕ L∗1 ⊕ L1 ⊕ · · · ⊕ Ln に対して，ti = −cT
1 (Li) と

する．
注意：ここではこれらの zi, ti (i = 1, ..., n)は不定元ではなくコホモロ

ジー類 (より正確には，同変コホモロジーH2
Tn

(FC
n )の元)を表している．

このとき，FC
n 上のベクトル束の完全列

0 −→ V1 −→ E −→ V∗1 −→ 0

から cT (V1)c
T (V∗1 ) = cT (E) したがって∏n

i=1(1 + zi)(1− zi) =
∏n

i=1(1 + ti)(1− ti)がわかる．この関係式から∏n
i=1

1−zi

1−ti
=
∏n

i=1
1+ti

1+zi
=
∑∞

k=0 βk で，コホモロジー類 βk ∈ H2k
T (FC

n )

を定める．βk = ck(V∗ −L1 ⊕ · · · ⊕ Ln)と書くこともできる．

πn : R∞ → H∗Tn
(FC

n ) を

πn(ti) = ti 1 ≤ i ≤ n, πn(ti) = 0, i > n

πn(zi) = zi 1 ≤ i ≤ n, πn(zi) = 0, i > n

πn(Qk(x)) = βk k = 1, 2, · · · で定めると，πn は環準同型に一意に拡
張でき，しかも全射になっていることが示せる．これにより変数 ti, ziお
よびQk(x)の幾何学的な意味が付いたことになる．（先に定めた divided

diference 作用素はこれらの幾何学的な意味から定まるものとなっている)

4 K-理論への拡張
ここでは，前節までで説明した同変コホモロジーのシューベルト基底

を定める多項式の同変K-理論での対応物が自然に作れるということの概
略を説明する．なお，講演時に紹介した予想式は，その後証明ができて
いる．詳細については別途準備中．
コホモロジーとK-理論を同時に扱えるように，パラメータ βを導入す

る．(K理論では β = −1,コホモロジーでは β = 0)
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演算 ⊕ と � を x⊕ y := x + y + βxy, x� y := x−y
1+βy

で定める．

パラメータ b = (b1, b2, ...) に対して factorial power にあたるK-理論で
のべき乗を２種類定義しておく．(bi = e−βti−1

β
と見る)

[x|b]k := (x⊕ b1)(x⊕ b2) · · · (x⊕ bk)

[[x|b]]k := (x⊕ x)(x⊕ b1) · · · (x⊕ bk−1)

このとき，factorial シューア P -,Q-関数のK-理論での類似として次の
GP ,GQ関数を定める．

GP
(n)
λ (x|b) :=

1

(n− 
)!

∑
w∈Sn

w

(
[x1|b]λ1 [x2|b]λ2 · · · [x�|b]λ�

∏
i≤�,i<j≤n

xi ⊕ xj

xi � xj

)

GQ
(n)
λ (x|b) :=

1

(n− 
)!

∑
w∈Sn

w

(
[[x1|b]]λ1 [[x2|b]]λ2 · · · [[x�|b]]λ�

∏
i≤�,i<j≤n

xi ⊕ xj

xi � xj

)

これらは，x1, ..., xnと b1, b2, ...の Z[β]係数の多項式となり，x1, ..., xn

についての対称式となる．
K-theory での局所化は次で与えられる (β = −1とする．)

Type B グラスマン OG(n, 2n + 1) [Oλ]|μ = GP
(n)
λ (b′μ|0, b)

Type C グラスマン LG(n) [Oλ]|μ = GQ
(n)
λ (b′μ|b)

Type D グラスマン OG(n, 2n) [Oλ]|μ = GP
(n)
λ (b′′μ|b)

ここで，bi = 1−eti, b′i = �bi, b′λ = (b′λ1
, . . . , b′λr

) , b′′λ = (b′λ1+1, . . . , b
′
λr+1)

グラスマン元と分割を対応させた．D型では，分割の成分は必要なら 0を
補って偶数個からなるとする．また，Oλは，シューベルト多様体Xλの
構造層をグラスマン多様体上に 0-拡大したもの．
最長元もコホモロジーの場合と同様となる．たとえば C型では，ai =

1 − e−zi として，G
w

(n)
0

(a, b; x) = GQρn+ρn−1(x|a1, b1, a2, b2, ..., an−1, bn−1)

が最長元w
(n)
0 ∈ Wnに対するグロタンディエク多項式となる．
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