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1 はじめに

有限群のモジュラー表現における問題は主に，与えられた有限群 G の素数 p に関する

表現の情報は，p-局所部分群の表現の情報から得られるのではないかという考えに基づい

ている。Brauer の第一主定理により，G の不足群 D をもつブロックは NG(D) の不足

群 D をもつブロックと一対一に対応することが知られている。しかし，対応するブロッ

ク間の指標や加群についての関係は述べていない。それに対し，Alperin 予想，Dade予

想，Broué予想などのモジュラー表現における予想はすべて，対応するブロック間の関係

を述べたものになっている。

本稿ではとくに，「不足群が可換群であるとき，対応するブロックは derived equivalent

なのではないか?」という Broué による予想についてを考えていく。２つのブロックが

derived equivalent であるとき，表現論的な重要な多くの情報が保たれる。NG(D) のブ

ロックは一般に G のブロックに比べてわかりやすいので，予想が正しければ，G の表現

の情報が NG(D) の表現の情報から得られることになり，非常に重要な予想と考えられて

いる。

2 基本事項

有限群のモジュラー表現における基本事項を簡単にまとめる。まず，以下の記号を設定

する。

• p : 素数

• G : 有限群

• (K,O, k) : p-モジュラー系　 (G に対して十分大)

– O : 完備離散付値環
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– K : O の商体， charK = 0

– k : O の剰余体， chark = p

• R ∈ {O, k} とする。
• RG-加群

– 右加群（とくに断らない限り）

– R-上自由，有限生成

群環 KG はいくつかの行列環 Mni(K) の直和に分解される。

KG ∼= Mn1(K) ⊕ Mn2(K) ⊕ · · · ⊕ Mnl
(K)

各行列環には KG の既約指標が対応する。

一方，群環 OG, kG は一般に行列環の直和ではない。群環 OG の直既約分解

OG = OA0 ⊕ · · · ⊕ OAn

に現れる各 OAi を OG のブロック (block)と呼ぶ。この分解に対応して，群環 kG の直

既約な分解
kG = kA0 ⊕ · · · ⊕ kAn

がある。ここで，kAi = k ⊗O OAi であり，kG のブロックと呼ばれる。

直既約 RG-加群 U に対し，U を零化しない RG のブロック RA が唯一つ存在する。

このとき U は RA に属するという。自明な RG-加群の属するブロックのことを RG の

主ブロック (principal block)と呼ぶ。また，KA = K ⊗O OA はいくつかの行列環の直

和であるから，いくつかの通常既約指標が対応し，KA に属する通常既約指標が定まる。

このように，kG, OG の直既約加群や KG の既約指標たちは，OG のブロック分解に

応じて細分される。有限群の表現では，直既約加群について調べればよいので，群環全体

ではなくブロックごとに考えればよいことになる。

A を RG のブロックとするとき，(A,A)-両側加群としての写像

ϕD : A ⊗RD A −→ A, (x ⊗ y 7−→ xy)

が分裂するような G の極小の部分群 D を RA の不足群 (defect group) と呼ぶ。不足群

は G の p-部分群で，G-共役を除き一意に定まる。主ブロックの不足群は G のシロー p-

部分群である。ブロックの構造は D の p-ランクが大きくなるほど，複雑になるという感

じである。

以下，BL(RG,D) で，不足群 D をもつ RG のブロック全体を表す。
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有限群のモジュラー表現では

{Gの表現の情報 } 対応←→ {Gの p-局所部分群たちの表現の情報 }

を考えることが重要である。ここで，p-局所部分群とは，p-部分群の正規化群や中心化群

のことで，そこでの表現は比較的調べやすい。

Theorem 2.1 (Brauerの第一主定理)

BL(G,D) 1:1←→ BL(NG(D), D)

この対応で，Gの principal blockは NG(D)の principal blockに対応する (D ∈ Sylp(G)

のとき)。

3 ブルエの可換不足群予想

以下この節では，G を有限群，D を G の p-部分群，H = NG(D) とする。A ∈
BL(OG,D), B ∈ BL(OH,D) は Brauer の第一主定理で対応しているとする。

Definition 3.1 I : ZIrr(B) −→ ZIrr(A) : Z-linear isometry は，g ∈ G, h ∈ H に対

し，µ(g, h) =
∑

χ∈ZIrr(A) χ(g)I(χ)(h) とおいて，次の 2 条件が成立するとき，perfect

isometry と呼ばれる。

(分離条件) µ(g, h) 6= 0 ならば，g と h の位数はともに p の倍数であるか p の倍数で

ないかのどちらかである。

(整数条件) µ(g, h)/|CG(g)| ∈ O かつ µ(g, h)/|CH(h)| ∈ O.

M. Broué は 1980 年代終わりごろ可換不足群予想と呼ばれる次の予想を提出した

([1, 2] 参照)。

Conjecture 3.2 (Abelian Defect Group Conjecture) 不足群 D が abelian のと

き，次が成立するのではないか？

(i) ∃I : ZIrr(B) −→ ZIrr(A) : perfect isometry

(ii) ∃F : Db(modB)
∼=−→ Db(modA) : triangulated category equivalence

OA と OB が森田同値（つまり加群の圏が同値)であるときそれは KA と KB の間の

森田同値を引き起こすので，既約指標の間の全単射が存在し，それがパーフェクト・アイ
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ソメトリーを誘導する。Broué は OA と OB が森田同値でないときでも，既約指標を符

号つきで既約指標に対応させることで，パーフェクト・アイソメトリーが得られる場合が

あることに気がつき，その符号を説明するのもとして，導来圏の同値が存在するのではな

いかと考えた。実際 Broué は予想における (ii)が正しければ (i)が正しいこと（つまり導

来圏同値があればパーフェクト・アイソメトリーが存在すること）を示している。

Example 1 p = 3

G = PSL(2, 8), C9
∼= P ∈ Syl3(G)

H = NG(P ) ∼= C9 o C2

A : principal block of kG , B : principal block of kH

A : b b r
1 7

B : b r b
1 1′

X• : 0 −→ P ∗
7 ⊗ Q1′ −→ AAB −→ 0

このとき

(1) −⊗A X• : Db(modA) −→ Db(modB) は，triangulated category としての同値

を与える。

(2) X•の指標 = (Aの指標) − (P ∗
7 ⊗ Q1′の指標) =

∑
χ∈Irr(A) χ ⊗ I(χ) とすると，I

は perfect isometry を与える。

4 知られている結果

予想は次の場合に正しいことが確認されている。

• G が p-solvable のとき (Dade[7], Harris-Linckelmann [10])

• 不足群 D が巡回群のとき (Rickard [38],Rouquier [43], Linckelmann [25])

• G が有限体 Fq 上の連結簡約代数群で，p が q − 1 を割り，Weyl 群の位数を割ら

ないとき (Puig [36] )

• p = 2 のときの主ブロックすべて（単純群の分類と，下記の個々の結果に Marcus

[26] を適用）

– 不足群 が D ∼= C2 × C2 のとき (Erdmann [8], Rickard [40])

– R(32n+1) = 2G2(32n+1) (Landrock-Michler [23])

– J1 (Gollan-Okuyama [9])
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– SL(2, 2n) (n = 3 のとき Rouquier [42], 一般のとき Okuyama [35])

• 不足群が D ∼= C3 × C3 となるすべての主ブロック（単純群の分類と，下記の個々

の結果を使って，最終版は Koshitani-Kunugi [15]）

– A6, A7, A8, M11, M22, M23, HS PSL(3, 4) (Okuyama [31, 32])

– Sp(4, q) ただし q ≡ 2, 5 (mod 9) (Okuyama-Waki [34])

– PSU(3, q) ただし q ≡ 2, 5 (mod 9) (Koshitani-Kunugi [14])

– PSL(3, q) ただし q ≡ 4, 7 (mod 9) (Kunugi [21])

– PSL(4, q), PSL(5, q) ただし，q ≡ 2, 5 (mod 9) (Koshitani-Miyachi [20])

• 不足群が D ∼= C3 × C3 となる非主３ブロックのいくつかの場合

– HS, ON , Suz, He, J4 (Koshitani-Kunugi-Waki [17, 18, 19])

– 4.M22 の faithful block (Müller-Schaps [29])

• D ∼= Cpa × Cpa をもついくつかの場合

– SU(3, q2) ただし p > 3 で q + 1 を割るとき (Kunugi-Waki [22])

– Sp(4, q) ただし p は奇素数で q + 1 を割るとき (Kunugi-Okuyama-Waki)

– p = 5, J2 (Holloway [12])

• G が対称群 (Chuang [3], Chuang-Kessar [5], Chuang-Rouquier [6])

• G = GL(n, q) (Turner [46], Hida-Miyachi [28], Chuang-Rouquier[6])

• G が交代群 (Marcus [27])

• p が奇素数で SL(2, pn) の主ブロック (n = 2 のとき Chuang [4], 一般の場合

Okuyama [35],

• p が奇素数で SL(2, pn) 非主ブロック ((n = 2 のとき Holloway [11], 一般の場合

Yoshii)

参照：http://www.maths.bris.ac.uk/˜majcr/adgc/adgc.html

5 Derived equivalence に関する一般論

• 多元環 A に対し，

– modA : A-module の category

– Kb(modA) : modA の bounded な homotopy category

– Db(modA) : modA の bounded な derived category

– stmodA : stable module category
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以下，A, B は kG, kH のブロックとする。主に H は G の p-局所部分群で A と B は

Brauer 対応していると想定する。

Theorem 5.1 (Rickard [38, 39]) (1) stmodA ∼= Db(modA)/perf(A)

(2) Db(modA) ∼= Db(modB)であることと，次を満たす (A,B)-bimoduleの complex

X (Rickard complex と呼ばれる)が存在することは同値である。

(i) X の各項は左 A-加群，右 B-加群としてそれぞれ projective.

(ii) X ⊗B X∗ ∼= A in Kb(modA◦ ⊗ A)

(iii) X∗ ⊗A X ∼= B in Kb(modB◦ ⊗ B)

(3) Db(modA) ∼= Db(modB) であるとき，(A,B)-両側加群 M で，森田型の安定同値

−⊗A M : stmodA
∼=−→ stmodB

を誘導するものが存在する。

Theorem 5.2 (Linckelmann [24]) A と B は森田型の安定同値であるとし，安定同

値を導く (A, B)-両側加群をM とする。すべての 単純 A-加群 S に対して，S ⊗A M が

stmodB において単純 B-加群と同型であるとき，A と B は森田同値である。

Linckelmann の定理に基づいて，Okuyama は次のような方法を考えた。

Okuyama の方法 (Okuyama [32], Rickard [41] を参照)

A と B の間に森田型の安定同値 − ⊗A M : stmodA −→ stmodB があると仮定す

る。B と derived equivalent な algebra C を作り，derived equivalence から誘導され

る stable equivalence を − ⊗B N : stmodB −→ stmodC とする。すべての simple

A-module S に対し，S ⊗A M ⊗B N が simple C-module と stable category で同型に

なるなら，A と C は derived equivalent である。

Db(modA)

��

Db(modB)
∼= //

��

Db(modC)

��
stmodA

∼= // stmodB
∼= // stmodC

{S : simple in A} // { } // {S′ : simple in C}

Remark 5.3 C は B から tilting complex の自己準同型環として作られる。実際には,

A の単純加群の stable equivalence での像を見ながら，基本変形的な変形を繰り返すこと

で，C を作る。
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以下簡単のため，主ブロックの場合を扱う。A を 有限群 G の主ブロックとし，A の

不足群 (すなわち G の Sylow p-部分群) P は可換群であるとする。B を NG(P ) の主ブ

ロックとする。

Theorem 5.4 (Rouquier [44]) M を (A,B)-両側加群の complex で，とくに各項の

直既約因子は P のある部分群 R について kG⊗kR kH 直既約因子であると仮定する。こ

のとき次は同値

(1) 次の同型が成立

M ⊗B M∗ ∼= A in stmodA◦ ⊗ A, M∗ ⊗A M ∼= B in stmodB◦ ⊗ B

とくに M は stmodA
≈→ stmodB を導く

(2) P の各部分群 Q 6= 1 に対して，M(Q) は CG(Q) と CH(Q) の主ブロックの

Rickard complex である。ここで M(Q) は Q に関する Brauer construction を表す。

以上述べてきた定理により，Broué 予想の解決に向けて，次のような帰納的な derived

equivalence の構成が有効であると考えられる。

(I) CG(Q)/Q と CH(Q)/Q の主ブロックの derived equivalence を構成し，それを

CG(Q) と CH(Q) の主ブロックの derived equivalence に持ち上げる。

(II) それらを”張り合わせる”ことで，G と H のブロックの stable equivalence を構成

する。

(III) Stable equivalence を derived equivalence に持ち上げる（p-rank が大きい群に対

する (I)に利用できる）。

実際，Rouquier は巡回群のときの Rickard complex を張り合わせることで，P ∼=
Cpa × Cpb のときに A と B の stable equivalence を構成している。上の (I) に関連し

て，次も得られている。

Theorem 5.5 (Usami-Nakabayashi [47], Koshitani-Kunugi [16]) G を有限群,

P ∈ Sylp(G), H = NG(P )とし，Z を Gの中心に含まれる p-部分群とする。 Ḡ := G/Z,

H̄ := H/Z とおく。 A, B を principal block of G, H とし Ā, B̄ を principal block of

Ḡ, H̄ とする。 さらに

ĀĀB̄ = M̄ ⊕ (projective)

と仮定する。

このとき M̄ が Ā と B̄ の森田同値を与えるならば，M̄ の lift M が存在して，A と B
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の森田同値を与える。

6 非可換不足群をもつブロックについて

Broué の予想は，不足群が可換という仮定をはずすと，成立しないことが知られてい

る。しかし，非可換不足群であってもある程度の状況であれば，同様のことが成立するの

ではないかと考えられ, 非可換の場合の予想をどのように述べたらよいかなどが考えられ

ている。

以下の設定を考える。

• G: finite group, Cpn o Cp
∼= D ∈ Sylp(G), p : 奇素数

(⇒ ∃G′ : normal subgroup of G of index p. )

• H = NG(D′), Cpn ∼= D′ ∈ Sylp(G′), H ′ := G′ ∩ H

• A, B : principal blocks of G, H

• A′, B′ : principal blocks of G′, H ′

(巡回不足群を持つ場合なので，Db(modA′) ∼= Db(modB′) である)。

A G
.

BB
BB

BB
BB

B H

. AA
AA

AA
AA

G′ A′

H ′ B′

Theorem 6.1 (Holloway-Koshitani-Kunugi) 以上の設定のもと，分離条件を満た

す Z-linear isometry I : ZIrr(B) −→ ZIrr(A) が存在する。

Remark 6.2 • 構成している isometry は, A′ と B′ の間の perfect isometry から

自然に構成したものであり，実際には整数条件を満たし，perfect isometry になる

ことが期待される。

• さらにより強く，A と B の間の derived category も同値になるのではないかと期

待される。

Theorem 6.3 (Holloway-Koshitani-Kunugi) p = 3, G = PSL(2, 8) o C3, H =
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C32 o C3
∼= D ∈ Syl3(G) のとき，A と B の derived equivalence が存在する。

Remark 6.4 ここで与えた A と B の derived equivalence は A′ と B′ の derived

equivalence を導くが，それは Example 1 で与えたものとは一致しない (Example 1 で

与えた equivalence は A と B の equivalence に lift されない)。
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[15] S. Koshitani and N. Kunugi, Broué’s conjecture holds for principal 3-blocks with

elementary abelian defect group of order 9, J. Algebra 248 (2002), no. 2, 575–604

[16] S. Koshitani and N. Kunugi, Blocks of central p-group extensions. Proc. Amer.

Math. Soc. 133 (2005), no. 1, 21–26

[17] S. Koshitani and N. Kunugi and K. Waki, Broue’s conjecture for non-principal

3-blocks of finite groups, J. Pure Appl. Algebra 173 (2002), no. 2, 177–211

[18] S. Koshitani and N. Kunugi and K. Waki, Broue’s abelian defect group conjecture

for the Held group and the sporadic Suzuki group, J. Algebra 279 (2004), no. 2,

638–666

[19] S. Koshitani and N. Kunugi and K. Waki, Broue’s Abelian defect group conjec-

ture holds for the Janko simple group J4. J. Pure Appl. Algebra 212 (2008), no.

6, 1438–1456

[20] S. Koshitani and H. Miyachi, The principal 3-blocks of four- and five-dimensional

projective special linear groups in non-defining characteristic, J. Algebra 226

(2000), no. 2, 788–806

[21] N. Kunugi, Morita equivalent 3-blocks of the 3-dimensional projective special

linear groups, Proc. London Math. Soc. (3) 80 (2000), no. 3, 575–589

[22] N. Kunugi and K. Waki, Derived equivalences for the 3-dimensional special uni-

tary groups in non-defining characteristic, J. Algebra, 240 (2001), no. 1, 251–267

[23] P. Landrock and G. O. Michler. Principal 2-blocks of the simple groups of Ree

type, Trans. Amer. Math. Soc., 260 (1):83-111, 1980

[24] M. Linckelmann, Stable equivalences of Morita type for self-injective algebras

and p-groups, Math. Z. 223 (1996), 87-100.

[25] M. Linckelmann, On splendid derived and stable equivalences between blocks of

finite groups, J. Algebra 242 (2001), no. 2, 819–843.

[26] A. Marcus, Tilting complexes for group graded algebras. J. Group Theory 6

(2003), no. 2, 175–193

10



[27] A. Marcus, Broue’s abelian defect group conjecture for alternating groups, Proc.

Amer. Math. Soc. 132 (2004), no. 1, 7–14

[28] H. Miyachi, Unipotent blocks of finite general linear groups in non-defining char-

acteristic, Ph.D. thesis, Chiba University 2001

[29] J. Müller and M. Schaps, The Broue conjecture for the faithful 3-blocks of 4.M22.

J. Algebra 319 (2008), no. 9, 3588–3602

[30] 永尾汎-津島行男, 有限群の表現, 裳華房, 1987

[31] 奥山哲郎, Some examples of derived equivalent blocks of finite groups, in 第６回

多元環の表現論シンポジウム報告集 (越谷重夫，佐藤真久偏) 1996

[32] T. Okuyama, Some examples of derived equivalent blocks of finite groups,

preprint (1998)

[33] T. Okuyama, Remarks on splendid tilting complexes, in Representation Theory

of Finite Groups and Related Topics (edited by S. Koshitani) RIMS Kokyuroku

(Proceedings of Research Institute for Mathematical Sciences) Vol. 1149 (Kyoto

University, 2000) pp.53–59.

[34] T. Okuyama and K. Waki, Decomposition numbers of Sp(4, q). J. Algebra 199

(1998), no. 2, 544–555

[35] T. Okuyama, Derived equivalence in SL(2, q), preprint
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