
代数多様体の射に関する標準的高さ関数

川口　周

はじめに

本稿は，代数多様体の射に関する標準的高さについて，背景的な事柄も含めてまとめています．1節で高さ

の定義と基本的な性質を述べ，2節で標準的高さについて述べます．3節では，J. H. Silvermanとの共同研究

に基づき，PN の射に関する標準的高さをより詳しく述べます．4節では，さまざまな射に関する標準的高さ

として，非特異射影曲面の正の位相的エントロピーをもつ同型射に関する標準的高さを述べます．

代数学シンポジウムの講演では，関連する話題も含め，さまざまな射に関する標準的高さの大まかなところ

を捉えて頂けるように努めました．本稿は講演時の原稿をもとに作成しており，講演と同様に細部はかなり省

略されています．末尾に参考文献をかなり挙げましたので，詳細についてはそちらをご覧下さい．

1節以下では，「だ・である」調に変えます．

1 高さ

ここでは，PN (Q)の元の高さの定義と基本的な性質をまとめる．詳細は，例えば [3], [11], [19]を参照され

たい．

1.1 PN(Q)の元の高さ

x ∈ PN (Q)が与えられたとき，xの斉次座標 (x0 : x1 : · · · : xn)を，

x0, . . . , xn ∈ Z かつ gcd(x0, . . . , xn) = 1

をみたすようにとる．このとき，xの高さ（absolute logarithmic height）は

(1.1) h(x) := log max{|x0|, . . . , |xn|}

で与えられる．

xの高さは，xの有理点としての「大きさ，複雑さ」を測る量と考えられる．

例 1.1. x = (1 : 1) ∈ P1(Q)のとき，1 ∈ Z かつ gcd(1, 1) = 1 なので，

h(x) = log max{|1|, |1|} = log 1 = 0.
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例 1.2. x =
(

1
2 : 1

3 : 1
)
∈ P2(Q)のとき，x = (3 : 2 : 6) で 3, 2, 6 ∈ Z かつ gcd(3, 2, 6) = 1 なので，

h(x) = log max{|2|, |3|, |6|} = log 6.

PN (Q)の元だけでなく PN (Q)の元についても高さを定義するために，以下で，高さの定義 (1.1)を Qのノ
ルムを使って言い換える．

定義 1.3 (Qのノルム). x ∈ Qとする．

(1)（通常のノルム）|x|∞ を通常の絶対値とする．
(2)（p進ノルム）pを素数とする．x 6= 0のとき，x = pe a

b
（e ∈ Z, a, b,∈ Zは pと互いに素）と書いて，

|x|p := p−e と定める．x = 0のときは，|0|p := 0と定める．

Q に入る自明でないノルムは，同値なものを除いて，上の (1)(2) のいずれかであることが知られている

（Ostrowski）．

例 1.4. x = 6 = 2 · 3のとき，

|6|∞ = 6, |6|2 = 2−1, |6|3 = 3−1, |6|p = 1 (p 6= 2, 3).

である．

1.2 PN(Q)の元の高さ（つづき）

MQ := {p ：素数 } ∪ {∞}とおく．
v ∈ MQ，x = (x0, . . . , xN ) ∈ QN+1 に対し，‖x‖v := max{|x0|v, . . . , |xN |v} とおく．

定義 1.5 (Qのノルムを使った高さの定義). x = (x0 : · · · : xN ) ∈ PN (Q)の高さは次で定められる：

(1.2) h(x) :=
∑

v∈MQ

log ‖x‖v.

ここで，右辺は，x = (x0 : · · · : xN )となる斉次座標の代表元 (x0, . . . , xN ) ∈ QN+1 を一つとって定めてい

る．次の補題 (1)から，右辺は斉次座標の代表元のとりかたによらない．

補題 1.6. (1) c ∈ Qを 0でない任意の有理数とするとき，

h((cx0 : · · · cxN )) = h((x0 : · · · : xN )).

(2) h(x) =
∑

v∈MQ
log ‖x‖v は (1.1)で定めた高さと一致している．

証明： (1) cを素因数分解すれば，
∑

v∈MQ
log |c|v = 0（積公式）が成り立つことが分かる．これより，∑

v∈MQ

log ‖(cx0 : · · · : cxN )‖v =
∑

v∈MQ

log max{|cx0|v, . . . , |cxN |v}

=
∑

v∈MQ

(log |c|v + log max{|x0|v, . . . , |xN |v})

=
∑

v∈MQ

log |c|v +
∑

v∈MQ

log max{|x0|v, . . . , |xN |v} =
∑

v∈MQ

log ‖(x0 : · · · : xN )‖v
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を得る．

(2) (1)から，斉次座標 x = (x0 : · · · : xN )は x0, . . . , xn ∈ Z かつ gcd(x0, . . . , xn) = 1 をみたすとしてよ

い．pを任意の素数とするとき，gcd(x0, . . . , xn) = 1より

max{|x0|p, . . . , |xN |p} = 1

である．よって，∑
v∈MQ

log ‖x‖v =
∑

p

log max{|x0|p, . . . , |xN |p} + log max{|x0|∞, . . . , |xN |∞}

= log max{|x0|∞, . . . , |xN |∞}

となり，(1.1)で定めた高さと一致する． 2

例 1.7. x =
(

1
2 : 1

3 : 1
)

∈ P2(Q) とする．例 1.2 で見たように，(1.1) による x の高さは h(x) =

log max{|2|, |3|, |6|} = log 6 である．一方，ノルムを使った定義 (1.2)で xの高さを計算する．xの斉次座標

の代表元として，
(

1
2 , 1

3 , 1
)
をとると，

log
∥∥∥∥(

1
2
,
1
3
, 1

)∥∥∥∥
2

= log 2, log
∥∥∥∥(

1
2
,
1
3
, 1

)∥∥∥∥
3

= log 3

log
∥∥∥∥(

1
2
,
1
3
, 1

)∥∥∥∥
p

= 0 (p 6= 2, 3), log
∥∥∥∥(

1
2
,
1
3
, 1

)∥∥∥∥
∞

= log 1 = 0

となる．よって，同じく h(x) =
∑

v∈MQ
log ‖x‖v = log 2 + log 3 = log 6 になる．

高さの性質として，Northcott propertyとよばれる有限性がある．

命題 1.8 (高さの有限性). M ≥ 0を任意の実数とするとき，

{x ∈ PN (Q) | h(x) ≤ M}

は有限集合である．

証明： x ∈ PN (Q)の斉次座標 (x0 : · · · : xN )として，x0, . . . , xn ∈ Z かつ gcd(x0, . . . , xn) = 1 ととる

と， h(x) = log max{|x0|∞, . . . , |xN |∞}だから，

h(x) ≤ M ⇐⇒ |xi|∞ ≤ exp(M) (i = 0, . . . , N)

である．各 xi は整数なので，各 iに対してこのような xi は 2 [exp(M)] + 1 個以下しかない．よって，

#{x ∈ PN (Q) | h(x) ≤ M} ≤ (2 [exp(M)] + 1)N+1

を得る． 2

1.3 PN(Q)の元の高さ

今まで，PN (Q)の元の高さについて述べてきた．以下，PN (Q)の元の高さについて述べたい．

K を代数体（すなわち Q上の有限次拡大体）とし，OK をK の整数環とする．
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定義 1.9 (K のノルム). x ∈ K とする．

(1) σ : K ↪→ Cを体の埋め込みとするとき，|x|σ := |σ(x)|∞ で定める．ここで，右辺の | · |∞ は，Cの通
常の絶対値である．

(2) P を OK の零でない素イデアルとする．(OK)P は離散付値環であり，その局所パラメーターを tとす

る．x 6= 0のとき，x = teu（e ∈ Z, u ∈ (OK)×）と表し，

|x|P := #(OK/P )−e

と定める．x = 0のときは，|0|P := 0と定める．

MK = {P | P は OK の零でない素イデアル } ∪ {σ : K ↪→ C | 体の埋め込み } とおく．
v ∈ MK , x = (x0, . . . , xN ) ∈ KN+1 に対し，‖x‖v := max{|x0|v, . . . , |xN |v}. とおく．

定義 1.10. x = (x0 : · · · : xN ) ∈ PN (K)の高さは

h(x) :=
1

[K : Q]

∑
v∈MK

log ‖x‖v

で定められる．ここで，右辺は，x = (x0 : · · · : xN )となる斉次座標の代表元 (x0, . . . , xN ) ∈ KN+1 を一つ

とって定めている．補題 1.6(1)と同じように．右辺は斉次座標の代表元のとりかたによらないことがわかる．

L/K を有限次拡大体とするとき，(x0 : · · · : xN ) ∈ PN (K)は，(x0 : · · · : xN ) ∈ PN (L)の元とも見なせ

る．このとき，
1

[L : Q]

∑
v∈ML

log ‖x‖v =
1

[K : Q]

∑
v∈MK

log ‖x‖v

が成り立つことが確かめられる．

そこで，x ∈ PN (Q)に対して，x ∈ PN (K)となる代数体K をとって，高さ関数

h : PN (Q) → R, h(x) =
1

[K : Q]

∑
v∈MK

log ‖x‖v

が定義できる．

命題 1.8と同様，高さ hは次の有限性をもつ．

命題 1.11 (高さの有限性, Northcott property). Dを任意の正の整数, M ≥ 0を任意の実数とするとき，

{x ∈ PN (Q) | [Q(x) : Q] ≤ D, h(x) ≤ M}

は有限集合である．ただし，Q(x)は xの定義体を表す．

2 標準的高さ

2.1 標準的高さとは

K を代数体とし，X を K 上に定義された射影代数多様体とする．X 上の非常に豊富な因子 D によって，

X はK 上で射影空間 PN に埋め込まれているとする．
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高さ関数 h : PN (K) → Rの定義域を X(K)に制限して，X(K)上の高さ関数

h|X : X(K) → R

が考えられる．

さらに，射 f : X → X（あるいはより一般に，有理写像 f : X 99K X）が与えられたとする．このとき，う

まく行く場合は，h|X を少しだけ変えて，f に関してよく振る舞う高さ関数

ĥf : X(K) → R

を構成できるときがある．このような高さ関数を f に関する標準的高さ関数という．

2.2 Néron-Tateの高さ（Néron, Tate）

Aを代数体K 上に定義されたアーベル多様体とし，非常に豊富で対称な因子 D によってK 上で A ↪→ PN

と射影空間に埋め込まれているとする．[2] : A → Aを 2倍射とする．hを PN (K)の高さ関数とし，その制

限 h|A : A(K) → Rも同じく hで表す．

このとき，A(K)上の関数
hNT : A(K) → R

で，　

(i) ある定数 C が存在して，supx∈A(K) |hNT (x) − h(x)| ≤ C,

(ii) hNT ([2]x) = 4hNT (x)

となるものが一意的に存在する（ただし因子 D には依存している）．hNT を Néron-Tateの高さ（標準的高

さ）という．

注意 2.1. (i)は hNT が h|A を少し変えたもの，(ii)は hNT が [2]倍射に関して良く振る舞うことをいって

いる．

Néron-Tateの高さ hNT は, x ∈ A(K)に対し，

hNT (x) := lim
n→∞

1
4n

h([2]nx)

で構成される．

hが有界性（命題 1.11）をみたすことと，hと hNT の差は有界であることから，次が成り立つ．

命題 2.2. (1) 任意の x ∈ A(K)について，hNT (x) ≥ 0．さらに

hNT (x) = 0 ⇐⇒ xはねじれ元

(2) 任意の正の整数 Dに対して，{x ∈ A(K) | xはねじれ元で [K(x) : K] ≤ D} は有限集合．

2.3 PN の射に関する標準的高さ（Call–Silverman [4], S. Zhang [29]）

f : PN → PN を代数体K 上の射で，次数 deg(f) = dが 2以上のものとする．つまり，K 上の斉次 d次多

項式 F0, . . . , FN ∈ K[X0, . . . , XN ] が存在して，f = (F0 : · · · : FN ) と表されているとする．
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このとき， PN (K)上の関数
ĥf : PN (K) → R

で，　

(i) ある定数 C が存在して，supx∈PN (K)

∣∣∣ĥf (x) − h(x)
∣∣∣ ≤ C,

(ii) ĥf (f(x)) = dĥf (x)

となる ĥf が一意的に存在に存在する．ĥf を f : PN → PN に関する標準的高さという．

注意 2.3. (i)は ĥf が hを少し変えたもの，(ii)は ĥf が f に関して良く振る舞うことをいっている．

標準的高さ ĥf は, x ∈ PN (K)に対し，

ĥf (x) := lim
n→∞

1
dn

h(fn(x))

で構成される．

x ∈ PN (K)が f-前周期的（f -preperiodic）であるとは，次をみたすときにいう．

0 ≤ ∃n < ∃m, fn(x) = fm(x).

命題 2.4 ([4]). (1) 任意の x ∈ PN (K)について，ĥf (x) ≥ 0．さらに

ĥf (x) = 0 ⇐⇒ xは f -前周期点

(2) 任意の正の整数 Dに対して，{x ∈ PN (K) | xは f -前周期点で [K(x) : K] ≤ D} は有限集合．

2.4 Polarized dynamical system

Néron-Tateの高さや，PN の射に関する標準的高さは，次の設定で一般化される．この小節の詳細は，例

えば，[26], [30]を参照されたい．

定義 2.5. 三つ組 (X, f,D) が体 K 上の polarized dynamical system とは，X は K 上の射影代数多様体，

f : X → X は K 上の有限射，D は X 上の豊富な因子で 2以上の整数 dが存在して f∗(D) ∼ dD となると

きにいう．（ここで，∼は線形同値を表す．）

例 2.6. (1) A はアベール多様体，[2] : A → A は 2 倍射，D は豊富で対称な因子とする．このとき，

[2]∗D ∼ 4Dであるから (A, [2], D)は polarized dynamical systemである．

(2) H を PN の超平面とする．射 f : PN → PN（次数は d ≥ 2）に対して，f∗H ∼ dH であるから，

(PN , f,H)は polarized dynamical systemである．

このような三つ組 (X, f,D)は，[4]や [29]などで既に扱われていたが，「polarized dynamical system」と

いう命名は Zhang [30]によると思われる．

Néron-Tateの高さや，PN の射に関する標準的高さは，代数体 K 上の polarized dynamical system の設

定で一般化される．さらに，XK の点 xの標準的高さ ĥf (x)だけでなく，XK の部分多様体 Y の標準的高さ

ĥf (Y )も Arakelov幾何を用いて構成される（[4], [29]）．
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注意 2.7. Fakhruddin [7] によって，任意の polarized dynamical system (X, f,D)に対して，(PN , f,H)と

X の PN への埋め込み X ↪→ PN が存在して， (X, f,D)は (PN , f,H)からの引き戻しで得られることが知

られている．

アーベル多様体の類似から，PN の射に関する代数的あるいは数論的な力学系のさまざまな予想がたてられ

ている．上の Fakhruddinの結果により，PN の射に関する予想の中には，アーベル多様体に関する予想を含

んでいるものもある．いくつかの予想を紹介したい．

f : PN → PN を体K 上の射とするとき，PrePer(f,K) = {x ∈ PN (K) | xは f -前周期的 }とおく．また，
Y ⊂ PN を部分代数多様体とするとき，Y が f-前周期的とは，次をみたすときにいう：

0 ≤ ∃n < ∃m, fn(Y ) = fm(Y ) （集合として）.

xを PN の点とするとき，
Of (x) := {fn(x) | n ≥ 0}

で，xの f に関する軌道（orbit）を表す．

予想 2.8. (1)（力学系Manin–Mumford予想 [30]）f : PN → PN を C上で定義された次数 2以上の射と

する．Y ⊂ PN を部分代数多様体とする．このとき，

Y ∩ PrePer(f, C)が Y で Zariski稠密 ⇐⇒ Y は f -前周期的.

(2)（力学系 Bogomlov 予想 [30]）f : PN → PN を代数体 K 上で定義された次数 2 以上の射とする．

Y ⊂ PN
K
を部分代数多様体とする．このとき，

ĥf (Y ) = 0 ⇐⇒ Y は f -前周期的.

（ĥf (Y )は Y の f に関する標準的高さである．なお，予想の同値な言い換えがいくつかある．）

(3)（力学系 Mordell–Lang 予想 [10] 参照）f : PN → PN を C 上で定義された次数 2 以上の射とする．

Y ⊂ PN を部分代数多様体とする．また，x ∈ PN (C)を f -前周期的でない点とする．このとき，

#(Y ∩Of (x)) = ∞ =⇒ Y の正の次元の部分代数多様体W で，W が f -前周期的であるものが存在.

注意 2.9. アーベル多様体のときのManin–Mumford予想は Raynaudによって示された．アーベル多様体の

ときの Bogomolov予想は Ullmoと Zhangによって示された．アーベル多様体のときのMordell–Lang予想

は Faltingsによって示された．

注意 2.10. 森脇 [21] は Q上有限生成な体 K 上で算術的な高さ関数を Arakelov幾何を用いて導入し，K 上

のアーベル多様体のときの Bogomolov予想を示している．

注意 2.11. Yuan [28] は，Siu の bigness 定理の算術版を証明し，それを用いて polarized dynamical system

の設定で，標準的高さの小さい点に関する equidistribution 定理を証明した．

なお，アーベル多様体のときの標準的高さの小さい点に関する equidistribution 定理は，Szpiro–Ullmo–

Zhangによって示され，アーベル多様体上の Bogomlov予想の解決のための重要な一歩となった．
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3 PN の射に関する標準的高さ

ここでは，PN の射に関する標準的高さ（§2.3参照）を，[16], [17], [18]に基づいて，より力学系の観点から

述べたい．

3.1 複素力学系から

Q上で定義された f : PN → PN に関する標準的高さ ĥf の性質を調べるのが目的であるが，対比のために

複素力学系からの結果を簡単に紹介したい．PN の有理写像に関する複素力学系については，例えば Sibony

[24]を参照されたい．

f : PN → PN を Cで定義された射で，次数 deg f = dが 2以上のものとする．f の反復合成に関する振る

舞いの違いで，PN (C)は Fatou集合と Julia集合に分かれる．

定義 3.1. (1) x ∈ PN (C)が Fatou集合の点であるとは，xの開近傍 U が存在して，{fn|U}n≥1 が U 上

同等連続になるときにいう．Fatou集合を記号 F(f)で表す．

(2) J (f) := PN (C) \ F(f) を f の Julia集合という．

C 上で定義された f = (F0 : · · · : FN ) : PN → PN に対して，

F = (F0, . . . , FN ) : CN+1 \ {0} → CN+1 \ {0}

を f の持ち上げ（lift）という．

x = (x0, . . . , xN ) ∈ CN+1 \ {0}に対し，‖x‖∞ := max{|x0|∞, . . . , |xN |∞} とおく．

定義–命題 3.2 (Fornaess–Sibony [9]参照). x ∈ CN+1 \ {0}に対し，

GF,∞(x) := lim
n→∞

1
dn

log ‖Fn(x)‖∞

は存在する．GF,∞ : CN+1 \ {0} → Rを F に関するGreen関数（または escape-rate関数ともいう）という．

注意 3.3. Green関数 GF,∞ と標準的高さ関数 ĥf の類似は次節で述べたい．

Green関数 GF,∞ を少し変えて，

gF,∞(x) := GF,∞(x) − log ‖x‖∞

とおく．gF,∞ は PN (C)上の関数とみなせる．

定義 3.4. T = ddc(gF,∞)とおく．T は PN (C)上の正かつ閉の (1, 1)-カレントである．T は Green カレン

トと呼ばれる．

定理 3.5 ([9]). Supp(T ) = J (f) が成り立つ．言い換えれば，

F(f) = {x ∈ PN (C) | gF,∞ は xの周りで多重調和 }.

T などを用いて，f : PN → PN の反復合成に関する深い性質が調べられている（Bedford, Fornaess,

Hubbard, Sibony, Smilie, . . .）．
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3.2 Green関数 GF,∞，標準的高さ関数 ĥf，p進 Green関数

PN の射 f について，今までに出てきた，高さ関数，標準的高さ関数，Green関数をまとめよう．簡単のた

め，f : PN → PN は Q上で定義されているとする．

• x = (x0 : · · · : xN ) ∈ PN (Q)に対して，通常の高さ h(x) =
∑

v∈MQ

log ‖x‖v.

• 標準的高さ ĥf (x) = lim
n→∞

1
dn

h(fn(x)).

• x = (x0, . . . , xN ) ∈ CN+1 \ {0}に対して，Green関数 GF,∞(x) = lim
n→∞

1
dn

log ‖Fn(x)‖∞

これから，次の表が作れる．

高さ 　∞ p

通常 h(x) log ‖x‖∞ log ‖x‖p

f : PN → PN ĥf (x) GF,∞(x) ？

この表を眺めると，？には p進 Green関数が入ると考えられる．

Qp を p進ノルム | · |p に関する Qの完備化とし，Cp を Qp の代数閉包の p進ノルムに関する完備とする．

f : PN → PN を Cp 上で定義された次数が 2以上の射とし，その持ち上げ F : CN+1
p \ {0} → CN+1

p \ {0}
をひとつ固定する．

x = (x0, . . . , xN ) ∈ CN+1
p \ {0}に対し，‖x‖p := max{|x0|p, . . . , |xN |p}. とおく．

定義–命題 3.6. x ∈ CN+1
p \ {0}に対し，

GF,p(x) := lim
n→∞

1
dn

log ‖Fn(x)‖p

は存在する．GF,p : CN+1
p \ {0} → Rを F に関する p進 Green関数という．

注意 3.7. N = 1のときは，GF,p は Baker-Rumely [2] による．[2]では，GF,p を斉次局所標準的高さ関数と

呼んでいる．

よって，上の表は次になる．

高さ 　∞ p

通常 h(x) log ‖x‖∞ log ‖x‖p

f : PN → PN ĥf (x) GF,∞(x) GF,p(x)

3.3 p進 Green関数と p進力学系

定義 3.8. x = (x0 : · : xN ), y = (y0 : · : yN ) ∈ PN (Cp)に対し，

d(x, y) :=
maxi<j{|xiyj − yixj |p}

‖x‖p · ‖y‖p
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を PN (Cp)の chordal metricという．dによって，PN (Cp)は距離空間になる．

x ∈ PN (Cp), ε > 0に対し，
Uε(x) := {y ∈ PN (Cp) | d(x, y) < ε}

とおく．

定義 3.9. f : PN → PN を Cp 上で定義された次数 d ≥ 2の射とする．

(1) x ∈ PN (Cp) が p 進 Fatou 集合の点であるとは，x の開近傍 Uε(x) が存在して，{fn|Uε(x)}n≥1 が

Uε(x)上同等連続になるときにいう. Fatou集合を F(f)と書く．

(2) J (f) := PN (Cp) \ F(f) を f の p進 Julia集合という．

注意 3.10. (1) Cp上では，{fn|Uε(x)}n≥1の同等連続性は，局所一様 Lipshitz連続性と同値になる（[17]）．

(2) PN (Cp) の位相はよくないことを指摘しておかなければならない．p 進力学系を考えるには，PN (Cp)

に点を付け加えた Berkovich空間上で考えるのがよいとされる．しかし，Berkovich PN（N ≥ 2）の

詳しい描写は知られていないように思われる．

(3) Berkovich P1 上では，p 進力学系はいろいろと研究されている（[23] など）．Rivera–Letelier は，

Berkovich P1 の Fatou集合FBerk(f)を以下のように定義している：Berkovich P1 の点 xが，FBerk(f)

の点であるとは，xの近傍 U が存在して，
⋃∞

n=1 fn(U)が Berkovich P1 の 3点を通らないようにでき

るときにいう．なお，FBerk(f)を P1(Cp)に制限すれば，F(f)と一致している（と思う）．

p進 Green関数 GF,p を少し変えて，

gF,p(x) := GF,p(x) − log ‖x‖p

とおく．gF,p は PN (Cp)上の関数とみなせる．

定理 3.11 ([17]).
F(f) = {x ∈ PN (Cp) | gF,p は xの周りで局所定数 }

が成り立つ．

注意 3.12. (1) 上の定理は，C上の F(f)が gF,∞ の多重調和性で特徴づけられることの p進版と思える．

(2) C 上では ddc-作用素があったが，Cp 上では ddc-作用素は dimN ≥ 2 のとき知られていない．

dimN = 1のときには，Berkovich P1 上で ddc-作用素は定義され研究されている（[6], [8], [27] など）．

3.4 標準的高さが一致するとき

Q上で定義された PN の二つの射 f, g が同じ標準的高さ ĥf ≡ ĥg をもつときに，何がいえるかを考えよう．

複素力学系では，f と g の Julia集合が一致するときや，Green関数が定数の差を除いて一致するときに，

何がいえるか調べられている．上の問いはその標準的高さ版とみなせる．

命題 3.13 (大域から局所へ [16]). f : PN → PN , g : PN → PN はともに，代数体 K 上に定義された次数が

2以上の射とする．f, g の持ち上げ F,Gをそれぞれ一つずつ固定する．このとき，ĥf ≡ ĥg ならば，零でな

い a ∈ Qが存在して，
GF,v(·) ≡ GG,v(·) + log |a|v
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が任意の v ∈ MK について成り立つ．

注意 3.14. Agboola–Pappas [1] が，Rumelyの稠密性定理を用いて，より一般的な状況で大域から局所への

命題を示している（ことを後で知った）．

定理 3.15 ([16]). f, g ∈ Q[X]が 1変数の多項式のとき，ĥf ≡ ĥg となるものは次の 3種類に分類できる．

(i) Q上のアフィン写像による共役で，f(X) = Xn, g(X) = ηXm（ただし，η は 1のべき乗根）となる．

(ii) Q 上のアフィン写像による共役で，f(X) = ±Tn(X), g(X) = ±Tm(X) となる．ただし，

Tn(X), Tm(X)はチェビシェフ多項式を表す．

(iii) ある多項式 ϕ(X) ∈ Q[X]が存在して，f(X) = η1ϕ
n(X), g(X) = η2ϕ

m(X)（ただし，η1, η2 は 1の

べき乗根）となる．

上の定理の証明には，命題 3.13と複素力学系からの結果を用いる．

定理 3.16 ([16]). 次の f の場合に ĥf と同じ標準的高さ関数 ĥg をもつような（あるいはもう少し弱い条件を

みたすような）g は特徴づけられる．

(1) f : PN → PN が d-th power mapのとき

(2) f : P1 → P1 が楕円曲線の準同型から誘導される場合（Lattèsの例と呼ばれる場合）

上の定理の証明には，Laurentの定理，Raynaudの定理を用いる．

3.5 f と g の算術的な擬距離

f, g : PN → PN が Q上に定義されているとする．このとき，二つの標準的高さの差

δ(f, g) := sup
x∈PN (Q)

∣∣∣ĥf (x) − ĥg(x)
∣∣∣ < ∞

は，f と g の算術的な擬距離を与えていると考えられる．

注意 3.17. δ(f, g) = 0 となるのは f と g の標準的高さ関数が一致する場合（§3.4参照）である．

定理 3.18 ([18]). δは Northcott型の有限性をみたす．つまり，Q上に定義された次数 2以上の射 f : PN →
PN を固定する．このとき，任意の整数 e ≥ 2, 任意の整数 D ≥ 1, 任意の実数M ≥ 0に対して，{

g : PN → PN | deg(g) ≤ e, [Q(g) : Q] ≤ D, δ(f, g) ≤ M
}

は有限集合である．

4 いろいろな射に関する標準的高さ

f : X → X は polarized dynamical system ではないが，f に関して良く振る舞う高さ関数が存在するこ

とがある．

(1) 非特異射影曲面の正の位相的エントロピーをもつ同型射 [15]
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(2) その他 [12], [13], [14]など．

ここでは，[15]に基づいて，(1)について紹介したい．

4.1 位相的エントロピー

まず，位相的エントロピーの定義を述べる．(X, d)をコンパクトな距離空間とし，f : X → X を連続写像

とする．

x ∈ X, 正の数 ε, 正の整数 nに対し，Bn(x, ε) := {y ∈ X | max0≤i≤n d(f i(x), f i(y)) < ε} とおく．おお
ざっぱにいって，

y ∈ Bn(x, ε) ⇐⇒ f で n回まで反復合成しても，y は xとの誤差が ε未満

である．

次に，Sn(ε) := min{#F | F ⊂ X,X =
⋃

x∈F Bn(x, ε)} とおく．εを固定すると，おおざっぱにいって，

Sn(ε)の増大度 ⇐⇒ f で n回まで反復合成したとき，誤差がどのくらい拡大するか
n
√

Sn(ε) ⇐⇒ n回反復合成したときの誤差の増大度の 1回あたり平均

を表している．

定義 4.1. f の位相的エントロピーは　

htop(f) := lim
ε→0

lim sup
n→∞

1
n

log Sn(ε)

で与えられる．

htop(f)の定義はややこしかったが，コホモロジーによる簡明な言い換えがある（こちらを htop(f)の定義

と思ってもよい）．一般に，X がコンパクト Kähler多様体のときに，コホモロジーによる言い換えがあるが，

ここでは，X が非特異射影曲面のときに述べる．

X を C上に定義された非特異射影曲面とする．射 f : X → X に対し，

λ(f) := max{|λ| | λは f∗ : H1,1(X) → H1,1(X)の固有値 }

とおく．

定理 4.2 (Gromov, Yomdin). htop(f) = log λ(f)

ちなみに．X を C上に定義された非特異射影曲面のとき，X の同型射で htop(f) > 0をみたすものが存在

するという条件は強い条件であることが知られている．

定理 4.3 (Cantat [5]). C上に定義された非特異射影曲面 X が，htop(f) > 0となる同型射 f : X → X を

もつとする．このとき

(i) X は有理曲面, または

(ii) X はK3曲面かアーベル曲面か Enriques曲面に双有理同値である．
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例 4.4. E を C上の楕円曲線とし，A =

(
p q

r s

)
∈ SL2(Z)を tr(A) > 2 である 2 × 2行列とする．

E × E の同型射
f̃ : E × E → E × E, (x, y) 7→ (px + qy, rx + sy)

を考える．f̃ は，Kummer曲面 Kum(E × E)の同型射を導く：

f : Kum(E × E) → Kum(E × E).

このとき，htop(f) = 2 log (p+s)+
√

(p+s)2−4

2 > 0である．

例 4.5 (Mazur [20]参照). X を P1 × P1 × P1 の一般の (2, 2, 2)-超曲面とする．X は K3曲面である．この

とき，(i, j)成分への射影
πij : X → P1 × P1,

は 2 : 1の射なので，πij は対合射 σij : X → X を導く．このとき，３つの対合射を合成した

σ12 ◦ σ23 ◦ σ13 : X → X

は，X の同型射で htop(f) = log(9 + 4
√

5) > 0をみたす．

この他にも，有理曲面の正の位相的エントロピーをもつ同型射で，興味深い例が知られている（[22]など）．

X を C上で定義された非特異射影曲面，f : X → X を同型射とする．

定義 4.6. X 上の既約曲線 C が f -周期的であるとは，ある正の整数 nが存在して， fn(C) = C（集合とし

て）となるときにいう．

命題 4.7 ([15]). htop(f) > 0のとき，X 上の f -周期曲線は高々有限個である．

そこで，X 上の因子 E を E :=
∑

C: f-周期曲線

C で定める．

htop(f) = log λ > 0とすると，コホモロジーによる言い換えから，

f∗D1 ≡ λD1, f−1∗D2 ≡ λD2

となる零でない R-因子 D1, D2 が存在することが分かる．ただし，≡は数値同値を表す．
D = D1 + D2 とおく．必要なら D1 を −D1 に D2 を −D2 に取り替えることで，D はネフかつ巨大な R-

因子になる．

4.2 結果

K を代数体とし，K ⊂ C を固定する．X を K 上に定義された非特異射影曲面，f : X → X を K 上の同

型射とする．

定理 4.8 ([15]). htop(f) = log λ > 0とする．このとき，

∃ ĥf : X(K) → R

で，　
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(i) ĥf は，ネフかつ巨大な R-因子 Dに付随する高さ関数で，

(ii) ĥf (f(x)) + ĥf (f−1(x)) = (λ + λ−1)ĥf (x)

をみたすものが一意的に存在する（ただし Dには依存する）．

ĥf は，x ∈ X(K)に対し

ĥf (x) = lim
n→∞

1
λn

hD1(f
n(x)) + lim

n→∞

1
λn

hD2(f
−n(x))

で構成される．（ただし，D1, D2 に付随する高さ関数 hD1 , hD2 をそれぞれ一つとる．）

定理 4.9 ([15]). (1) 任意の x ∈ X(K)について，ĥf (x) ≥ 0．さらに

ĥf (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ E(K)，または xは f -周期点

(2) x 6∈ E(K) かつ xは f -周期点でないとする．O+
f (x) := {fn(x) | n ≥ 0} を xの f に関する前軌道と

する．このとき，

lim
T→∞

#{y ∈ O+
f (x) | hH(y) ≤ T}

log T
=

1
log λ

が成り立つ．ここで，H は任意の豊富な因子で hH は H に付随する高さ関数である．

注意 4.10. Silverman [25] は．２種類の対合射 σ1, σ2 をもつある K3曲面上で，標準的高さ関数 ĥSil を構成

した．このとき，σ1 ◦σ2 は正のエントロピーをもち，̂hσ1◦σ2 = ĥSil が確かめられる．上の定理は，Silverman

の結果の一般化と見なせる．
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