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1 可換半群のバーンサイド環
Gを有限群、Oを次の条件を満たす可換モノイドとする：

(O1)Oの単位元は、X、
(O2)任意の a ∈ Oは、a2 = a(即ち、べき等元)、
(O3)Oは零元 1を持つ（即ち、任意の a ∈ Oに対して、a · 1 = 1）、
(O4)OはG-モノイドである。

このモノイドOの半群環 Z[O]は、OがG-モノイドであることにより自然にGの作用を
持っている。

(O5)つぎの性質をもつ重み関数（ここでは p-関数と呼ぶことにする）がある:

O上の関数 w : O → Zは、{w(x)
∑

t∈G/Gx
xt|x ∈ O/ ∼G}により生成される加法群は、

Z[O]の部分環である (ここで、∼Gは、GのO上への作用による自然な同値関係である)。

以上を満たす三つ組 (O,G,w)をO-集合三つ組と呼び、[x] = w(x)
∑

t∈G/Gx
xtとおく。(O5)

で定義されるZ[O]の部分環 {w(x)
∑

t∈G/Gx
xt|x ∈ O/ ∼G}をB(O,G,w)で表し、これを

(O,G,w)のバーンサイド環と呼ぶことにする。
O-集合三つ組 (O,G,w)において a · b = aならば a ≤ bとして半順序≤を定義すること

ができる。今回は、我々は、更につぎの条件も満たすO-集合三つ組を考える：

(O6)任意の a, b ∈ Oに対し、{x ∈ O|a ≤ x, b ≤ x}は最小元 a ∗ bを持つ。

この条件より、(O, ∗)は (O1)～(O4)を満たす半群になる。更に (O6)で定義される ∗に関
しての順序≤∗について任意の２元 a, b ∈ Oに対する {x ∈ O|a ≤∗ x, b ≤∗ x}は元の半群
の積 abになっていることがわかる。（残念なことに条件 (O5)は元のO-集合三つ組のもの
を採用して成立させることが一般にできない。）
以上の定義は、特殊なG-束として捉えたほうが良いかもしれないが、ここでは、条件

(O5)等を半群環の言葉で記述するために以上のような体裁をとっている。
Oが有限集合であるようなO-集合三つ組 (O,G,w)について、つぎの基本事項が成立す

る。
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(B1)環としてZ[O] ≅ ⊕|O| Zが成立する.

(B2)加群間の写像TrG : Z[O] → Z[O]を

TrG(x) =
∑
g∈G

xg

と定義し、TrGをEnd(Z[O])の要素、Z[O]の要素を左からかける作用でZ[O]をEnd(Z[O])

の部分集合と見た場合、TrG及びZ[O]で生成されるEnd(Z[O])の部分環Aは、A⊗Qは
半単純である。
(B3)a ∈ Oに対し、χa : O → Zを

χa(x) =
|{g ∈ G|xg · a = xg}|w(a)

|Ga|

とおくと、{χa|a ∈ O/ ∼G}で生成されるMap(O,Z)の部分加群は、B(O,G,w)と同形な
部分環となる。

2 群の部分群束とその部分束
このO-集合三つ組 (O,G,w)のモデルは、(1)有限群の部分群束やその群論的な性質に

関連する部分束、(2)無限群の有限指数部分群束の部分束である。例えば、有限群Gの冪
零部分群族にGを加えたものや、素数の集合 πに対し、有限群Gの π-部分群族にGを加
えたもの等である。つまり有限群論に現れる重要な群の性質を満たす部分群族を考え、半
群の演算を集合の共通分をとる演算∩を考えることによってO-集合三つ組を得ることが
できる。（但し、その性質は、共通部部分をとる操作、G-共役をとる操作について閉じて
いなければならなく、また、最小の部分群をもっていなければならない。）このとき、多
くの場合に p-関数としてw(x) = (NG(x) : x)をとることができる。ここで重要なことは、
群の部分群束（本稿ではこれを全部分群束といい、部分群からなるほかの束と区別する場
合がある）に対応するB(O,G,w)は通常のバーンサイド環に自然に同型であるというこ
とで、上記に記した三つ組に対するバーンサイド環は、その部分環として現れる場合がお
おい。これらのバーンサイド環B(O,G,w)・半群環Z[O]等は群の性質をいろいろな形で
含んでいる。

例１ 素数グラフとは、群Gの有限位数の元の位数を割り切る素数全体の集合 V を頂点
集合とし、V の２つの異なる素数 p, qが辺で結ばれる条件を「Gの有限位数の元で pqで
割り切れるものが存在する」で定義したグラフである。このグラフは、有限群の構造を
調べる上で非常に役に立つもので詳細に研究されている。非可解有限群に対しこのグラ
フが非連結であればG ⊇ N ⊇ M でN/M は単純群、G/N,M は可解群となる正規部分群
N,M が存在することが知られている。

Oを群Gの冪零部分群族にGを加えたもの、p-関数として上記のものとしO-集合三つ
組を考えれば、[1]ZはB(O,G,w)のイデアルである。このとき、Gの素数グラフが非連
結である必要十分条件は、次の条件を満たすイデアル I, J が存在することである：

I + J + [G]Z = B(O,G,w)かつ、I ∩ J ⊆ [1]Z .
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この命題の必要条件は、O-集合三つ組の形状から直ちに出てくるが十分条件は [1], [G]を
決めている以外は、抽象代数としての構造からGの構造を導くもので自明ではない。

例２ Gを有限非可換単純群とする。Oとして全部分群族にGを加えたもの、p-関数と
してw(x) = (NG(x) : x)をとるとO-集合三つ組B(O,G,w)が得られる。逆にある群Hか
ら同様にして得られたO-集合三つ組 (O′, H,w′がB(O,G,w)と同形であるとする。
このとき、(B2)で説明したEnd(Z[O′])の部分環Aは、O′のG-共役類をKi(i ∈ I)とし

た時、(B1)を用いてA⊗Q ≅ M|Ki|(Q)となる（実際はA自体を求めることができる。）。
これより、|NH(x)|, |x|の集合を求めることができる。このことより、|H| = |G|、Hが単
純群などが得られ、H ≅ G、即ち、(Z[O], B(O,G,w), TrG)と同じ構造を与える群はGに
限ることがわかる。このように、Gが単純群のような十分「豊かな」構造を持つ場合群の
構造は、O-集合三つ組の構造により特徴付けることができる。

例３ Oを有限群Gの全部分群族とする。R0 =
⊕

H∈O Z[Irr(H)]とおく。この加法群上
に次の積構造を入れる：H,K ∈ O, θ ∈ Irr(H), τ ∈ Irr(K)に対し、θ · τ = θH∩K · τK∩H .

このとき、R0は可換環になる。この部分代数として各Z[Irr(H)]より 1Hを選び出しそれ
の集合をO∗であらわせば、O∗は今定義した積により半群構造を持ち、Oと同型である
ことがわかる。よって、生成される部分加群は、R0の部分代数になっている。このこと
より、B(O,G,w)およびZ[O]は、R0の部分代数と捉えられるしR0をそれらの環の表現
と捉えることができる。R0の基底として

∪
H∈O Irr(H)を固定した場合、χ ∈ Irr(H)に対

し 1K をかける作用は、χをH ∩ Kに制限することと同じになる。1K のこの作用におけ
る固有値・固有ベクトル（即ち、HとKの間のブラッテリ図形の隣接行列の固有ベクト
ル固有値）は、部分群たちの指標の値から求めることができる。以上からわかるように多
くの場合、Z[O]加群R0より群の元の融合具合が計算できる。

以上は、群GのG-共役を要として得られたものであるが、Gの部分群HをとりH-共役とし
て考えることができる。例えば、OとしてH-共役、共通分をとる操作で閉じており含有関
係で最小元が存在するようなGの部分群の集合とする。Oは、共通部分をとる操作を二項演
算として半群になる。このOが半群の積に関して単位元を持ったとする。このとき多く場合
w(x) = (NH(x) : X∩H)とおくと (O,H,w)は、O-集合三つ組になる。例えば、OとしてG

の部分群全体、冪零（可換、可解、基本）部分群全体にGを加えたものなどである。H = G

の場合、これらのOからできるバーンサイド環をB(G), Bn(G) (Ba(G), Bs(G), Be(G))で
表すものとする。

3 双対束からられるバーンサイド環
Gを有限群とする。以下、SでGの部分群全体とGを加えた族、SnでGの冪零部分群

全体とGを加えた族、Saの可換部分群全体とGを加えた族、Ssの可解部分群全体とG

を加えた族、そして群の性質 P について SP の P -部分群全体とGを加えた族を表すもの
とする。また、Gを明示したい場合は S(G)、SP (G)のように書くことにする。但し、群
の性質P は、(SP ,∩)がG-半群であるようなものとする。また、Gの部分群Hに対し、S
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からZへの写像wH 及びw∗
H を

wH(x) = (NH(x) : x ∩ H), wH(x) = (NH(x) : CH(x))

(x ∈ S)で定義し、混乱が起きない場合その制限達も同じ記号で表すものとする。
第一章で定義したO-集合の双対を群部分群束の場合に考えてみる。群の性質P につい

てSP は、仮定によりG-半群になっている。今、有限群の部分群束に限っているので (O6)

の条件を満たしているのでその（束としての）双対 SP
∗を一章のように定めることがで

きる。もちろんこれもG−半群になっており、積はつぎのようになっている：x, y ∈ SP

に対し、

x ∗ y =

{
〈x, y〉 もし 〈x, y〉 ∈ SP

G それ以外。

上において 〈x, y〉は xと yで生成される部分群を表すものとする。このSP
∗に p-関数とし

てw∗
H が取れる場合、(SP

∗, G, w∗
H)を前双対束 P -バーンサイド環と呼ぶことにする。

S(G)∗から S(H)への最も自然な準同形として CH : x 7→ CH(x)を考えることができ
る。部分群束には、部分群の共通部分に関するデータと部分群達によって生成されるデー
タが同等に含まれているわけであり、我々はそれぞれS、S(G)∗という半群構造によって
それらを扱っている。この写像CHは、部分群の生成による積と共通部分による積を対比
させる重要な写像である。写像CGが、SP (H)∗から S(G)へのG-準同形になっている場
合、B(SP (H)∗, H,w∗

H)を (G, H)-双対 P -部分群束バーンサイド環、または単に双対P -部
分群束バーンサイド環と呼ぶことにする。このとき、CHを自然にZ[S(H)∗]からZ[S(G)]

への写像と考えることができるので、B(SP (H)∗, H,w∗
H)からB(S(G), H,wH)への準同形

写像になっている。
有限群Gに対し双対 P -部分群束バーンサイド環ののなかでいつも定義可能なものはP

を群であると性質にした場合に得られる (G,G)-双対部分群束バーンサイド環である。次
に（定義可能であるかは定かではないが）(G,G)-双対 P -部分群束バーンサイド環であろ
う。これらは、B(G)∗, B(P (G)で表すものとする。以上のような設定をすると群論の重要
な概念 (信号関手理論等) がバーンサイド環の言葉で表現できるようになるがここでは立
ち入らないことにし、S、S(G)∗という半群構造についてもう少し詳しく見ていくことに
する。
以下A,Bを有限群Gの部分群とすし、S(A),S(B), CA S(B)及びCB S(A)の関係につ

いて観察する。このとき、つぎの半群準同形がある。

CB : S(A)∗ → S(B), CA : S(B)∗ → S(A)

今α = CACB、β = CBCAとおけば、これらはそれぞれS(A)、S(B)上の自分自身への集
合としての写像となる。CB : S(A) → S(B)∗は一般には半群準同形でないことに注意す
る。

命題 x, y ∈ S(A), u, v ∈ S(B)とする。
(1)CA = CACBCA, CB = CBCACB

(2)α(x ∗ y) = α(α(x) ∗ α(y))、β(u ∗ v) = β(β(u) ∗ β(v))

(3)CA(S(B)) = α(S(A)) 、CB(S(A)) = β(S(B))
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(4)x, y ∈ CA(S(B))に対して x ∗
(A,B)

y = α(x ∗ y)とおき、u, v ∈ CB(S(A))に対して
u ∗

(B,A)
v = β(u ∗ v)とおく。また、x ∩

(A,B)
y = CA(CB(x) ∗

(B,A)
CB(y)), u ∩

(B,A)
v =

CB(CA(u) ∗
(A,B)

CA(v))とおくと、これらの二項演算は半群構造を与える。

Proposition

(CA(S(B)), ∗
(A,B)

) ≅ (CB(S(A)),∩
(B,A)

)

(CB(S(A)), ∗
(B,A)

) ≅ (CA(S(B)),∩
(A,B)

)

これらの命題からわかるように、S(A)，S(B)は、お互いに相手の双対構造の影を内
部に持っている。特に、A = B = Gの場合を考えると、S(G)と S(G)∗ の中には同形
な半群構造を隠し持っていることがわかる。この隠された半群構造 (CG(S(G)),∩

(G,G)
)

を Gの b-骨格と仮に呼ぶことにする。また群の性質 P -に関して CG(SΞ(G)) ⊆ SΞ(G)

を満たす場合同様にして得られる得られる (CG(SΞ(G)),∩
(G,G)

)を Gの P -b-骨格と呼ぶ
ことにする。また、PB(G) = CG(B(G)∗) と書くことにする（この考察においてバー
ンサイド環の主要部分と思われるので B(G) に P を添えて表した。）。また、一般に
(CG(S(G)), ∗

(G,G)
) ≅ (CG(S(G)),∩

(G,G)
)であるが決して “＝”でないことに注意していた

だきたい。

定義 b.r.(G) = rankPB(G)とおく。これは |CG(SΞ(G))/ ∼G |と一致する（∼GはG共
役による同値関係）。

この章を終えるにあたって次のことを注意しておく。（B3) で注意したように {χa|a ∈
S(G)/ ∼G}で生成されるMap(S(G),Z)の部分加群は、B(S(G), G, w)と同形な部分環
となる。よって S = (χa(b))a,b∈S(G)/∼G

は B(S(G), G, w)の情報をすべて含んでいるこ
とになる。(G,G)-双対部分群束バーンサイド環 B(S(G)∗, G, w)に対しても同様に T =

(χ∗
a(b))a,b∈S(G)/∼G

を作ることができる。但し、「χ」を区別するために双対部分束バー
ンサイド環のそれには「*」をつけて表している。このとき、D = (δa,b|a|)a,b∈S(G)/∼G

,

D∗ = (δa,b|CG(a)|)a,b∈S(G)/∼G
とおくと T = D−1tTD∗が成立する。

4 双対部分群束バーンサイド環による群の特徴付け
この章でも引き続きGを有限群とする。まず b.r.(G)の小さい群についてその構造考え

てみたい。
命題
(1) b.r(G) = 1である必要十分条件はGが可換群であることである。
(2)b.r(G) ̸= 2, 3.

(3)b.r(G) = 4であるならば、G/Z(G) ≅ E(pn) : qである。但し、この qのE(pn)への作
用は既約である。

簡単なS3, 7 : 3，E(22) : 3等のフロベニウス群やその拡大Q8 : 3等は b.r(G) = 4を満たす群
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であり、b.r(G) = 4を満たせば単純な構造を持つことがわかる。b.r(G) > 4の場合は、たと
えb.r(G) = 5の場合であっても群の構造決定は難しくなる。例えば、G = PSL2(2

n) (n ≥ 2)

とすれば、PB(G) = span{1, E(2n), C(2n − 1), C(2n + 1), G} となるので、b.r(G) = 5で
ある。b.r(G) = 5の場合は、Z(G) = 1という条件の下では、鈴木通夫氏の（CA)-群の研
究がありそれを応用することができ、Gの分類が可能ではあるが、Z(G) = 1という条件
をはずして考えると大まかな分類は可能でであるが、未だ満足するレベルの分類は完了し
ていない。

例 位数が素数pの3乗であるような非可換群Gは、b.r(G) = 3+pである。実際、このよう
な群の中心の位数はpであり、位数p2の部分群の中心化群はそれ自身に一致する。また、位
数p2の部分群は正規部分群であるので位数p2の部分群Hに対して{H} ∈ CG(SΞ(G))/ ∼G

となる。位数 p2の部分群の総数は p + 1であるので、Z(G)とGに対する共役類を数えて
b.r(G) = 3 + pとなる。p = 2のとき、b.r(G) = 5が得られる。

この例に現れる群の PB(G)の構造は CG(SΞ(G))/ ∼G= {Z(G), A1, A2, . . . , Am, G}とし
たとき、AiAi = Ai(i = jの時)、Ai ̸= Aj = Z(G)(i ̸= jの時)となっている。Z(G) = 1

を満たしている群に限定すれば、そのような群は (CA)-群であることがわかり、鈴木通夫
氏の（CA)-群の分類を用いることができる。よってつぎを得る

命題
有限群Gの b-骨格がある素数 pがあって、S(E(p2))の部分半群に同形であり Z(G) = 1

を満たすならば、G ≅ PSL2(2
n) or フロベニウス群が成立する.

また別の視点からの群のバーンサイド環によっる特徴づけを考えてみる。双対 P -部分
群束バーンサイド環を応用する上で基本的な事柄をある程度おさえておくほうが良いと
考えられるので、基本的写像 CG : BP (G)∗ → B(G)が単射な場合を考えたい。その中で
もっとも基本的なものとして、像CG : B(G)∗ → B(G)が単射である場合が考えられるわ
けであるが、これは直ちに群束とその双対束が CGにより同形であることわかる。[5]に
よればそのような群は、素数 p, qによるフロベニウス群 p : qという位数が素数二つの積
になっているようなフロベニウス群であって互いに位数が素であるようなものF1, . . . , Fm

の直積である。
次に重要と思われるのは、指標環との関係を踏まえ、P が冪零部分群である場合につい
て考えることにする。このとき、有限群Gは、(CN)-群であることがわかる。(CN)につ
いては、鈴木通夫先生による分類定理がありGの候補は次のどれかになることがわかる：
(1)冪零群,

(2)フロベニウス補部分群は巡回群もしくは、巡回群と一般四元数群の直積であるような
フロベニウス群
(3)３ステップ群
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(4)Gは正規 2-部分群N を持ちG/N は次のどれかとなる：

PSL2(p) (pはフェルマー素数またはメルセンヌ素数),

PSL2(2
n) (n ≥ 2), Sz(q),

PSL2(9), PSL3(4), PSL2(9).23.

これらの群について調べていけばよいのであるがそのときにつぎの事実が役に立つ。

命題 Gの一般フィッテング部分群を含む部分群のなす O-集合三つ組を S(G)F ∗(G)とす
れば、

S(Z(F ∗(G)))∗ −→CG
S(G)F ∗(G) ≅ S(G/F ∗(G)) (X 7→ CG(X)/F ∗(G)) .

は、準同形である。

この命題によって、一般フィッテング部分群の部分群束の構造からG/F ∗(G)のそれの構
造の情報がわかることになる。例えば、S(Z(F ∗(G)))∗の部分構造が連結であれば、対応
するG/F ∗(G)も連結である等である。実際には、この視点からG/F ∗(G)の p-部分群の束
の構造と S(Z(F ∗(G)))∗の部分構造を照らし合わせて分類作業を進めていくことになる。
このようなことから計算をこなしてゆけば次の定理を得る。

定理 CG : Bn(G)∗ :→ B(G)が単射であればGは単位群、位数が二つの素数の積である
ようなフロベニウス群、或いは、PSL2(7)に同形である。

この命題に出て来る PSL2(7)は、非常に不思議な群である。素数グラフの視点から観察
すると他の群とは明らかに違いが観察することができる。以前筆者は、素数グラフの一般
化の応用例としてホール部分群による群の p-可解性との関係について調べたことがある。
その時も p = 3の場合を除外しなければならない本質的な原因となり、多少すっきりしな
い結果になってしまった（Communication in Algebra 30, 1679-1691を参照のこと）。し
かし、PSL2(7)は、ホール部分群であるような 2-Frobenius群をもつ最小位数の単純群で
あり、ホール 2-Frobenius部分群を持つ群が、表現論的にも狭義の閉鎖的な群論的にも非
常に重要であるという事実を実感させてくれたありがたい群でもある。
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