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1 はじめに

この報告は，千葉大学大学院自然科学研究科准教授の西田康二さん，私の学生である明治大

学大学院理工学研究科基礎理工学専攻数学系後期課程 3年の大関一秀君との二つの共同研究

[GNO1, GNO2]に基づきます。とくに [GNO2]における大関君の寄与には，特筆すべき大きな

ものがあり，私はこのことを非常に嬉しく思います。

さてこれから私は，階数 1の Sally加群の構造を解明したいと思います。Sally加群はHilbert

函数の補正項を記述するような次数付加群なのですが，Sally加群とは何かということと研究の

目的や動機が何かということをお話するには，多少の記号を用意しなければなりません。そこ

で以下，(A, m)は次元 d > 0のCohen-Macaulay局所環とし，Iは環A内のm-準素イデアルと

します。
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そうすると，イデアル IのHilbert函数 `A(A/In+1)は十分大きい整数 n À 0に対し nに関

する d次の多項式であって，整数 {ei(I)}0≤i≤dを用いて次のように

`A(A/In+1) = e0(I)

(
n + d

d

)
−e1(I)

(
n + d− 1

d− 1

)
+· · ·+(−1)iei(I)

(
n + d− i

d− i

)
+· · ·+(−1)ded(I)

(∀n À 0) 記述されることがよく知られています。ここで ei(I)の符号を適当に変えているのは，

それらが非負であることを期待しているからです。実際，e0(I)はイデアル Iの重複度と呼ばれ

る不変量であって必ず e0(I) > 0ですし，e1(I)と e2(I)が非負整数であることも知られて久し

い（[Na]）のですが，一方で d = 3の時，e3(I) = −1となるようなイデアル Iの様々な例が構

成されていて（例えば，定理 5.1, 例 6.1），ei(I)は i ≥ 3の範囲では一般には非負ではありませ

ん。重要なことは，Hilbert函数の挙動にはイデアル Iの性質が忠実に反映されているだけでは

なく，基礎環Aの構造も非常に深く反映されていて，局所環Aの構造解明に手がかりと指標を

与え，尽きぬ興味の対象であるということです。

Sally加群の話に入るために，Q = (a1, a2, · · · , ad)は環Aの巴系イデアルとし，とくにQは

イデアル Iの節減 (reduction)になっている，すなわち IはQ上で整である（あるいは，同値な

条件ですが，等式 In+1 = QInが十分大なるすべての整数 n À 0に対して成り立つ）と仮定し

ます。このとき，多項式環A[t]内で二つのA-部分代数

T = R(Q) := A[Qt] ⊆ R = R(I) := A[It] ⊆ A[t]

（すなわちイデアルQ, IのRees代数）を考え

定義 1.1 (Vasconcelos [V]). S = SQ(I) := IR/IT

とおき，これをイデアル IのQに関する Sally加群と呼びます。イデアルQが Iの節減である

ため，環Rは環 T の加群として有限生成な次数付拡大になりますから，IRも IT も有限生成次

数付 T -加群であり，従って Sも有限生成次数付 T -加群となります。簡単に確かめることがで

きることですが，十分大な整数 ` À 0を見つけてm`·S = (0)が成り立つようにできますから，

Sally加群 Sの次元は高々dであり，函数 `A(Sn)は nについて高々d− 1次であることが分かり

ます。

この報告の目的は，等式

e1(I) = e0(I)− `A(A/I) + 1
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を満たすようなイデアル IのSally加群の構造を解析し，その作業を通してイデアル IのHilbert

函数を決定することにあります。先行する結果がどのようなものであるかを説明し，なぜこの

ようなイデアルに関心があるのか，得られた結果がどのような価値を持つかを説明するには，

まず Sally加群の基本的な性質をお話しなければなりません。

2 Sally加群の性質

次の二つの結果は，Vasconcelos [V]によります。

補題 2.1. (1) Sally加群 Sの斉次成分 {Sn}n∈Zは，下記によって与えられる。

Sn
∼=

{
(0) if n ≤ 0,

In+1/IQn if n ≥ 1.

(2) S = (0) なるための必要十分条件は，I2 = QIである。

(3) S 6= (0)とし V = S/MSとおく。ただしM = mT + T+とする。{Vn}n∈Zにより体 T/M

上の次数付ベクトル空間 V の斉次成分を表し，Λ = {n ∈ Z | Vn 6= (0)}, q = max Λと

おく。すると Λ = {1, 2, · · · , q}, rQ(I) = q + 1が成り立つ。ただし rQ(I) = min{n ≥ 0 |
In+1 = QIn}である。

(4) S = TS1 なるための必要十分条件は，I3 = QI2である。

この補題 2.1 (3)は，Sally加群の極小斉次生成系の次数は gap無しに連続していることを示し

ています。

以下 p = mT，B = T/pとおきます。B = (A/m)[X1, X2, · · · , Xd]は，環Aの剰余体A/m上

の d変数の多項式環ですから，イデアル pは環 T の高さ 1の次数付素イデアルです。

G(I) := R/IR ∼=
⊕
n≥0

In/In+1

とおきます。

命題 2.2. (1) AssT S ⊆ {p}である。従って，S 6= (0)である限り，dimT S = dとなる。
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(2) すべての整数 n ≥ 0について等式

`A(A/In+1) = e0

(
n + d

d

)
− (e0 − `A(A/I))·

(
n + d− 1

d− 1

)
− `A(Sn)

が成り立つ。

(3) e1 = e0 − `A(A/I) + `Tp(Sp)である。従って，e1(I) = e0(I)− `A(A/I) + 1 であるための

必要十分条件は，m·S = (0)かつ rankB S = 1である。

(4) S 6= (0)と仮定し，s = depthT Sとおく。このとき，s < dなら，depth G(I) = s − 1で

ある。SがCohen-Macaulay T -加群であるための必要十分条件は，depth G(I) ≥ d− 1が

成り立つことである。

S 6= (0)なら，函数 `A(Sn)の次数は d − 1であって，d − 1次の項の係数が補題 2.2 (1)よって

`Tp(Sp)に等しいことに注意すれば，命題 2.2 (3)が従います。

補題 2.1 (2)と命題 2.2 (3)を組み合わせることによって直ちに，Northcott [No]とHuneke [H]

による次の古典的な結果が得られることに注意しましょう。

系 2.3 ([H, No]). 一般に不等式 e1(I) ≥ e0(I)− `A(A/I)が成り立つ。ここで等号

e1(I) = e0(I)− `A(A/I)

が成立するための必要十分条件は，等式 I2 = QIが成り立つことである。このとき必ず ei(I) = 0

（2 ≤ ∀i ≤ d)となる。

等式 I2 = QIが成り立てば，イデアル Iの随伴次数環G(I)もfiber cone F(I) =
⊕

n≥0 In/mIn

も Cohen-Macaulay環であり，d ≥ 2なら，さらにRees代数R = R(I)も Cohen-Macaulay環

であることが Huneke-Sallyによって知られています。最近のことですが，与えられた Cohen-

Macaulay/Gorenstein局所環内にこのようなイデアル I が大量に含まれていることが，Corso-

PoliniやCorso-Polini-Vasconcelos [CP, CPV]，Wang [W]や後藤－松岡－高橋 [GMT]によって

発見されています。

ですから，当然ながら次の興味は等式

e1(I) = e0(I)− `A(A/I) + 1

が成り立つようなイデアル Iの構造解析に移って行きます。次節で述べるように，この問題に

関する最初の注目すべき結果は，J. Sallyによって 1992年に与えられました。
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3 Sallyの定理

Sallyの定理を述べましょう。この定理の中で，B(−1)は，加群としては環Bそのものであ

るが，{[B(−1)]n = Bn−1}n∈Zによって次数付けした（次数を-1シフトした）次数付B-加群を

表しています。

定理 3.1 (Sally [S] , Vasconcelos [V]). 次の 3条件は互いに同値である。

(1) 次数付 T -加群として S ∼= B(−1)である。

(2) e1(I) = e0(I)− `A(A/I) + 1であって，d ≥ 2なら e2(I) 6= 0である。

(3) I3 = QI2であって `A(I2/QI) = 1である。

このとき以下の主張が正しい。

(i) d ≥ 2なら e2(I) = 1である。

(ii) ei(I) = 0 (3 ≤ ∀i ≤ d)である。

(iii) depth G(I) ≥ d− 1である。

この定理の証明の粗筋を述べて置きましょう。

証明. (1) ⇒ (3) S = TS1であるから，補題 2.1 (4)より等式 I3 = QI2が得られ，S1
∼= B0より

`A(I2/QI) = `A(S1) = 1が従う。depthT S = dであるので，depth G(I) ≥ d− 1である（命題

2.2 (4)）。d ≥ 2と仮定しよう。すると

`A(Sn) = `A(Bn−1) =

(
n + d− 2

d− 1

)
=

(
n + d− 1

d− 1

)
−

(
n + d− 2

d− 2

)

であるから，命題 2.2 (2)より，等式

`A(A/In+1) = e0(I)

(
n + d

d

)
− (e0(I)− `A(A/I) + 1)

(
n + d− 1

d− 1

)
+

(
n + d− 2

d− 2

)

がすべて整数の n ≥ 0に対して成り立ち，e2(I) = 1が従う。

(3) ⇒ (1) S = TS1であって `A(S1) = 1であるから，m·S = (0)であり，全射ϕ : B(−1) → S

の存在が従う。dim S = dであるので，ϕは同型である。
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(2) ⇒ (3) m·S = (0)であって rankBS = 1である。S1 6= (0)で Sn = (0) (n < 1)であるので，

d = 1なら，SがB-freeであることから，S ∼= B(−1)が従う。d = 2とする。Sは torsionfree

B-加群 (cf. 命題 2.2 (1)) であって S1 6= (0)であるので，単射 0 → B(−1) → Sが得られる。こ

れを短完全列

(E) 0 → B(−1) → S → C → 0

に拡張し，等式

`A(Sn) = `A(Bn−1) + `A(Cn)

= (n + 1)− (1− `A(Cn))

を得る。dimB C ≤ 1であるから，`A(Cn)が十分大なる整数 n À 0に対し定数 `A(Cn) = cであ

ることに注目すれば，命題 2.2 (2)から

`A(A/In+1) = e0(I)

(
n + 2

2

)
− (e0(I)− `A(A/I) + 1)

(
n + 1

1

)
+ (1− c)

が得られ，e2(I) = 1 − cであることが従う。序文に述べたように，成田によって e2(I) ≥ 0で

あることが知られていて，我々の場合には e2(I) 6= 0と仮定しているので，1 − c > 0であり，

c = 0が直ちに従う。故に，B-加群 Cは長さ有限であるが，depthを計算することより，短完

全列 (E)からC = (0)が従う。故にB(−1) ∼= Sである。

d ≥ 3とし，d− 1まで Sallyの定理は正しいと仮定しよう。a = a1はイデアル Iの上表元に

なるように選びなおし（必要なら，剰余体A/mを膨らませて，A/mが無限体になるようにし

ておくことにしよう)，

A = A/(a), I = I/(a), Q = Q/(a)

とおくと，上表元の性質より，等式 ei(I) = ei(I)が 0 ≤ ∀i ≤ d− 1に対し成り立つ。故に

e1(I) = e0(I)− `A(A/I) + 1, e2(I) 6= 0

が環 A上でも成り立ち，帰納法の仮定により等式 I
3

= Q·I2
と `A(I

2
/Q·I) = 1が従う。一方

で，やはり帰納法の仮定より，depth G(I) ≥ (d − 1) − 1 = d − 2 > 0である。ここで登場す

るのが，Sallyの techniqueと呼ばれる手法であって，「depth G(I) > 0であるから元 aは
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super-regular（すなわち，元 aのイデアル Iに関する initial form a∗ = a mod I2はG(I)-

正則）」であり ([S], 証明は [HM, Lemma 2.2]参照)，従って

depth G（I) ≥ 2，G(I)/a∗G(I) ∼= G(I)

が成り立つという主張である。このいささか信じがたい（しかし正しい）事実を用いると，等

式 I3 = QI2と同型 I2/QI ∼= I
2
/Q·Iが同時にかつ容易に従い，主張 (3)が得られる。

この証明には鍵が二つあって，一つは e2(I) ≥ 0という成田の結果であり，もう一つは Sally

の techniqueです。どちらかといえば，私には成田の結果の方がより重い役割を果たしている

ように思えますが，いかがでしょうか。

さて，それでは e2(I) = 0の時は何が起こっているかということはその後多くの研究者の興

味を引き，沢山の関連する論文が書かれていますが，16年間に渡って未解決のままであって，

[GNO1, GNO2]がこの問題に最終的な決着をつけたと言うことができます。

4 主定理

では [GNO1, GNO2]の定理を述べましょう。

定理 4.1 ([GNO2]). 次の 3条件は互いに同値である。

(1) e1(I) = e0(I)− `A(A/I) + 1である。

(2) m·S = (0)であって rankB S = 1である。

(3) 次数付 T -加群として S ∼= (X1, X2, · · · , Xc)B である。ただし，0 < c ≤ dであって，

{Xi}1≤i≤cは 1次独立なB1の元である。

このとき，等式 c = `A(I2/QI)，I3 = QI2が成り立ち，さらに次の主張が正しい。

(i) depth G(I) ≥ d− cであって，depthT S = d− c + 1である。

(ii) c ≥ 2なら，depth G(I) = d− cである。
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(iii) c < dとする。このとき，すべての整数 n ≥ 0について等式

`A(A/In+1) = e0(I)

(
n + d

d

)
− e1(I)

(
n + d− 1

d− 1

)
+

(
n + d− c− 1

d− c− 1

)

が成り立つ。故に

ei(I) =

{
0 if i 6= c + 1,

(−1)c+1 if i = c + 1

(2 ≤ ∀i ≤ d)である。

(iv) c = dとせよ。このとき，すべての整数 n ≥ 1について等式

`A(A/In+1) = e0(I)

(
n + d

d

)
− e1(I)

(
n + d− 1

d− 1

)

が成り立つ。故に ei(I) = 0 (2 ≤ ∀i ≤ d)である。

例えば，e1(I) = e0(I) − `A(A/I) + 1であって e2(I) 6= 0 という Sallyの定理 3.1は，定

理 4.1の記号でいえば，d = 1であるかまたは c = 1 < dの場合を議論していることになり，

S ∼= X1B ∼= B(−1)，d ≥ 2なら e2(I) = 1であり，depth G (I) ≥ d − 1であることが分かり

ます。

この定理の証明は二つに分解されます。一つは

定理 4.2 ([GNO1]). 次の 2条件は互いに同値である。

(1) m·S = (0)であって rankBS = 1である。

(2) 多項式環 B 内に次数付イデアル a (6= (0))が存在して，次数付 T -加群として S ∼= aで

ある。

であり，もう一つは

定理 4.3 ([GNO2]). e1(I) = e0(I)− `A(A/I) + 1なら，等式 I3 = QI2が成り立つ。

です。実際，この二つの主張が正しいことを認めれば，e1(I) = e0(I) − `A(A/I) + 1のとき，

Sally加群 Sは多項式環B内のイデアル aと同型であり（定理 4.2），そのイデアル aは必ず 1

次式で生成される（補題 2.1 (4)，定理 4.3）からです。1次式で生成されたイデアル aに対し函

数 `A(an)は非常に具体的に記述されますから，定理 4.1の残りの部分が容易に従います。

定理 4.2と 4.3の証明を記録しておきます。ここで述べる定理 4.3の証明は，大関君の努力に

より，原論文 [GNO2]の証明よりかなり簡単になっています。
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定理 4.2の証明. (1) ⇒ (2) S が B-freeなら，S ∼= B(−1)であるから，イデアル aとしては，

a = X1Bと取ればよい。SはB-freeではないと仮定する。このとき，Sは torsion-free B-加群

（cf. 命題 2.2 (1)）で rankB S = 1であるから，ある整数m ∈ Zと環Bの次数付イデアル aを

見つけて，次数付B-加群として

S(−m) ∼= a

となるようにすることができる。ここで SはB-freeでないので，イデアル aの高さ 1の成分を

削り落として，a ( Bであってかつ htB a ≥ 2であるように選びなおすことができる。さて，

S1 = [S(−m)]m+1
∼= am+1であるので， am+1 6= (0)である。aは体 k = A/m上の多項式環

B = k[X1, X2, · · · , Xd]内の次数付イデアルであるから，m + 1 ≥ 0である。もしm + 1 = 0な

らば，a0 6= (0)となって a = Bが従うので，実はm + 1 ≥ 1，すなわちm ≥ 0であることが分

かる。

m = 0を示すため，Hilbert函数を調べる。短完全列

0 → S(−m) → B → B/a → 0

を見るに, n À 0のとき

`A(Sn) = `A(Bm+n)− `A([B/a]m+n)

=

(
m + n + d− 1

d− 1

)
− `A([B/a]m+n)

であって，多項式 `A([B/a]m+n)は高々d− 3次（dim B/a ≤ d− 2だからである）であってかつ

(
m + n + d− 1

d− 1

)
=

(
n + d− 1

d− 1

)
+ m

(
n + d− 2

d− 2

)
+ (d− 3次以下の項)

であることに注目すると，命題 2.2 (2)より

`A(A/In+1) = e0(I)

(
n + d

d

)
− (e0(I)− `A(A/I) + 1)

(
n + d− 1

d− 1

)
−m

(
n + d− 2

d− 2

)

　 +(d− 3次以下の項)

が従う。故に e2(I) = −mであり，成田の定理 (cf. [Na])によって−m ≥ 0であること，すなわ

ちm ≤ 0であることが分かり，m = 0が得られる。故に S ∼= aである。
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定理 4.3の証明. 次元 dについての帰納法で示す。d = 1なら，Sally加群 S は階数 1の自由

B-加群であって (命題 2.2 (1))，S1 6= (0) である (補題 2.1 (2))。故に，次数付 B-加群として

S ∼= B(−1)であり，等式 I3 = QI2が従う（補題 2.1 (4)）。

d ≥ 2で，我々の定理 4.3は d − 1まで正しいと仮定しよう。必要なら体 k = A/mは無限体

であると仮定してよいので，一般性を失うことなく，元 a = a1はイデアル Iの上表元であると

仮定することができる。

A = A/(a), I = I/(a), Q = Q/(a)

とおく。すると，ei(I) = ei(I) (0 ≤ ∀i ≤ d− 1)であるから，d− 1次元のCohen-Macaulay局

所環A上でも等式

e1(I) = e0(I)− `A(A/I) + 1

が成り立ち，次元 dについての仮定から等式 I
3

= Q·I2
が従う。ここでもしも depth G(I) > 0

ならば，元 aのイデアル Iに関する initial form a mod I2はG(I)-正則となり，等式 I
3

= Q·I2

より等式 I3 = QI2が直ちに従う。

depth G(I) = 0と仮定しよう。すると，Sallyの technique ([S],証明は例えば [HM, Lemma

2.2]を参照)により，depth G(I) = 0である。故に，dについての帰納法の仮定と定理 4.1とに

より

`A(I
2
/Q·I) = d− 1

であることが分かり，I
2
/Q·Iは I2/QIの準同型像であるので

`A(S1) = `A(I2/QI) ≥ d− 1

が得られる。ここで次数付B-加群の同型

ϕ : S → a

を一つ固定しよう。もちろん aは多項式環Bの次数付イデアルである。すると

`A(a1) = `A(S1) ≥ d− 1

であるので，このイデアル aは d − 1本の 1次独立な 1次式 X1, X2, · · · , Xd−1 を含まなけれ

ばならない。今これを k-ベクトル空間 B1 の基底 X1, · · · , Xd−1, Xd に拡大しておく。 すると

B = k[X1, X2, · · · , Xd]であって，環

B/(X1, X2, · · · , Xd−1) = k[Xd]
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内で次数付イデアル a/(X1, X2, · · · , Xd−1)は必ず単項である。もし a = (X1, X2, · · · , Xd−1)な

ら，確かに Sally加群 Sは 1次式で生成され，補題 2.1 (4)より等式 I3 = QI2が従う。

a/(X1, X2, · · · , Xd−1) 6= (0)

と仮定しよう。すると

a = (X1, X2, · · · , Xd−1, X
α
d )

(α ≥ 1)と表されるはずである。ここで α = 1 か α = 2であることに注意しよう（補題 2.1

(3)）。 定理 4.3の証明を完成するためには，α = 1であることを示さなければならない。

α = 2と仮定し矛盾を導く。各 1 ≤ i ≤ dに対し，Xi = bit (bi ∈ Q)とする。ただし，bitは

元 bit ∈ T の多項式環B = T/mT への像を表す。すると {Xi}1≤i≤dはB1の k-基底であるので，

等式

a = (b1t, b2t, · · · , bd−1t, (bdt)2), Q = (b1, b2, · · · , bd)

が得られる。元 fi ∈ S1 (1 ≤ i ≤ d − 1)と fd ∈ S2 を，ϕ(fi) = Xi (1 ≤ i ≤ d − 1)と

ϕ(fd) = X2
d が成り立つように選び，元 zi ∈ I2 (1 ≤ i ≤ d− 1)と zd ∈ I3を，{fi}1≤i≤d−1と fd

がそれぞれ {zit}1≤i≤d−1と zdt
2の S内での像であるように取る。そして，Sally加群 S内の関係

式Xif1 = X1fi (1 ≤ i ≤ d− 1)とX2
df1 = X1fdに注目しよう。すなわち

biz1 − b1zi ∈ Q2I (1 ≤ i ≤ d− 1),

b2
dz1 − b1zd ∈ Q3I

である。すると

Q3 = b1Q
2 + (b2, b3, · · · , bd−1)

2·(b2, b3, · · · , bd) + b2
dQ

であるから， 元 τ1 ∈ Q2I, τ2 ∈ (b2, b3, · · · , bd−1)
2·(b2, b3, · · · , bd)I，τ3 ∈ QIを見つけて，

b2
dz1 − b1zd = b1τ1 + τ2 + b2

dτ3

と表すことが出来る。

さて，等式

(1) b2
d(z1 − τ3) = b1(zd + τ1) + τ2
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を眺めよう。まず，列 b1, b2, · · · , bdはA-正則であるから

z1 − τ3 ∈ (b1) + (b2, b3, · · · , bd−1)
2

である。これより，z1 ∈ (b1)+QIが従うが，同じ議論を ziに行うことにより，各 1 ≤ i ≤ d− 1

について

(2) zi ∈ (bi) + QI

であることが分かる。一方で，S1 =
∑d−1

i=1 kfiであることより I2 = QI +
∑d−1

i=1 Aziが成り立つ

ので，(2)より

I2 ⊆ bdI + (b1, b2, · · · , bd−1)

が従う。故に

I3 ⊆ b2
dI + (b1, b2, · · · , bd−1)

であり，z
′
d := zd + τ1 ∈ I3であるから，

z′d = b2
di + ρ

(i ∈ I, ρ ∈ (b1, b2, · · · , bd−1))と表すことができる。z′1 := z1 − τ3とおく。すると等式 (1)より

(3) b2
dz
′
1 = b1z

′
d + τ2

が得られ，

z′d = b2
di + ρ ∈ (b2

d) + (b2, b3, · · · , bd−1)
2

が従う。故に ρ ∈ (b2
d) + (b2, b3, · · · , bd−1)

2である。

ρ = b2
dξ + η

(ξ ∈ A, η ∈ (b2, b3, · · · , bd−1)
2)と表すと，その取り方から ρ ∈ (b1, b2, · · · , bd−1)であったので，

b2
dξ ∈ (b1, b2, · · · , bd−1)となり，ξ ∈ (b1, b2, · · · , bd−1) ⊆ Iが得られる。ここで，等式 (3)から

b2
d(z

′
1 − b1i− b1ξ) = b1η + τ2 ∈ (b2, b3, · · · , bd−1)

2

となることに注目すれば，z′1− b1i− b1ξ ∈ (b2, b3, · · · , bd−1)
2が得られるが，i, ξ ∈ Iであるので

z′1 ∈ QI となり，τ3 ∈ QI より z1 ∈ QI が従う。しかしながら f1 6= 0であるので，これは不可

能である。
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5 応用

定理 4.1の応用を述べます。

定理 5.1 ([GNO1], Theorem 1.2). d ≥ 2ならば，次の 4条件は互いに同値である。

(1) m·S = (0), rankB S = 1, µB(S) = 2である。ここで µB(S)はB-加群 Sの生成元の個数を

表す。

(2) 次数付B-加群の完全列

0 → B(−2) → B(−1)⊕B(−1) → S → 0

が存在する。

(3) e1(I) = e0(I)− `A(A/I) + 1, e2(I) = 0, depth G(I) ≥ d− 2である。

(4) I3 = QI2, `A(I2/QI) = 2, mI2 ⊆ QI, `A(I3/Q2I) < 2dである。

このとき，次の主張が正しい。

(i) depth G(I) = d− 2である。

(ii) d ≥ 3なら e3(I) = −1である。

(iii) ei(I) = 0 (4 ≤ ∀i ≤ d)である。

(iv) `A(I3/Q2I) = 2d− 1である。

この結果は，µB(S) = 2の場合に，Sallyの定理 3.1 の条件 (3)と同様なイデアル Iの言葉だ

けによる特徴付 (4)を狙ったものですが，やはり定理 3.1のようにはすっきりとは行きません。

次の結果はもう一方の極端な場合，すなわち depthT S = 1を満たすイデアル Iの特徴付けで

す。ここで，Ĩはイデアル IのRatliff-Rush閉包

Ĩ =
⋃
n≥1

[In+1 :A In],
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すなわち，イデアル Iを含む（基礎環Aの）m-準素イデアルであって，等式 ei(Ĩ) = ei(I)がす

べての整数 0 ≤ i ≤ dについて成り立つような最大のものを表します。

R′(I) := R[t−1] ∼=
⊕

n∈Z
In

とおきます。

定理 5.2 ([GNO1], Corollary 2.6). d ≥ 2ならば，次の 3条件は互いに同値である。

(1) 次数付 T -加群として S ∼= B+ :=
∑

n≥1 Bnである。

(2) e1(I) = e0(I)− `A(A/I) + 1であって，ei = 0 (2 ≤ ∀i ≤ d)である。

(3) `A(Ĩ/I) = 1，Ĩ2 = QĨである。

このとき，次数付環G = G(I), R = R(I), R′ = R′(I)はすべてBuchsbaum環で，Buchsbaum

不変量に関する等式 I(G) = I(R) = I(R′) = d が成り立つ。

次の例は，d = 3で系 5.2の条件を満たすイデアルの典型として，M. Rossiに教えてもらった

ものです。

例 5.3. x, y, zは 3-次元正則局所環Aの正則巴系とし，

I = (x2 − y2, x2 − z2, xy, yz, zx)，Q = (x2 − y2, x2 − z2, yz)

とおく。すると Ĩ = m2 = I + (z2)，`A(Ĩ/I) = 1が成り立つ。m4 = Qm2であるから，イデア

ル Iは系 5.2の条件 (3)を満たし，e1(I) = e0(I)− `A(A/I) + 1，e2(I) = e3(I) = 0が従う。 次

数付環G = G(I), R = R(I), R′ = R′(I)はすべてBuchsbaum環で，I(G) = I(R) = I(R′) = 3

である。

6 例

定理 4.1を満たすようなイデアルが一般的に存在していることを述べておきます。
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定理 6.1 ([GNO2]). 0 < c ≤ dという整数の組 (c, d)を任意に与えれば，あるCohen-Macaulay

局所環 (A, m)とm-準素イデアル I，および Iの節減Q = (a1, a2, · · · , ad)を見つけて，

d = dim A, e1(I) = e0(I)− `A(A/I) + 1, c = `A(I2/QI)

が成り立つようにすることができる。

具体例の構成は，実は c = dの時に構成すれば十分なので，この場合を記録しておきます。

さてm, d > 0は整数とし

U = k[{Xj}1≤j≤m, Y, {Vi}1≤i≤d, {Zi}1≤i≤d]

を体 k上m + 2d + 1個の不定元を持つ多項式環とする。

a = [(Xj | 1 ≤ j ≤ m) + (Y )]·[(Xj | 1 ≤ j ≤ m) + (Y ) + (Vi | 1 ≤ i ≤ d)]

+(ViVj | 1 ≤ i, j ≤ d, i 6= j) + (V 2
i − ZiY | 1 ≤ i ≤ d)

とおき，C = U/aと定め，Xj, Y , Vi, Ziの環C内への像を xj, y, vi, aiで表す。すると

√
a = (Xj | 1 ≤ j ≤ m) + (Y ) + (Vi | 1 ≤ i ≤ d)

であるから，等式 dim C = dが従う。次に，M = C+ := (xj | 1 ≤ j ≤ m) + (y) + (vi | 1 ≤ i ≤
d) + (ai | 1 ≤ i ≤ d)（環 Cの次数付極大イデアル）とし，Λ を {1, 2, · · · ,m}の任意の部分集
合として

J = (ai | 1 ≤ i ≤ d) + (xα | α ∈ Λ) + (vi | 1 ≤ i ≤ d)，q = (ai | 1 ≤ i ≤ d)

とおく。すると，M2 = qM , J2 = qJ + qy, J3 = qJ2である。故に，qはM と Jに共通の節減

であって，a1, a2, · · · , ad は次数付環Cの斉次巴系であることが分かる。

そこで

A = CM , I = JA, Q = qA

と置くと，次が成り立ち，Iが求める例であることが従う。

定理 6.2. 次の主張が正しい。
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(1) AはCohen-Macaulay局所環で，dim A = dである。

(2) 次数付 T -加群として S ∼= B+であり，従って `A(I2/QI) = dである。

(3) e0(I) = m + d + 2であり，e1(I) = ]Λ + d + 1である。

(4) ei(I) = 0 (2 ≤ ∀i ≤ d)である。

(5) G = G(I)はBuchsbaum環であって，depth G = 0，I(G) = dである。

詳しい証明は [GNO2]をご覧下さい。
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