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0 はじめに
この小論においては，「Siegel保型形式の周期と合同の関連を考える」という筆者

の最近の研究プロジェクトについて，「Ikeda lift」と呼ばれる保型形式を例にとって
解説する．詳細については [Kat1],[Kat2],[Kat-Kaw1]および [Kat-Kaw2]をご覧いた
だきたい．
本論において「周期」といえば，ほとんどの場合 Siegel尖点形式 f の Petersson

product 〈f, f〉を意味する．また，「合同」といえばある（ひとつの）Siegel尖点形式
の空間における性質の異なるHecke固有形式 (Hecke作用素の同時固有関数）の固有
値の間の合同を意味する．それでは，どのようにして「周期」と「合同」を関連さ
せて考えるのかについて説明しよう．

Γ をモジュラー群1 とし，Sl(Γ )で重さ l の Γ に関する尖点形式の空間とする．

f(z) =
∞∑

m=1

a(m)e(mz) ∈ Sk(SL2(Z))を原始形式とする．すなわち，f はHecke固有

形式で a(1) = 1となるものとする．ここで e(x) = exp(2π
√
−1x) とする． Dirichlet

指標 χに対して f のHecke関数 (Hecke’s L-function) L(s, f, χ)を

L(s, f, χ) =
∏

p

{(1 − χ(p)αpp
−s+k−1/2)(1 − χ(p)α−1

p p−s+k−1/2)}−1

で定義する2．ここでαpはαp +α−1
p = p−k+1/2a(p)を満たす複素数である．特にχが

単位指標のとき，これを単にL(s, f)と表す．また，fのアジョイントL関数 (adjoint

L-function) L(s, f, Ad)を

L(s, f, Ad) :=
∏

p

{(1 − p−s)(1 − α2
pp

−s)(1 − α−2
p p−s)}−1

∗この研究は日本学術振興会科学研究費基盤 S(19104001 代表　桂利行教授）の援助を受けていま
す.

1本論説では主として Siegelモジュラー群を扱うがHilbertモジュラー群，Hermite群等でもよい.
2通常の２次の Euler積である.
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と定義する3．
さて，f ∈ Sk(SL2(Z))に対して f̂ を f の Sl(Γ )への「リフト」とする．ここで Γ

はあるモジュラー群である．ここで,「リフト」というのは（保型表現論における厳
密な定義はさておき）ごく素朴に，f̂ ∈ Sl(Γ )における Hecke固有形式で，そのあ
るL関数が fのあるL 関数（例えばL(s, f))を用いて表されるものとする．例えば，
Doi-Naganuma liftや後で述べる Saito-Kurokawa liftさらにその一般化である Ikeda

lift 等はその典型的なものである．このとき，次の問題を考える：

問題 A. f̂ と f 周期の何乗かの比
〈f̂ , f̂〉
〈f, f〉e

を f の数論的不変量（例えば L-関数

L(s, f, χ), L(s, f, Ad)の特殊値）を用いて表せ．
この問題は保型形式論にとってきわめて興味深く重要な問題でこれまでにも多く

の研究がなされている．これらについては，T. Oda [O], T. Sugano [Su], A. Murase

and T. Sugano[M-S]等を参照されたい．
さて，2つの性質の異なる 2つのHecke固有形式の対応する固有値の間にはある

素イデアルを法として合同関係があることがしばしば見られる．このような素イデ
アルを合同素イデアルとか合同を与える素イデアルとかいうこのとき，次の問題を
考える．

問題B. ．問題Aにおいて
〈f̂ , f̂〉
〈f, f〉e

が代数的であったとする．f̂ と Sl(Γ )のHecke

固有形式でリフトから来ないものとの間の合同を与える素イデアルを問題Aにおけ
る不変量を用いて特徴づけよ．
この問題は，K. Doi, H. Hida and H. Ishii [D-H-I]によるDoi-Naganuma liftの場

合における先駆的な研究があるものの，Siegel保型形式の場合には，問題Aほどに
は多くの人に注目されていなかったように思う．小論の目的は，この 2つの問題を
「Ikeda lift」に対して考え，それらに解答を与えることにより，このような問題設定，
とくに問題Bが意味のあるものであることを示すことにある．より具体的に言うな
らば

(1) T. Ikedaによって提起された Ikeda liftの周期に関する予想の解決
(2) (1)の結果の Ikeda liftとそうでないものの合同への応用
について述べる，さらに，これらの結果の数論幾何への応用，特に保型形式に付

随する Selmer群への応用についても述べる．

1 Siegel保型形式
LnをZ上の n次半整対称行列全体からなる集合とし，Ln>0で正定値行列からな

るLnの部分集合とする．

Γn = Sp(2n,Z) := {g ∈ GL2n(Z)) | tgJg = J}

3変数をずらすと２次対称 L関数 (symmetric square L-function)とよばれるものと一致する
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と定義する．ここで J =

(
On −1n

1n On

)
とする．l ∈ Z/2と Γnの部分群 Γ に対して

Sl(Γ )で重さ lの Γ に関する正則モジュラー形式の空間を表す．

Γ
(n)
0 (N) = {

(
A B

C D

)
∈ Γn | C ≡ 0 mod 4}

とおく．F,G ∈ Sl(Γ )に対して Petersson内積 〈F,G〉 を

〈F,G〉 = [Γn : Γ ]−1

∫
Γ\Hn

F (Z)G(Z)(det(Im(Z)))ldΦ

で定義する．ここでHnは n次 Siegel上半空間を表し，Γ\HnでHnの Γ に関する
基本領域を表し，dΦはHn上定義されたGLn(Z)-不変体積要素である. ．

L̃nで Hecke対 (GSp(2n,Q)+, Γn)に付随した Hecke環を表す．すなわち，L̃nは
M ∈ GSp(2n,Q)+のΓnに関する両側剰余類ΓnMΓnで生成されるZ上の自由加群に
しかるべき積を導入した環である．また，LnでHecke対 (GSp(2n,Q)+∩M2n(Z), Γn)

に付随したHecke環を表す．Lnは L̃nの部分環である．L̃nはSl(Γn)に作用する．こ
れを Hecke作用素という．(具体的な定義は A. Andrianov [A]を参照のこと.) す
べての T ∈ L̃n の同時固有関数を Hecke固有形式という．素数 pに対して Ln,p で
Hecke対 (GSp(2n,Qp), GSp(2n,Qp)∩GL2n(Zp))に付随したHecke環を表す．Pn =

C[X±
0 , X±

1 , · · · , X±
n ]をC上のX0, X1, · · · , XnのLaurent多項式環とする．WnをPn

のC-同型写像からなる群の部分群でX1, · · · , Xnの置換と次の元 τi (i = 1, 2, · · · , n)

で生成されるものとする：

τi(X0) = X0Xi, τi(Xi) = X−1
i , τi(Xj) = Xj (j 6= i).

また，Wnと同型な群 W̃nはTn = C×n+1に同様に作用する．このとき，Ln,pから
PWn

n へのC-代数同型 Φn,pが存在する．これを Satake同型という．ここで PWn
n は

PnのWn-不変部分環を表す．このとき，Ln,pからCへのC-代数準同型同型 λに対
してTnの元 α0(p, λ), α1(p, λ), · · · , αn(p, λ)が存在して

λ(Φ−1
n,p(F (X0, X1, · · · , Xn)) = F (α0(p, λ), α1(p, λ), · · · , αn(p, λ))

がすべてのF ∈ PWn
n について成り立つ．α0(p, λ), α1(p, λ), · · · , αn(p, λ)をλのSatake

p-parameterという．　さて，F (Z) ∈ Sk(Γn)がHecke固有形式のとき，T ∈ Ln,pに
対して固有値 λF (T )を対応させる対応は代数準同型 λf,pを誘導する．これによって
定まる Satakep-parameterを α0(p), α1(p), · · · , αn(p)で表す．このとき，F のスタン
ダード L関数 (standard L-function)L(s, F, St)を

L(s, F, St) =
∏

p

{(1 − p−s)(1 − αi(p)p−s)(1 − αi(p)−1p−s)}−1
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で定義する4．また，F のスピン L関数 (spinor L-function)L(s, F, Sp)を

L(s, F, Sp) =
∏

p

{
n∏

r=0

∏
1≤i1<···<ir≤n

(1 − α0(p)αi1(p) · · ·αir(p)p−s)}−1

で定義する．n = 1のとき L(s, F, Sp) = L(s, F )であり L(s, F, St) = L(s, F, Ad)と
なる．

2 Ikeda liftと Ikeda予想
Ikeda liftの定義を述べるために，整数D ∈ ZでD ≡ 0 mod 4または 1 mod 4を

みたすものに対して dDをQ(
√

D)の判別式とし，fD =
√

D
|dD| とおく．さらに，χD

を拡大Q(
√

D)/Qに対応するKronecker指標とする．もちろん，Q(
√

D) = Qのと
きは dD = 1かつ χD = 1である．

nを正の偶数とする．T ∈ Ln>0に対して dT = d(−1)n/2 det(2T ), fT = f(−1)n/2 det(2T ),お
よび χT = χ(−1)n/2 det(2T )とおく．素数 pに対して T の局所 Siegel級数 bp(T, s)を

bp(T, s) =
∑

R∈Symn(Z[1/p])/Symn(Z)

e(tr(TR))p−ordp(µp(R))s

と定義する． ここで µp(R) = [RZn
p + Zn

p : Zn
p ]である．このとき，次の条件を満た

す多項式 Fp(T,X)　 ∈ Q[X]が一意的に存在する：

bp(T, s) = Fp(T, p−s)
(1 − p−s)

∏n/2
i=1(1 − p2i−2s)

1 − χT (p)pn/2−s

(Y. Kitaoka [Ki]参照.) kを偶数の整数とする．

f(z) =
∞∑

m=1

a(m)e(mz)

を S2k−n(Γ1)における原始形式とする．

f̃(z) =
∑

e

c(e)e(ez)

をKohnenのプラス空間 S+
k−n/2+1/2(Γ0(4))におけるHecke固有形式で Shimura対応

により f に対応しているものとする (W. Kohnen [Ko]参照.)　プラス空間の定義は
後に述べる．Z ∈ Hnの Fourier級数 In(f)(Z)を

In(f)(Z) =
∑

T∈Ln>0

cIn(f)(T )e(tr(TZ)),

4講演では Hecke固有値に付随した Dirichlet級数で定義したが同じものである
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と定義する．ここで

cIn(f)(T ) = c(|dT |)
∏

p

(pk−n/2−1/2αp)
ordp(fT )

∏
p

Fp(T, p−(n+1)/2α−1
p )

である．このとき，Ikeda [Ik1] は次を示した:

定理 2.1. In(f)(Z)は Sk(Γn)におけるHecke固有形式でそのスタンダードL関数
L(s, In(f), St)は

L(s, In(f), St) = ζ(s)
n∏

i=1

L(s + k − i, f)

と表される．ここで ζ(s)はRiemannの zeta関数で，L(s, f)は 前に述べた fのL関
数である．

定理 2.1における In(f)を f の Ikeda liftという．

注意. In(f)の Fourier係数 cIn(f)(A) は a(m)と c(m)を用いて明示的に表される．
特に，In(f)は f̃ により一意的に定まる．
注意． I2(f)は f の Saito-Kurokawa liftと呼ばれる．
さて，Ikeda予想を説明するために．またいくつかの記号を用意する．

ΓC(s) := 2(2π)−sΓ(s),

ξ̃(s) := ΓC(s)ζ(s),

Λ(s, f, χ) := ΓC(s)L(s, f, χ)

Λ̃(s, f, Ad) := ΓC(s)ΓC(s + 2k − n − 1)L(s, f, Ad).

さて，次のような図式があることを思いだす．

S+
k−(n−1)/2(Γ0(4)) ↔ S2k−n(Γ1) → Sk(Γn)

f̃ ↔ f 7→ In(f)

ここで最初の↔は Shimura対応で２番目の→は Ikeda liftである．このとき，Ikeda

は次の予想を提起した．

予想A. ([Ik2])

〈In(f), In(f)〉
〈f̃ , f̃〉

= 2α(n, k)Λ(k, f)ξ̃(n)

n/2−1∏
i=1

Λ̃(2i + 1, f, Ad) ξ̃(2i),

ここで α(n, k) = −(n − 3)(k − n/2) − n + 1

注意. (1) Ikedaはもう少し一般的 liftについて予想を提起しており，上の予想は
その特別な場合である．
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(2) fに対して In(f)は一意には決まらず定数倍のあいまいさがある．しかし，In(f)

は f̃ によって一意的に定まる．よって上の定式化にはあいまいさがない．
(3) n = 2のとき, Conjecture A は正しい．すなわち

〈I2(f), I2(f)〉
〈f̃ , f̃〉

= 2k−2Λ(k, f)ξ̃(2)

(W. Kohnen and N.-P. Skoruppa [K-S]参照.)

さて，予想 Aから問題 Aに対する解答を与えることができる．これは後に詳述
する．

3 Ikeda予想の証明(河村尚明氏（北大理）との共同研究）
最初の主結果は次のとおりである．

定理 3.1. (H. Katsurada-H. Kawamura [Kat-Kaw2])予想Aは正しい

証明の概略: 我々の場合に限らず楕円尖点Hecke固有形式とそのリフトの間の周
期関係式に関する優れた研究があることは前に述べた．その多くは”Theta lift”とよ
ばれるものなっている．”Theta lift”は積分表示を用いて定義されることもあり，周
期関係式を導く一般的処方が知られている5．一方，Ikeda liftは n = 2の場合，すな
わち Saito-Kurokawa liftのときを除いて”Theta lift”ではないので，そのような方法
は使えない．我々の方法は Ikeda liftに付随する様々なRankin-Selberg型のDirichlet

級数の明示公式を求め，ある極における留数をとるというものである．このような
留数には保型形式の周期が現れるので目標とする結果が得られるというしくみであ
る．ただし，実際の証明は多少複雑で３段階に分かれる．まず, In(f)を前に述べた
ように Fourier展開する：

In(f)(Z) =
∑

B∈Ln>0

cIn(f)(B)e(tr(BZ)) (Z ∈ Hn).

Step 1.　 Z =

(
τ ′ z
tz τ

)
と表す．ここで，τ ∈ Hn−1, z ∈ Cn−1, τ ′ ∈ H1であ

る．このとき, In(f)の Fourier-Jacobi展開

In(f)

((
τ ′ z
tz τ

))
=

∞∑
N=1

φN(τ, z)e(Nτ ′),

5もっとも，その処方に従って実際に具体的な関係式を得るためには各々の場合にかなりの工夫を
必要とする
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を考える．ここで φN(τ, z)は In(f)のN -番目のFourier-Jacobi係数で次のように定
義される：

φN(τ, z) =
∑

T∈Ln−1, r∈Zn−1,
4NT− trr>0

cIn(f)

((
N r/2

tr/2 T

))
e(tr(Tτ)+rtz) (τ ∈ Hn−1, z ∈ Cn−1)

φN は 重さ k, 指数N のΓn−1に関する Jacobi尖点形式になり，従ってPertersson内
積 〈φN , φN〉が定義される．これを用いて次のDirichlet級数D1(s; In(f))を定義する：

D1(s; In(f)) := ζ(2s − 2k + 2n)
∞∑

N=1

〈φN , φN〉N−s.

このDirichlet級数の解析的性質はYamazaki [Y]によって詳しく調べられている:

命題 3.2. Γn,k(s) = πk−n(2π)−2sΓ(s)Γ(s − k + n)とおく．このとき

D1(s; F ) = Γn,k(s) D1(s; F )

は全 s-平面に有理型関数として解析接続され s = kで１位の極を持ちそこでの留数
は 〈F, F 〉となる．

さて，このとき我々はD1(s, In(f))の明示公式を得る:

定理 3.3. ([Kat-Kaw1]) n, kを正の偶数で k > n + 1とする. f を S2k−n(Γ1)にお
ける原始形式とし，φ1 = φIn(f),1を In(f)の１番目のFourier-Jacobi係数とする．こ
のとき，次が成り立つ：

D1(s; In(f)) = 〈φ1, φ1〉 ζ(s − k + 1)ζ(s − k + n)L(s, f).

定理 3.3の等式の両辺の留数をとることにより次が成り立つ：

系. 上と同じ仮定の下で

〈In(f), In(f)〉
〈φ1, φ1〉

= 2−k+n−2Λ(k, f)ξ̃(n). (1)

Step 2. 次に 〈φ1, φ1〉を他の保型形式の周期を用いて表すことを考える．そのため

L′
n−1>0

= {B ∈ Ln−1>0 | B + trBrB ∈ 4Ln−1となる Zn−1の元 rBが存在する }
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とおく．このような rBはBに対して 2Zn−1を法として一意に決まる．また，

cIn(f)

((
1 rB

2
trB

2
B+trBrB

4

))
は rBの代表元の取り方によらずにBによって一意に定

まる．さて，τ ∈ Hn−1の関数Hn−1(φ1)を

Hn−1(φ1)(τ) =
∑

B∈L′
n−1>0

cIn(f)

((
1 rB

2
trB

2
B+trBrB

4

))
e(tr(Bτ))

と定義する．このとき，Hn−1(φ1)は一般化されたKohnenプラス空間S+
k−1/2(Γ

(n−1)
0 (4))

に属する6．ここで一般化されたKohnenプラス空間 S+
k−1/2(Γ

(n−1)
0 (4))とは

F (τ) =
∑

B∈L′
n−1>0

c(B)e(tr(Bτ))

という Fourier展開をもつ Sk−1/2(Γ
(n−1)
0 (4))の元全体からなる部分空間である7．こ

の空間は n = 2のときは１節で述べた S+
k−1/2(Γ

(n−1)
0 (4))に一致する．このとき次が

成り立つ．

命題 3.4

〈φ1, φ1〉 = 2(2k−2)(n−1)〈Hn−1(φ1), Hn−1(φ1)〉.

Step 3. 最後に

R(s, Hn−1(φ1)) =
∑

B∈L′
n−1>0

/SLn−1(Z)

|cIn(f)

((
1 r

2
tr
2

B+trr
4

))
|2

e(B) det Bs
,

と定義する．ここでe(B) = #{X ∈ SLn−1(Z) | tXBX = B}である．これをRankin-

Selbergの convolution productという．この型のDirichlet級数は整数重さの保型形
式に対しても定義される，特に，楕円尖点 Hecke固有形式の場合には（本質的に）
tensor product L関数と呼ばれ Euler積を持つが， 高次の場合にはたとえHecke固
有形式であっても Euler積を持たない．しかし，その解析的性質はよく知られてい
る（例えば，Kalinin [Kal]参照.) 半整数重さの場合も同様の方法により次のことが
証明される．

命題 3.5.

γn−1(s) = 21−2s(n−1)π−s(n−1)+(n−1)(n−2)/4

n−1∏
j=1

Γ(s − (j − 1)/2)

6一般に指数 1の Jacobi尖点形式からこのように半整数重さの Siegel尖点形式を対応させること
ができる. 詳細は Ibukiyama [Ib]参照

7Aが Ln−1>0 ではなくその部分集合 L′
n−1>0

を走ることに注意されたい.
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とおく．このとき R(s,Hn−1(φ1)) は全 s-平面に有理型に解析接続され，s = k− 1/2

で１位の極を持ちそこでの留数は

γn−1(l)
−1

∏(n−2)/2
i=1 ξ(2i + 1)

ξ(n)
∏(n−2)/2

i=1 ξ(2n − 2i)
〈Hn−1(φ1), Hn−1(φ1)〉

となる．

さて，R(s,Hn−1(φ1))の明示公式が次のように与えられる．

定理 3.6. ([Kat-Kaw2]) λn = 1
2

∏n/2−1
i=1 ξ̃(2i)とおく．このとき

R(s, Hn−1(φ1)) = λn2(−s−1/2)(n−2)ζ(2s + n− 2k + 1)−1

n−2
2∏

i=1

ζ(4s + 2n− 4k + 2− 2j)−1

×{R(s− n/2 + 1, f̃)ζ(2s− 2k + 3)

n−2
2∏

i=1

L(2s− 2k + 2i + 2, f, Ad)ζ(2s− 2k + 2i + 2)

+R(s, f̃)ζ(2s − 2k + n + 1)

n−2
2∏

i=1

L(2s − 2k + 2i + 1, f, Ad)ζ(2s − 2k + 2i + 1)}

となる．

上の定理の両辺の留数をとることにより次が得られる．

系. 上の定理と同じ仮定のもとで，次が成り立つ：

〈Hn−1(φ1), Hn−1(φ1)〉
〈f̃ , f̃〉

= 2β(n, k)

n/2−1∏
i=1

ξ̃(2i) Λ̃(2i + 1, f, Ad)

, ここで β(n, k) = (n − 2)(−3k + (n − 1)/2)である．

定理 3.1の証明
定理 3,1は定理 3.3の系，命題 3.4および定理 3.6の系から直ちに得られる．

4 Ikeda liftの合同素イデアル
さて，Ikeda liftに対する，問題A,Bにひとつの解答を与える．最初に一般のSiegel

保型形式の合同について述べる．Q(F )をF のHecke体とする．すなわち，Q(F )は
Q上すべての λF (T ) (T ∈ Ln)によって生成される体である．Q(F )は有限次総実代
数体になる．さて，固有値の間の合同を論ずるためには，λF (T )が代数的整数であっ
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てほしい．次の命題は多かれ少なかれ専門家にとっては既知のことと思われるがあ
えて注意しておく．証明は難しくはないが自明ではない ([Kat-1]参照.)

命題 4.1. k ≥ n + 1とする．このとき，F のHecke固有値 λF (T )は代数的整数
であり，OQ(F )に属する．

M をHecke安定な Sk(Γn)の部分空間でM ⊂ (CF )⊥ となるものとする．ここで
(CF )⊥はCF の Sk(Γn)における Petersson内積に関する直交補空間である．
定義. Kを有限次代数体で Sk(Γn)のすべてのHecke固有形式のHecke体を含むも

のとする．Kの素イデアルPがF のMに関する合同素イデアル (congruence prime)

であるとは，あるHecke固有形式G ∈ M が存在して

λG(T ) ≡ λF (T ) mod P

がすべての T ∈ Lnに対して成り立つときをいう．
合同素イデアルであるための判定条件を述べるために，

Λ(m, F, St) :=
L(m,F, St)

〈F, F 〉π−n(n+1)/2+nk+(n+1)m

とおく．このとき，次のことが知られている.

命題 4.2. (S. Boecherer [Bo], S. Mizumoto [Mi]) F ∈ Sk(Γn)をHecke固有形式と
する．ρnを nを n ≡ 1 mod 4を満たす 5以上の奇数のとき 3, それ以外のとき 1とす
る．任意のB ∈ Ln>0と ρn ≤ m ≤ k − n,m ≡ n mod 2に対して Λ(m,F, St)|c(B)|2

はQ(F )に属する.

さて，Siegel尖点Hecke固有形式の合同素イデアルについて次のことが知られて
いる．

定理 4.3. ([Kat-1]) PをKの素イデアルで (2k − 1)!を割らないとする． さらに，
あるB ∈ Ln>0と 2 ≤ m ≤ k − n− 2,m ≡ 0 mod 2に対して PはΛ(m,F, St)|c(B)|2

の分母を割るとする． このとき Pは F の (CF )⊥に関する合同素イデアルである．

Ikeda liftとそうでないものとの間の合同を考えるために，Sk(Γn)∗をすべての原
始形式 g ∈ S2k−n(Γ1)の Ikeda lift In(g)によって生成される Sk(Γn)の部分空間とす
る．n = 2のとき Sk(Γ2)

∗は Sk(Γ2)のMaass部分空間と呼ばれるものになる．
さて，fをS2k−n(Γ1)における原始形式とし，Kを上のとおりとする．すべての原

始形式 g ∈ S2k−n(Γ1)に対してQ(In(g)) = Q(g)が成り立つ．よって，KはS2k−n(Γ1)

におけるすべての原始形式のHecke体を含む． AをLの整数環，PをKの素イデア
ルとする．このとき，Eichler-Shimura isomorphismを通してfの基準周期 (canonical

periods)と呼ばれる 2つの複素数 Ω
(±)
f = Ω(f,±; AP)が定義される．具体的な構成

法については例えば， H. Hida [Hi3]を参照のこと．
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注意. (1) APをAのK 内での Pにおける局所化とする．このとき，Ω
(±)
f は各々

APの単数倍を除いて一意的に決まる．

(2)
〈f, f〉

Ω
(+)
f Ω

(−)
f

∈ APが成り立つ．このとき，(1)により， 〈f, f〉
Ω

(+)
f Ω

(−)
f

が Pで割れるか

どうかはΩ
(±)
f のとり方によらない．また，これは f の合同素イデアルに深く関係し

ている．(Hida [Hi1],[Hi2]参照)

さて，予想 A（あるいは定理 3.1)を書き換えるために，0 < m ≤ 2k − n − 1と
Dirichlet指標 χに対して j := χ(−1)(−1)m−1とおき，

L(m, f, χ) :=
Γ(m)L(m, f, χ)

τ(χ)(2π
√
−1)mΩ

(j)
f

と定める．また，

L(m, f, Ad) =
Λ̃(m, f, Ad)

〈f, f〉
とおく．
注意. (1)L(m, f, χ) は K 上 χ の値によって生成される体 K(χ) に属する (G.

Shimura [Sh]参照).

(2) 1 ≤ m ≤ k − 1,m ≡ 1 mod 2ならば，命題 4.2よりL(m, f, Ad) ∈ Kである．
Dを基本判別式で (−1)n/2D > 0となるものとすると，

|c(|D|)|2

〈f̃ , f̃〉
=

2k−n/2−1|D|k−n/2−1/2Λ(k − n/2, f, χD)

〈f, f〉

(W. Kohnen and D. Zagier [K-Z]参照.) よって，定理 3.1より直ちに次のことがい
える．

定理 4.4. 任意の基本判別式Dで (−1)n/2D > 0となるものに対して

cf̃ (|D|)2〈f, f〉n/2

〈In(f), In(f)〉
=

an,k|D|k−n/2L(k − n/2, f, χD)

ξ̃(n)L(k, f)
∏n/2−1

i=1 L(2i + 1, f, Ad)ξ̃(2i)

が成り立つ．ここで an,kはその分母，分子が (2k − 1)より大きい素数で割れないあ
る有理数である.

系. 上の仮定に加えて，f̃ のFourier係数はすべて代数的数であるとする．このと

き
〈f, f〉n/2

〈In(f), In(f)〉
は代数的である.

この結果はn = 2のときM. Furusawa [F], 一般のときY. Choie-W. Kohnen [C-K]

によって示されている．
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定理 4.5 ([Kat-2]) f,K,Pを上のとおりとする．次を仮定する．
(1) PはL(k, f)

∏n/2−1
i=1 L(2i + 1, f, Ad) を割る．

(2) P はある整数 2 ≤ m ≤ k − n/2− 1と基本判別式Dで (−1)n/2D > 0を満たすも
のに対して

ξ̃(2m)
n∏

i=1

L(2m + k − i, f)L(k − n/2, f, χD)D(2k − 1)!

を割らない．
(3) f の p番目の Fourier係数は Pで割れない
(4) Pは

Ck,n
〈f, f〉

Ω(f, +, AP)Ω(f,−, AP)

を割らない．ここでn = 2またはそうでないかに応じてCk,n = 1または
∏

p≤(2k−n)/12(1+

p + · · · + pn−1)である．
このとき Pは In(f)の (Sk(Γn)∗)⊥に関する合同素イデアルである.

証明の概略
Step 1. まず，Ikeda liftのFourier係数を注意深く観察することによって, A ∈ Ln>0

で cIn(f)(A) = cf̃ (|D|)lかつ P 6 |lを満たすものがとれることに注意する.　よって

Λ(2m, In(f), St)|cIn(f)(A)|2

= an,k,m

∏n
i=1 L(2m + k − i, f)|D|k/2−n/2L(k − n/2, f, χD)

L(k, f)ξ̃(n)
∏n/2−1

i=1 L(2i + 1, f, St)ξ̃(2i)

×(
Ω(f, +;P)Ω(f,−; AP)

〈f, f〉
)n/2

が成り立つ．ここで an,k,mはその分母・分子が Pで割れない有理数である．よって
仮定 (1),(2)と 定理 4.3から, あるHecke固有形式G ∈ CIn(f)⊥が存在して

λG(T ) ≡ λIn(f)(T ) mod P

がすべての T ∈ Lnについて成り立つ．
Step 2. 次にG 6∈ Sk(Γn)∗を示すために，Hida [Hi2] による 1変数保型形式の合

同素イデアルの
〈f, f〉

Ω(f, +; AP)Ω(f,−; AP)
を用いた特徴付けを使う．

注意. n = 2のとき上の定理は Harderの予想の特別な場合となり，[Br]および
[Kat1] で証明されている．なお，Harderの予想については [Ha]参照のこと．なお，
これに関しては後でもう一度ふれる．
注意. 上の定理の本質的な仮定は (1)である．仮定 (3),(4)は技術的なもので容易に

取り除くことができるはずである．仮定 (2)は必ずしも技術的なものといえない．す
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なわち，１つの素イデアルPを固定して基本判別式を動かしたときL(k−n/2, f, χD)

が Pで割れないものがあるかどうかはデリケートな問題である．それでも，これを
取り除きたい．また，上の定理の逆が成り立つかどうかも興味あるところである．そ
こで，次の予想を提起したい．

予想B. K, fを上のとおりとする．PをKの素イデアルで (2k− 1)! を割らないも
のとする．このとき Pが In(f)の (Sk(Γn)∗)⊥に関する合同素イデアルであることと
PがL(k, f)

∏n/2−1
i=1 L(2i + 1, f, Ad)を割ることは同値である．

例. n = 4 かつ k = 18とする．このとき dim S18(Γ4)が大体 16に等しい．
(C. Poor-D. Yuen [P-Y]による.) 一方，

dim S18(Γ4)
∗ = dim S32(Γ1) = 2

である．原始形式 f ∈ S32(Γ1)をとる．このとき [Q(f) : Q] = 2である．さて，
211 = PP′ と Q(f)において素イデアル分解される．さらに，

NQ(f)/Q(L(18, f)) = 27 · 32 · 52 · 72 · 11 · 13 · 211,

ξ̃(6) = 2−2 · 3−2 · 7−1

NQ(f)/Q(
4∏

i=1

L(24− i, f)) = 219 · 313 · 55 · 78 · 112 · 135 · 175 · 193 · 23 · 503 · 1307 · 14243,

かつ

NQ(f)/Q(L(16, f, χ1)) = NQ(f)/Q(L(16, f)) = 25 · 32 · 53 · 72 · 11 · 132

であることがわかる．( W. A. Stein [Ste] http://modular.fas.harvard.edu/index.html

参照)

さらに，直接計算により Pは I4(f)のCI4(g)に関する合同素イデアルではないこと
がわかる． ここで g ∈ S32(Γ1)は f とは異なる原始形式である． 以上により，Pま
たは P′は I4(f)の S18(Γ4)

∗⊥に関する合同素イデアルであることがわかる．
上の次元の様子をみると，I4(f)と合同な non-Ikeda liftを具体的に構成すること

は難しいことに注意されたい．n = 2のときの例は [Br],[Kat-3]にある．

さて，Harderは [Ha]において Saito-Kurokawa liftと non-Saito Kurokawa liftの
合同を含む一般的な予想を提起しており，そのモチーフ論的解釈を与えている．そ
れ故，次の問題は興味深いと思われる．

問題C. 予想Bのモチーフ論的解釈を見出せ．また，予想Bのベクトル値保型形
式への一般化を考えよ．

また，次の問題も考えて見る価値があると思う．

問題D. 問題A,Bを他のリフトについて考えよ．例えば，[Ik2]で予想されている
Miyawaki liftの周期関係式を証明し，Miyawaki liftと non-Miyawaki liftの合同素イ
デアルがどのような L関数の特殊値で特徴づけられるか考察せよ．
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5 合同の数論幾何への応用およびコメント
上に述べた合同はそれ自体興味深いものであるが，保型形式に付随する Selmer群

の非自明な捩れ元を生み出す可能性があるという点でも意義深い．このことを，まず，
J. Brownの結果を例にとって簡単に説明しよう．一般に V を p-進Galois表現とす
る．T をGal(Q̄/Q)-安定な V の格子とし，W = V/T とおく．このとき，H1

f (Ql, V )

を

H1
f (Ql, V ) =

{
ker(H1(Ql, V ) −→ H1(Il, V )) l 6= p

ker(H1(Ql, V ) −→ H1(Ql, V ⊗ Bcrys)) l = p

と定義する．ここで，Ilは惰性群，BcrysはFontaineの p-進周期環である．さらに，
Bloc-Kato群H1

f (Ql,W )およびW の Selmer群H1
f (Q, W )を

H1
f (Ql,W ) = im(H1(Ql, V ) −→ H1(Ql,W )),

H1
f (Q,W ) = ker

(
H1(Q,W ) −→ ⊕l

H1(Ql,W )

H1
f (Ql,W )

)
で定義する．さて，原始形式 g ∈ S2k−n(Γ1)と素数 pに対して Vpを gに付随する p-

進Galois表現とする．TpをGal(Q̄/Q)-安定な Vpの格子とし，Wp = Vp/Tpとおく．
次はBloch-Kato予想からの帰結である．
予想C. PがL(k, g)を割れば，pはH1

f (Q, Wp(1 − k)) を割る．．

予想Cを上に述べた合同を利用して解いてみよう．Hecke固有形式 F に付随する
Galois表現 ρF : Gal(Q̄/Q) −→ GL4(E)が存在して，l 6= pのとき

det(I − ρF (Frobl)X) = Ll(X,F, Sp)

となる．ここで

Ll(X,F, Sp) = (1−α0(l)X)(1−α0(l)α1(l)X)(1−α0(l)α1(l)X)(1−α0(l)α1(l)α2(l)X)

である．特にF 6∈ Sk(Γ2)
∗ならば ρF は絶対既約であり，その他諸々の数論幾何的に

みて良い性質を持つ．さて，原始形式 g ∈ S2k−2(Γ1)について Pが L(k, g)を割ると
しよう．このとき，定理 4.4からあるHecke固有形式G ∈ Sk(Γ2) かつ G 6∈ Sk(Γ2)

∗

が存在して，
　ρ̄I2(g) ≡ ρ̄G

となる．ここで　表現 ρに対して ρ̄ = ρ mod P とする．さて，Saito-Kurokawa lift

の性質より

ρI2(g) =

 εk−2 0 0

0 ρg 0

0 0 εk−1


14



となることが知られている．ここで εは p次円分指標である．よって，上に述べた
合同と少しの計算で基底を取り替えることより

ρ̄G =

 ε̄k−2 a12 a13

a21 ρ̄g a23

0 0 ε̄k−1


かつ a12 = 0または a21 = 0とできる．また，Herbrandの定理より a13 = 0を示す
ことができる．さらに計算をすすめることにより a23 6= 0を示すことができこれが
H1

f (Q,Wp(1 − k))の非自明な元を与え証明が完成する． 詳細は [Br]を参照のこと．
上の考察より，次のような夢を見たくなるのは至極当然のことであろう．

夢 (妄想?)　定理 4.4を利用して保型形式に付随する他の Selmer群の非自明な捩
れ元を構成できないか？

例えば，２次あるいは３次の対称テンソル表現に付随する Selmer群に対して考え
ることは興味深い．ただし，上の方法を実行するためにはSk(Γn)のHecke固有形式
に付随するGalois表現の存在が必要となるが，n ≥ 3のときにはその存在は知られ
ていないので，現在のところはまだ夢物語に過ぎない．しかし将来どうなるかわか
らないし，それを仮定して考察を進めることは意義があると思う．
いずれにしても，周期関係式という解析的な事実がこのような数論に関係がある

ことは興味深いことと思われる．このような分野に多くの若い人達が参入すること
を期待して本稿を終えることにする．

References

[A] A. N. Andrianov, Quadratic forms and Hecke operators, Springer, 1987.
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