
GT-ADMISSIBLE VARIETIES

寺杣　友秀

1. Introduction

P1 −{0, 1,∞}の基本群の周期から多重ゼータ値が現れる。またMixed Tate
motifの圏における extension group は K-theory により計算可能なので、そ
の様子はある程度はわかっているといってもよい。これらのなすベクトル空間
の次元の様子から、Z上の mixed Tate motifの周期がすべて多重ゼータ値で
表されることが予想される。P1 − {0, 1,∞} の基本群の自己同型の部分群と
して現れる Grothendieck-Teichmuller group と mixed Tate motifの基本群と
の関係によって定式化される。これが Deligne-Ihara 予想と呼ばれる予想で、
上にあげたすべての Z上の mixed Tate motifの周期が多重ゼータ値でかける
か、という予想は Deligne-Ihara予想に現れる写像の injectivityとして解釈さ
れる。この injectivityは Z上のmixed Tate motifを生成する objectでそれら
が P1 − {0, 1,∞}に由来するものを構成する、という問題に言い換えられる。
この問題はいまだに完全な解決をみていないが、この報告では Z上の mixed
Tate motifを生成する比較的わかりやすい objectを構成することと、どのよう
な幾何学的対象がGrothendieck-Teichmuller groupに由来するか、という点に
ついてわかったことを述べようと思う。

2. Algebroid とGrothendieck-Teichmuller 群

この章では Algebroidに値をもつ functorの functorial isomorphism として
Grothendieck-Teichmuller 群を定義する。この定義の利点として algebroidか
ら構成されるものには自然にGrothendieck-Teichmuller群が作用することが定
義からただちに従う。

定義 2.1 (Algebroid). (1) S を集合,K を標数 0 の体とする。S 上の K-
algebroid U (あるいは単に algebroid)とは
(a) a, b ∈ S により index付けされたK-ベクトル空間 Uab と
(b) associativeな積 Ubc ⊗ Uab → Uac をもち、
(c) この積により Uaa は単位元をもつ環となり、
(d) Uab は [a, b]を生成元とする free right Uaa module (free left Ubb

module) of rank 1となるもの
のことである。

(2) comultiplication ∆ : Uab → Uab ⊗ Uab 等を考えることにより、Hopf
algebroidも同様に定義される。

(3) U1,U2 を集合 S1, S2 上の algebroidとする。algebroidのmorphism f :
U1 → U2 とは集合 f : S1 → S2 と線形写像 fab : U1,ab → U2,f(a)f(b) の
組で積と compatibleになるものである。

1



2 寺杣　友秀

例 2.2. (1) X を位相空間として S = X とするとき x, y ∈ X に対し
て Q[π1(X, x, y)]を考えるとこれは S 上の algebroid となる。ここで
π1(X, x, y)は x, yを結ぶ pathのホモトピー類である。さらに augmen-
tation ideal による完備化 U(X)B = Q[π1(X, x, y)]̂ を考えると,これ
も algebroidとなる。これを Betti fundamental algebroidとよぶ。

(2) X を affine algebraic variety, x, y ∈ X とする。Nilcon(X)を nilpo-
tent connectionなすTannakaian categoryとする。x, yより定まる fiber
fuctor Fx, Fy の tensor endomorphism U(X)dR

xy = End⊗(Fx, Fy)を考

えると、algebroidになる。これを de Rham fundamental algebroidと
いう。

(3) X が代数多様体の場合には S をX の geometric point の集合の部分集
合として S 上の etale fundamental groupoid上の群環を考えることに
より l-adic etale fundamental algebroid U(X)l が同様に定義される。
これは S 上のQl-algebroidとなる。

(4) 上の三つの例は自然にHopf algebroidの構造がはいる。さらにX がC

の部分体K 上に定義されているとき、comparison isomorphism

U(X)B ⊗Q C ' U(X)dR ⊗K C

がある。以下 tensor積は completed tensor productを意味する。
(5) 上の構成法はX の tangential pointの場合に一般化される。

さてGrothendieck-Teichmuller groupを定義するために category (Fund)を
次のように objectとmorphismを定めて定義する。

(1) Object はM0,4,∆
∗(=punctured disk), M0,5, P1 −{0,∞}にそれぞれ

Z上定義された tangential pointを付加して考えたもの。
(2) Morphism は ∆∗ → M0,4, M0,4 → P1 − {0,∞}と infinitesimal in-

clusion M0,4 → M0,5, 及び tangential pointを保つ自己同型で生成さ
れる。

さらに∆∗のみからなる (Fund)の full sub categroyを (∆∗)と書く。３つの基本
群の理論 (l-adic etale realization, Betti realization, de Rham realization) に応
じて、fundametal algebroid を考えることにより、(Fund)からHopf algebroid
の圏への functor Uet,UB ,UdR が定義される。

定義 2.3 (Associator,GT). (1) ∗ = l, B, dRに対して∗-Grothendieck-Teichmuller
group GT∗ を次の functorial automorphismによって定義する。

GT∗ = Autfunctor(U
∗)

ϕ ∈ GT∗ に対して ϕを (∆∗)に制限することにより GT∗ から

Gm = Autfunctor(U
∗ |(∆∗))

への準同型 λ : GT∗ → Gm ができる。λの kernelを GT
(1)
∗ と書く。

(2) 集合 Ãssを次の functorial isomorphismとして定義する。

Ãss = Isomfunctor(U
B ⊗ C,UdR ⊗ C)

上と同様に (∆∗)への制限を考えることによりλ : Ãss → C× ·(comp)な
る写像をえる。ここで (comp)は∆∗の基本群に対するBetti−deRham
comparison isomとする。λ−1(comp)の元 associatorという。
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GT に関して次の結果が著しい。

定理 2.4 (Lochak-Ihara). ϕ ∈ GT∗ はM0,n (n ≥ 4) およびそれらの間の
infinitesimal inclusion, projectionにより生成される圏から Hopf algebroid へ
の functorial isomorphism に一意的に延長される。

さらに Z 上の mixed Tate motif との関連をのべよう。MTMZ を Z 上の
unramified mixed Tate motifの圏とする。これはTannakian categoryとなり、
MTMZ上の Hopf algebroid object などが定義される。さらに

定理 2.5 (Deligne-Goncharov). (Fund)の object X に対してその tangential
base pointの集合 | X |上のMTMZ 上の fundamental algebroid U(X)mot が
functorial に定義される。さらに U(X)mot の ∗-realization (∗ = l, B, dR)は
U(X)∗と自然に同型になる。

いま ∗ = l, B, dRとして MTMZ の fiber functor ω∗ を base point とする
Tannaka fundamental groupを π1(MTMZ, ω∗) とおくと上の定理より次の代
数群の写像がある。

π1(MTMZ, ω∗)
ϕ
→ GT∗
↘ ↓

Gm

予想 2.6 (Deligne-Ihara). 上の ϕは同型であろう。

上の予想に関しては numericalな evidenceがある。

注意 2.7. (1) 上の ϕの単射性は Z上 unramified な mixed Tate motifが

(M0,4,
→

01,
→

10) で生成されると言い換えられる。以下これを問題にし
たい。

(2) 上の単射性の profinite versionは Belyiの定理により知られている。つ
まりすべてのQの有限次代数拡大はP1 −{0, 1,∞} の基本群への作用
から得られる。

3. Hopf algebroidに由来するDGAとGalois群の作用

ここの章では基礎体は Q とする。U を S の上の Hopf algebroid とする。
Complex C•(U)q を

· · · ⊕p0,p1,p2∈SUp0,q ⊗ Up1,q ⊗ Up2,q → ⊕p0,p1∈SUp0,q ⊗ Up1,q → ⊕p0∈SUp,q

a ⊗ b ⊗ c 7→




ε(a)b ⊗ c
−ε(b)a ⊗ c
+ε(c)a ⊗ b




a ⊗ b 7→ ε(a)b − ε(b)a

によって定義する。ここで complexのdegreeはC−i(U) = U⊗i+1によって与えら
れる。ここで coproduct ∆ : Uqr → Uqr⊗

i+1を用いてUqr⊗C−i(U)q → C−i(U)r

なるhomomorphismが定まり、それによってC•(U)は left U moduleの complex
となる。

定義 3.1 (DGA of Hopf algebroid). (1) U の DGA Ω•(U)を

Ω•(U) = HomU (C•(U),Q)
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により定義する。Ω•(U)の積構造は ω ∈ Ωi, η ∈ Ωj に対して

(ω · η)(x0 ⊗ · · · ⊗ xi+j) = (ω ⊗ η)(x0 ⊗ · · · ⊗ xi ⊗ ∆(xi) ⊗ xi+1 ⊗ · · · ⊗ xi+j)

と定める。この積構造は associative であり、up to homotopy で greded
commutativeである。

(2) algebroid の homomorphism f : U1 → U2 に対して contravariant に
Ω•(U2) → Ω•(U1) が定まる。従って semi-simplicail Hopf algebroid
U• = {UI}I∈Ii

が I ∈ Ip+1, J ∈ Ip UI → UJ なる形で与えられると、
Ω(U•)

• が

Ω(U•)
• : ⊕I∈I0Ω(UI)

• → ⊕I∈I1Ω(UI)
• → . . .

によって定まる。

注意 3.2. U は各 base pointの pair毎に vector spaceが定まるがΩ(U)•は base
pointによらずに定まる。base pointに関する compatibilityの情報は algebroidの
base point set S に含まれている。従って上の functorialityは up to homotopyの
みならず、strictに functorialである。algebroidではなく algebraから出発する
と、常に base pointの取替えを考えねばならず、functorialityも up to homotopy
でしか成立しない。従ってそのままでは simplicial object に対して simplicial
complex が作れない。

X• を Cの部分体 K 上に定義された simplicial scheme とする。このとき
X•をK の代数閉包への base changeとして、U(X•)

etをこれから誘導される
semi-simplicial Hopf algebroidとする。

命題 3.3. 各XI (I ∈ Ip)がQl − Kπ1 spaceであるとする。このとき

Hi(Ω(U(X•)
et)•) → Hi

et(X•,Ql)

なる自然な同型が存在する。さらにこれはGal(K/K)作用と compatibleである。

4. GT-admissible varieties

上の構成法とGalois群との compatibilityを使って、Galois群Gal(Q/Q)が
GTet の作用を通して作用する varietyのクラスを定義したい。

M0,nの tangential pointを定義する。まず outer edgeの数が n個の planer
trivalent graphの集合を考えてそれらの間に mirrorであることによる同値類
を考えると、それはM の tangential point を与える。すなわち graph の同値
類 γ に対してこれは cross ratioを考えることにより

Γ(M0,n,O) = Q[t4, . . . , tn][t−1
i , (ti − 1)−1, (ti − tj)

−1]

の subalgebra R0 = Q[u1, . . . , un−3]が定義できる。uiの番号付けは inner edge
に対応している。今 R = Q[[u1, . . . , un−3]][u

−1
i ]とおき、Rの拡大

R̃ = Q[[u1, . . . , un−3]][u
1
le

i , u−1
i ]e

及び Zn−3 → R× を考えるとこれがM0,nの tangential point となる。ここで
は説明を省略するが、tangential pointには同値という概念がさだまっている。
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このような形の tangential pointをM0,nの standardな tangential pointとよ
ぶ。さらに環 A および n1, . . . , npに対して

A[[t
(p)
4 , . . . , t(p)

np
]][(t

(p)
i )−1, (t

(p)
i − t

(p)
j )−1]p,i

を作る操作を考える。Q から出発して上の操作を繰り返して得られる環に
は standard tangential point の集合が定義される。このような環とその上の
standard tangential point 全体の集合の組を standard tangential ring とい
う。(Γ(M0,n,O), the set of planer graph modulo mirror)は standard tangen-
tial ringの例である。さらにA, Bが standard tangential ringとするとき、ring
hom A → B が standard という概念も次の stratified spaceの formal ring of
flagを用いて定義される。
さてこれらの環の Specを張り合わせて simplicial schemeを構成する。まず

X = (X,S)を stratified spaceとする。以下すべての strata Z ∈ S の X にお
ける closureZ は smoothであると仮定する。このとき Z を centerとするX の
blow up には S から定まる strataが自然に定まる。このようにして得られる
stratified spaceを admissible blow upという。An 上に xi = 0,(i = 1, . . . , n),
xi = xj(i 6= j) により定まる strataを考えこれから admissible blow up を繰り
返して得られる stratified spaceを standar stratifed spaceという。

stratifed scheme (X,S)が affine stratified scheme であるとは各 Z ∈ S 及
び X が affine scheme であることをいう。Z ∈ S に対して Γ(Z,O)を AZ と
書く。一般に affine stratified scheme X = (Spec(A),S)があったとき、strata
の列 σ : Xn, Xn−1, . . . , X1 で X = Xn ⊃ Xn−1 ⊃ · ⊃ X0 を満たすものを X
の flagという。σの formal ring of flag Aσ を次のように定義する。IiをXiの
defining ideal, A/Iiの乗法的集合 SiをAXi

= (A/Ii)[S
−1
i ]となるようにとる。

このとき Aσ を

Aσ = · · · (lim
←
m2

(lim
←
m2

(A/Im1

1 )[S−1
1 ])/Im2

2 )[S−1
2 ]) . . .

によって定義する。flagの refinementに対して formal ringの homomorphism
が定義される。standard stratified space の flag の refinement から得られる
tangential ring homomorphismと An → Am なる projection, inclusionから
誘導される tangential ringのmorphismの合成を standard homomorphism と
定義する。
さてこれで GT-admissible varietyの定義ができる。

定義 4.1 (GT-admissible variety). (1) X = (X,S)をQ上のaffined strat-
ified scheme で有限個の tangential pointの集合 T が与えられている
とする。これが GT-admissibleであるとは以下の条件をみたすことで
ある。
(a) 各 flag σ に対してその formal ring Aσ に対して Aσ を dominate
する T の部分集合 Tσ は空ではない。

(b) Aσ と Tσ は standard tangential ringになる。
(c) flagの refinementよりえられる formal ringの homomorphismは

tangential ring の homomorphismとして standardである。
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(2) さらに GT-admissible varietyの morphism とは stratificationと tan-
gential schemeのmorphismで各 formal ringが standard homomorphsism
となることである。

定理 4.2. X•をGT-admissible varietyとGT-admissibleなmorphismからなる
semi-simplicial schemeとする。このような simplicial schemeをGT-admissible
simplicial schemeという。このときHi

et(X,Ql)には GTl の作用が定まり、こ
の作用を Gal(Q/Q)へ制限したものが自然な作用と一致する。

5. Motifの universal object

この章ではBar constructionをBeilinsonの方法をもとに定義する。simplex
∆n を

∆n = {0 < x1 · · · < xn < 1}

と定義する。このとき∆n の faceの集合 σ(∆n) は

E = {e1, . . . , en+1}

の全体でない部分集合と 1:1に対応する。ここで

e1 = {0 = x1}, e2 = {x1 = x2}, . . . , en = {xn−1 = xn}, en+1 = {xn = 1}

たとえば {0 = x1 = x2 < x3 = x4 < x5 < x6 = 1} なる face を記号で
(b12 | 34 | 5 | 6e)という様に書く。A• を DGAとする。（以下 DGAは単位元
を持ち associativeは仮定する。）A• → B0, A

• → B1を DGA homomorphism
とする。τ ∈ σ(∆n)にたいしてA•τ を定義する。たとえば τ = (b12 | 34 | 5 | 6e)
の場合は

Aτ = B0,b12 ⊗ A•34 ⊗ A•5 ⊗ B1,6e

という具合に定義する。ここでB0,b12はB0のコピー、A•34, A
•
5はA•のコピー、

B1,6e は B1 のコピーである。B0, B1 をそれぞれ DGA of begining, DGA of
endingという。二つの face τ1, τ2 ∈ σ(∆n)で τ1 < τ2である、すなわち τ1が τ2の
faceになっているとする。このときA•, B0, B1の積の構造とA• → B0, A• → B1

を用いて Aτ2
→ Aτ1

なる complex homomorphismが定まる。これらを合わせ
て、B0 で始まり A• を通って、B1 で終わる bar complex Barn(B0 | A• | B1)
を

⊕dim τ=nAτ → ⊕dim τ=n−1Aτ → · · · → ⊕dim τ=1Aτ → ⊕dim τ=0Aτ → 0

によって定義する。Barn(B0 | A• | B1) の nに関する帰納極限をとったもの
を、Bar(B0 | A• | B1)と書く。

定義 5.1. ε1, ε2をA•の二つのaugmentationとする。i 6= 0に対してHi(Bar(ε1 |
A• | ε2)) = 0 となるとき,DGA A• はKπ1 であるという。

例 5.2. X を連結な多様体として A•を C∞-複素数値微分形式のなす DGAと
する。x0, x1 ∈ X に対して augmentation εi : A• → C が xiでの evaluationに
より定まる。Bar(ε0 | A• | ε1)は x0 = x1のときはChenの reduce bar complex
と quasi-isomorphicである。また

H0(Bar(ε0 | A• | ε1))
∗ = C[π1(X, x0, x1)]̂
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この構成法はA•としてBlochの cycle complexをとり augmentationとして
様々な realizationやmotifそれ自身にとることができる。このようにしてでき
る”Bar object”は universalな object となると思われる。とくにQ上のmixed
Tate motifは Beilinson-Soule予想を満たし、Kπ1 property を持っているので
このようにしてできる objectはmixed Tate motifの三角圏での abelian ojbect
(すなわち Levineの定義した t-structureの heart）になる。abelian objectの
なす categoryを MTMZと書く。

Universal objectの構成についてのべる。以下 S = Spec(Q)を基礎体とす
る。まずQS(i) (i ∈ Z)で生成された DG-category S を

Homj(QS ,QS(i)) =

{
Zi(�2i−j), (i 6= 1)

0, (i = 1)

Homj(QS(k),QS(i + k)) = Homj(QS ,QS(i))

により定義する。ここで Z•(�•) はBlochの (cubic) cycle complexである。ま
た composite

Homj(QS,QS(i)) ⊗ Homj′

(QS ,QS(i′)) → Homj+j′

(QS ,QS(i + i′))

は cycle の直積によって定める。S の DG-complex は再び DG-category とな
るこれを D = KS とおく。この章の始めに定義した Bar complex にならって
motivic bar complex を定義する。前と違う点は Tate twistによる gradingが
ついているところである。τ ∈ σ(∆n)および i1, . . . , in ∈ Z 0 =

∑n
p=1 ip を満

たすものに対して D の object Aτ (i1, . . . , in) を次の様に定義する。たとえば
τ = (b12 | 34 | 5 | 6e),のときはとおいて、i1 = i2 = 0のときは

Aτ (i1, . . . , i6) = Hom•D(QS ,QS(i3 + i4)) ⊗ Hom•D(QS,QS(i5)) ⊗ QS(i6)

と定義し、(i1, i2) 6= (0, 0)の時は 0と定義する。ひとつの faceの codimension
1の faceはこの表示においては”|”の部分をひとつ取り除いたものになる。そ
れが bを含む場合、b, eともに含まない場合はそれぞれ augmentationあるいは
cycle complexの積を使う。eを含む場合は注意を要する。たとえば τ = (b12 |
34 | 5 | 6e) の face τ ′ = (b12 | 34 | 56e)のときは

Hom•D

(
Hom•D(QS,QS(i5)) ⊗ QS(i6),QS(i5 + i6)

)

=Hom•DG/Q

(
Hom•D(QS ,QS(i5)), Hom•D(QS(i6),QS(i5 + i6))

)

を用いて id に対応する元をとってきて定義する。ここで DG/Q は Q vec-
tor space の complexのなす DG-categoryとする。このようにして Dの DG-
complex

Barn(ωgr | A•(•) | mot) = ⊕τ∈∆n ⊕i1+···+in=0 Aτ (i1, . . . , in)

を定義する。Barn(ωgr | A•(•) | mot)の n に関する帰納極限をとったものを
Barn(ωgr | A•(•) | mot) と書く。このとき Bloch cycle complexが Beilinson-
Soule conjectureをみたし、Kπ1であることを使えば

U = H0(Bar(ωgr | A•(•) | mot))∗
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はMTMZの object であることが結論される。ここでM ∈ MTMZに対して、
M∗ はその dual objectである。さらに A• を Bloch の cycle complex, ωgr を
associated graded realization に対する augmentation homomorphism とする
と、H0(Bar(ωgr | A• | ωgr)) の dual vector spaceにはHopf algebraの構造が
定まる。次の章で U -moduleの圏とMTMZの圏の関係について述べる。

注意 5.3. Bar complexの coalgebra strucutureを使うと、

U ⊗ Ui → U ⊗ QS(−i)

なるMTMZのhomomorphismが得られる。これを用いて Ũ = U⊗Q((QS(−1)))
には U-right moduleの構造が自然に定まる。ここでQ((QS(−1)±))はQS(−1)
の Laurent power series ringである。U⊗QS(−m)上に λ ∈ Q×の作用を λ−m

倍で作用させることにより Ũ上にQ× の作用が定まる。

6. Graded Tannakian category との関係

MTMZのなかでpure Tate motifのなす full subcategoryをPTMZと書くと
その inclusionは λ : π1(MTMZ, ωgr) → Gm = π1(PTMZ, ωgr) なる写像を定
義する。fiber functor ωgrは graded vector spaceの categoryを factorするので、

この写像は w : Gm → π1(MTMZ, ωgr)と factorする。π1(MTMZ, ωgr)
(1) =

Ker(λ)は unipotentな代数群なので、π1(MTMZ, ωgr)
(1)の代数的な表現の圏

とその Lie algebra

GMTM = Lie(π1(MTMZ, ωgr)
(1))

の表現の圏は同値となる。さきほどの splitting wを考えると adjoint actionに
よりGmが GMTM のUniversal envelope algebra U(GMTM )に作用する。その
作用により U(GMTM )は graded algebraとなる。その gradingを

U(GMTM ) = ⊕̂i≥0U(GMTM )i

と書く。

定義 6.1 (Graded module). Left U(GMTM )-module M とその上の grading
M = ⊕̂jMj が与えられているとき、U(GMTM )i · Mj ⊂ Mi+j を満たすとき、
M は graded left U(GMTM )-moduleであるという。graded moduleの圏は Tan-
nakian categoryになる。

このとき次のことに注意する。

命題 6.2. (1) Category MTM と graded left U(GMTM )-moduleの圏は同
値である。

(2) 前の章にあらわれたH0(Bar(ωgr | A• | ωgr)) には自然に grading が定
まり、graded Hopf algebraの意味で

H0(Bar(ωgr | A• | ωgr))
∗ ' U(GMTM )

このとき Beilinson-Soule conditionをみたす Kπ1-DGAの Bar complexの
理論の一般論より次の定理が成立する。

命題 6.3. (1) U(GMTM ) 自身を graded left U(GMTM )-module と見たと
き、これに対応する MTMZ は上で構成した U と一致する。とくに
ωgr(U) = U(GMTM ) である。
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(2) graded left U(GMTM )-module M = ⊕̂Mi に対してQ×の作用をMi上

では λ−i 倍により定める。前の章で定義した Ũ = U ⊗ Q((Q(−1)))

への U の作用を用いて Ũ ⊗U M を考えるとQ× の diagonalな作用は

Ũ⊗UM への作用を誘導する。この作用を用いてMに対応するMTMZ

の objectは

(Ũ ⊗U M)Q
×

により与えられる。ここでQ× は diagonalに作用するものとする。

7. BGL-bar complex

さて上で構成したUを用いれば、U(M0,4)
motによってすべてのMTMZ が

生成される、ということを示すのに、Uが GT-admissible であることを示せ
ばよいことになる。これでもまだまだ問題が簡易化されたわけではないが、こ
の章で考える BGL-bar complexを考えれば、UがGT-admissibleであること
を示すかわりに、BGL-bar complexが GT-admissibleであればよいことにな
る。BGL-bar complexはMTMZ 内で次の object とmorphismで生成される
subcategory に含まれる。

(1) Objectとしては、GLn/Spec(Z)、Gm およびそれらの直積
(2) Morphismとしては、

(a) diagonal embedding GLn → GLn+1,
(b) direc sum GL(V ) × GL(W ) → GL(V ⊕ W ),
(c) tensor product GL(V ) × GL(W ) → GL(V ⊗ W ),
(d) product GL(V ) × GL(V ) → GL(V ), inverse GL(V ) → GL(V )
と

(e) section Spec(Z) → GL(V ).

この章ではBGL-bar complex H0(Bar(ωgr | C•(LBGL(Z))) | Ch•mot) およ
びmorphism

H0(Bar(ωgr | C•(LBGL(Z)) | Ch•mot)) → U

を述べる。ここでは証明は述べないが、このmorphismは surjectiveであるこ
とが示せる。
まず、古典的な higher Chern class map の定義とその Levineによる積構造

を思い出そう。BGLn/Zとは semi-simplicial schemeで次の樣な図式で与えら
れた。

· · ·
∂0,∂1,∂2,∂3

−→ GL×3
n /∆(GLn)

∂0,∂1,∂2
−→ GL×2

n /∆(GLn)
∂0,∂1
−→ GL×1

n /∆(GLn)

ここで (BGLn)i = BGL
×(k+1)
n /∆(GLn)で∆(GLn)はGLnの diagonal image

である。これに対して二つのQ-complexが定義される。ひとつはC•(BGLn(Z))
で各成分は

Ci(BGLn(Z)) = ⊕g∈(BGLn)i(Z)Q

で与えられる。もうひとつはHom•(QBGLn
,QS) でこれは

· · ·Hom•(Q(BGLn)2 ,QS) → Hom•(Q(BGLn)1 ,QS) → Hom•(Q(BGLn)0 ,QS) →
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の associated simple complexである。Ci(BGLn(Z)) → Hom•(Q(BGLn)i
,QS)

なる homomorphismより

C•(BGLn(Z)) → Hom•(QBGLn
,QS)

なる homomorphismが定まる。ここで nに関する inductive limitをとり、両辺
の i次 cohomologyをとれば、Hi(BGL(Z),Q) → Ext−i(QS,Q[[c1, c2, . . . ]]

∗)
なる写像を得る。ここで ck = QS(−k)[−2k],∗は dualである。Chern character
map

Ch• : ⊕kQS(−k)[−2k] → Q[[c1, c2, . . . ]]

の dualを composeして、

H−i(Ch•) : Ext−i(QS ,Q[[c1, c2, . . . ]]
∗) → ⊕kExt−i(QS ,QS(k)[2k])

さらにHurewiz map と plus constructionのmapを合成して πi(BGL(Z)+) →
Hi(BGL(Z)+) ' Hi(BGL(Z))なるmapが得られるので、

Ki(Z) = πi(BGL(Z)+) → ⊕kExt2k−i(QS,QS(k))

を得る。K群の方には Loday product, Extの方にはBloch cycle complex の積
構造が入るが、Chern characterがBGL cohomologyの coalgebra structureに
関して algebra like elementであることから、二つの積構造は一致する。Loday
product に対応するものを motivicに構成することにより、BGLのほうでも
Bar complexを構成する。

Loday productを復習しよう。BGL(Z)+はBQM の loop space ΩBQM と
homotopy equivalentなので、loop sumにより加法⊕が定義される。この加法
に関する引き算を 	と書く。さらに tensor productより誘導される積の写像
GLn(Z)×GLm(Z) → GLnm(Z)により誘導される BGL(Z)+ ×BGL(Z)+ →
BGL(Z)+を ∗であらわす。このとき µ : BGL(Z)+ ×BGL(Z)+ → BGL(Z)+

を

µ(x, y) = (x ∗ y) 	 (id ∗ y) 	 (x ∗ id) ⊕ (id ∗ id)

と定義すると、∗ × BGL(Z) ∪ BGL(Z) × ∗ が可縮なので

BGL(Z)+ ∧ BGL(Z)+ → BGL(Z)+

なる写像が定義される。さらにその homotopyを考えることにより

Ki(Z)Q × Kj(Z)Q → Ki+j(Z)Q

を得る。これが Loday productである。simplicial set BGL(Z)はある simpli-
cial scheme の Z-valued point となるが、BGL(Z)+ を simplicial scheme の
Z-valued pointとなるようにするのは困難である。さらに loop productは up
to homotopyで定まっているのでこの積を up to homotopy でひとつ固定した
とき、associativityは up to homotopyでしか期待できない。ひとつの解決策
として Kan completionを考えることが考えられるが、かなり複雑になりそう
なので（simplicial schemeの Kan completion も考えるのは面白とおもうが）、
ここではひとまずおいておいて、BGLでBGL+ を近似することにする。この
とき loop sumは simplicial schemeのmorphism によって表現されていること
を考えると、loop inverseをどうあらわすか、というのが問題となる。ところ
がこれは virtualに loop inverseを付け加えるこのにより、(ちょうど自然数の
集合から、整数の集合を構成する時のように、）ほしいものが構成される。ただ
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し Loday productの motivic な類似が associativeにはならない事が常につき
まとう。しかし構成法がきわめて constructibleであるために、associativityの
くい違いは補正することができる。さらにこの構成法はGLnの diagonal torus
Tn に対しても functorialに構成され、Tn には対称群 Sn の作用が定義される
ので Chern characterなども定義される。
最後に Loop inverseが定義されるように BGL/SpecZを modifyする構成

法について述べよう。以下 simplicial scheme, simplicial scheme の simplicial
object,. . .という具合になっていくがそこのところは技術的なのであいまいに
simplicial schemeと書くことにする。いま f : X → Y, g : Z → Y を spaceの
mapとしたとき、X と Z の Y 上の homotopy fiber productを

X
h
×Y Z = {(x, z, γ) ∈ X × Z × P (Y ) | γ(0) = f(x), γ(1) = g(z)}

と定義するここで、P (Y )は Y の path の空間である。BGL(Z)+は loop space
なので homotopy fiber

LBGL(Z)+ := (BGL(Z)+ × BGL(Z)+)
h
×BGL(Z)+ {∗}

は BGL(Z)+と homotopy 同値となる。ここで ⊕ : BGL(Z)+ × BGL(Z)+ →
BGL(Z)+ は loop sumで与えられるmapでこれはまた直和から与えられる群
の準同型 GL(Z) × GL(Z) → GL(Z)から誘導されるものと一致している。さ
らに BGL(Z)+ はQ-simply connectedなので Eilenberg-Moore theoremによ
り、LBGL(Z)+の singular cochain は bar cosimplicial spaceと呼ばれる次の
cosimplicial space の simplicial singular cochain と quasi-isomorphicになる。
記号を単純化するために、A+ = BGL(Z)+ × BGL(Z)+, B+ = BGL(Z)+,
C+ = {∗}とおく。自然数 nを fixして τ ∈ ∆n に対して space LBGL(Z)+τ を
定める。たとえば、τ = (b12 | 34 | 5 | 6e)の場合、

LBGL(Z)+τ = A+
b12 × B+

34 × B+
5 × C+

6e

である。ここで A+
b12は A+ のコピー、等等である。τ を動かすと cosimplicial

spaceが得られる。これが bar cosimplicial space である。さてここで自然は写
像 BGL(Z) → BGL(Z)+ は singular cochain の quasi-isomorphismを引き起
こすことを考えよう。A = BGL(Z) × BGL(Z), B = BGL(Z), C = {∗} と
して、

LBGL(Z)τ = Ab12 × B34 × B5 × C6e

と定義することにより、LBGL(Z)という cosimplicial space が同様に定まる。
また自然な写像

C•(LBGL(Z)) → C•(LBGL(Z)+)

は quasi-isomorphism となる。さらに LBGL(Z)には自然に underlying sim-
plicial set の構造が入っていて、それは上の構成法からある simplicial scheme
LBGL/SpecZのZ-valued point になっている。またA = BGL(Z)×BGL(Z)
で二つの成分を入れ替える写像は LBGL(Z)の involution をあたえている。こ
れを 	の代わりとして用いて、Loday productを simplicial schemeのレベル
で構成することができることになる。
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8. まとめ及び主結果、予想

前の章では simplicial scheme LBGLを定義した。LBGLに対しても二つの
complex C•(LBGL(Z)), Hom•(QLBGL,QS) がさだまり、

C•(LBGL(Z)) → Hom•(QLBGL,QS)
Ch•

mot

“ → ”Hom•(QS,QS(k)[2k])

なる complexのmorphismが定まる。最後のmorphism　”→”はすこし微妙な
問題を含んでいるが、ここでは触れないことにする。C•(LBGL(Z))の Loday
productをもちいて前々章と同様の構成をすることにより

H0(Bar(ωgr | C•(LBGL(Z)) | Ch•mot)

なるMTMZの objectが構成される。またC•(LBGL(Z))のLoday productと
Hom•(QS ,QS(k)[2k])の cycle complex の積とは compatibleであることから、

(8.1) H0(Bar(ωgr | C•(LBGL(Z)) | Ch•mot)) → U

なる射が定義される。主結果は次のように述べられる。

定理 8.1. 8.1は全射である。従ってH0(Bar(ωgr | C•(LBGL(Z)) | Ch•mot))の
etale realizationへの Galois群の作用が Grothendieck-Teichmuller群を factor
すれば、Deligne-Ihara予想の injectivityが成立する。

最後に予想を述べて報告を終えることにしよう。

予想 8.2. H0(Bar(ωgr | C•(LBGL(Z)) | Ch•mot)) の etale realization への
Galois群の作用は Grothendieck-Teichmuller群を factorして作用する。
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