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0 はじめに

全反射加群（totally reflexive module）は，射影加群とGorenstein局所

環上の極大 Cohen-Macaulay加群の共通の一般化にあたる有限生成加群

である。Auslander-Bridger ([1, 3])が 1960年代にG次元と呼ばれる不変

量の概念を導入・展開したが，全反射加群はG次元の値が 0である加群の

ことである。Avramov-Martsinkovsky-Holmの定理（[5, 11]）により，G

次元が有限値をとる加群M はみな 0 → Y → X → M → 0（ただしXは

全反射加群で Y は射影次元が有限の加群）という形の短完全系列をもつ

ので，G次元が有限の加群の理解は全反射加群の理解に帰着する。また，

1990年代にEnochs-Jenda（[8]）が定義したG射影加群は，全反射加群の

無限生成加群への拡張である。（有限生成G射影加群は全反射加群のこと

である。）彼らは G入射加群，G平坦加群という加群も定義し，これら

が射影加群，入射加群，平坦加群の間の関係と類似する性質をもつこと

を見出し，さらに鎖複体への拡張も行っている。一方で Jørgensen（[14]）

はG射影加群に関する相対 Ext加群が well-definedであることを示して

いる。この一連の概念は“Gorenstein homological algebra”と呼ばれてい

る。このように全反射加群はそれのもつ性質において近年注目を集めて

いるが，Gorensteinでない環の場合は，射影的でない全反射加群が存在

するか否かを判定する方法もまだ見出されていない。それどころか，非

自明な全反射加群が存在するような非Gorenstein環の例を構成すること

ですら容易ではない。このような現況の下，本稿では全反射加群がどれ

ぐらい存在するかということについて考察する。
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1 定義と例

以下，Rを可換なNoether局所環とし，mをRのただ一つの極大イデ

アル，kをRの剰余体，すなわち k = R/mとする。またmodRを有限生

成R加群の圏とする。まず，全反射加群の定義から始める。

定義 1.1. (−)∗ = HomR(−, R)とおく。有限生成R加群M は次の二条件

をみたすとき，全反射的であるという。

(1) 自然な準同型M → M∗∗が同型，すなわちM は反射的である。

(2) Ext>0
R (M ⊕ M∗, R) = 0である。

全反射R加群全体のなすmodRの充満部分圏を G(R)で表す。定義か

らすぐわかることとして，

注意 1.2. (1) 任意の有限生成自由加群は全反射的である。

(2) RがGorenstein環ならば，有限生成R加群が全反射的であること

と極大Cohen-Macaulayであることは同値である。

与えられた加群が全反射的かどうかを判断するには，次の命題が基本

的である。

命題 1.3. [7] 有限生成R加群M に対して次の二条件は同値である。

(1) M は全反射的である。

(2) 自由加群の鎖複体

F• = (· · ·
d2−→ F1

d1−→ F0
d0−→ F−1

d
−1

−→ F−2
d
−2

−→ · · · )

で，

(i) F•と (F•)
∗ = HomR(F•, R)はホモロジーがない（すなわち

完全系列）

(ii) M は d1の余核

となるものが存在する。
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上記の命題の条件 (2)をみたすような鎖複体F•はM の完全（自由）分

解と呼ばれる。

ここで，いくつか全反射加群の例を与える。注意 1.2より，Gorenstein

局所環上では全反射加群は極大 Cohen-Macaulay加群のことなのでたく

さん例がある。たとえばRがArtin Gorenstein環ならば任意の有限生成

R加群が全反射的である。そこで以下ではGorensteinでない環上の全反

射加群の例をあげる。

例 1.4. kを体とする。

(1) R = k[[x, y, z]]/(x2, xy, y2, z2)とおく。このときRは Artinかつ非

Gorensteinである。M = R/zRとおくと，M は完全分解

· · ·
z

−→ R
z

−→ R
z

−→ · · ·

をもつので，全反射的である。また，

A =

(
x z

−z y

)
, B = Ã =

(
y −z

z x

)

とおき，AとBの余核をそれぞれN , Lとおくと，

· · ·
A

−→ R2 B
−→ R2 A

−→ R2 B
−→ · · ·

はN と Lの完全分解になるので，N とLは全反射的である。

(2) free rankが一定でないような完全分解をもつ全反射加群もある。

R = k[[x, y, z, w]]/(x2, xz − y2, xw − yz, yw − z2, w2)とおく。この

RもArtinかつ非Gorensteinである。M = R/(x, w)とおくと，M

は完全分解

· · ·
A3−→ R3 A2−→ R2 A1−→ R

A0−→ R
tA1−→ R2

tA2−→ R3
tA3−→ · · ·

A0 =
(
xw
)

, A1 =
(
x w

)
,

A2 =

(
x 0 w

0 w −x

)
, A3 =




x 0 w 0

0 w 0 x

0 0 −x w


 , · · ·

をもつので全反射的である。
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（今はたまたまM ∼= M∗なので完全分解の free rankが対象になっ

ているが，一般にはそうはならない。たとえば S = k[[s, t]]の部分

環R = k[[s3, s4, s5, t4, t5, t6]]においてイデアルM = (t4, t5, t6)Rの

完全分解は free rankが対象にならない。）

(3) Gorenstein でない整閉整域上でも全反射加群はある。S =

k[[x3, x2y, xy2, y3]] ⊆ k[[x, y]]，T = k[[z2, zw, w2]] ⊆ k[[z, w]]と

し，R = S⊗̂kT = k[[x3, x2y, xy2, y3, z2, zw, w2]] ⊆ k[[x, y, z, w]]と

おく。このとき Rは 4次元 Cohen-Macaulay整閉整域で，Goren-

steinではない。M を勝手な T 上の極大Cohen-Macaulay加群とす

ると，R加群R ⊗T M は全反射的である。

（この構成法では基礎環は必ず 4次元以上になるが，渡辺敬一氏と

の共同研究で，代数閉体上の任意の種数 2以上の滑らかな射影曲線

から，2次元のGorensteinでないCohen-Macaulay整閉整域とその

上の自由でない全反射加群を構成する方法を与えている。詳しくは

[23]を見てほしい。）

2 有限Cohen-Macaulay表現型との関連

mod Rの充満部分圏X に対し，indX と書いてX に属する直既約R加

群の同型類の集合を表す。また，CM(R)で極大Cohen-Macaulay加群全

体のなすmodRの充満部分圏を表す。まず次の定義を思い出す。

定義 2.1. RをCohen-Macaulay局所環とする。ind CM(R)が有限集合のと

き，Rは有限Cohen-Macaulay表現型と呼ばれる。同様に，ind CM(R)

が可算集合のとき，Rは可算Cohen-Macaulay表現型と呼ばれる。

次のBuchweitz-Greuel-Herzog-Knörrer-Schreyerの定理は，有限Cohen-

Macaulay表現型のCohen-Macaulay環に関する主結果の一つである。

定理 2.2. [10, 9, 15, 6] kを標数 0の代数閉体とし，Rを kを含む完備

Gorenstein局所環とする。Rは有限 Cohen-Macaulay表現型であると仮

定する。このときR = k[[x, y, z2, z3, . . . , zd]]/(f)と書けて，f は次のいず

れかである。

(An) x2 + yn+1 + z2
2 + z2

3 + · · ·+ z2
d (n ≥ 1)

(Dn) x2y + yn−1 + z2
2 + z2

3 + · · ·+ z2
d (n ≥ 4)
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(E6) x3 + y4 + z2
2 + z2

3 + · · ·+ z2
d

(E7) x3 + xy3 + z2
2 + z2

3 + · · · + z2
d

(E8) x3 + y5 + z2
2 + z2

3 + · · ·+ z2
d

さらに，indG(R) = ind CM(R)に属する加群が完全に分類できる。

このようにGorensteinで indG(R)が有限集合になる環Rについてはよ

くわかっている。そこで，Gorensteinでない場合はどうか？そもそもそ

のような環があるのか？という疑問が生じる。すべての全反射加群が自

由加群になる場合（たとえばRがGorensteinでないGolod環の場合）は

ind G(R) = {R}なので indG(R)は有限集合であるが，そのような自明な

ケース以外には無いように思われる：

予想 2.3. Rを非Gorenstein局所環とし，自由加群でない全反射加群X

が存在すると仮定する。このとき indG(R)は無限集合である。

この予想の根拠となる結果を説明するために少し準備をする。

定義 2.4. X をmod Rの充満部分圏とする。

(1) φ : X → M をX ∈ X からM ∈ mod RへのR加群準同型とする。

任意の準同型φ′ : X ′ → M（X ′ ∈ X）がφを経由するとき（すなわ

ちHomR(X ′, φ) : HomR(X ′, X) → HomR(X ′, M)が全射のとき），

φをM の右X 近似という。

(2) 任意の有限生成R加群が右X 近似をもつとき，X は（modRの中

で）反変有限であるという。

注意 2.5. X をmodRの充満部分圏とし，加法的に閉じているとする。

すなわち有限直和と直和因子をとる操作で閉じているものとする。この

ときもし indX が有限集合ならば，X は反変有限である。実際，indX =

{X1, X2, . . . , Xn}と書き，X = X1 ⊕ X2 ⊕ · · · ⊕ Xnとおく。M を任意の

有限生成R加群とし，φ1, φ2, . . . , φmをR加群HomR(X, M)の生成系と

すると，

(φ1, φ2, . . . , φm) : X⊕m −→ M

はM の右X 近似となることが容易にわかる。

さて，予想 2.3をmodifyして次の予想をたてる。
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予想 2.6. 非自由なX ∈ G(R)が存在するとする。このとき G(R)が反変

有限ならば，RはGorenstein環である。

注意 2.5より，予想 2.6は予想 2.3よりも強い。予想 2.6について次の結

果を得ている。

定理 2.7. [18, 19, 20] Rを Henselとし，深度が 2以下（たとえば Krull

次元が 2以下）であるとする。このとき予想 2.6は正しい。したがって予

想 2.3も正しい。つまり，RがGorensteinでないHensel局所環で深度が

2以下ならば，非自由な全反射R加群が一つでもあれば非同型な直既約

全反射R加群が無限個ある。

Auslander-BuchweitzのCohen-Macaulay近似定理（[4]）はGorenstein

環に対しては「Gorenstein局所環上では，極大 Cohen-Macaulay加群の

圏，すなわち全反射加群の圏は反変有限である」という主張であるが，定

理 2.7は，Rが非自由な全反射加群をもつ深度 2以下のHensel局所環な

らば，この主張の逆も成り立つことを意味している。

さて，予想 2.3を別方向から考える。Sing RをRの特異軌跡とする。す

なわち，

Sing R = {p ∈ Spec R | Rpは正則でない }

定理 2.8. [2, 16, 12] R を Cohen-Macaulay 局所環とし，有限 Cohen-

Macaulay表現型であるとする。このときRは高々孤立特異点である。す

なわち，Sing R ⊆ {m}である。

この定理は，Rが完備のときに Auslanderが示し，Rが優秀環のとき

にLeuschke-Wiegandが示し，Rが一般のときにHuneke-Leuschkeが示し

た。Huneke-Leuschkeの証明から次がわかる。

補題 2.9. indG(R)が有限集合のとき，任意のM ∈ G(R)と任意の p ∈

Spec R − {m}に対してRp加群Mpは自由加群である。

この補題を利用して次を示すことができる。

定理 2.10. [21] RがHenselでXが巡回加群ならば予想 2.3は正しい。つ

まり，RがHensel非Gorensteinで非自由巡回全反射加群が一つでもあれ

ば，直既約な全反射R加群の同型類が無限個ある。

例 2.11. (1) 例 1.4の (1)(2)の環 Rについては，定理 2.7または定理

2.10により，直既約な全反射加群の同型類が無限個存在する。

6



(2) 例 1.4の (1)の環R = k[[x, y, z]]/(x2, xy, y2, z2)について，kが無限

体ならば以下のようにして具体的に無限個の非同型な全反射加群

を構成することができる。

元 a, b ∈ kに対し，Ma,b = R/(z + ax + by)とおく。このとき，

· · ·
z+ax+by
−−−−−→ R

z−ax−by
−−−−−→ R

z+ax+by
−−−−−→ · · ·

はMa,bの完全分解になるので，Ma,bは全反射加群である。よって

kが無限体ならば {Ma,b}a,b∈k は無限個の互いに非同型な直既約全

反射R加群となる。（しかし (1)は kが有限体でも非同型な直既約

全反射R加群が無限個あると言っている。）

3 可算Cohen-Macaulay表現型との関連

1980年代にSchreyerは可算Cohen-Macaulay表現型のCohen-Macaulay

局所環について次の予想を提示した。

予想 3.1. [17] Rを解析的なCohen-Macaulay局所C代数（たとえばC上

のべき級数環の準同型像であるような Cohen-Macaulay環）とし，可算

Cohen-Macaulay表現型であるとする。このとき，Sing Rの次元は 1以下

である。すなわち任意の p ∈ Sing Rに対して dim R/p ≤ 1である。

Huneke-Leuschkeは数年前に次の定理を証明した。

定理 3.2. [13] R を Cohen-Macaulay 局所優秀環とし，可算 Cohen-

Macaulay表現型であるとする。また，Rが完備であるか，剰余体 k が

非可算集合であると仮定する。このとき Sing Rは 1次元以下である。

すなわち，これは上記のSchreyerの予想は肯定的に解決する結果である。

Huneke-Leuschkeの証明を整理すると，加群の同型類の集合 ind CM(R)

の可算性を素イデアルの集合 Sing Rの可算性に読み替えていることがわ

かる。そこで同様に indG(R)の可算性を素イデアルの集合の可算性に読

み替えることを考える。

W (R) =

{
p ∈ Spec R

MpがRp上非自由であるような

M ∈ G(R)が存在する

}

W 0(R) = {p ∈ W (R) | pがR上の正則元を含む }

とおく。
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定理 3.3. R が完備であるか，剰余体 k が非可算集合であるとする。

indG(R)は可算集合であると仮定する。このとき

(1) 任意の p ∈ W 0(R)に対して dim R/p ≤ 1が成り立つ。

(2) Rが Serreの (S1)条件をみたすならば，任意の p ∈ W (R)に対して

dim R/p ≤ 1が成り立つ。

有限生成 R加群M に対し，NF(M)でM の非自由軌跡を表す。すな

わち

NF(M) = { p ∈ Spec R |MpはRp上非自由 }

これは Spec Rの閉部分集合になる。定理 3.3の証明のキーとなるのが次

の補題である。

補題 3.4. 任意の p ∈ W 0(R)に対しNF(M) = V (p)となるM ∈ G(R)が

存在する。

この補題よりW 0(R)はRのイデアルの集合
{√

Ann Ext1(X, Y )

∣∣∣∣∣ X, Y ∈ indG(R)

}

の部分集合になることがわかる。indG(R)が可算集合ならばこの集合も

可算なので，W 0(R)も可算となる。こうして定理 3.3の (1)がしたがう。

(2)も同様にして示される。

注意 3.5. 定理 3.3は実際はもう少し一般化された形で書けて，Gorenstein

環の準同型像という弱い仮定のもとに上記のHuneke-Leuschkeの定理を

含む。詳しくは [22]を見よ。

最後に非可算個の非同型な直既約全反射加群をもつ環の例をいくつか

与える。

例 3.6. [22]

(1) kを体とし，R = k[[x, y, z, w]]/(x2, yz, yw)とおく。このときRは

完備局所環で，dim R = 2，depth R = 1なので Cohen-Macaulay

ではないが，(S1)条件はみたしている。M = R/xRとおくとこれ

は全反射R加群である。p = (x, y)RはRの素イデアルで，Mpは

Rp上自由ではないので，pはW (R)に属する。しかし dim R/p = 2

なので，定理 3.3より indG(R)は非可算集合である。
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(2) Sを深度が正の完備局所環とし，R = S[[x, y, z]]/(x2)とおく。nを

Sの極大イデアルとし，p = nR+xRとおくと fはRの素イデアル

で，dim R/p = 2である。Sは深度が正なので S上の正則元 f ∈ n

が存在し，Rは S上忠実平坦なのでこれはR上の正則元でもある。

したがって pはR上の正則元を含む。M = R/xRとおくとこれは

全反射R加群で，Rp加群Mpは自由でないので，pはW 0(R)に属

する。よって定理 3.3より，indG(R)は非可算集合である。

(3) Sを体でない完備局所整域とし，R = S[[x, y, z]]/(x2)とおく。この

とき (2)より直既約全反射R加群の同型類が非可算個あることがわ

かるが，ここではそのような加群を具体的に構成してみる。

f ∈ S[[z]] ⊆ Rに対し，pf = (x, y−zf)Rとおく。pfはRの素イデ

アルで，R加群として直既約かつ全反射であることがわかる。また

NF(pf) = V (pf)であり，pf = pgならば f = gである。よって，相

異なる二元 f, g ∈ S[[z]]に対し，pfと pgは互いに非同型な直既約全

反射R加群である。言い換えれば写像 S[[z]] 3 f 7→ pf ∈ indG(R)

は単射である。S[[z]]は非可算集合なので，集合 {pf}f∈S[[z]]も非可

算である。こうして，非可算個の互いに同型でない直既約全反射加

群が得られた。
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Paris 1967.

[2] Auslander, M. Isolated singularities and existence of almost split

sequences. Representation theory, II (Ottawa, Ont., 1984), 194–242,

Lecture Notes in Math., 1178, Springer, Berlin, 1986.

[3] Auslander, M.; Bridger, M. Stable module theory. Memoirs of

the American Mathematical Society, No. 94 American Mathematical

Society, Providence, R.I. 1969.

9



[4] Auslander, M.; Buchweitz, R.-O. The homological theory of

maximal Cohen-Macaulay approximations. Colloque en l’honneur de

Pierre Samuel (Orsay, 1987). Mém. Soc. Math. France (N.S.) No. 38

(1989), 5–37.

[5] Avramov, L. L.; Martsinkovsky, A. Absolute, relative, and

Tate cohomology of modules of finite Gorenstein dimension. Proc.

London Math. Soc. (3) 85 (2002), no. 2, 393–440.

[6] Buchweitz, R.-O.; Greuel, G.-M.; Schreyer, F.-O. Cohen-

Macaulay modules on hypersurface singularities. II. Invent. Math.

88 (1987), no. 1, 165–182.

[7] Christensen, L. W. Gorenstein dimensions. Lecture Notes in

Mathematics, 1747. Springer-Verlag, Berlin, 2000.

[8] Enochs, E. E.; Jenda, O. M. G. Gorenstein injective and pro-

jective modules. Math. Z. 220 (1995), no. 4, 611–633.

[9] Greuel, G.-M.; Knörrer, H. Einfache Kurvensingularitäten und
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