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1 はじめに
昨年の秋頃だったと思うのだが，2006年度の代数学シンポジウムで講演をするよう，岡山大

学の吉野雄二先生からお勧めを受け，散々迷った末にお引き受けした。「Blow-up代数の可換環
論」というタイトルで話をする決心をしていたのだが，準備を始めてすぐ分かったことは，確
かに面白いし hotな話題なのだけれども，もう半分引退したような今の私には「いささか手に
余るなあ」ということであった。今日では blow-up代数関係の文献は非常に多岐に渡っていて，
どの論文も実に面白く思える。そのため，全体像を手際よくお話しすることは，かえって難し
い。しかしお引き受けした以上は後には引けないし，これでは十分でないと自分でも分かって
はいるのだが，このタイトルで 27年間を振り返りながら，私に見える範囲のお話をしたいと
思う。
以下，Aは可換なNoether環とし，I = (a1, a2, · · · , ad)をそのイデアルとする。このとき

定義 1.1. R(I) = A[It] = A[a1t, a2t, · · · , adt] ⊆ A[t] (tは環A上の不定元）

とおき，イデアル IのRees代数（blow-up代数）と呼ぶ。目的はR(I)の環構造解析にある。
まず基本的な事柄を整理しよう。Rees代数R(I)は Z上の次数環（I が単項式イデアルのよ
うな場合など，環Aとイデアル Iの選び方と目的に応じて，様々な次数付けが可能である。）で
あって，その次数付けは

[R(I)]n =

{
Intn if n ≥ 0,

(0) if n < 0
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で与えられる。故にR(I) =
⊕

n≥0 Inであり，[R(I)]0 = Aであるから，環Aを環直和因子に
含む。また，R(I)をA-係数の tに関する多項式の集合として書くと

R(I) =

{
f(t) =

∑
n≥0

cit
i |すべての i ≥ 0に対し ci ∈ I i

}

となる。生成元を用いて I = (a1, a2, · · · , ad)と書くと，R(I) = A[a1t, a2t, · · · , adt] であったの
で，R(I)は有限生成A-代数であってNoether環であり，そのKrull次元は下記の等式で与えら
れる。

補題 1.2 ([V], ’76).

dimR(I) =

{
dim A + 1 if dim A < ∞, I 6⊆ ∩p∈Spec A s/t dim A/p=dim A p,

dim A otherwise.

同様に
R′(I) = R(I)[t−1] = A[It, t−1] =

⊕

n∈Z
Intn ⊆ A[t, t−1],

G(I) = R′(I)/t−1/R′(I) ∼= R(I)/IR(I) =
⊕
n≥0

In/In+1

(In = A, if n ≤ 0)とおき，これらをそれぞれイデアル Iの拡大Rees代数，随伴次数環と呼ぶ。
（D. Rees [R]が導入し，Krullの標高定理とArtin-Reesの補題の証明に鮮やかに使って見せた
Rees代数は，R′(I)の方である。）すると，R′(I)[t] = A[t, t−1]であるから，u = t−1とおくと，
R′(I)は，u = 0のとき G(I)であり，u = 1のときAとなり，環Aの deformationが得られる。
これが，dimG(I) = dim Aであり環 G(I)の構造の方が環Aのそれよりも（一般には）強い理
由である。（例えば，環 G(I)がCohen-Macaulay環やGorensetin環なら，Aもそうなると言っ
たこと。但し，Buchsbaum性は遺伝しない。）
さて，R = R(I)，R+ =

∑
n>0 Rn =

∑
n>0 IntnとおきX = {P | P は環Rの次数素イデアル

でR+ 6⊆ P}とおくと，空間Xには，各点の局所環がOX,P = [R(P )]0 (P ∈ X)で与えられるス

キームの構造が入る。ここで，R(P )は環Rの P による斉次局所化，即ち，R(P ) = {a

s
| a, sは

環Rの斉次元で s 6∈ P}を表し，

[R(P )]0 = {a

s
| a, sは環Rの斉次元で s 6∈ P であって，a 6= 0なら deg a = deg s}

は，次数環 R(P )の 0次斉次成分がなす局所環のことである。スキーム X を Spec Aの閉集合
V(I)を中心とする blowing-upと呼び，X = Proj Rと書く。X =

⋃d
i=1 Spec A[ I

ai
] (A[ I

ai
] =

A[ x
ai
| x ∈ I])であるから，自然な射 f : X → Spec Aが定まり，この記号の下に，f−1(V(I)) =

Proj G(I)となる。Proj G(I)は，Spec A[ I
ai

]上では（つまり局所的には），ai = 0で定義される
超曲面である。
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スキームXは，幾何学的には非常に深く調べられていて，極めて重要な対象である。環Aの
特異点解消とは，うまくイデアル I を選べば，スキームX = Proj R(I)は特異点を持たない，
つまりXの各点の局所環OX,P が正則となるようにできることをいう。
現在ではこれら一群の blow-up代数について，多くの深い研究がなされているから，可換環

論の人にとっても違和感がなくなっているかも知れないが，1970年代末，下田保博君がイデア
ルのRees代数R(I)の環構造研究に着手した時点では，下記の命題 1.4に述べるBarshay [Ba]

やValla [V]の結果の他には見るべきものが殆どなかった。この点，下田君の印象は私とは違っ
たものであったと思われるが，私自身はこのテーマの将来性に希望があったというか，実り豊
かな数学が可能であるという確信があったわけではない。しかし実際には，次の簡単な例が示
すように，それは非常に浅はかな判断であったと思われる。
体k上のd (d ≥ 1)変数の多項式環A = k[X1, X2, · · · , Xd]内で，イデアルI = (X1, X2, · · · , Xd)

のRees代数を造ると

例 1.3. R(I) = k[X1, X2, · · · , Xd, Y1, Y2, · · · , Yd]/I2

(
X1 X2 · · · Xd

Y1 Y2 · · · Yd

)

となる。

ここで I2

(
X1 X2 · · · Xd

Y1 Y2 · · · Yd

)
は，行列

(
X1 X2 · · · Xd

Y1 Y2 · · · Yd

)
の 2次の小行列式全体が生成

する 2d変数の多項式環B = k[X1, X2, · · · , Xd, Y1, Y2, · · · , Yd]のイデアルを表す。

証明. 実際，環 R(I)内では，I2

(
X1 X2 · · · Xd

X1t X2t · · · Xdt

)
= (0)であるから，A-代数の代入射

ϕ : k[X1, X2, · · · , Xd, Y1, Y2, · · · , Yd] → R(I), Yi 7→ Xit (1 ≤ i ≤ d) は，イデアル P =

I2

(
X1 X2 · · · Xd

Y1 Y2 · · · Yd

)
をその kernelに含む。イデアル P は高さ d − 2 + 1 = d − 1の完全

素イデアルであることが知られているので，dim B/P = d + 1が得られ，環R(I)も環B/P も
等しい次元 d + 1を持つ整域であるから，B/P ∼= R(I)であることが従う。

ところでR(I) = k[X1, X2, · · · , Xd, Y1, Y2, · · · , Yd]/I2

(
X1 X2 · · · Xd

Y1 Y2 · · · Yd

)
は，まず determi-

nantal ringsの一つであり，ASL であり，組み合わせ論的な対象であるが，代数群の不変式環
でもあって，Segre積 k[X1, X2] ] k[Y1, Y2, · · · , Yd] (cf. [GW]) であって，その環構造はCohen-

Macaulay nomarl domains with isolated singularities; ck k = 0の時には，isolated rational

singularitiesであるなど，実に多様な視点から考察の対象になる (cf. [CB, BST, BV])。現在の
Rees代数研究はもっぱらこのような視点から行われていて，そのことが典型的な形でこの基本
的な具体例 1.3の中に現れているわけだから，短慮と言うものは仕方が無いものである。
より一般に次の主張が正しい。
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命題 1.4 (J. Barshay [Ba], ’73，G. Valla [V], ’76). a1, a2, · · · , adがNoether環A内の正則列，
即ち，(1) (a1, · · · , ai−1) : ai = (a1, · · · , ai−1), ∀１ ≤ i ≤ d, (2) (a1, · · · , ad)A 6= Aという 2条
件を満たすような元の列であれば，イデアル I = (a1, a2, · · · , ad)のRees代数は

R(I) = A[Y1, Y2, · · · , Yd]/I2

(
a1 a2 · · · ad

Y1 Y2 · · · Yd

)

(A[Y1, Y2, · · · , Yd]は多項式環) で与えられ，環AがCohen-Macaulayなら，環R(In) = [R(I)](n)

はすべての整数 n ≥ 1に対しCohen-Macaulayとなる。

証明. イデアル I2

(
a1 a2 · · · ad

Y1 Y2 · · · Yd

)
は，grade d−1の完全イデアルである。R(In) = [R(I)](n)，

即ち環R(In)は環R(I)の n次Veronese部分環 [R(I)](n) =
∑

k≥0[R(I)]nkと同一視されるので，
n=1の場合に帰着され，Hochster–Eagon [HE]の定理に従う。

そしてこれが 1970年代後半までに知られていたことのほぼすべてであると思われる。

2 Blow-up代数には冪{In}n≥1全体の情報が含まれている
一群の blow-up代数の構造には，イデアル Iだけではなく，その冪 {In}n≥1全体の情報が含
まれている。先に進む前に（というよりも，忘れないうちに）説明しておこう。次の結果がそ
のような例である。

定理 2.1 ([Br], ’79). IをNoether環Aのイデアルとすると，集合
⋃

n≥1 AssA A/Inは高々有限
であって，十分大なるすべての自然数 nに対して等式AssA A/In = AssA A/In+1が成り立つ。

つまり，イデアル Inを無駄なく準素分解したときに現れる素イデアルの個数は，n ≥ 1をす
べて動かしても高々有限であって，nを十分大に取ると，同じものしか現れないのである。

証明. ϕ : A → G =
⊕

n≥0 In/In+1を自然な射 a 7→ a mod I とすると，AssA G = {ϕ−1(P ) |
P ∈ AssG G}であって，AssA G =

⋃
n≥1 AssA A/Inであるから，集合

⋃
n≥1 AssA A/Inは高々有

限である。一方で，十分大なる nについては，AssA A/InはAssA A/In+1に含まれるので，等
式AssA A/In = AssA A/In+1が得られる。

このことから容易に次の結果が従う。他にも nが十分大なる範囲での Inやその整閉包 Inの
asymptoticな挙動に関する多くの情報が得られる。blow-up代数を考察する際の重要な視点の
一つである。

系 2.2. Aを正則局所環とし I ⊆ Aをそのイデアルとすると，射影次元 pdAInは十分大なるす
べての自然数 nに対して一定値を取る。

4



一方で拡大 Rees代数R′(I)は，D. Rees [R]が導入し Krullの標高定理（altitude theorem）
の簡潔な証明とArtin-Reesの補題の証明を与えたことで有名であるが，整閉イデアルの解析で
も重要な役割を果たす。

定義 2.3. 元 x ∈ Aがイデアル I上で整であるとは，元 xが環A内で

xn + c1x
n−1 + c2x

n−2 + · · ·+ cn = 0 (n > 0, ci ∈ I i)

という形の等式を満たすことを言う。

イデアル I上で整であるような環Aの元全体の集合 I = {x ∈ A | xは I上で整 }は，環Aの
イデアルをなし，I ⊆ I = Iが成り立つ。等式 I = Iが成り立つとき，イデアル Iは整閉である
という。環R′(I)の A[t, t−1]内での整閉包R′(I)は A[t, t−1]の次数部分環をなし，その斉次成
分は [R′(I)]n = Intn (n ∈ Z) で与えられる。

定義 2.4. (A,m)はNoether局所環とし I ⊆ Aをそのイデアルとするとき，I がm-fullである
とは，ある元 x ∈ mが存在して等式mI : x = Iが成り立つことをいう。

m-fullイデアルは変わった性質を持つ。

命題 2.5 ([W], ’87, [G3], ’87). IはNoether局所環 (A, m)のm-fullイデアルであって
√

I = mを
満たすならば，Iを含む任意のイデアル Jに対して，µA(I) ≥ µA(J)が成り立つ。従って，Qを
環Aの巴系イデアルとするとき，Qがm-fullなら，環Aは正則局所環であって，µA(m/Q) ≤ 1

が成り立つ。但し µA(∗)は生成元の個数を表す。

証明. 完全列 0 → I/mI → J/mI
x→ J/mI → J/[xJ + mI] → 0より

µA(I) = `A(I/mI) = `A(J/[xJ + mI]) ≥ `A(J/mJ) = µA(J)

を得る。ここで `A(∗)は組成列の長さを表す。故に，環 Aの巴系イデアル Qが m-fullなら，
µA(m) ≤ µA(Q) = dim Aであるから，環 Aは正則である。m-fullイデアルQに対し元 x ∈ m

をmQ : x = Qとなるようとると，Q : x ⊇ Q : m = [mQ : x] : m = [mQ : m] : x ⊇ Q : xであ
るから，等式Q : x = Q : mが得られる。さて，Q 6= mと仮定すると，Q : x ⊆ mである。A

はGorenstein環であるから，完全列 0 → [Q : m]/Q → m/Q
x→ m/Q → m/[xm + Q] → 0より，

等式 `A(m/[xm + Q]) = `A([Q : m]/Q) = 1を得る。故に，µA(m/Q) ≤ `A(m/[xm + Q]) = 1で
ある。

定理 2.6 (D. Rees, ’85, cf. [G3]). Iが剰余体A/mが無限体であるようなNoether局所環 (A, m)

の整閉イデアルなら，I =
√

(0)であるかまたは I は m-fullである。従って，Noether局所環
(A,m)が整閉な巴系イデアルQを含むなら，環Aは正則であって，µA(m/Q) ≤ 1となる。
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証明. 簡単のためにAは整域と仮定する。(0) 6= I ( Aと仮定してよい。環R′(I)の商体内での整
閉包をSとし u = t−1とおくと，SはKrull環であるから，無駄の無い準素分解 uS =

⋂r
i=1 P

(ni)
i

(但し，Piは環 Sの高さ１の素イデアル，P
(ni)
i = P ni

i SPi
∩ Sはその ni階の symbolic powerで，

ni ≥ 1）をすることができる。viによって離散的付値環 (Vi = SPi
, ni = PiVi)が定める離散的付

値を表す。すると，I = Iであって uS ∩ A = Iであるから，元 a ∈ Aについて

a ∈ I ⇐⇒任意の 1 ≤ i ≤ rについて vi(a) ≥ ni

となる。さて，各 1 ≤ i ≤ rについて，mVi 6= mniであるから，m 6⊆ mniである。故に，環A

の剰余体は無限体であるので，元 x ∈ mを選んで，x 6∈ mniがすべての 1 ≤ i ≤ rに対し成り
たつようにできる。すると，vi(x) = vi(mVi) (= min {vi(y) | y ∈ mVi})である。元 a ∈ Aにつ
いて，xa ∈ mI ならば，vi(xa) ≥ vi(mI·Vi) = vi(mVi) + vi(IVi) = vi(x) + vi(IVi) ≥ vi(x) + ni

であるから，xa ∈ mIなら，すべての 1 ≤ i ≤ rに対し vi(a) ≥ niであることが得られ，a ∈ I

であることが従う。故にmI : x = Iである。

3 局所環の分類 – どのような視点から解析を行うか
Rees代数R(I)の環構造を解析するときには，どのような視点で調べるかということが重要
である。現代可換環論は非常に専門化しているが，環構造解析の基盤が次の二つの系列にある
ことには，合意が得られるに違いない。第一行は homology代数的視点からの階層化であり，第
二行は代数幾何学的視点からの，第三行は tight closure (cf. [H])の視点からの階層化である。
以下 (A, m)はNoether局所環とする。

正則環⇒完全交差環⇒ Gorenstein環⇒ Cohen-Macaulay環⇒ Buchsbaum環

正則環⇒ rational singularity ⇒ Cohen-Macaulay正規環⇒ Cohen-Macaulay環

そして正標数の場合には，次を追加しなければならないであろう。

正則環⇒ F-regular ⇒ F-rational ⇒ Cohen-Macaulay正規環⇒ Cohen-Macaulay環

正則局所環は極大イデアルmが次元個の元で生成されているような局所環のことであり，完
全交差環は正則局所環を正則列で生成されたイデアルで割って得られる局所環のことであって，
Gorenstein環とは自己入射次元が有限であるような局所環のことである。Cohen-Macaulay環と
はその任意の巴系が正則列をなすような局所環のことであって，一つでも正則列をなすような
巴系を含めば，その局所環は必ずCohen-Macaulay環となる (cf. [BH])。Buchsbaum局所環は
Cohen-Macaulay環の拡張概念の一つであって，すべての巴系がC. Hunekeの意味でd-列を成す，
即ち等式 (a1, · · · , ai−1) : ai = (a1, · · · , ai−1) : aiaj が，任意の巴系 a1, a2, · · · , ad (d = dim A)

と任意の整数 1 ≤ i ≤ j ≤ dについて成り立つような局所環のことをいう。この条件は，差
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I(A) = `A(A/Q)− e0
Q(A)が巴系イデアルQのとり方によらない定数であって，環Aの不変量

である（環 Aの Buchsbaum不変量という）ということと同値である (cf. [SV], ’86)。ここで
e0
Q(A)は，環 AのQに関する重複度を表す。rational singulariyは，特異点解消X → Spec A

（proper birationalなスキームの射でXは特異点を含まない）で，Hi(X,OX) = (0), ∀i > 0と
なるものが存在するような正規局所環のことをいう。

Cohen-Macaulay局所環とは，等式 dim A = depth Aが成り立つような局所環のことでもあ
る。局所 cohomology

Hi
m(A) = lim

n→∞
Exti

A(A/mn, A) (i ∈ Z)

の言葉で言えば，dim Aと depth Aは，次のように特徴付けられる。dim A = sup{i ∈ Z |
Hi

m(A) 6= (0)}, depth A = inf{i ∈ Z | Hi
m(A) 6= (0)}. 従って 0 ≤ depth A ≤ dim A < ∞ で

あって，環AがCohen-Macaulay局所環であるとはHi
m(A) = (0), ∀i 6= dim Aが成り立つこと

である。同様に，Gorenstein環は，Cohen-Macaulay局所環であってかつ Hd
m(A) ∼= EA(A/m)

(剰余体の injective envelope, d = dim A)で特徴付けることができる (cf. [BH])。また，環 A

が Buchsbaum局所環なら，mHi
m(A) = (0), ∀ i 6= dが成り立ち（逆は成立しない，cf. [SV]),

Buchsbaum不変量 I(A)は，等式

I(A) =
d−1∑
i=0

(
d− 1

i

)
·`A(Hi

m(A))

で与えられる。Buchsbaum局所環は，Cohen-Macaulay環の自然な拡張概念 (の一つ)であり，
Cohen-Macaulay局所環のクラスよりも (見方にもよるが)かなり広いクラスを成す（cf. [G1]）。
素イデアル pによる局所化ApがすべてCohen-Macaulay局所環であるようなNoether環Aを，

Cohen-Macaulay環と呼ぶことにすると，Cohen-Macaulay環は可換環論には勿論のこと，代数
幾何学や特異点論，不変式論，組合せ論などに非常に豊富な具体例がある。Cohen-Macaulay環
の理論は，M. Hochsterや C. Huneke, W, Bruns, J. Herzog達によって，20世紀最後の 30年
間に整備された。この営為には日本人研究者の寄与が少なくないことは強調すべきかもしれな
い。この意味で，現代可換環論はCohen-Macaulay環解析を中心課題にしながら成熟してきた
と言っても言い過ぎではないので，語る間に，独断と偏見というか，猛烈な偏りが出てくる事
を内心恐れるのではあるが，以下Rees代数R(I)のCohen-Macaulay性解析を中心に，blow-up

代数の環構造解析のお話をしたいと思う。

4 Rees代数のCohen-Macaulay性解析
Rees代数のCohen-Macaulay性解析において最も重要な役割を果たしたのは，Hochster-Roberts

の次の例である。
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例 4.1 ([HR], ’74). 体k上の多項式環k[s, t]の部分環A = k[s2, t, s3, st]内のイデアル I = (s2, t)A

のRees代数をR(I)とすると，環AはCohen-Macaulayではないが，イデアル IのRees代数

R(I) = k[s2, t, s3, st, s2u, tu] ⊆ k[s, t, u]

は，Cohen-Macaulay環である。ここで t, s, uは不定元である。

環B = k[s, t]はその部分環A上で整であるから，dim A = 2であり，s2·st = s3·tであるが，
st 6∈ tAであるので，斉次巴系 t, s2は環A内では正則列を成さず，故に環AはCohen-Macaulay

ではない。環 k[s2, t, s3, st, s2u, tu]がCohen-Macaulayであることを示すには，多少作業が必要
である (後で紹介する）。

HochsterとRobertsがこの例を提示した目的は，環のCohen-Macaulay性が環直和因子には
保たれないことを示すことにあった。よく知られていることであるが，正則環の環直和因子は正
則である（M. Hochsterの結果らしい）。また，Cohen-Macaulay性は加群としての有限直和因子
に保たれる。すなわち，環AがCohen-Macaulay環Bの部分環であって，AはA-加群として環
Bの直和因子であってかつBが有限生成A-加群になっていれば，環Aは必ずCohen-Macaulay

となる（[HE], ’71)。この有限条件無しには，環直和因子でさえCohen-Macaulay性は保たれな
い。この論文は，「正則環の linearly reductiveな代数群による不変式環は，Cohen-Macaulay環で
ある」ことを証明した有名な論文である。linearly reductiveな代数群による不変式環は作用を受
ける元の環に対して，加群としては直和因子になっているから，標数が 0の場合には「rational

ringsの加群直和因子は再び rationalである」というBoutot [Bo]の定理により，標数が正の場
合には「F-正則環の加群としての直和因子は，F-正則であって，従ってCohen-Macaulay環で
ある」というHochster-Hunekeの定理によって，現在は簡潔に証明される (cf. [H], ’96)。
脱線になるが，正則環の加群直和因子として現れるNoether環Aは，必ずCohen-Macaulay

環であるという主張は，非常に重要な発見である。環Aが体を含んでいるときはこれでよいと
して，環Aが体を含んでいないときは，正しいかどうか，openであろうと思われる。まず部分
環の次元が 3の場合が問題である。

問題 4.2. 正則環の加群直和因子として現れるNoether環は，必ずCohen-Macaulay環で
あるか。

下田保博君はこの例 4.1を解析して，基礎環AがBuchsbaum環であることを発見し，次の端
麗な定理を得た。

定理 4.3 ([S], ’79). (A,m)を 2次元のNoether局所整域とすると，次の条件は同値である。

(1) AはBuchsbaum環，すなわちmH1
m(A) = (0)である。

(2) 環Aのすべての巴系イデアルQに対しRees代数R(Q)はCohen-Macaulay環である。

証明の概略を紹介したい。
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証明. (1) ⇒ (2)のみにする。Q = (a, b)とし，U(a) = aA : bとおくと，イデアルU(a)は 2次
元Cohen-Macaulay A-加群であって，任意の整数 n > 0に対し等式U(a) ∩Qn = aQn−1が成り
立つ。このことより次数R(Q)-加群の完全列

0 → U(a) →R(Q)/at·R(Q) → RA/U(a)([(b) + U(a)]/U(a)) → 0

が得られる。ここで U(a)は自然な射影R(Q) → Aを通して，自明に次数R(Q)-加群とみな
す。環RA/U(a)([(b)+U(a)]/U(a))は，1次元のCohen-Macaulay局所環A/U(a)の巴系イデアル
[(b) + U(a)]/U(a)のRees代数であるから，A/U(a)上 1変数の多項式環と同型であって，従っ
て 2次元 Cohen-Macaulay環であり，故に上の完全列より環R(Q)は Cohen-Macaulayである
ことが従う。

例 4.1は基礎環が Cohen-Macaulayでなくても，うまくイデアルを選んで Rees代数を造れ
ば，Cohen-Macaulay環が得られることがあると理解すると，非常に示唆に富んだものになる。
実際，下田の定理だけではなく，川崎による arithmetic Cohen-Macaulay化定理 ([K1], ’02)や
F-rationalityのBoutot型定理に関する原–渡辺–吉田の反例 ([HWY1], ’02)など，深いところで
その後の研究に影響を与えたと思われる。
残念ながら下田君のこの論文は今や知るものが殆どないけれど，その後のRees代数のCohen-

Macaulay性研究に非常に大きな影響を与えた。この定理を見れば誰でもやって見たくなること
は，例えばこの定理の高次元化であり，極大イデアルmの Rees代数解析であろう。これらに
ついては下記の結果がある。

定理 4.4 ([GS1], ’80). (A,m)はNoether局所環で dim A = dなるものとすると，次の条件は同
値である。

(1) AはBuchsbaum環でHi
m(A) = (0), ∀i 6= 1, dである。

(2) 環Aのすべての巴系イデアルQに対しRees代数R(Q)はCohen-Macaulay環である。

定理 4.5 ([GS2], ’79). (A,m)は Cohen-Macaulay局所環で dim A = d ≥ 1なるものとする。I

は環Aのm-準素イデアルとすれば，次の条件は同値である。

(1) 環R(I)はCohen-Macaulayである。

(2) 環 G(I)はCohen-Macaulayであって a(G(I)) < 0である。

剰余体A/mが無限のときなど，環Aの巴系イデアルQで Iの reductionとなるもの（ある整数
n ≥ 0に対し，等式 In+1 = QInが成り立つもの）が含まれているときは，次を追加することが
できる。

(3) 環 G(I)はCohen-Macaulayであって，Id ⊆ Qが成り立つ。
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ここでM = mR(I) + R(I)+で，a(G(I)) = sup{n ∈ Z | [Hd
M(G(I))]n 6= (0)}とする。但し，

[Hd
M(G(I))]nは，次数付き局所コホモロジー加群Hd

M(G(I))の n次斉次成分を表す。
従って，2 次元正則局所環 A 内の整閉な m-準素イデアル I の Rees 代数は，必ず Cohen-

Macaulay環になる。さらに，Proj R(I)は高々有限個の特異点しか含まず，それらはすべて
rational singularityであることが知られている。また，環 Aが rational singularityであれば，
条件 (3)内の「Id ⊆ Q」は必ず満たされるので（現在では Lipmanの定理として知られる結果
の一部であるが），rational singularity A内のm-準素イデアル Iについては，随伴次数環 G(I)

がCohen-Macaulay環であることとRees代数R(I)がCohen-Macaulay環であることが同値で
あることは，1979年には既に確認されていたと判断される。（この年に開催された the regional

conference: Commutative algebra, Fairfax, Va., 1979で，M. Hochsterが連続講義をし，この事
実を証明している。）
論文 [GS2]内には他にもRees代数のGorenstein性について，同様の結果が述べられている。

定理 4.6 ([GS2], ’79). (A,m)はGorenstein局所環で dim A = d ≥ 2なるものとすれば，次の 2

条件は同値である。

(1) 環R(m)はGorensteinである。

(2) 環 G(m)はGorensteinであって a(G(m)) = −2である。

環A内に巴系イデアルQで極大イデアルmの reductionとなるものが含まれているときは，次
の条件を追加することができる。

(3) 環 G(m)はGorensteinであって，md−1 = Qmd−2であるがmd−2 6= Qmd−3である。

これらの知見により，環R(I)の構造は環 G(I)の構造とその a-不変量の挙動に帰着されるこ
とが発見され，そののち長期に渡ってRees代数研究の指針の一つとなった。
上の定理 4.5は今日では次のように拡張されている。

定理 4.7 ([TI], ’89). (A, m)はNoether局所環で dim A = dとする。I (6= A)は環Aのイデアル
で I 6⊆ ⋂

p∈Spec As/t dim A/p=dim A pなるものとすれば，次の条件は同値である。

(1) 環R(I)はCohen-Macaulayである。

(2) Hi
M(G(I)) = [Hi

M(G(I))]−1, ∀i 6= dであって a(G(I)) < 0である。

このとき，A-加群としての同型 [Hi
M(G(I))]−1

∼= Hi
m(A), ∀i 6= dが得られる。

系 4.8 ([TI], ’89). (A, m)は Cohen-Macaulay局所環とする。I (6= A)は環 Aのイデアルで
htAI > 0なるものとすれば，次の条件は同値である。

(1) 環R(I)はCohen-Macaulayである。
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(2) 環 G(I)はCohen-Macaulayであって a(G(I)) < 0である。

ここで htA(∗)はイデアルの高さを表す。
即ち，後藤-下田の定理 4.5は，イデアル Iがm-準素でなくても成り立つのである。
定理 4.7の証明はよく整理されかなり単純になっている。概略を記録しておきたい。

証明. R = R(I)，G = G(I), M = mR+R+とおく。dim R = d+1, dim G = dである。L = R+

とすると，合成射R →R′(I) → Gの核 IRは次数R-加群L(1) ([L(1)]n = Ln+1, ∀n ∈ Zによっ
て，次数付けをずらして得られる次数R-加群)と同型であるので，次数R-加群の二つの完全列

0 → L → R
p→ A → 0, 0 → L(1) → R → G → 0

が得られる。但し p : R → Aは自然な射影であって，環Aは自明に次数付けしている。（An =

A if n = 0; An = (0) if n 6= 0）この二つの完全列に局所コホモロジー函手を作用させると，2

種類の長完全列

(1) · · · → Hi
M(L) → Hi

M(R) → Hi
m(A) → Hi+1

M (L) → Hi+1
M (R) → Hi+1

m (A) → · · · ,

(2) · · · → Hi
M(L)(1) → Hi

M(R) → Hi
M(G) → Hi+1

M (L)(1) → Hi+1
M (R) → Hi+1

M (G) → · · ·
が従う。さて環RがCohen-Macaulayなら，任意の i < dに対しHi+1

M (R) = (0)であるから，完全
列 (1)よりHi

m(A) ∼= Hi+1
M (L)であって，次数加群Hi+1

M (L)は0次斉次成分しか出現しないこととそ
の斉次成分がHi

m(A)と同型であることを得る。一方で完全列 (2)によれば，Hi
M(G) ∼= Hi+1

M (L)(1)

である。故にHi
M(G) (i < d)は–1次の斉次成分しか出現せず，それはHi

m(A)と同型である。ま
た完全列 (1), (2)より，完全列

0 → Hd
m(A) → Hd+1

M (L) → Hd+1
M (R) → 0, 0 → Hd

M(G) → Hd+1
M (L)(1)

を得るが，よく知られていることであるが，a(R) = −1であるから，Hd+1
M (L)は高々0次までし

か出現せず，故にHd
M(G)は高々−1次までしか現れない。即ち a(G) < 0であることがわかる。

さて逆に条件 (2)が満たされていると仮定しよう。Rが Cohen-Macaulay環となることを示
すことが目的である。i < dとする。完全列

(2) Hi
M(G) → Hi+1

M (L)(1) → Hi+1
M (R) → Hi+1

M (G)

内でHi
M(G), Hi+1

M (G)は高々-1次以下であるから，斉次成分を考えることにより，任意の整数
n ≥ 0に対しA-加群の同型 [Hi+1

M (L)]n+1
∼= [Hi+1

M (R)]n が得られる。一方で, n + 1 > 0であるか
ら，完全列

(1) Hi
m(A) → Hi+1

M (L) → Hi+1
M (R) → Hi+1

m (A)

より，同型 [Hi+1
M (L)]n+1

∼= [Hi+1
M (R)]n+1が得られる。R-加群 Hi+1

M (R)は Artinianであるので，
n À 0では [Hi+1

R (R)]n = (0)となる。故に上の議論より [Hi+1
M (R)]n = (0), ∀n ≥ 0が従う。
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n < 0とせよ。完全列 (2)より

(0) = [Hi
M(G)]n−1 → [Hi+1

M (L)(1)]n−1 → [Hi+1
M (R)]n−1

を得る一方で，完全列 (1)より同型 [Hi+1
m (L)(1)]n−1 = [Hi+1

M (L)]n ∼= [Hi+1
M (R)]nが従う。故に任

意の n < 0に対し，単射 0 → [Hi+1
M (R)]n → [Hi+1

M (R)]n−1が得られる。ここでG. Faltings [F]の
定理によって，i < dの範囲でHi

M(G)は finitely graded，すなわちHi
M(G)の 0でない斉次成分

は高々有限個しかないことを用いて，i < dの範囲でHi+1
M (R)も finitely gradedであることが従

い，n < 0の範囲で [Hi+1
M (R)]n = (0)であることが分かる。故にHi+1

R (R) = (0), ∀i < dとなり，
環RはCohen-Macaulayであることが証明される。

上に述べたように，これらの結果内の a-不変量の negativityに関する部分も，ある条件の下
で取り除かれる（自動的に満たされる）ことが J. Lipmanによって知られている。

定理 4.9 ([L], ’94). (A,m)は正則局所環（より一般にはpseudo-rationalで十分）とし，I (6= A)は
環Aのイデアルとする。このとき環G(I)がCohen-Macaulayなら，環R(I)は必ずCohen-Macaulay

である。

証明. I 6= (0)としてよい。d = dim Aとおく。定理 4.7の証明内の完全列 (1)

Hd
M(L) → Hd

M(R) → Hd
m(A)

δ→ Hd+1
M (L) → Hd+1

M (R) → 0

を見ると，環Aがpseudo-rational(⇐⇒環Aは正規局所環であってかつ任意のproper birational

なスキームの射 f : X → Spec Aに対し，自然な射Hd
m(A) → Hd

E(X,OX)は同型である。但し
E = f−1({m})とする。)という仮定は，射Hd

m(A)
δ→ Hd+1

M (L)が単射であるということに対応
していて（そのことと，rational singulariyは，従って正則局所環が pseudo-rationalであると
いうのは，別のことであるが），定理 4.7の証明より Hi

M(R) = (0), ∀i < dであるから，同型
Hd

M(L) ∼= Hd
M(R)が得られる。そこで整数 n ≥ 0を取ると，定理 4.7の証明内の完全列 (2)に

よれば，Gは Cohen-Macaulayなので，単射 0 → [Hd
M(L)(1)]n−1 → [Hd

M(R)]n−1が得られる。
故に任意の整数 n ≥ 0に対し，単射 0 → [Hd

M(R)]n → [Hd
M(R)]n−1 を得る。Hd

M(R)は finitely

graded，すなわち十分小さい整数nに対しては [Hd
M(R)]n = (0)であったから，任意の整数n ≥ 0

に対し，[Hd
M(R)]n = (0)となり，加群Hd+1

M (L)は高々0次以下であったので，完全列 (2)

Hd
M(R) → Hd

M(G) → Hd+1
M (L)(1)

より，a(G) < 0が従う。故に定理 4.7により環RはCohen-Macaulayである。

Rees代数R(I)がCohen-Macaulay環となるようなイデアル Iは非常に沢山存在している。や
や特殊な例であるが，最近得られた松岡直之君と高橋亮君の結果を記録しておきたい。
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定理 4.10 ([GMT], ’06). (A, m)はGorenstein局所環で，dim A ≥ 1，e0
m(A) ≥ 3なるものとす

る。このとき，環Aの任意の巴系イデアルQをとって I = Q : m2とおけば，等式 I3 = QI2が
成り立ち，環 G(I)とイデアル Iの fiber cone F(I) =

⊕
n≥0 In/mInは，Cohen-Macaulay環で

ある。dim A ≥ 3なら環R(I)もCohen-Macaulayとなる。

この定理は [CP, CHV, CPV]による次の結果の一つの拡張である（定理 2.6参照)。

定理 4.11 (cf. [CP, CHV, CPV], ’94, ’95, [G3]). (A, m)は Cohen-Macaulay局所環とし，Q

を環 Aの巴系イデアルとし，I = Q : mとおけば，次の 3条件は互いに同値である: (1) I2 6=
QI, (2) Q = Q, (3) Aは正則局所環でµA(m/Q) ≤ 1である。
従って，AをCohen-Macaulay局所環で dim A ≥ 1なるものとし，Aは正則ではない，即ち

e0
m(A) ≥ 2と仮定し，環Aの巴系イデアルQに対し I = Q : mとおくと，等式 I2 = QIが成り
立ち，環 G(I)とF(I) =

⊕
n≥0 In/mInはCohen-Macaulay環となる。もしも dim A ≥ 2なら，

環R(I)もCohen-Macaulayである。

自然な問いであると思うのだが

問題 4.12. イデアル Iを，I = Q : mn (n ≥ 3)にすると，どのようになるのだろうか。

例えば，基礎環Aは正則局所環と仮定しても面白いと思う。基礎環AをCohen-Macaulayでは
なくBuchsbaum環にして得られた結果は，定理 5.1で触れる。

5 Rees代数のBuchsbaum性解析
局所環 (A, m)が Buchsbaumなら，任意の巴系イデアルQに対し，環 G(Q)とR(Q)はどち

らもBuchsbaumであって, その局所 cohomology Hi
M(G(Q))とHi

M(R(Q)) (但しM = mR(I)+

R(I)+)も精密に計算されている ([G5, SV])。巴系イデアルQの次に調べるべきイデアルは何
かということになるが，ここではイデアル I = Q : mを巡る話題を紹介したい。
環R(I)や G(I)の Buchsbaum性解析は，山岸規久道君や櫻井秀人君が精力的に取り組んで
おられる。Cohen-Macaulay性の自然な拡張とはいえ，Rees代数の Buchsbaum性解析には，
Cohen-Macaulay性とは違って一筋縄ではいかない面があり，かなり苦労しておられるようで
ある。ここ数年間に知られたことを纏めて記録しておくと，下記のようになる。

定理 5.1 (cf. [Y1, Y2, GN2, GSa1, GSa2, GSa3, SY], ’99–’06). (A, m)は Buchsbaum局所環
で dim A ≥ 2であるか，または dim A = 1であるが e0

m(A) ≥ 2であると仮定する。このとき十
分大なる整数 n À 0を選べば，任意の巴系イデアルQ ⊆ mnに対して，I = Q : mとおくと，
等式 I2 = QI が成り立ち，従って環R(I), G(I)や fiber cone F(I) =

⊕
`≥0 I`/mI` がすべて

Buchsbaum環となるようにできる。
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これでは素っ気なさ過ぎて，多くの人の努力を軽んずるような気がするので，もう少し詳し
くお話しよう。以下 (A,m)はBuchsbaum局所環とする。山岸君 [Y1, Y2]と後藤–西田 [GN2]に
よって, 巴系イデアルQに対し I = Q : mとおいたとき (もう少し一般的なイデアルでよい), 等
式 I2 = QIが成り立つなら，環R(I), G(I)や F(I) がすべてBuchsbaum環となるということ
が示されている。これらの結果を踏まえて櫻井君は, では「いつ等式 I2 = QIが成り立つか」と
いう基本的な問いについて考察を進め, 上記の定理 5.1に代表されるような多くの優れた結果を
得ている ([GSa1, GSa2, GSa3])。これらの諸結果はBuchsbaum Rees代数の存在を豊富に保証
するものである。だが，いつでも等式 I2 = QIが成り立つというわけではなく ([GSa1, GSa2]),

基礎環がCohen-Macaulay環の場合とは異なり, たとえ I = Q : mという特殊なイデアルであっ
ても, Rees代数のBuchsbaum性解析は実はそう容易ではない。
櫻井君の地道な研究で鍵となる定理は,巴系イデアルQの可約指数 `A((Q : m)/Q)と環Aの (後

藤–鈴木 [GSu]の意味での) Cohen-Macaulay型 r(A) = sup { `A((Q : m)/Q) | Qは巴系イデアル}
に着目した，次の定理であった。

定理 5.2 ([GSa1]). (A,m)は Buchsbaum局所環で e0
m(A) ≥ 2であると仮定する。Qを環Aの

巴系イデアルとし, I = Q : mとおく。このとき，もしも等式 `A((Q : m)/Q) = r(A)が成り立つ
なら，等式 I2 = QIが成り立つ。従って，環R(I)及び G(I)はどちらもBuchsbaum環である。

この定理は, Cohen-Macaulay環上の結果である定理 4.11のBuchsbaum環への自然な拡張に
なっているだけではなく，非常に実際的であって，具体例を計算する際にも有用であり，その
後の研究の方向を決定したといってよい。例えば, 定理 5.1はこの定理から導かれるし，次の定
理の証明にも，重要な役割を果たしている。

定理 5.3 ([GSa2]). (A, m)は Buchsbaum局所環で em(A) = 2 であり, depthA > 0であると仮
定する。このとき, 任意の巴系イデアルQについて, I = Q : mとおくと, 等式 I2 = QIが成り
立つ。故に環R(I)と G(I)はBuchsbaum環である。

AがBuchsbaum局所環で，e0
m(A) = 2であってdepthA > 0であると仮定すると, Hi

m(A) = (0),

∀i 6= 1, dが成り立つ ([G2])。このとき,任意の巴系イデアルQに対し, R(Q)はCohen-Macaulay

(従って Buchsbaum)である (cf. 定理 4.4)。また G(Q)も Buchsbaumである (cf. 定理 4.7)。一
方で定理 5.3は，環R(I)も G(I)もBuchsbaumであることを示している。これらを背景に置い
たとき，桜井君が提起した次の予想は正しそうに思えるのであるが，どんなものであろうか。

予想 5.4 (櫻井秀人). 環 Aは Buchsbaum局所環で Hi
m(A) = (0), ∀i 6= 1, dであると仮定す

る。このとき, 任意の巴系イデアルQに対して, I = Q : mとおくと，環R(I)と G(I)は必ず
Buchsbaumである。

可約指数の解析と「いつ等式 I2 = QIが成り立つか」という問題は，イデアル論の研究課題
として（blow-up代数解析から離れても）独自の面白さと重要性がある。いつ等式 I2 = QIが
成り立つかという問いの方は，櫻井君によって, Buchsbaum環より条件の弱いFLCを持つ局所
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環（すべての i 6= dim Aに対し局所コホモロジー加群 Hi
m(A)が有限生成 A-加群であるような

局所環のことである）上での解析がかなり進んでいる ([GSa4])し，これらの研究を踏まえて，
可約指数解析でもいくつか注目すべき結果が出て来ている。上記の研究から派生した後藤–櫻
井による共同研究のうちで，Buchsbaum局所環内の部分巴系で生成されるイデアル qに対し
a = q : mとしたときの環R(a)や G(a) のBuchsbaum性解析 ([GSa5])が目下発展しつつあるこ
とも付記しておきたい。

Rees代数のBuchsbaum性については，後藤–下田タイプの定理 4.4が成り立つかどうか，特
殊な場合を除いて知られていない (cf. [G4])。例えば，Lipmanの定理でCohen-Macaulay性を
Buchsbaum性に変えると，どうなるのだろうか。

問題 5.5. 環Aは正則局所環，I (6= A)は環Aのイデアルとする。このとき環G(I)がBuchsbaum

なら環R(I)もBuchsbaumであるか。

この問には，松岡直之君の結果があって，dim A = 2で
√

I = mのときは，肯定的である。

定理 5.6 ([GM]). Aは 2次元正則局所環 (証明を見る限りでは，2次元 rational singularityでよ
い )とし，Iは環Aのイデアルで

√
I = mなるものとし，環Aは巴系イデアルQで Iの reduction

になっているものを含むと仮定すると，次の 3条件は同値である。

(1) R(I)はBuchsbaum環である。

(2) R′(I)はBuchsbaum環である。

(3) G(I)はBuchsbaum環である。

このとき，I3 = QI2であって，Buchsbaum-不変量に関する等式 I(R(I)) = I(R′(I)) = I(G(I)) =

`A(I2/QI)が成り立つ。（従って，環R(I)がCohen-Macaulayであるための必要十分条件は，環
G(I)がCohen-Macaulayであることである。）

dim A > 2のときには，まだ反例も見つかっていないようである。

6 Rees代数のGorenstein性解析
Rees代数のGorenstein性についても，Cohen-Macaulay性と同様に，後藤–下田タイプの定

理（定理 4.6，[I])が成り立ち，環R(I)のGorenstein性は，環G(I)のGorenstein性とその a-不
変量の言葉で記述される。従って，環G(I)のCohen-Macaulay性とGorenstein性の解析が本質
的である。Cohen-Macaulay性については第７節で触れたいと考えているが，中村幸男君・西田
康二君 [GNN1, Ni]や B. Ulrich [PU]，W. V. Vasconcelosと学生達など，非常に多くの研究者
によって，精密な理論が作られている。おかげで，随伴次数環 G(I)のCohen-Macaulay性判定
はかなり容易になって来た。この節ではRees代数のGorenstein性解析について話を深めよう。
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以下環AはGorenstein局所環Bの準同型像と仮定する。KA = Extt
B(A, B) (t = dim B −

dim A)とおき，環Aの canonical module（正準加群）という。環AのGorenstein性は，Aは
Cohen-Macaulay局所環であってかつ KA

∼= Aという条件で特徴付けられる (cf. [BH])。この
意味では，Gorenstein環の理論は今日では canonical modulesの理論の一部という位置づけに
ある。Rees代数R(I)の canonical module KR(I)の構造を決定することは，直ちに Rees代数
のGorenstein性判定に繋がるが，環R(I)のGorenstein性解析は随伴次数環 G(I)の canonical

module KG(I)の構造解析に帰着されるという，池田信君 [I]の次の結果の方が実際的で美しい。

定理 6.1 ([I], ’86). AはNoether局所環とし，I (6= A)は環Aのイデアルで grade I ≥ 2なるも
のとする。R(I)がCohen-Macaulay環なら，次の 2条件は同値である。

(1) R(I)はGorenstein環である。

(2) KA
∼= AかつKG(I)

∼= G(I)(−2)である。

一般に a(G(I)) = −min{i ∈ Z | [KG(I)]i 6= (0)}であって，環AがCohen-Macaulay局所環の
ときは，Rees代数R(I)のCohen-Macaulay性から随伴次数環 G(I)のCohen-Macaulay性が従
うので，定理 6.1から次が得られる。

系 6.2 ([I], ’86). AはCohen-Macaulay局所環とする。I (6= A)は環Aのイデアルで grade I ≥ 2

なるものとすれば，次の 2条件は同値である。

(1) R(I)はGorenstein環である。

(2) G(I)はGorenstein環であって a(G(I)) = −2である。

即ち環R(I)のGorenstein性に関する後藤–下田の定理 4.6も，Cohen-Macaulay性と同様に，
一般のイデアルについて成り立つのである。後藤–下田タイプの定理の主張するところは，R(I)

の環構造が知りたければ対応する G(I)の環構造を解析しその a-不変量を求めよということで
ある。以下，随伴次数環 G(I)のGorenstein性解析に焦点を絞って話を進めたい。
いつ環 G(I)はGorenstein環になるのだろうか。論文 [GI1]から抜粋しよう。I (6= A)は環A

のイデアルとし，G = G(I), a = a(G)とおく。環Gが Cohen-Macaulayのときに，次数G-加
群としての同型 G(a)

∼−→ KGが存在すれば Gは Gorenstein環であるが，次の結果が示すよう
に，そのためには，（あくまでも随伴次数環Gの特殊事情である），単射が存在すれば十分なの
である。

定理 6.3 ([GI1], ’00). AはGorenstein局所環でGはCohen-Macaulay環である仮定すると，次
の 3条件は同値である。

(1) GはGorenstein環である。

(2) 次数G-加群の単射G(a) ↪→ KG が存在する。
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(3) すべての p ∈ ⋃
n≥1 AssA A/In に対し随伴次数環 G(Ip) はGorenstein環であって，等式

a = a(G(Ip))が成り立つ。

集合
⋃

n≥1 AssA A/Inは有限である（定理 2.1）。条件 (3)がどのように使われるかは，後に解
説する。
随伴次数環GのGorenstein性解析においては，与えられたイデアルの様相から環GのGoren-

stein性を判定する, 簡便かつ実際的な方法を見出すことが最重要の課題である。例えばイデア
ル Iが equi-multipleの場合は（第 7節の言葉でいうと，ad(I) = 0，即ち，等式 λ(I) = htAIが
成り立つ場合），環GのGorenstein性は当該イデアルの言葉だけで次のように記述することが
できる。

定理 6.4 ([GI1], ’00). AはGorenstein局所環で，htAI > 0とし，環Gは Cohen-Macaulay環
と仮定する。環A内には正則列で生成されたイデアルQでイデアル Iの reductionとなるもの
が含まれていると仮定する。このとき，環GがGorensteinであるための必要十分条件は，等
式 Ir = Qr :A Irが成り立つことである。但し，r = rQ(I) := min{n ∈ Z | n ≥ 0, In+1 = QIn}
である。（これをイデアル IのQに関する reduction数という。)

これらの結果はいづれも blow-up代数の canonical modulesの構造解析を通して得られたも
のである。J. Herzog–A. Simis–W. V. Vasconcelosを始めとして，多くの人々が blow-up代数の
canonical modulesの構造を研究しているが，ここで言及している結果は，拡大Rees代数R′(I)

の canonical module KR′(I)の構造に関する次の定理である。

定理 6.5 ([GI1], ’00). 環AはSerreの条件 (S2)を満たす局所環 (即ち，depthAp ≥ min{dim Ap, 2},
∀p ∈ Spec Aが成り立つような局所環)であって（いつものように）Gorenstein局所環の準同型
像であると仮定せよ。このとき，次の 2条件を満たすKAの I-filtration ω = {ωi}i∈Z が唯一つ
定まる。

(1) 十分小さな任意の i ∈ Zに対して ωi = KAである。

(2) 次数R′(I)-加群としてKR′(I)
∼= ⊕

i∈Z ωiである。

随伴次数環Gが Cohen-Macaulayなら，次数G-加群としてKG
∼= ⊕

i∈Z ωi−1/ωiであり，さら
に htAI > 0であって Rees代数R(I)も Cohen-Macaulayなら，次数R(I)-加群としての同型
KR(I)

∼= ⊕
i≥1 ωi が得られる。

定理6.5によって一意的に定まるKAの I-filtration ω = {ωi}i∈Zを環Aの canonical I-filtration

と呼ぶことにしよう。canonical I-filtration ωを決定することは，直ちに blow-up代数のGoren-

stein性判定に繋がる。例えば，環 Gが Cohen-Macaulayで s = htAI > 0であって，環 A内
に正則列で生成されたイデアルQでイデアル Iの reductionとなるものが含まれている場合に
は，ωi = Qi−s+r+1KA :KA

Ir,∀i ∈ Zである。但し r = rQ(I)とする。このように canonical
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I-filtration ωを決定することによって（KGの生成元の現れ方など，もう少し考察が必要では
あるが），定理 6.4が得られている。
さて次に，イデアル I が正則列で生成された reduction Qを持つとは限らない場合を考察し
たい。イデアル Iの reductionQが正則列で生成されるという条件を，次の様にほんの少しだけ
歪めたものを考える。s = htAIとおく。環A内に s + 1 個の元 a1, a2, · · · , as+1で生成されてい
るイデアルQでイデアル Iの reductionとなるものが含まれていると仮定する。さらに最初の
s個 a1, a2, · · · , asは正則列をなすと仮定し，L = (a1, a2, . . . , as)とおく。最後に，htAp = sで
あるようなすべての素イデアル p ∈ V(I)に対し，Ip = Lpであると仮定する。このとき次が成
り立つ。

定理 6.6 ([GI1], ’00). A は d次元Gorenstein局所環とすると，次の 2条件は互いに同値である。

(1) G は Gorenstein環である。

(2) depth A/I ≥ d− s− 1，rQ(I) ≤ 1，かつ等式 I = (QU :A I) ∩ U が成り立つ。

但し，U は Iの unmixed partを表す，即ちU = U(I) :=
⋂

p∈Spec As/t dim A/p=dim A/I IAp ∩Aで
ある。

随伴次数環Gの a-不変量はどのようにして計算されるのであろうか。詳しくは述べないが，
環GがCohen-Macaulayの時には a-不変量を評価する a-不変量公式が深く研究されていて，環
Gの a-不変量は reduction数等の情報で計算できるようになっている。定理 6.6の状況では，等
式 a(G) = −sが成り立つことが知られている。
等式 I = (QU :A I)∩Uが成り立つかどうかの判定は決して容易ではないが，Iが素イデアル

の時には自動的に満たされるので，この場合には，随伴次数環のGorenstein性は数値条件のみ
で判定できる。[BM]によると，projective monomial varieties of codimension 2 の定義イデア
ルは，上の条件 (2)をすべて満たす。従って定理 6.6により，projective monomial varieties of

codimension 2の定義イデアルのRees代数は，必ずGorenstein環である。
dim A = 1の場合は，本質的に定理 6.6は [GNa]内に見出される。ここでは dim A = 1のと
きは定理 6.6が成り立つことを既知とし，定理 6.3の条件 (3)を適用することにより，[GNa]内
の結果が高次元化される模様を観察しよう。以下，定理 6.6内の (2) ⇒ (1)の略証を与える。

証明 . [GNN1]の判定法によって，「depth A/I ≥ d − s − 1かつ rQ(I) ≤ 1」という条件は，
随伴次数環GがCohen-Macaulayであることを導く。（多少の考察は必要ではあるが）環A/L

を通すことにより，s = 0と仮定してよい。故にイデアル I の reduction Qは単項生成とな
る。さて p ∈ ⋃

n≥1 AssA A/Inをとる。 定理 6.3により，G(Ip) が環 Gorensteinであって等式
a(G(Ip)) = 0が成り立つことを示せば十分である。Gは Cohen-Macaulay環であるから，等式⋃

n≥1 AssA A/In = {p ∈ V(I) | dim Ap = dim G(Ip)/pG(Ip)}が成り立つ (cf. [GI1])。イデアル
Qpはイデアル Ipの reductionであり，一般に dim G(Ip)/pG(Ip)は Ipの reductionの極小生成元
の個数で抑えられるので，dim Ap ≤ 1であることが分かる。dim Ap = 0の時は Ip = Lp = (0)
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であるので，G(Ip) = Apであり，示したいことは明らかに成り立つ。dim Ap = 1と仮定しよ
う。htApIp = 1の時は U 6⊆ pであるから，等式 I = (QU :A I) ∩ U の両辺を素イデアル pで
局所化することによって，等式 Ip = Qp :Ap Ipが得られる。故に rQp(Ip) = 1である。イデア
ル Ipは環Apの pAp-準素イデアルであるので定理 6.4を適用することが可能であって，環 G(Ip)

はGorensteinとなることが従う。また，a-不変量公式によって a(G(Ip)) = 0が得られる。さて
htApIp = 0の場合を考えよう。このとき，Up = U(Ip)であるから，等式 I = (QU :A I)∩Uの両
辺を素イデアル pで局所化することによって，等式 Ip = (QpU(Ip) :Ap Ip) ∩ U(Ip)が得られる。
以上の考察によって，問題が dim A = 1の場合に帰着され，環 G(Ip) はGorenstein環であって
かつ等式 a(G(Ip)) = 0が成り立つことが従う。

今までは依然としてかなり特殊なイデアルについて考察を進めてきたが，一般のイデアルに
ついてはどうだろうか。イデアル Iが素イデアル，もっと一般に，イデアル Iがheight unmixed，
即ち I = U(I)であるときには，これらの定理をさらに拡張することができる。以下Aは d次
元Gorenstein局所環とし，イデアル Iは height unmixedで s = htAI > 0なるものとする。イ
デアルQはイデアル Iの reductionでその生成系はある「良い」性質を持つと仮定する。（基礎
環Aの剰余体が無限体の時には，そのような「良い」性質をもつ reductionが必ず存在する。）
イデアルQは `個の元で極小的に生成されていると仮定し，その最初の s個の元で生成される
Qの部分イデアルを Lとおく。すると，その「良い」性質から，htAp = sであるようなすべ
ての素イデアル p ∈ V(I)に対しイデアル Lpはイデアル Ipの reductionとなるので，非負整数
r = max{rLp(Ip) | p ∈ V(I), s = htAp}が定まる。この量は generic reduction数と呼ばれる。こ
のとき次が成り立つ。

定理 6.7 ([GNN2]). A/I は Cohen-Macaulay環とし，任意の素イデアル p ∈ V (I)と任意の整
数 1 ≤ n ≤ `− s− 1 に対し，次の二つの不等式

(a) depth [A/In]p ≥ min{`− s− 1− n, htAp− s− n},

(b) depth A/In ≥ d− s− n

が成り立つと仮定する。このとき, 次の 2条件は同値である。

(1) G はGorenstein環である。

(2) rQ(I) ≤ `− s− 1である。

定理 6.8 ([GI2], ’05). GはCohen-Macaulay環であると仮定する。1 ≤ i ≤ r − s + `であるよ
うな任意の整数 iに対し depth A/[I i + L] ≥ min{d− s, d− s + r − i}が成り立つなら

GはGorenstein環である⇐⇒ Ir ⊇ Lr :A Irかつ等式 a(G) = r − sが成り立つ

となる。このとき r = s− 2なら環R(I)は必ずGorensteinである。
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7 環G(I)のCohen-Macaulay性解析
環 G(I)のCohen-Macaulay性に関する結果を纏めて述べておこう。
系 4.8により，環R(I)の Cohen-Macaulay性解析の大きな部分が環 G(I)のそれに帰着され
るが，期待される通り後者の作業の方が概ね容易である。思想的には「むべなるかな」という
か，そうであろうと思われるが，技術的な理由としては，G(I)の次元がR(I) のそれよりも 1

小さいことや，環 G(I)の巴系のかなりの部分が斉次元に取れるということが挙げられる。
では「どのような視点と方法で環 G(I)の構造解析を進めるか」ということが，次の問題とな

る。次世代の課題というべきこの問題について，S. Huckaba–C. Huneke [HH1], [HH2]が果た
した役割は大きい。彼らはイデアル I の analytic deviationと呼ぶ不変量 ad(I) = λ(I) − htAI

（λ(I) = dimF(I), F(I) = ⊕n≥0 In/mIn）を導入し，まずad(I) ≤ 2の場合に，環G(I)のCohen-

Macaulay性やGorenstein性解析を行った。環AがCohen-Macaulayなら，ad(I) ≤ dim A/Iで
あり，ad(I)が小さい程，環 G(I)の解析は容易である。（ということに，今はしておこう。と
いうのも，私の考えでは，m-準素イデアルの場合が最後に出会う敵として残るからである。）
HuckabaとHunekeのこの試みは多くの研究者の関心を引き，彼らの結果を拡張しようとする
様々な試みが継続的に成されたが，環 G(I)のCohen-Macaulay性に関する限り，後藤–中村–西
田 [GNN1]によって一つの区切りが与えられた。その後，L. Ghezzi [Gh]は [GNN1]で扱われた
条件を改良し，環 G(I)の depthを評価する公式を提出したが，現時点では依然として西田康二
君の次の結果が最も一般的なものである。

定理 7.1. ([GNN1], [Gh], [Ni]) 環AはCohen-Macaulay局所環と仮定し，J = (a1, a2, · · · , a`)A

はイデアル I の reductionとし，整数 r ≥ 0を一つ固定する。各 0 ≤ i ≤ `に対し，Ji =

(a1, a2, · · · , ai)A, ri = max {0, i− ` + r} とおき，次の 4条件を考える。

(a) Ir+1 = JIrである。

(b) p ∈ V(I)で htA p = i < ` ならば，Iri+1Ap = JiI
riApである。

(c) 0 ≤ i < `− rならば，任意の p ∈ Spec Aに対し depth (A/Ji : I)p ≥ htA p− i が成り立ち，
0 < i < `で I 6⊆ q ∈ AssA A/Ji−1ならば，ai 6∈ qとなる。

(d) 任意の p ∈ V(I)と 1 ≤ n < rに対し，depth (A/In)p ≥ min {htA p− ` + r − n , r − n}で
ある。

これらの 4条件が全て満たされるなら，評価式

depthG(I) ≥ min {{ d } ∪ {depth A/In + `− r + n | 1 ≤ n ≤ r}}

が得られる。特に条件 (d)を

(d)’ 任意の 1 ≤ n ≤ rに対し depth A/In ≥ d− ` + r − nが成り立つ。
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で置き換えると，環 G(I)はCohen-Macaulay環となる。

この定理はイデアル J がイデアル I のminmal reductionであってかつ等式 ` = λ(I)が成り
立つ場合の解決を最終目標としていて，漸近的方法を提示したものである。不変量 ad(I)は表
面には現れていないが，差 ad(I) = λ(I)− htA Iが大きくなればなるほど，(a)から (d)までの
要請は，急速に強まって来る。
上の定理の記述は複雑であるが，特殊な状況ではかなり見易くなる。典型的な例を挙げてお
こう。まず ` = htA I + 1の場合には，r = 2と仮定して，次が得られる。

系 7.2. 環AはCohen-Macaulay局所環とし，s = htA Iとおく。さらに，次の条件を満たすよ
うな元 a1, · · · , as, b ∈ Iが存在すると仮定しよう。

(a) I3 = (a1, · · · as, b)I
2である。

(b) p ∈ AsshA A/I := {p ∈ Spec A | dim A/p = dim A}ならば，I2Ap = (a1, a2, · · · , as)IAp

である。

(c) 元 a1, a2, · · · , asは正則列をなす。

(d) 環A/Iは Serreの条件 (S1)を満たす。

このとき，評価式 depthG(I) ≥ min {depth A/I + s , depth A/I2 + s + 1}が得られ，環A/Iが
Cohen-Macaulay環であって depth A/I2 ≥ dim A/I − 1 ならば，環 G(I)はCohen-Macaulay環
となる。

環AがGorensteinであって等式 ` = htA I +2が成り立つ場合には，r = 1と取ることにより，
次が得られる。

系 7.3. 環 Aは Gorenstein局所環であって，環 A/I は Cohen-Macaulay環であると仮定し，
s = htA Iとおく。次の条件を満たすような元 a1, · · · , as, b, c ∈ Iが存在すると仮定せよ。

(a) I2 = (a1, · · · , as, b, c)Iである。

(b) p ∈ AsshA A/I なら，IAp = (a1, a2, · · · , as)Apが成り立ち，q ∈ V(I)で htA q = s + 1な
ら，IAq = (a1, a2, · · · , as, b)Aqとなる。

(c) 元 a1, a2, · · · , asは正則列であって，I 6⊆ q ∈ AssA A/(a1, a2, · · · , as)A なら b 6∈ qとなる。

このとき，環 G(I)はCohen-Macaulay環である。
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8 Arithmetic Cohen-Macaulay化–川崎の定理
Hochster-Robertsの例 4.1は，環Aがかなり悪いものであっても，うまくイデアル Iを選べ

ば，Rees代数R(I)がCohen-Macaulay環となり得ることを示したものである。この方向の研
究は，次の川崎の定理として結実した。

定理 8.1 ([K1], ’02). (A, m)はNoether局所環とする。d = dim A ≥ 1であって，非混合的（任
意の p ∈ Ass Âに対し等式 dim Â/p = dが成り立つ）かつ A → Âの fibersはすべて Cohen-

Macaulay環と仮定せよ。このとき，環A内には高さ正のイデアル Iが含まれていて，そのRees

代数R(I)はCohen-Macaulay環となる。

I としては，環 Aの特殊な選び方をした巴系 a1, a2, . . . , adを用いて，I =
∏d

i=2(a1, a2, · · · , ai)

とおくのである。
環Aが必ずしも局所環でないときは，次の形の定理となる。

定理 8.2 ([K2]). Aは dim A ≥ 1のNoether環とする。環Aが下記の 5条件を満たすなら，環A

内には高さ正のイデアル Iが含まれていて，そのRees代数R(I)はCohen-Macaulay環となる。

(1) 任意の有限生成A-代数は catenaryである。

(2) 任意の p ∈ Spec Aに対しAp → Âpの fibersは全てCohen-Macaulay局所環である。

(3) 任意の有限生成A-代数Bに対しそのCohen-Macaulay locus

CM(B) = {p ∈ Spec B | BpはCohen-Macaulay環である }

は Spec Bの開集合である。

(4) htA p = 0, ∀ p ∈ Ass A.

(5) 函数 f : Spec A → Z で次の 2条件を満たすものが存在する。

(a) P ⊆ Qなら htA/Q P/Q = f(P )− f(Q),

(b) f(P )は任意の P ∈ Min Aに対し共通の値を取る。

但し htA/Q P/Qは環A/Q内の素イデアル P/Qの高さを表す。

これらを代数幾何学的に記述すると次の形の定理になる。

定理 8.3. 定理 8.2内の条件 (1)から (3)を満たすNoether環上，分離有限型なスキームXに対し
そのCohen-Macaulay化Y → X (proper birationalなスキームの射でY は高々Cohen-Macaulay

特異点しかもなたい) が存在する．
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定理8.2の条件 (1)から (3)は優秀環の定義の「正則」・「幾何学的に正則」と言う部分を「Cohen-

Macaulay」に置き換えたものであり，雑な言い方であるが，可換環論・代数幾何学にあらわれ
る大抵のNoether環がこのくらいの条件は満たしている。従って，特異点解消とは違うが，非
常に強い深い結果であると思う。川崎の定理には沢山の応用があると思うが，二つだけ述べて
おく。

系 8.4 ([K1], 02). Aは Noether環とする。環 Aが dualizing complexを持つならば，環 Aは
Gorenstein環の準同型像である。

この結果は R. Y. Sharpの予想と言われ，30年近くもの間 openであったが，川崎君が最終
的に証明を付けたものである。

証明. 環Aは dualizing complexを持つと仮定する。環Aは定理 8.2内の条件 (1)から (5)を満
たすとしてよいので，環R = R(I)がCohen-Macaulayとなるようなイデアル Iが環Aに含ま
れる。環Rは有限生成A-代数だから，Rも dualizing complexを持つ。しかもこの場合は，環
Rは Cohen-Macaulayだから，環 Rは必ず Gorenstein環の準同型像であることが，I. Reiten

[Re]によって既に 27年前に証明されている。環Aは環Rの準同型像であるので，もちろんA

もGorenstein環の準同型像である。

系 8.5 ([K2]). AはNoether環とする。環Aが定理 8.2内の条件 (1)から (3)を満たし，(5)(a)

を満たす函数 f が存在するなら，環AはCohen-Macaulay環の準同型像である。

9 イデアルのfiltrationとRees代数
Rees代数は本来はイデアルの filtrationsに付随するものである。定義を復習しよう。

定義 9.1. AはNoether環とする。環Aのイデアルの族F = {Fn}n∈Zが環Aのa filtration of ideals

であるとは，下記の 3 条件が満たされることをいう。(1) Fn ⊇ Fn+1, ∀n ∈ Z, (2) F0 =

A, (3) FmFn ⊆ Fm+n, ∀m,n ∈ Z.

環Aに対しそのイデアルの filtrations F が与えられれば，これに付随し 3つの次数環

R(F) =
∑
n≥0

Fnt
n ⊆ A[t],

R′(F) =
∑

n∈Z
Fnt

n = R(F)[t−1] ⊆ A[t, t−1],

G(F) = R′(F)/t−1R′(F)

が定まる。これらをそれぞれ，FのRees代数，拡大Rees代数，随伴次数環と呼ぶことにする。
イデアルの filtrations F の例としては，次のようなものを考えることが多い。
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例 9.2. (1) Fn = In (ideal-adic case), (2) Fn = In (integral closures), (3) Fn = Ĩn =⋃
`>0[(I

n)`+1 : (In)`] (Ratliff-Rush closures), (4) Fn = I(n) = [In·W−1A]∩A (symbolic powers).

但し (4)では，W = A \⋃
p∈MinA/I pとする。この場合にはR(F)はRs(I)と書くことが多い。

イデアルの filtrationsに付随した Rees代数R(F)の環構造については，ideal-adicの場合と
同様な理論構成が可能であって，例えば定理 4.7は次のように書くこともできる。

定理 9.3 ([GN1], ’94). (A,m)はNoether局所環で d = dim Aなるものとする。Fは環Aのイデ
アルのfiltrationとする。環R(F)は有限生成A-代数であって，F1 ( A, F1 6⊆

⋂
p∈SpecA,dimA/p=d p

（つまり dimR(F) = d + 1）と仮定すると，次の 2条件は同値である。

(1) R(F)はCohen-Macaulay環である。

(2) Hi
M(G(F)) = [Hi

M(G(F))]−1, ∀i < dであって，a(G(F)) < 0である。

但しM = mR(F) + [R(F)]+とする。
このときA-加群の同型 [Hi

M(G(F))]−1
∼= Hi

m(A) (i < d)が存在する。

この結果はTrung–池田の定理 4.7の形式的拡張であるが，このようにしておかないと，sym-

bolic Rees 代数などの Cohen-Macaulay性解析（cf. [GN1]）には役に立たない。定理 7.1の
filtration版は下記の通りである。

定理 9.4. F環 Aは Cohen-Macaulay局所環であって，0 ≤ ` ∈ Zとせよ。a1, a2, · · · , a` は
環 Aの元で a0 = 0, a1 ∈ Fk1 , · · · , a` ∈ Fk`

が成り立つと仮定する。但し，k1, k2, · · · k` は正
整数で k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ k` を満たすものである。このとき，各 0 ≤ i ≤ `に対し，Ji =

(a0, a1, · · · , ai)A, Ki = k0 + k1 + · · · + ki とおき (k0 = 0)，さらに，0 ≤ r ∈ Zを固定し，
0 ≤ i ≤ `に対しNi = Ki −K` + r とおき，次の 4条件を考える。

(a) 任意の n > rに対し Fn =
∑`

i=0 aiFn−ki
である。

(b) p ∈ V(F1)でhtA p = i < `ならば，任意のn > max {0, Ni}に対しFnAp =
∑i

i=0 ajFn−kj
Ap

である。

(c) 0 ≤ i < `でNi < 0なら，任意の p ∈ Spec A に対し depth (A/[Ji : F1])p ≥ htA p− iが成
り立ち，i > 0であって F1 6⊆ q ∈ AssA A/Ji−1 なら，ai 6∈ qである。

(d) 0 ≤ i < `で n ≤ Niなら，任意の p ∈ V(F1)に対し depth (A/Fn)p ≥ min {htA p , `− i}が
成り立つ。

これらの 4条件が全て満たされるなら，環R(F)は有限生成A-代数であって，評価式

depthG(F) ≥ min { d } ∪ {depth A/Fn + i | 0 ≤ i ≤ ` , n ≤ Ni}

が得られる。
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10 Symbolic Rees代数の有限性問題
イデアルの filtrationに付随したRees代数を解析しようと思うとき，有限性が深刻な問題と

なる。symbolic Rees代数の有限生成性に関しては，次の問題が提起されている。

問題 10.1 (Cowsik [Cow]). 環R は体上の多項式環であるか，または正則局所環であると仮
定する。pを環R の素イデアルとするとき，symbolic Rees代数 Rs(p) =

∑
n≥0 p(n)tn は，有

限生成R-代数であるか。

この問題（というか，予想）は，素イデアルpの集合論的完全交叉性を解析するための方便とし
て提出され，後に検証するように，基礎体の標数が0の場合には既に幾つかの反例が構成されてい
るが，正標数の場合には依然として未解決のままである。この節の後半に説明するが，Cowsikの
問題とHilbertの第 14問題は密接に関連していて，両問題の現在知られている反例はすべて相互
に繋がっている。具体的な例から入ろう。kを体とし，整数0 < a1 < a2 < a3をGCD(a1, a2, a3) =

1ととる。但し a1, a2, a3が生成する非負整数のなす半群H = 〈a1, a2, a3〉は，丁度 3元で無駄な
く生成されていると仮定する。体 k上に 2つの多項式環 k[X1, X2, X3]と k[t]を考え，k-代数の
代入射 ϕ : k[X1, X2, X3] → k[t] をXi 7→ tai (i = 1, 2, 3)によって定め，Ker ϕ := pk(a1, a2, a3)

と書く。すなわち p = pk(a1, a2, a3)は space monomial curve C = {(ta1 , ta2 , ta3) | t ∈ k}の定義
イデアルである。多項式環A = k[X1, X2, X3]の高さ 2の素イデアル p = pk(a1, a2, a3)について，
その symbolic Rees代数Rs(p)はいつもNoether環であるのか，また，Noether環であったとし
て，必ずCohen-Macaulay環になるかという問題は，後藤–西田–渡辺 [GNW]と森元真由美–後
藤 [MG]によって，既に否定的に解決されている。

定理 10.2 ([MG], ’92). ch k = p > 0と仮定し，p = pk(n
2 +2n+2, n2 +2n+1, n2 +n+1) (n =

pe, e ≥ 1)とすると，環 Rs(p)は Noether環であるが Cohen-Macaulay環ではない。同様に，
p = pk(n

2, n2 + 1, n2 + n + 1) (n = pe ≥ 3)に対しても，環 Rs(p)は Noether環であるが，
Cohen-Macaulay環ではない。

定理 10.3 ([GNW], ’94). p = pk(7n − 3, (5n − 2)n, 8n − 3) (n ≥ 4, n 6≡ 0 mod 3)とすると，
Rs(p)は k = QのときはA上有限生成ではないが，ch k = p > 0のときは必ず有限生成であっ
てしかしRs(p)は Cohen-Macaulay 環ではない。

即ち，定理 10.3の環Rs(p)は，基礎体 kの標数が 0のときは，space monomial curveの定義イ
デアル pに関するCowsikの問題の反例となっている。しかしながら，space monomial curveの
定義イデアルの symbolic Rees代数については，重要な問題が残っていて，下記の予想がある。

予想 10.4. 上のように，p = pk(a1, a2, a3)は space monomial curvesの定義イデアルとする。

(1) chk = p > 0なら，k-代数Rs(p)は有限生成である。

(2) chk = 0でRs(p)が有限生成 k-代数なら，環Rs(p)は Cohen-Macaulayである。
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以下，この予想 10.4(1)に関し，若干の補足説明を行いたい。deg Xi = aiと定めて環k[X1, X2, X3]

をZ-次数付環とみなし，weighted projective space P = Proj k[X1, X2, X3]を考え，これを閉部分
スキームV+(p)を中心にblow-upして得られた正規射影多様体をX = Xk(a1, a2, a3)と表し，その
上の例外曲線をEとする。X上の被約かつ既約な曲線Cが，条件C 6= E, C2 < 0を満たすとき，
曲線CをX上のnegative curveと呼ぶ。さて，多様体Xの全座標環 (Cox環ともいう) TC(X) =⊕

L∈Cl(X) H0(X,L)は，素イデアル pの拡大 symbolic Rees代数R′
s(p) = Rs(p)[t−1]と一致する。

Cutkosky [Cut]はこの事実に着目して，symbolic Rees代数Rs(p) の有限生成性問題に関し優
れた結果を得ているが，Cutkoskyの議論をより精密に解析すると，次の主張が正しいことがわ
かる。ここで，与えられた自然数 a1, a2, a3は固定して考えている。

定理 10.5 (蔵野和彦). 次の主張が正しい。

(1) 標数 0のある体 kに対し，多様体Xk(a1, a2, a3)が negative curveを含めば，任意の基礎体
kに対し，多様体Xk(a1, a2, a3)は negative curveを含む。

(2) 整数 a1, a2, a3はどの二つ ai, aj (i < j)も互いに素であって
√

a1a2a3 6∈ Zであると仮定
する。このとき，symbolic Rees代数Rs(p)が有限生成 k-代数なら，多様体Xk(a1, a2, a3)

は negative curveを含む。

(3) k は正標数の体とする。このとき，多様体 Xk(a1, a2, a3)が negative curveを含むなら，
symbolic Rees代数Rs(p)は必ず有限生成 k-代数である。（なお，体 kの標数が 0のときは，
この主張 (3)は正しくない。実際，定理10.3における最も単純な例 (a1, a2, a3) = (25, 72, 29)

は，標数 0のとき negative curveを含むからである。）

従って，多様体XQ(a1, a2, a3)がnegative curveを含むなら，正標数の任意の体kに対し symbolic Rees

代数Rs(p)は有限生成 k-代数である。

蔵野和彦君と松岡直之君は目下計算機を使って，多様体XQ(a1, a2, a3)内の negative curveの
存在を検証中である。今のところ彼らの計算結果はすべて，多様体 XQ(a1, a2, a3)が negative

curveを含むことを示している。従って現時点では，予想 10.4 (1)より強い次の予想

予想 10.6 (蔵野和彦). 多様体XQ(a1, a2, a3)は必ず negative curveを含む。

が正しいように思われる。とにかく，Cowsikの問題に対する反例は，基礎体の標数が正の場合
は，非常に作りにくい。

問題 10.7 (Hilbert の第 14 問題，1900). kを体，X1, X2, · · · , Xnは体 k上の不定元とし，M

を体 kと有理関数体 k(X1, X2, · · · , Xn)の中間体とする。このとき，環M ∩ k[X1, . . . , Xn]は，
有限生成 k-代数であるか。
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Hilbertの第 14問題の最初の反例は，1956年に永田雅宜先生 [N]によって構成された。永田
の反例は最近の向井茂さんの仕事によって拡張され，非常に深く解析されている。永田の反例
から，体 k上の多項式環のイデアル I (但し，Iは素イデアルではない)で，その symbolic Rees

代数Rs(I)が基礎体 k上有限生成でない例が構成される。P. Roberts [R1]は，完備化すると永
田のイデアル Iとなる素イデアル pを構成して，Cowsikの問題に最初の反例を与えた。永田の
反例は基礎体の標数に依らないが，Robertsの方法は上のような素イデアル pの存在を保証す
るときBertiniの定理を使うため，Cowsikの問題の反例は標数 0のときにしか確認できない。

Hilbertの第 14問題の（永田の反例に次ぐ）新たな反例は，1990年にRoberts [R2]によって発
見されている。この例を用いても自然にCowsikの問題への反例が得られるが，この新たな例で
も，基礎体の標数が正の場合には symbolic Rees代数は有限生成であり，Cowsikの問題に対す
る正標数の反例は得られない (蔵野和彦)。Robertsの反例はその後，宮西，小島，Freudenberg，
黒田により非常に深く追跡されている。

space monomial curveの定義イデアル p = pk(a1, a2, a3)に戻る。蔵野君は，素イデアル p =

pk(a1, a2, a3)に対し，体 k上 6変数の多項式環 T で symbolic Rees代数Rs(p)を部分環として
含みかつ T ∩Q(Rs(p)) = Rs(p)が成り立つものを構成している。（ここでQ(Rs(p))は環Rs(p)

の商体を表す。）この構成からわかることは，symbolic Rees代数Rs(p)が体 k上有限生成でな
いなら，それは必ずHilbertの第 14問題に対する新たな反例を与えることである。例えば，後
藤–西田–渡辺の例 (定理 10.3)は，Hilbertの第 14問題の反例ともなっている。
だがどの例をとっても，不思議に基礎体の標数が正の場合のCowsik問題への反例には到達し
ない。正標数の場合は，(たぶんFrobenius写像の作用のおかげで)標数 0の場合よりも symbolic

Rees代数は少し大きくなり，そのために「良い生成元」が発生し，めでたく有限生成代数とな
るのであると推定される。

11 multi-Rees代数・加群のRees代数
Rees代数の概念はイデアルから加群に拡張され，固有の（しかしイデアルの場合に平行した）
理論が展開され，特異点論への応用がある (T. Gaffeny [Ga, GaK]と S. L. Kleiman [K1]の他
に，A. Simis–K. Smith–B. Ulrich [SSU]，Simis–Ulrich–W. V. Vasconcelos [SUV]を参照された
い)が, 国内には早坂太君くらいしか研究者はいないようである。間違いなく重要なテーマの一
つである。
有限生成自由A-加群 F の部分加群M に対し，M のRees代数はR(M) = Im (SymA(M) →

SymA(F )) によって定義される (一般には，もっと面倒臭い定義である，cf. [EHU])。ここで
SymA(∗)は環A上の対称代数を表す。従って，F は rank r (≥ 1)の有限生成自由加群で，基底
{ti}1≤i≤rを持つと仮定し，S = SymA(F ) = A[t1, t2, · · · , tr] (r変数の多項式環)とみなし，部
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分加群M を生成元を用いてM = Ac1 + · · ·+ Acnと書き，cj =




c1j

...

crj


とすると

R(M) = A[
r∑

i=1

cijti | 1 ≤ j ≤ n] ⊆ S = A[t1, t2, · · · , tr]

となる。r = 1ならM = I は環 Aのイデアルで，上の意味での Rees代数は今まで考えて
きたイデアルのRees代数R(I)に他ならない。環A内に有限個のイデアル {Ii}1≤i≤rを取って
M = I1 ⊕ I2 ⊕ · · · ⊕ Ir ⊆ Ar = F とすると，multi-Rees代数R(I1, I2, · · · , Ir)が得られる。加
群のRees代数には，イデアルのRees代数（r = 1の場合）と違って，随伴次数環が存在しな
い。そのためといってよいと思うが，multi-Rees代数や加群のRees代数の環構造には，不可解
というか，非常に難しいところと同時に非常に奥の深い何かを感じる。
今の所は直接的に特異点論への応用を目指しているのではないが，必ずしも無目的に研究を
進めているのではないことを示すため，はっきりした結果を一つ述べておきたい。(A,m)は正
則局所環で d = dim A ≥ 1なるものとし，剰余体A/mのA-加群としての極小自由分解 (正則巴
系のKoszul complex)をとって，その n (1 ≤ n ≤ d)番目の syzygyをMnと書くと

予想 11.1. Rees代数R(Mn)はCohen-Macaulay正規環である。

この予想は，A = k[X1, X2, · · · , Xd] (体 k上の多項式環) であって ch k = 0のときは，Weyman

によりR(Mn)は rational，従ってCohen-Macaulay正規環であることが示されているが，chk =

p > 0のときや一般の正則局所環の場合には，まだ未解決であると思われる。
M1 = mであるから，n = 1なら例 1.3のことである。n = 2のときは後藤–早坂–蔵野–中村

[GHKN]によって，次が知られている。

定理 11.2 ([GHKN], ’05). Rees代数R(M2)はGorenstein UFDである。

定理11.2の証明は，まず随伴次数環の一般論を経由して，次元dの正則局所環 (A, m)の問題を，
剰余体k = A/m上の多項式環k[X1, X2, . . . , Xd]の問題に帰着させる。すると，Rees代数R(M2)

のある特別なイデアルに関する随伴次数環は，k上の2d変数の多項式環k[A1, . . . , Ad, X1, . . . , Xd]

の部分環 k[A1, . . . , Ad][AiXj − AjXi | 1 ≤ i < j ≤ d]として現れる。この代数を調べるのが目
的ではあるが，論文 [GHKN]内には遥かに一般的で魅力的な新しい代数系が提示されている。
以下この代数系について述べたい。まず少し記号を用意しよう。以下，Bは Noether環とし，
0 ≤ ` ≤ m ≤ nは整数とする。環B上の不定元を成分とするm×n型の行列X = (Xij)に対し，
X`によって，行列Xの 1行目から `行目までからなる ` × n型の行列を表わし，行列Xのm

次行列式の全体のなす集合を Γ(X)で表わす。多項式環B[X] = B[Xij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n]

の部分代数で，部分行列X`の各成分と Γ(X)で生成されるB-代数をR`(X) とする。従って，
` = mのときは，代数Rm(X)は多項式環B[X]に他ならない。` = 0であってBが体のとき，

28



環R0(X)はグラスマン多様体の斉次座標環であって，その環構造は昔からよく知られている。
そして，` = 1,m = 2, n = dの場合が上に述べたRees代数R(M2)の随伴次数環である。
任意の `について，B-代数 R`(X)は，` = 0の場合と同様によい性質を持つことが，ASL

（Algebras with Straightening Law）の理論を用いて示される。

定理 11.3 ([GHKN]). (1) 環R`(X)がCohen-Macaulay (resp. Gorenstein)であることと環B

がCohen-Macaulay (resp. Gorenstein)であることは同値である。

(2) 環Bが正規整域ならば，環R`(X)も正規整域であって，その因子類群 Cl(R`(X))はCl(B)

と同型である。

また，基礎環Bが無限体の場合には，B-代数R`(X)は，特殊線型群のある部分群の不変式
環として現れる。このことを説明するため，以下B = kは体と仮定しよう。SLm(k)によって k

上のm次特殊線型群を表わす。SLm(k)の次の部分群

H`
m =

{ (
E` 0

C D

)
C ∈ Mat(m−`)×`(k), D ∈ SLm−`(k)

}

(E`は `次の単位行列，Mat(m−`)×`(k)は体 k内に成分を持つ (m− `)× `型の行列全体の集合を
表わす) を考える。群 SLm(k)は多項式環 k[X]に自然に作用するが，体 kが無限のときはその
不変式環が k[X]SLm(k) = R0(X) であることが，不変式論の第 1基本定理である (cf. [DP, BV])。
論文 [GHKN]では，任意の `について環R`(X)が上で定義した群H`

m の不変式環として現れる
ことが示されている。

定理 11.4 ([GHKN]). kが無限体なら，R`(X) = k[X]H
`
m である。

イデアルに関する諸概念を加群に拡張しこれを解析する作業は，Rees代数に限らず最近活発
に行われている。例えば，イデアルの整閉包を加群に拡張したり，m-準素イデアルの重複度を
拡張したBuchsbaum-Rim重複度などが，その重要な例である。第 2節で述べたBrodmannに
よるイデアルの冪，即ちイデアルのRees代数の斉次成分の漸近挙動も，加群のRees代数の斉
次成分や複数のイデアルのmulti-Rees代数の斉次成分の漸近挙動に，自然に拡張されている。
この報告の締めくくりとして纏めておこう。

定理 11.5 ([KMR, KS]). I1, I2, · · · , Ir は Noether環 A内のイデアルとする。このとき，集合
AssA(A/In1In2 · · · Inr)は, 十分大なる自然数の組 n = (n1, n2, · · · , nr)に対して一定である。

定理 11.6 ([KN]). M を有限生成自由A-加群F の部分加群とする。M のRees代数と多項式環
SymA(F )の n次斉次成分を，それぞれMn, F nで表すと，集合AssA(F n/Mn)は，十分大なる
自然数 nで一定である。
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このような一般化は重複度に関しても行われていて，様々な応用がある。Kirby–Rees [KR]

は，重複度の理論を非常に一般的な形に拡張することに成功しているので，参照されたい。な
お，定理 11.5と 11.6は，早坂太君の次の結果が示すように，非常に一般的な形で述べることが
できる。

定理 11.7 ([Ha]). A ⊆ Bは標準的なNr-次数付きNoether環の次数付き環拡大でA0 = B0 = R

なるものと仮定する。N は有限生成 Nr-次数付きA-加群とし，M を有限生成 Nr-次数付きB-

加群とする。このとき，M の次数付きA-部分加群N に対して，R-加群Mn/Nnに随伴する素
イデアルの集合AssR(Mn/Nn)は，十分大なる自然数の組 n = (n1, n2, · · · , nr)に対して一定で
ある。

定理 11.5は環拡大R(I1, I2, · · · , Ir) ⊆ A[t1, t2, · · · , tr]を考察することにより，定理 11.6は加
群M のRees代数と多項式環の拡大R(M) ⊆ SymA(F )を考えることにより，定理 11.7に直ち
に従う。
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