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この原稿は上記タイトルで行った 2006 年 8 月の「第 51 回代数学シンポ
ジウム」（会場東京大学駒場キャンパス）の 講演内容（OHPによる）を
かなり忠実に再現したものです．

1 球の詰め込み問題に関する３つの breakthroughs.

(1) Thomas Hales による Kepler 予想の解決.

最初にアナウンスされたのは 1998 年であり, 次の論文が最近 Ann. of

Math. に発表され, ようやく最終的決着を見たと言えると思います. より
詳しい完全な証明は, Discrete Computational Geometry (2006) に発表さ
れることが決まっていると聞いています.

Thomas Hales, A proof of Kepler conjecture, Ann. of Math. 162(2005),

1065-1185.

Kepler 予想とは次の予想です.

Kepler 予想 R3 における球の最良の詰め込み密度は, π/
√

18 に等しい.

ここで球の詰め込みとは, 同じ大きさの（無限個の）球をお互いに接して
も良いが重なり合わないように R3 に詰め込むことで, そのときどれかの
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球に入っている部分の割合が一番大きく出来るのはいつか？という問題
です. R2 における球の最良の詰め込み密度は, π/

√
12 に等しいことが知

られています. ただし証明はそんなにはやさしくありません.

Kepler予想に関する読み物として, C. G. Szpiroの本：Kepler Conjecture,

2003, をご覧下さい. 日本語訳は「ケプラー予想—–四百年の難問が解け
るまで」として, 新潮社から 2005 年に出版されています.

(2) Oleg Musin による４次元 kissing number の決定.

Rn において, 与えられた １つの単位球に最大いくつの単位球を接するよ
うにかつお互いに重なり合わないように置けるか？と いう問題を考えま
す. この数を Rn における kissing number と呼び k(n) で表します.

k(2) = 6 は明らかですが, 他の k(n) 達はどうなるでしょうか？
k(3) は 12 であるか 13 であるかは 1694 年に Newton と Gregory の間で
争われた有名な論戦です. 最終的に k(3) = 12 が確定していますが, 最初
の厳密な証明は 1953 年の Shütte-van der Waerden [35] であると言われ
ています. 1956年の Leech [25]の２ページの短い証明が有名ですが,それ
は方針を示したもので, 厳密にその方法で証明 しようとするとそれほど
易しくなく, また何十ページは必要と思われます. 最近でも多くの別証明
が発表されていますが, 現在でもより簡明な証明が望まれています. （文
献としては, [36, 27,30] などを参照して下さい. ）
最近の大きな breakthrough は, Oleg Musin により次の定理が示されたこ
とです.

定理 (Oleg Musin) k(4) = 24 である.

アナウンスメントは 2003年で正式な論文はまだ雑誌に発表されていませ
ん. 証明 の詳細は例えば [28, 29] を参照して下さい. また, これについて
の解説記事としては, [3, 33, 37] などを参照して下さい.

注意 R8 および R24 に対して k(8) = 240および k(24) = 196560であるこ
とはそれ以前に, Odlyzko-Sloaneおよび Levenshteinにより独立にまた同
時期 (1979)に示されています. (なお, 8および 24を除く他の 5以上のど
の次元 nに対しても, k(n)の決定は現在の時点では未解決です. いずれも
k(n)の上および下からの評価が知られていますがその間にギャップがあり
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ます. ) R8 および R24 での k(8) = 240 および k(24) = 196560 を満たす
kissing configuration の（直交変換を除いての）一意性は Bannai-Sloane

[7] (1981) により示されています. 一方, R4 における k(4) = 24 を満たす
kissing configuration の（直交変換を除いての）一意性は現在のところま
だ未解決です. （成り立つと予想はされていますが. ）
注意補足W. -Y. Hsiang による Kepler 予想の解決, kissing configuration

の一意性も込めての４次元 kissing number の決定, などの一連の論文が
あります. ただし専門家には現在のところ受け入れられていないようで
す. 私の個人的意見としては, これらの論文を本気で検証する必要がある
と思っています.

k(8) = 240, k(24) = 196560 の証明の概略
C

n
2
−1

i (t) を i-次の Gegenbauer 多項式とする. すなわち, 区間 [−1, 1] 上
のウエイト w(x) = (1 − x2)

n−3
2 で定義される直交多項式とする.

命題 f(t) を多項式とし, 次の２つの条件 (1), (2) が成立つとする.

(1) f(t) = a0C
n
2
−1

0 + a1C
n
2
−1

1 + · · · + akC
n
2
−1

k と Gegenbauer 多項式を用
いて展開すると

a0 > 0, ai ≥ 0 (i = 1, 2, · · · ).

(2) F (α) ≤ 0, ∀α ∈ [−1, 1
2
].

このとき,

k(n) ≤ f(1)

a0

が成立つ.

命題の証明の方針.

X = {x1, x2, · · · , xN} ⊂ Sn−1(⊂ Rn)

が任意の i, j(i 6= j) に対して

xi · xj ≤
1

2

が成立つような最大の N が kissing number k(n) に等しいことに注意し
ます. （ここで xi · xj ≤ 1

2
という条件は xi と xj が中心角で 60度以上離

れているということと同値です. ）このとき I. J. Schoenberg (1942) に
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よるGegenbauer 多項式の positivity:∑
x,y∈X

C
n
2
−1

i (x · y) ≥ 0 (∀i = 1, 2, · · · )

あるいは球面調和解析の (Gegenbauer 多項式の)加法定理を用いて∑
x,y∈X

f(x · y)

を上下から評価すると, N ≤ f(1)
a0
が得られます.

• k(8) = 240 の証明. f(t) = (t + 1)(t + 1
2
)2t2(t − 1

2
) と置くと, f(t) は命

題の条件 (1),(2) を満たし, k(8) ≤ 240 が得られます. k(8) ≥ 240 はE8-

型ルート系の 240 個のルートに対応する点を考えれば明らかです.

• k(24) = 196560 の証明. f(t) = (t + 1)(t + 1
4
)2(t + 1

2
)2t2(t − 1

4
)2(t − 1

2
)

と置くと, f(t) は命題の条件 (1),(2) を満たし, k(24) ≤ 196560 が得られ
ます. k(24) ≥ 196560 は Leech 格子の 196560 個のminiimal vectors に
対応する点を考えれば明らかです.

Musin の方法.

先の命題の条件 (2) を緩めて, すなわち −1 に近い所で, f(t) が正になる
こと許し, 替わりに幾何学的考察を加えて命題の主張と類似の結果を得
ようという方法です. くわしくはMusin の原論文あるいは数学セミナー
2005 年 10 月号の私の記事を参照して下さい. Musin の方法を n = 3 の
場合に適応した k(4) = 12 の Musin の証明は比較的簡明で分かりやすい
と思われます. Discrete Comp. Geom. 35 (2006), 375-384, を参照して下
さい.

• この問題に対する他の有効な方法として, A. Schrijver による (Delsarte

などの) 線形計画法を positive semi-definite program で置き換える方法
が考えられています. （Schrijverの方法に関してはこのシンポジウムで
も田中太初氏の講演がありましたので, それも参照して下さい. ）positive

semi-definite program を用いて k(3) = 12 あるいは k(4) が証明できれ
ば非常に面白いし, Bachoc-Vallentin が現在その方向で研究中であるこ
とを講演の時に述べましたが, 講演の１週間後に彼らからのプレプリン
トが実際に私のもとに届き, k(3) = 12 あるいは k(4) の positive semi-

definite program による証明が完成したとのことです. ([1] arXiv:math.
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MG/0608426 をご覧下さい. ）

(3) Cohn-Elkies-Kumar による 8 次元 24 次元における球の詰め込
み問題の進展.

Henry Cohn and Noam Elkies: New upper bound on sphere packings, I,

Ann. of Math. 157 (2003), 689-714.

Henry Cohn and Abhinav Kumar: Optimality and uniqueness of the

Leech lattice among lattices (2004, preprint).

これらの論文で得られている主定理は次の通りです.

定理 R24 における球の最良の詰め込み密度 ρ は

ρ ≤ (1 + 10−30)(Leech lattice に対する球の詰め込み密度）

が成立つ.

定理 R24 における格子状の球の詰め込み（すなわち球の中心が格子点の
上にある）の中では, Leech 格子によるものが, 最良（かつ一意的）であ
る.

上に述べた結果の証明の方針を非常に大雑把に説明します. まず使う言
葉の定義ですが,

f : Rn −→ R が admissible であるとは, ∃δ > 0,∃c > 0 such that

|f(x)|, |f̂(x)| < c(1 + ||x||)−n−δ(∀x ∈ R)

と定義します. ここで f̂ は f の Rn における Fourier 変換です.

定理 (Cohn-Elkies) Admissible な f : Rn −→ R が次の３条件を満たす
とする.

(1) f(0) = f̂(0) > 0,

(2) f(x) ≤ 0, for ||x|| ≥ r(x ∈ Rn),

(3) f̂(t) ≥ 0, for ∀t ∈ Rn.

このとき,
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Rnにおける球の最良の詰め込み密度 ≤ π
n
2

Γ(n
2

+ 1)
(
r

2
)n

がなりたつ.

予想 (Cohn-Elkies) n = 24(resp. 8)のとき, admissibleな f : R24 −→ R
(resp. f : R8 −→ R) で上の定理の３つの条件を r = 2 (resp. r =

√
2) に

対して満たすものが存在する.

この予想が証明できれば, 24 次元 (resp. 8 次元）の球の詰め込みの最良
密度は決定されるわけです. また, このような関数 f は見つかってしかる
べきと思います. しかし現在のところそのような関数 f はまだ見つかっ
ておらず, 非常に 2 に (resp.

√
2)に近い r に対してそのような f が見つ

かっています. そのことが, n = 24 の時に, R24 における球の最良の詰め
込み密度は

≤ (1 + 10−30)(Leech lattice に対する球の詰め込み密度）

であることが言えるという具合です.

Leech 格子が R24 における球の格子状詰め込みの中で最良であることの
証明の概略.

上に述べたように, 上の Cohn-Elkies 定理の非常に 2 に近い r に対し
て, それらの３条件を満たす f を非常に具体的に（コンピューターを用
いて）求めます. そのことを用いて, 他に最良の格子が存在したとすると,

その格子の (nearly) minimal vectorsの集合が, Leech格子の 196560個の
minimal vectors の集合の作る configuration と非常に近いことを示し, 更
に Leech 格子の 196560個の minimal vectorsの作る association schemes

の一意性 (Bannai-Sloane, 1981) , Leech 格子が, density に関して格子達
の中で, local maximum を与えること (Voronoiによる. Venkov による新
しい証明もある)などを用いて, 最終的に, その格子が Leech 格子と一致
しなければいけないことを示します. 証明はかなり込み入っていて複雑で
す. 詳しくは, 原論文 [12]あるいは数学セミナー 2006 年 3 月号の坂内に
よる解説をご覧下さい.

Cohn 達が sphere packing の問題を考えるのは, その先に大きな問題を見
ているからとのことです. すなわち,
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「Rnにおける kissing problem と Rn における球の最良の詰め込み問題
の間の関係」が,

「Rn における球の最良の詰め込み問題と Hyperbolic space における球
の最良の詰め込み問題の間の関係」と等しい,

という図式を考えているからとのことで, 最終的にはHyperbolic spaceに
おける球の最良の詰め込み問題（それは数論の立場からも重要）を見据え
ているからとのことです. 私自身はその部分についてはちゃんと理解出来
ていませんが, 興味ある方は, 2005 年 5-6 月に九大で開催された Second

COE Workshop on Sphere Packings の報告集の次の記事をご覧いただけ
たらと思います.

H. Cohn: Sphere packings, energy minimarization, and linear program-

ming bounds, in Proceedings of Second COE Workshop on Sphere Pack-

ings, 1-42 (http://www. math. kyushu-u. ac. jp/coe/report/mhf2. cgi).

2 球面上の有限個の点の集合.

有限集合 X ⊂ Sn−1(⊂ Rn) に対して, 仮の記号であるが,

i(X) = max{x · y|x, y ∈ X, x 6= y}

と置くことにする.

我々の考えたい問題は,

• |X| を固定して, i(X) を最小にしたい. （すなわちX の min. distance

を最大にしたい. ）
あるいは逆に,

• i(X) を固定して, |X| を最大にしたい.

ということにある.（ここで, i(X) ≤ 1
2
のもとでの |X|の最大値が kissing

number k(n) であることに注意しよう. ）

定義 X ⊂ Sn−1 が optimalであるとは, |Y | = |X|となる任意のY ⊂ Sn−1

に対して, i(X) ≤ i(Y ) が成り立つことと定義する.

注意 一般に, n, |X| が与えられたとき, optimal な X を決定することは
易しくない. n, |X| が小さい時, optimal になると思われる X について
のコンピュ ーター による実験的な多くの予想があるが, 厳密な証明を与
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えることは一般に非常に難しい.

例えば, n = 3 の時は, |X| ≤ 12 および |X| = 24 の時にのみ optimal な
X が決定されていて, 他の場合はいずれもまだ未解決である.

X ⊂ Sn−1 に対して, 我々は（すなわち代数的組合せ論では) 次の２つの
値に注目する.

• s(X) = |{x · y|x, y ∈ X, x 6= y}| (この値は X の異なる２点の内積（距
離）の種類の個数であり, X の次数 (degree) と呼ばれる.

• t(X) で X が t-デザインになる最大の t を表す.

ここで X が t-デザインであるとは,

1

|Sn−1|

∫
Sn−1

f(x)dω(x) =
1

|X|
∑
x∈X

f(x)

が t-次以下の任意の多項式 f(x) = f(x1, x2, · · ·xn) に対して成り立つこ
とと定義する. また, |Sn−1| は球面 Sn−1 の面積であり, 積分は球面 Sn−1

上での面積分を表す. なお, t(X) は X の strength (強さ) と呼ばれる.

定理 (Delsarte-Goethals-Seidel, 1977)

X ⊂ Sn−1, t = t(X), s = s(X)

とすると次が成り立つ.

(i) t ≤ 2s が常に成り立つ.

(ii) t = 2s,あるいは t = 2s−1かつ X = −X（すなわち X が anti-podal,

i. e. , 原点に関して対称）が成り立つ時,

|X| =

(
n − 1 + s

s

)
+

(
n − 2 + s

s − 1

)
(t = 2sのとき)

|X| = 2

(
n − 2 + s

s − 1

)
(t = 2s − 1かつ X = −X のとき)

が成り立つ. （このような X を tight な t-デザインと呼ぶ. ）
(iii) t ≥ 2s − 2 ならば, X は（各内積の値を relation Ri とし て）（クラ
ス s の）アソシエーションスキームを作る.

すなわち,

pk
i,j = |{z ∈ X|(x, z) ∈ Ri, (z, y) ∈ Rj}|

が (x, y) ∈ Rk のもとで i, j, k のみにより決まる定数となる, という 条件
をみたす.
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（アソシエーションスキームの詳しい定義、基本的な事柄などに関して
は、例えば [5] を参照。)

例
• E8-型ルート系 X ⊂ S7(⊂ R8),

|X| = 240. s(X) = 4, 内積 −1,−1
2
, 0, 1

2
, (1) に対応する.

t(X) = 7. 従って, t = 2s − 1, X = −X が成り立つので X は tight 7-デ
ザインである.

• Leech 格子の min. ベクトルの集合 X ⊂ S23(⊂ R24),

|X| = 196560. s(X) = 6, 内積 −1,−1
4
,−1

2
, 0, 1

4
, 1

2
, (1) に対応する.

t(X) = 11. 従って, t = 2s − 1, X = −X が成り立つので X は tight 11-

デザインである.

余談
このシンポジウムの１ヶ月前に, 北京での離散幾何の研究会（P. Grüber

の 65 歳のお祝いの会を兼ねる）に参加しましたが, そこで P. Grüber が
言っていた,

”Extremal objects are sometimes regular” という言葉に非常に共感しま
した.

我々は色々な意味で extremalなものに興味を持って研究を進めており,そ
れらは実際多くの場合非常に regular な性質を持っています. 群 (groups)

とか格子 (lattices) はある意味で, regular な構造を与えます. ただしそれ
らだけでは regular な構造を記述するのに不十分な場合もあります. アソ
シエーションスキーム (association schemes)はある意味で,それらを越え
て regular な構造を記述出来ることもある有効な概念であると考えます.

（もちろん万能ではありませんが. ）

3 Universally Optimal Codes.

X ⊂ Sn−1 で特に興味深いものは何か？という問いを考えましょう.

Tight t-デザインは確かにそうですし, Rigid な t-デザイン（すなわち t-
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デザインという性質を保ったままでは連続変形が一切出来ない t-デザイ
ン）もそう思われますが, それらの例はあまり多くはありません.

Cohn-Kumarは universally optimal codesという概念を新しく提唱し,そ
の分類問題が重要であると主張します. （私もその意見に同意し支持しま
す. ） 詳しくは [13]:

Cohn-Kumar: Universally optimal distribution of points on spheres (preprint,

2004),

を参照して下さい.

定義 関数 α : [−1, 1) −→ R は, α ∈ C∞ かつ α(k) ≥ 0 (∀k = 0, 1, · · · ) の
とき, absolutely monotonic であると言う.

例 α(t) = (2 − 2t)−s, with s > 0 は absolutely monotonic である.

定義 X ⊂ Sn−1(⊂ Rn) は次の条件 (♣)を満たすとき, universally optimal

code であるという.

(♣) 任意の absolutely monotonic 関数 α と |Y | = |X| を満たす任意の
Y ⊂ Sn−1(⊂ Rn) に対して,

min{
∑

x,y∈X

α(x · y)|x, y ∈ X, x 6= y} ≤ min{
∑

x,y∈Y

α(x · y)|x, y ∈ Y, x 6= y}

が成り立つ.

注意 X が universally optimal ならば, X は optimal である.

Cohn-Kumar は 良いクラスの X ⊂ Sn−1 に対して, それが universally

optimal であることを示した.

定理 (Cohn-Kumar) X ⊂ Sn−1, t = t(X), s = s(X)とする. t ≥ 2s−1

または, t = 2s − 2 かつ X = −X が成り立つとき, X は universally

optimal である.

定理 (Cohn-Kumar) R4 における regular polytope 600 cell の 120 点か
らなる頂点は universally optimal である. このとき, t = 11, s = 7 であ
る.

上の t ≥ 2s − 1 または, t = 2s − 2 かつ X = −X という条件は, 先に
述べた Delsarte-Goethals-Seidel の定理からもわかるように, X がアソシ
エーションスキームになる強い正則性を持った集合であることから代数
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的組合せ論で大いに研究されて来た対象ですが, 分類は容易でなく、まだ
出来ていません. 知られているもののリストが Cohn-Kumar により与え
られているので, それをそのまま引き写すことにします.

Cohn-Kumar による universally optimal codes の知られているもののリ
スト.

n N Name

2 N N-gon

n n+1 simplex

n 2n cross polytope

3 12 icosahedron

4 120 600-cell

8 240 E8 root system

7 56 spherical kissing

6 27 spherical kissing/Schläfli

5 16 spherical kissing/Clebsch

24 196560 Leech lattice min. vectors

23 4600 spherical kissing

22 891 spherical kissing

23 552 regular 2-graph

22 275 McLaughlin

21 162 Smith

22 100 Higman-Sims

q q3+1
q+1

(q + 1)(q3 + 1) Cameron-Goethals-Seidel

上の表で, n = 4, N = 120 の 600-cell の例だけが, t ≥ 2s − 1 または,

t = 2s − 2 かつ X = −X という条件を満たしていなくて, 他は全て満た
しているとのことです.

また, 当初 universally optimal になるのではと期待された次の例はそう
でないことが示されています.

• (Cohn-Conway-Elkies-Kumar, preprint)

D4-型ルート系の 24 個のルートは universally optimal では無い.

（このとき, t = 5, s = 4 となっています. これが optimal であるか否か
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は, まだ未解決であると思われます. ）

予想 (Cohn-Kumar) 各 n に対して, universally optimal になる X は
（直交変換を除いて）高々有限個である.

• (Cohn-Kumar) Universally optimal codes を見つけること, 更に分類す
ることは, 非常に興味深い重要な問題である.

• Ballinger-Cohn-Glansiracusa-Morris (講演の時点ではプレプリントはな
かったが, その少し後にプレプリント [2] が届いた. 著者に少し変動があ
るようである. ）は |X| ≤ 100 の universally optimal となる可能性のあ
る codes をコンピューターを用いて実験的に調べあげ, 次の２つの候補を
見出した. （プレプリントによると, |X| ≤ 100では, 知られたものあるい
はこれら２つに限ることも示している. ）これらが universally optimalで
あることは確からしいが, まだ証明されていない. それより弱い optimal

であるかどうかもまだ未解決と思われる.

(1) X ⊂ S9(⊂ R10)

(2) X ⊂ S13(⊂ R14)

重要 これらはいずれもアソシエーションスキームになっている. (1) のも
のは, クラス d = 4 で, 内積は, (1),−1

3
, 0,−1

2
, 1

6
であり,

(2) のものは, クラス d = 3 で, 内積は, (1),−1
7
,−3

7
, 1

7
である.

(1) のアソシエーションスキームをもう少し詳しく説明すると, 次のよう
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な relation matrix R =
∑4

i=1 iAi (40 × 40 行列) を持っています.

R =
4∑

i=1

iAi =



01112222 34443444 34443444 34443444 34443444
10112222 43444344 43444344 43444344 43444344
11012222 44344434 44344434 44344434 44344434
11102222 44434443 44434443 44434443 44434443
22220111 44434443 44344434 43444344 34443444
22221011 34443444 43444344 44344434 44434443
22221101 43444344 34443444 44434443 44344434
22221110 44344434 44434443 34443444 43444344
34444344 01112222 44344443 44434344 44344344
43444434 10112222 44434434 34444434 34444443
44344443 11012222 43443444 43444443 44433444
44433444 11102222 34444344 44343444 43444434
34444344 22220111 44434434 43444443 43444434
43444434 22221011 44344443 44343444 44433444
44344443 22221101 34444344 44434344 34444443
44433444 22221110 43443444 34444434 44344344
34444434 44434434 01112222 43444434 44434344
43444344 44344443 10112222 44433444 34444434
44343444 34444344 11012222 34444443 43444443
44434443 43443444 11102222 44344344 44343444
34444434 44344443 22220111 44344344 43444443
43444344 44434434 22221011 34444443 44343444
44343444 43443444 22221101 44433444 44434344
44434443 34444344 22221110 43444434 34444434
34444443 43444443 44344344 01112222 44434434
43443444 44343444 34444443 10112222 44344443
44344344 44434344 44433444 11012222 34444344
44434434 34444434 43444434 11102222 43443444
34444443 44434344 43444434 22220111 44344443
43443444 34444434 44433444 22221011 44434434
44344344 43444443 34444443 22221101 43443444
44434434 44343444 44344344 22221110 34444344
34443444 43444434 43444443 44344443 01112222
43444443 44433444 44343444 44434434 10112222
44344434 34444443 44434344 43443444 11012222
44434344 44344344 34444434 34444344 11102222
34443444 44344344 44434344 44434434 22220111
43444443 34444443 34444434 44344443 22221011
44344434 44433444 43444443 34444344 22221101
44434344 43444434 44343444 43443444 22221110


ここで, A0, A1, A2, A3, A4 は relations R0, R1, R2, R3, R4 に対する隣接行
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列 (adjacency matrices) です. このアソシエーションスキームは非原始
的 (imprimitive) で, サイズ 4 とサイズ 8 の２つのブロック (system of

imprimitivity) を持っています.

このとき, AiAj =
∑4

k=0 pk
i,jAk が成立ちます. 具体的には,

A2
1 = 3A0 + 2A1, A2

2 = 4A0 + 4A1,

A2
3 = 8A0 + 2A2 + 2A4,

A2
4 = 24A0 + 16A1 + 18A2 + 12A3 + 14A4,

A1A2 = 3A2, A1A3 = A4,

A1A4 = 3A3 + 2A4, A2A3 = A3 + A4,

A2A4 = 3A3 + 3A4,

A3A4 = 8A1 + 6A2 + 6A3 + 4A4.

となります. このことはアソシエーションスキームであることの証明にも
同時になっています. アソシエーションスキームの指標表（すなわち第１
固有行列 P と第２固有行列 Q） は次で与えられます.

P =


1 3 4 8 24

1 −1 0 −4 4

1 −1 0 2 −2

1 3 4 −2 −6

1 3 −4 0 0

 , Q =


1 10 20 4 5

1 −10
3

−20
3

4 5

1 0 0 4 −5

1 −5 5 −1 0

1 5
3

−5
3

−1 0

 .

この Qの２列目を見ることにより, 各 Ri に対して, 内積 (1),−1
3
, 0,−1

2
, 1

6

が対応していることが読み取れることに注意して下さい.

(2) のアソシエーションスキームは, de Caen-van Dam (1999) により次
のように作られたものと一致します.

X = F8 × F8, とし, Ri (1 ≤ i ≤ 3) を次のように定義します.

For (α, x) and (β, y) in X = F8 × F8,

((α, x), (β, y)) ∈ R0 if and only if α = β and x = y.

((α, x), (β, y)) ∈ R1 if and only if α 6= β and x = y.

((α, x), (β, y)) ∈ R2 if and only if x 6= y and either α + β = (x + y)3 or

α + β = xy(x + y), and

((α, x), (β, y)) ∈ R3 otherwise.
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このとき次がなりたちます.

A2
1 = 7A0 + 6A1, A2

2 = 14A0 + 2A1 + 4A3,

A2
3 = 42A0 + 30A1 + 24A2 + 28A3

A1A2 = A2 + 2A3, A1A3 = 6A2 + 5A3,

A2A3 = 12A1 + 12A2 + 8A3.

更に

P = Q =


1 7 14 42

1 7 −2 −6

1 −1 −6 6

1 −1 2 −2

 .

となります. 従って, 64 個の X の元達は, R14 における単位球面に埋め
込まれ, (α, x), (β, y) ∈ Ri (0 ≤ i ≤ 3) がそれぞれユークリッド内積が,

1,−1
7
,−3

7
, 1

7
であることに対応することが分ります.

2005 年 5 月の研究会のときに, Cohn からこれら２つのアソシエーショ
ンスキームはパラメター pk

i,j 達から一意的に決まるだろうか？との質問
を受けました. そのあとしばらくそのことに取り組んで, 次の結果を得る
ことが出来ました.

定理 (Eiichi Bannai, Etsuko Bannai and Hideo Bannai) 上の２つ
のアソシエーションスキームはいずれもパラメターにより一意的に決ま
る.

証明の方針
X = {x1, x2, · · · , xN} ⊂ Sn−1 が同じパラメターを持つアソシエーション
スキームとする. このとき, グラム行列

G = (xi · xj)1≤i≤N,1≤j≤N

が直交変換を除いて一意的に定まることを示す. これは, コンピューター
も用いて, 幾何学的に決める. その際, アソシエーションスキームが非原
始的であることをうまく利用する. （詳細はプレプリント [6] を参照され
たい. ）
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4 これら２つのアソシエーションスキームの性
質と一般化の試み

以下の話は, Abdukhalikov, Klin, Ziv-Av 達との進行中の共同研究にもと
づいている.

40 点のアソシエーションスキーム (in R10)

X の自己同型群は 24 : S5 (split) である. この群は 40 点上可移に働き,

１点の固定群は, 2 · S4 (non-split) である.

X が半径
√

6 の球面上にあるように scale を取り直すと, X は Q10 と呼
ばれる格子を生成する. この格子の自己同型群は 210 : S6 であり, この格
子は [10, 5, 4]-コードから Construction A により得られる. 格子 Q10 の
theta series は

1 + 260q4 + 960q6 + 3060q8 + · · ·

である. (X は上の q6 の係数 960 の中に現われる. ）このアソシエーショ
ンスキームの高次元における類似はあるのかどうか興味深いと思われる
が未解決である.

64 点のアソシエーションスキーム (in R14)

X の自己同型群は 43 : (2×L3(2)) である. この群は 64 点上可移に働き,

１点の固定群は, 2 × L3(2) である.

X が半径
√

7 の球面上にあるように scale を取り直すと, X で生成され
る格子の自己同型群は 214 : (23 : L3(2)) であり, この格子は [14, 4, 7]-コー
ドからConstruction A により得られる. この格子の theta series は

1 + 28q4 + 1024q7 + 2156q8 + · · ·

である. (X は上の q7 の係数 1024 の中に現われる. ）このアソシエー
ションスキームの高次元における類似はあるのかどうか興味深いと思わ
れるが, 次に述べるきれいな類似が存在する
ここで, q = 2m,m =odd とする.

Q =


1 2q − 2 (q − 1)(q − 2) q − 1

1 −
√

2q − 2
√

2q + 2 −1

1
√

2q − 2 −
√

2q + 2 −1

1 −2 −q + 2 q − 1

 ,
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P =


1 (q−

√
2q)(q−1)
2

(q+
√

2q)(q−1)
2

q − 1

1 −
√

2q(q−2)
4

√
2q(q−2)

4
−1

1
√

2q
2

−
√

2q
2

−1

1 − q−
√

2q
2

− q+
√

2q
2

q − 1

 .

をもつアソシエーションスキームが構成できる.（本質的にはde Caen-van

Dam による. ）上の行列 Q の第２列目から読み取れるように, このアソ
シエーションスキームは, R2q−2 = R2m+1−2

|X| = q2 = 4m

であり, 内積は,

(1),
−
√

2q − 2

2q − 2
,

√
2q − 2

2q − 2
,
−1

q − 1

である. とくに m = 3 としたものが先の 64 点（in R14)であり, m = 5

の場合は R62 における 1024 点のクラス 3 のアソシエーションスキーム
で, 1 でない最大の内積は, 3

31
である.

これらの任意の奇数 m に対するアソシエーションスキームが universally

optimal になるかもしれない候補と思うのであるが, どうであろうか？

最後に補足的なことをいくつか述べて終わります.

Kerdock set V = Fm+1
2 の上の alternating bilinear forms と零行列の合

併集合 X で, X の相異なる２つの元の和が常に non-singular という性質
を満たす最大の元の個数は 4m で, そのようなものを Kerdock set と呼び
ます.

• 一般に, Kerdock set から先に述べた指標表をもつアソシエーションス
キームが構成できることが知られています. (de Caen-van Dam). (特別な
場合は,例えば Hammons-Kumar-Calderbank-Sloane-Soleの Z4-Kerdock

codes からも作れます (Abdukhalikov).

• X=Kerdock setならば, N = 2m+1 と置く時, R2m+1
において, N(N +2)

点からなる単位ベクトルの集合で,

X1 ∪ X2 ∪ · · · ∪ XN+2
2

で,各 Xi は N 次元の直交フレーム（の基底の±)従って |Xi| = 2N ,更に
Xi と Xj (i 6= j) に属する２つの元の内積は ± 1√

N
と分解されることが知

られています. (Calderbank-Cameron-Kantor-Seidel[8, Theorem 3. 12]. )
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今, u, v を (X1 に属する）直交する２つの単位ベクトルとします.

Y = {u · x = v · x =
1√
N
|x ∈ X}

と置くと,

Y ⊂ R2m+1−2

|Y | =
N2

4

となり, Y が先の指標表 P,Q をもつアソシエーションスキームを作りま
す.

• Kerdock code から出発しないでも, 単に R2m+1
における N(N + 2) 個

の単位ベクトルの集合で条件を満たすものが存在すれば,先の指標表 P,Q

をもつアソシエーションスキームが出来ると思うのですがどうでしょう
か？（まだきちんと考えてないのですが, 一般にそれが成立つことを期待
したいと思います. ）
• W. Kantor の仕事で, 正確には m が奇数でかつ素数でないという条件
のもとで, 多くの同型でない Kerdock sets の存在が導かれていますが, そ
れが先の指標表 P,Q をもつアソシエーションスキームで同型でないもの
が沢山あることを示していると思われます. そのことは我々の考えている
アソシエーションスキームが universally optimal になるかという点から
はあまりありがたくないかもしれませんが, 最終的にどちらになるかはこ
れからの研究課題と思います.

• R. Griess, Jr. は最近のプレプリントで, Cohn 達の universally optimal

codes, 特に R14 における 64 点の集合に興味を持ち, それが 16 次元の
Barnes-Wall 格子の codimension 2 の section から得られることを示して
います. （これは多分先に述べた直交フレームを用いての構成と本質的
に同じと思われます. ）いずれにせよ, Kerdock sets, 直交フレームなど
は Barnes-Wall 格子（あるいはその拡張）などと深い関係がある筈です
が, それもこれからの研究課題と思われます.
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