
tame harmonic bundle の小林-Hitchin対応について

京都大学数学教室・望月拓郎

代数学シンポジウムでの講演内容について報告します. 講演の元々のタイトルは “従順調和バンドル
の漸近挙動と小林-Hitchin対応について” でした. しかし, 実際の講演では小林-Hitchin対応についての
説明がほとんどでしたので, この拙文のタイトルは上のように変更致します.
この場をお借りして, 講演の機会を与えて下さった organizerの方々, および拙い講演を聴いて下さっ

た方々に感謝の意を表します.

1 Introduction

1.1 主結果

初めに定理を紹介します. 言葉の説明などは 2節で行います. Xを複素数体上の滑らかな射影多様体, D
を単純正規交叉因子とします.

Theorem 1.1 (regular filtered Higgs bundle に関するBogomolov-Giesekerの不等式) (X,D)
上の regular filtered Higgs bundle(E∗, θ)がµL-stable ならば, その特性数に関して次の不等式が成り立つ.

∫

X
par-ch2,L(E∗)−

∫
X par-c2

1,L(E∗)
2 rankE

≤ 0.

さらに, 特性数が消えてしまうような stable parabolic Higgs bundleと, tame harmonic bundle が
対応することがわかります.

Theorem 1.2 (tame harmonic bundle のKobayashi-Hitchin対応) 次のような対象が対応する.

• X −D上の tame harmonic bundle (E, ∂E , θ, h).

• par-degL(E∗) =
∫
X par-ch2,L(E∗) = 0 を満たすような, (X, D)上の µL-polystable regular filtered

Higgs bundle (E∗, θ).

1.2 背景

定理の主張の説明は後回しにして, 以前からよく知られている事実, 特に二つめの定理に関連する事柄に
ついて, 少し思い出しておきます.
二つめの定理は大雑把にいうと代数幾何における “stable”なものと微分幾何的に良いモノ (metric)が

対応するというタイプの定理です. このような対応についての研究は 1960年代のNarasimhan-Seshadri
の定理から始まりました. 彼らの定理はコンパクトリーマン面上で, polystable vector bundleと flat
unitary bundleが対応することを主張するものでした. (ここでは, flat metricを持つような flat bundle
を flat unitary bundleと呼ぶことにします.) そして, 1980年代に (a) 高次元への拡張 (b) Chern classが
0でない場合への拡張, が小林とHitchinによって定式化され, Uhlenbeck-YauやDonaldsonによって証
明されました.
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Theorem 1.3 (正則ベクトル束のKobayahi-Hitchin対応, Uhlenbeck-Yau, Donaldson) 滑らか
な射影多様体上では, 次の二つが対応する.

• µL-polystable vector bundle.

• Hermitian Einstein metricを持つような holomorphic vector bundle.

特に, Chern classが 0であるような µL-polystable vector bundleには, flat unitary bundleが対応しま
す. (µL-stabilityやHermitian Einstein metricに関しては 2節を参照.)

さらにベクトル束に sectionなどを載せたものについても, µL-stabilityとHermitian-Einstein condi-
tionが自然に定義され, その対応に関して盛んに研究された時期がありました. その中で特に注目すべき
結果は Simpsonによるものです. 彼はHiggs bundleの場合に stabilityとHermitian-Einstein metricの
存在が同値であることを示しました.

Theorem 1.4 (Simpson) 滑らかな射影多様体上で, 次のような対象が対応する.

• µL-polystable Higgs bundle.

• Hermitian Einstein metricを持つようなHiggs bundle.

Chern classが 0の場合は特に重要で, Corletteの結果もあわせると次の三位一体が確立されました.

Theorem 1.5 (Simpson-Corlette) 滑らかな射影多様体X 上の次のような対象は対応する.

• Chern classが 0であるような polystable Higgs bundle.

• harmonic bundle.

• semisimple flat bundle.

さらに, この対応は (a) moduliの同相のレベルで成り立つ, (b) モノドロミーやコホモロジーが自然
に同型になる, というようなところまで深められました.
これは大変素晴しい結果でした. 例えば, よく知られた議論ですが, (E, θ)を stable Higgs bundleと

すると, (E, α · θ)も stable Higgs bundleであるので, stable Higgs bundleは容易に変形できます. これ
を flat bundleの側にもっていくと非自明な変形を与えます. そして, 雑にいうと極限として variation of
Polarized Hodge structure (以下 VPHSと略す) が出てくるのでした. VPHSはかなり特殊なものなの
で, このような変形ができる, ということには意味があります. 実際, Simpsonはこのことを用いて, 次の
結果を得ました.

Theorem 1.6 (Simpson) SL(n,Z) (n ≥ 3)と任意の群 Γの直積は, 滑らかな射影多様体の基本群に
はならない. (もう少し強い主張が示されていますが, 簡単のためにこのような形で述べておきます.)

(証明の概略): G ⊂ π1(X)と準同型 ρ : π1(X) −→ SL(n,Z)があって, ρ|G : G ' SL(n,Z)が同型である
と仮定します.

• ρ : π1(X) −→ SL(n,Z) ⊂ SL(n,C)を変形して, VPHSの下にあるような flat bundleから得られ
る ρ′に変形する.

• VPHSについての一般論から, ρ′(π1(X))の real Zariski closureは Hodge typeと呼ばれる特殊な
reductive groupになることがわかります. (real algebraic group W が Hodge typeとは, 複素化
G = WC に C∗が作用していて, S1 ⊂ C∗はW を保ち, C = −1がGの Cartan involutionを与
えるもの.)
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• SL(n,Z) ⊂ SL(n, C)の rigidityに注意すると, ρ′(π1(X))の real Zariski closureは SL(n,R)と同
型です. 一方, Hodge typeであるような群の分類はされていて SL(n,R)がHodge typeでないこ
とがわかっています. したがって, 上のような ρが存在しないことがわかります. (詳しくは, [22]
を参照.)

Theorem 1.5 のような対応を準射影多様体 Y 上で考えることは意味のある問題です. その場合, 準
射影多様体上でそのまま考えるのではなく, Y を射影多様体 X と正規交叉因子Dの差 Y = X −D の
ようにあらわして, X 上のモノにDにおける parabolic structureを加味して考えることになります. そ
して, そのような拡張はいろいろと試みられていて, Higgsがついている場合には, Simpson-Biquardの
結果がよく知られています.

Theorem 1.7 parabolic Higgs bundleの小林-Hitchin対応に関して,

• dimX = 1ならば成り立つ. (Simpson).

• Dが滑らかならば成り立つ. (Biquard).

(応用上はDが smoothというのは条件として厳しすぎます.) Higgs fieldのない vector bundleの場
合には既に解決されていました.

Theorem 1.8 (Li, Steer-Wren) Dが normal crossingでも, parabolic vector bundle の場合の小林-
Hitchin対応は成り立つ. Bogomolov-Gieseker 不等式も成り立つ.

しかし, Dが滑らかでなく, Higgs fieldが非自明な場合には知られていませんでした. それは単に研
究されていなかったから, ということでは必ずしもなくて, vector bundleの場合とは違う困難が生じる
から, という面もあったものと思われます.
どういう点が難しかったかについて,少しだけ述べておきます. stableな代数幾何的対象に良いmetric

をとるための構成法は雑に分けると (i) 適当にmetricをとる (initial metric), (ii) 熱方程式に沿って変形
する, (iii) 極限をとると HE-metricが得られて, Chern classがある条件を満たすと flatになる, という
具合に３つのステップからなります. baseが compact (Dが ∅)の時は, (i)は自明になり (ii)と (iii)が厄
介になります.

non-compactの場合は (i)も厄介になります. 実は, Simpsonは non-compactの場合も議論しており,
適当な条件を満たす initial metricを構成できれば,彼の結果を適用することによって, Hermitian-Einstein
metricの存在が示されます. しかし, initial metricは curvatureがある種の有限性を満たすようにとる
必要があり, Higgsが非自明な場合にはその構成が厄介でした. これについてはまた後で触れます.
そのあたりのことについて, 仮定をおいて議論したのが [16]です. tame harmonic bundleの下にあ

る parabolic Higgs bundleはどういう条件を満たすかは漸近挙動の研究からわかっていました. そこで,
それよりは少し緩い条件 (Hodge type in codimension two) を課したものに関しては対応が成り立つ, と
いうことを示しました.

Theorem 1.9 (M) 次のような対象が対応する.

• ∫
X par-ch2,L(E∗) = par-degL(E∗) = 0 かつ “Hodge type in codimension two” であるような,

(X, D)上の µL-stable parabolic Higgs bundle.

• X −D上の tame harmonic bundle.

この結果は弱いのですが, それなりに満足すべき結果でして, 先程述べたようなVPHSへの変形の議
論が適用できるようになり, “SL(n,Z) (n ≥ 3)と任意の群との直積が滑らかな準射影多様体の基本群に
ならない”, という類のことはこれで示せるようになります.

しかし, Hodge type in codimension twoという条件をつけたものがmoduliの中でどういう集合を
なすのかがはっきりしませんでした. さらに, Hodge type in codimension twoという条件はもともとの
基礎体上で定義されるものではなく, 複素数にまでいって定義されるものでした. ですから, Hodge type
in codimension twoという条件を外すことが望ましかったわけです. そこで 今回紹介したいのは, より
完全な結果であり, “Hodge type in codimension two”というような条件をつけない場合の対応です.
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2 定理の説明

2.1 微分幾何サイド

2.1.1 pluri-harmonic metric, harmonic bundle

(E, ∂E)をX上の holomorphic vector bundleとし, θをHiggs field, すなわちEnd(E)⊗Ω1,0
X の holomor-

phic sectionで θ2 = 0が成り立つようなものとします. この時, Eのmetric hが与えられると, (1, 0)-型の
微分作用素 ∂Eが∂h(u, v) = h

(
∂Eu, v

)
+h

(
u, ∂Ev

)
によって定まります. また, θ†がh

(
θu, v

)
= h

(
u, θ†v

)

によって定まります. 二つの connection ∂E + ∂E connection D1 = ∂E + ∂E + θ + θ†が得られるので,
その curvature をそれぞれR(h)と F (h)であらわします.

R(h) =
(
∂E + ∂E

)2
, F (h) =

(
∂E + ∂E + θ + θ†

)2
.

Definition 2.1 connection D1がflatの時, hをpluri-harmonic metricと呼び, (E, ∂E , θ, h)をharmonic
bundleと呼ぶ.

2.1.2 Hermitian Einstein metric

pluri-harmonic metricよりも弱い条件を満たすものとして, Hermitian-Einstein metricがありました.
(X,ω)がケーラー多様体の時, ωをかけることで得られる線型写像 (Ωp,q 7−→ Ωp+1,q+1, τ 7−→ ω · τ) の
adjointを Λω : Ωp,q −→ Ωp−1,q−1 で表しておきます.

Definition 2.2 ある定数 aが存在して ΛωF (h) = a · idE が成り立つような計量 hを, Higgs bundle
(E, ∂E , θ)のHermitian-Einstein metricと呼ぶ.

容易にわかるように, pluri-harmonic metricであれば HE-metricです. 逆方向として次が成り立ち
ます.

Lemma 2.1 (Simpson) (簡単のために) dimX = 2の時,

• ΛωF (h) = 0 (これはHEよりも強い条件, 簡単のため)ならば

trF (h)2 = C · ∣∣F (h)
∣∣2
h,ω

· dvolω ≥ 0. (C は定数.)

• 特に ∫
tr(F (h)2) = 0ならば hは pluri-harmonic metricである.

2.1.3 tame harmonic bundle

harmonic bundleにもどる. quasi projective variety上の harmonic bundleを研究したいのですが, 完全
に一般のものを扱うのは現段階では困難です. そこで, 無限遠の挙動に次のような条件をつけておきま
す. 簡単のためにX = ∆n =

{
(z1, . . . , zn)

∣∣ |zi| < 1
}
, Di = {zi = 0}, D =

⋃n
i=1 Diとし, (E, ∂E , θ, h)

をX −D上の harmonic bundleとします. この時, Higgs field θは

θ =
∑

fi · dzi

zi

のようにあらわされます. そこで, 特性多項式 Pi(z, t) = det(t− fi) =
∑

aj(z) · tj が得られて, この係数
達はX −D上の正則関数を与えます.

Definition 2.3

• (E, ∂E , θ, h)が tameとは, Pi(z, t)の係数達がX 上正則であること.
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• tame harmonic bundle (E, ∂E , θ, h)が pure imaginaryとは, Pi(z, t) (z ∈ Di)の解が純虚数であ
ること.

次の定理によって, tame harmonic bundleは十分に広い範囲のものを扱っていることが保証されます.

Theorem 2.1 (Jost-Zuo, Sabbah, Simpson, M)
滑らかな準射影多様体上で次のような対象が対応する.

(
tame pure imaginary

harmonic bundle

)
←→

(
semisimple
flat bundle

)

Remark 2.1 誰がなにをしたかについて一応述べておきますと, semisimpleであれば, tame harmonic
bundleの構造が入るということを初めに述べたのは Jost-Zuoで, ここが定理の一番難しいところと言え
ます. ([6]). ただし, 彼らは逆向きの主張については目につくところには定理としては書いていません.
逆向きの対応を示すには, 得られている harmonic bundleが pure imaginaryであるというところまで見
る必要があり, それは [15]でなされました. pure imaginaryまであると, semisimpleが出るのですが, そ
のためのアイディアは Sabbahの論文 ([19])に書いてありました. 一意性は, curveの場合に帰着でき, そ
の場合の対応は Simpson ([21]) で示されていた.

2.2 代数幾何サイド

2.2.1 filtered vector bundle

X を複素多様体とし, D を X の正規交叉因子とします. D =
⋃

i∈S Di を既約分解とし, 各 Di は滑ら
かと仮定します. Mehta-Seshadri ([12]), Simpson ([21]), Yokogawa, Maruyama ([9], [28])にならって,
parabolic structureをわれわれにとって都合のよい形で思い出しておきます.

Definition 2.4 (X, D)上の filtered vector bundle E∗とは次のようなデータ.

• 各 a ∈ RS に対して, locally free OX-module aEが与えられている.

• b ≤ a (bi ≤ ai, ∀i)の時, bE ⊂ aEであり, bE|X−D = aE|X−D.

• iFc(aE) := Im
(
a′E|Di

−→ aE|Di

)
とおく. ただし, a′は aの i番目の成分だけ cにおきかえたも

の. この時, i GrF
c (aE) := iFc/

iF<cは locally free ODi-module.

E∗に対して, E := aE|X−Dとおきます.

Remark 2.2 Par
(
aE, i

)
:=

{
c
∣∣ GrF

c (aE) 6= 0
}
とおきます. この時, Par

(
aE, i

)
が ]ai − 1, ai]の有限

部分集合であることに注意.

Remark 2.3 実際には, もう少し制限を緩めて, 余次元 3の閉集合を除いたところで上のような条件を
満たすものについて議論します.

各 c ∈ RS と各 i ∈ Sに対して, cE|Di
に filtrationが入っている. これを c-parabolic filtrationと呼

び, cE∗ :=
(
cE, F

)
をE∗に対応する c-parabolic vector bundleと呼ぶことにします (c-trunctation).

Remark 2.4 cE∗からE∗を復元できるという意味で, filtered bundleと c-parabolic bundleは対応しま
す.
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2.2.2 adapted metric

parabolic structureでとらえたいのは, holomorphic vector bundleの延長です. つまり, EをX −D上
の holomorphic vector bundleとし, hを Eの hermitian metricとした時, OX -module aE (a ∈ RS)が
次のようにして得られます. (簡単のために X = ∆n, Di = {zi = 0}, D =

⋃l
i=1 Diの場合に説明しま

す.) 各 U ⊂ X に対して,

aE(U) :=
{

f ∈ E(U \D)
∣∣∣ |f |h = O

( l∏

i=1

|zi|−ai−ε
)
∀ε > 0

}
.

ただし, 一般には, これは locally freeではありません. 連接性も一般には満たされません.

Definition 2.5 E∗を (X, D)上の filtered vector bundleとする. E = E∗ |X−D 上の hermitian metric
hに対して aE(h)を上のように定める. aE(h) ' aEが自然に成り立つ時, hはE∗に adaptedであると
いう.

2.2.3 parabolic characteristic number

Chern classに parabolic structureからの寄与を付け加えることで, filtered bundle E∗ の特性数が定ま
ることを説明します. c ∈ RS と c-truncation cEをとります. この時,

wtDi(cE∗) :=
∑

a∈Par(cE,i)

a · rank i GrF
a (cE)

とおき, この parabolic structureからの寄与を c-truncationの first Chern classに, 加味します.

par-c1(cE∗) = c1(cE)−
∑

i∈S

wtDi(cE∗) · [Di] ∈ H2(X,R).

すると, これは cの取り方には依存せず, E∗に対してwell definedであることがわかるので, par-c1(E∗)
とあらわすことにします. 射影多様体とその上の ample line bundle Lが与えられている時に,

µL(E∗) :=
1

rankE

∫

X
par-c1(E∗) · c1(L)dim X−1

とおきます.
また, c-truncationの second Chern characterに parabolic structureからの寄与をつけ加えることで

parabolic second Chern characterが与えられます. X で evaluateした形だけ述べます.
∫

X
par-ch2,L(cE∗) :=

∫

X
ch2(cE) · c1(L)dim X−2 −

∑

i∈S

∑
a

a · degDi
GrF

a (cE|Di
)

+
1
2

∑

i∈S

∑
a

a2 · rank
(
i GrF

a

(
cE

)) · [Di]2

+
1
2

∑

i∈S

∑

j∈S,
j 6=i

∑

P∈Di∩Dj

∑

(ai,aj)∈Par(cE,P )

ai · aj · rank i GrF
(ai,aj)

(
aE

)
. (1)

• ch2は普通の second Chern character.

• [Di] ∈ H2(X), [P ] ∈ H4(X).

• P ∈ Di ∩Dj において, P F(ai,aj) := iFai ∩ jFaj とおき, P GrF
a := P Fa

/∑
b�a

P Fb.

• Par(cE∗, P ) =
{
a

∣∣ P GrF
a
(
cE

) 6= 0
}
.

値 (1) は cの取り方に依存しないことがわかるので,
∫
X par-ch2,L(E∗)のように表すことにします.
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2.2.4 regular filtered Higgs bundleとその stability

filtered bundleに対するHiggs fieldも自然に定義されます.

Definition 2.6 filtered vector bundle E∗の regular Higgs field θとは,

• E =
⋃
c∈RS cEとおくと, θ : E −→ E ⊗ Ω1,0であり,

• θ
(
cE

) ⊂ cE ⊗ Ω1,0
X (log D) かつ θ2 = 0.

regular filtered Higgs subsheafと, それに対する µLも自然に定義されるので, µL-stabilityが定義さ
れます.

Definition 2.7 parabolic regular filtered Higgs bundle (E∗, θ)が stableとは, µL(E′
∗) < µL(E∗)が任

意の regular filtered Higgs subsheaf (E′
∗, θ′)に対して成り立つこと.

等号を許す時は semistableという. (E∗, θ) =
⊕

(Ei ∗, θi)と分解し各 iについて (Ei ∗, θi)が stableで
µL(E∗) = µL(Ei ∗)が成り立つとき, polystableという.

3 証明の概略

3.1 Theorem 1.1の証明の方針

Theorem 1.1との証明の概略を述べます. 方針はとても素朴で, だいたい次の三つの部分からなります.

• graded semisimpleな場合の小林-Hitchin対応と Bogomolov不等式.

• 与えられた (cE, F , θ)に対して, parabolic structureの perturbation F ′
εを適当にとり, (cE,F ′

ε, θ)
が graded semisimpleになるようにする.

• 極限をとる.

3.2 graded semisimpleの場合の小林-Hitchin対応

既に少し触れましたが, 通常, 小林-Hithin 対応の証明で難しいのは, stable な代数幾何的対象に良い
metricをとるところでした. それは (i) 適当にmetricをとる (initial metric), (ii) 熱方程式に沿って変形
する, (iii) 極限をとる, の３つのステップからなり, (ii)と (iii)のあたりが厄介になるのですが, しかし,
non-compactの場合 (i)の initial metricの構成も厄介でした.
なにが問題を引き起こすかを説明します. X を射影多様体, D を正規交叉因子とし, (X, D)上の

c-parabolic Higgs bundle (cE,F , θ)をとります. Di上に, i GrF
a (cE)という vector bundleが得られ, 自

己準同形 ResDi(θ)が得られます. GrF ResDi(θ)の固有値は一定なので,

i GrF
a (cE) =

⊕
α

i GrF,E
(a,α)(cE)

という分解が得られます. i GrF,E
(a,α)(cE)上では GrF ResDi(θ) = α + Ni,(a,α) のようにあらわされます.

(ただし, Ni,(a,α)は nilpotent part.) この nilpotent partの扱いが注意を要するところです.
divisorの交わりの部分, P ∈ Di ∩Dj において, P GrF

a (cE)上にGrF ResDi(θ)とGrF ResDj (θ)の作
用が得られ, これらの同時一般化固有空間分解が得られます.

P GrF
a (cE) =

⊕
�

P GrF,E
(a,�)(cE).

GrF ResDi(θ)と GrF ResDj (θ)がなんらかの条件も満たしていないと, P の近くで適切な有限性を満た
すようなmetricの構成をどうすれば良いのかがよくわかりません. (よくわからないというよりも, たぶ
ん構成できないのだろうと思います. ここに適当な条件を課したのが [16]でした.) 逆にいうと次のよう
な場合には, 話が簡単になります.
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Definition 3.1 GrF ResDi(θ)の nilpotent partが自明であるような (E∗, θ)を graded semisimleと呼ぶ
ことにする.

Proposition 3.1 射影曲面と正規交叉因子の組 (X,D)上の µL-stable graded semisimpleな parabolic
Higgs bundle (E∗, θ)に対しては, adaptedな HE-metric hが存在する. これに関して, 次のような等式
が成り立つ.

par-degL(E∗) =
√−1
2π

∫

X−D
tr ΛF (h) · c1(L),

∫

X
par-c2

1(E∗) =
(√−1

2π

)2 ∫

X−D

(
trF (h)

)2

∫

X
2 par-ch2(E∗) =

(√−1
2π

)2 ∫

X−D

(
trF (h)2

)

これより特に, 次の不等式が得られる.

2 par-ch2(E∗)− par-c2
1(E∗)

rankE
=

(√−1
2π

)2 ∫

X−D
tr

(
F (h)⊥ 2

)
≤ 0.

なすべきことは initial metricの構成です. 雑な言い方をすると, parabolic structureというのは
(z1, z2)という正則な座標に関して |z1|, |z2|の多項式 orderな部分を見ていることになります. それに
対して, residueの nilpotent partの寄与の仕方は − log |z1|, − log |z2|の多項式 orderです. ですから,
parabolic filtrationで grをとると nilpotent partが 0になる, ということは nilpotent partの寄与は無視
できるということになります. そのような理由で graded semisimpleの場合は initial metricの構成が容
易です.

3.3 parabolic structureの perturbation

(graded semisimpleとは限らない) 一般の regular filtered Higgs bundleも, parabolic structureを少し
動かすことによって, graded semisimpleにすることができます. 射影曲面と正規交叉因子の組 (X,D)上
の regular filtered Higgs bundle (E∗, θ)に対して, ci 6∈ Par(E∗, i)のように c ∈ RS をとっておきます.
そして, c-truncation

(
cE,F , θ

)
を考えます. F =

(
iF

)
は標準的に誘導される parabolic structureとし

ます. この filtrationを少しずらします.

1. η を Di の generic pointとし, cEη を η 上の fiberとします. GrF (cEη)上には GrF ResDi(θ)の
nilpotent partとして得られるNiが作用しており, これの weight filtration W が定まります.

NiWk ⊂ Wk−2, Nk
i : GrW

k ' GrW
−k .

これをDi上の filtrationに延ばしておきます.

2. πa : iFa(cE|Di
) −→ i GrF

a (cE|Di
)によってWk ⊂ i GrF

a (cE|Di
)を pull backしたものを iF̃(a,k)とお

きます.

3. あとは, 単射 ϕi : {(a, k)} −→ Rを |ϕi(a, k)− a| < ε, |ϕi(a, k)− ϕi(a, k′)| > ε/r (k 6= k′) が満た
されるようにとります.

4. 上のデータ iF̃ と ϕiは filtration iF ′
ε を誘導します. こうして得られる filtrationの組を F ′

εであら
わします.
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Remark 3.1 par-degL(cE, F ) = par-degL(cE,F ′
ε)が満たされるようにとれます.

Lemma 3.1

• (cE,F ′
ε, θ)は graded semisimple.

• (cE,F , θ)が µL-stableで εが十分に小さければ, (cE, F ′
ε, θ)も µL-stable.

3.4 極限をとる

すると, Bogomolovの不等式は容易に得られます. (cE, F , θ)が graded semisimpleならば, Proposition
3.1より,

par-ch2,L(cE, F )− par-c2
1(cE,F )

2 rankE
≤ 0

が成り立ちます. 一般の場合には, perturbation (cE, F ′
ε, θ) をとると

par-ch2,L(cE, F ′
ε)−

par-c2
1(cE,F ′

ε)
2 rankE

≤ 0

が成り立ちますので, εを 0に近づけると求める不等式が得られます.

3.5 Theorem 1.2 の証明の方針

Theorem 1.2の証明は大きく分けて二つにわかれます. 一つは, tame harmonic bundleからµL-polystable
parabolic Higgs bundleを構成し,さらにその特性数が消えていることを示すことです. これは, parabolic
structureがない時には “easy part”とされる部分ですが,今の場合はかなり厄介で tame harmonic bundle
の漸近挙動についての結果 ([14]) が必要になります.
もう一つは, 特性数が 0であるような µL-polystable parabolic Higgs bundleに対して pluri-harmonic

metricを構成することです. そのために, 3.1節で述べた方針をここでも用います. すなわち,

1. 与えられた (cE, F , θ)の perturbation (cE,F ′
ε, θ)に, adaptedなHermitian Einstein metric hεを

とります. そして, εを 0に近づけた時の, hεのX −D上での収束を調べます. とりあえず極限と
して, X −D上の tame harmonic bundle (E′, ∂E′ , θ

′, h′)が得られます. (比較的容易.)

2. (E′, h′)よりX 上の regular filtered Higgs bundle (cE′, F , θ′)が得られます. (漸近挙動の研究よ
り.)

3. 元の (cE, F , θ)と (cE′, F , θ′)の同型を示します. (現段階の理解では, ここは厄介)

1. について. punctured disc 上に (E, ∂E , h, θ)が与えられた時, R(h) + [θ, θ†] = F (h) という関係
があります. θ = g · dzとすると,

∆ log |g|2h ≤ −
∣∣[g, g†]

∣∣2
h

|g|2h
+ |F (h)|h

という不等式が得られます. これを用いると, |g|hが固有値の大きさと, |F (h)|hの L2-normで抑えられ
ます. (C1, C2は gの固有値のみに依存.)

|g|h ≤ C1 · eC2·||F (h)||L2 .

そこで, (E, ∂E , θ, h)が∆2 = {(z1, z2) | |zi| < 1}上に与えられているとします. すると, θの大きさは θ
の固有値と F (h)の L2-normで抑えられます. したがって, R(h)の L2-normと ΛR(h)の sup normが,
固有値と F (h)の L2-normで抑えられます. これは curvatureの self dual partの sup normと全体の
L2-normが抑えられることを意味します.
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そこで, 80年代にUhlenbeckやDonaldsonによって確立された議論を使うことによって, X −D上
での収束部分列の存在がわかります. また, Hermitian Einstein metircに関しては

∫ |F (h)|2hが特性数で
かけるので, 極限に出てくるものが harmonic bundleであることもわかります.

3.について. 標準的な議論によって, 0でないmap f : (cE′∗, θ′) −→ (cE∗, θ)の存在が示されれば,
(cE∗, θ)の stabilityと (cE′∗, θ′)の poly-stabilityから,同型であることがわかります. さらに,十分 ample
で genericな curve C をとると, C への制限上での非自明なmapの存在 fC : (cE′∗, θ′)|C −→ (cE∗, θ)|C
の存在を示すことに帰着されます. しかし, これを示すには比較的長い議論が必要になります.
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