
Auslander-Reiten理論の高次元化に向けて

伊山 修

以下 kを標数 0の体とし, Gを SLd(k)の有限部分群とする. Sで冪級数環 k[[x1, · · · , xd]]
を表し, SGでGの不変式環を表す. 以下 SGが孤立特異点であると仮定する. またCM SG

でmaximal Cohen-Macaulay SG-加群（以下,単にCMSG-加群と呼ぶ）の成す圏を表す. 有
限生成SG-加群の圏mod SG（特にCM SG）においては,直既約分解に関するKrull-Schmidt
型の定理が成立する. 本文の出発点は Auslanderによる, 2次元における次の定理である
[A3][Y1].

0.1 定理 d = 2とする.
(1) SGは有限表現型, 即ち直既約CM SG-加群は同型を除いて有限個しか存在しない.
(2) SG の Auslander-Reiten quiverは GのMcKay quiverに一致する. ここで各々の

quiverの定義は略すが（1.11参照）以下の要素から成るものである.

SGのAuslander-Reiten quiver GのMcKay quiver
頂点 直既約CM SG-加群 既約G-加群
矢印 概分裂完全列で決める (kd)⊗−で決める

しかし一方で d ≥ 3, G �= 1の時, SGは決して有限表現型にならない事が証明される
[AR2]. より強くその表現は, 表現型理論 [CB]における有限-tame-wildの 3分割中, 最も難
しいwildと呼ばれるクラスに属する事さえ分かる.
本文の動機は, 表現型理論とは異なる視点から CM SGを理解する方法を模索する事に

ある. そのために SGとともに本文における主役である捩れ群環 S ∗Gを導入する. これは
Gを基底とする自由 S-加群に, 積を

(sg)(s′g′) = (sg(s′))(gg′) (s, s′ ∈ S, g, g′ ∈ G)

と定めたものである. McKay quiverは S ∗Gの構造を与える quiverに他ならない.
表題にあるAuslander-Reiten理論は, 有限次多元環や可換 Cohen-Macaulay環, 或いは

それらを統合した整環の表現論における基本理論である [ARS][Y1]. その典型が 2次元にお
ける定理 0.1であるが, d次元の類似を考察すると,以下の 1章で紹介するようにAuslander-
Reiten理論の高次元版とでも呼ぶべき現象が観察される事が分かる [I1,2]. 一方で代数幾
何学において SGの特異点解消の導来圏の研究は, McKay対応として近年非常に盛んであ
る [KV][BKR]. 我々の考察する捩れ群環 S ∗G上の加群は, McKay対応に現れる kd（の原
点での完備化）上のG-同変連接層と見なされる. また 2次元McKay対応において基本的
なArtin-Verdier理論 [AV]は, 直既約 CMSG-加群と SGの特異点解消の例外集合の間の対
応を与えるが, その一種の高次元版がVan den Bergh [V1,2]により非可換クレパント解消
(2.3)として導入された. これらを含めた観点から, 本文では圏CM SGやDb(mod S ∗G)を
0.1の高次元版として調べる.

3章は吉野雄二氏との共同研究 [IY][I3][Y2], 2・4章は I.Reitenとの共同研究 [IR]です.
またMcKay対応に関して石井亮氏はじめ多くの方々に御教示を頂いた事を感謝します.
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以下特に断らない限りΛ, Γ等は整環（=CM多元環）, 即ち d次元完備正則局所環R上
の多元環であり, R-加群として有限生成射影的なものを表す. SGや S ∗Gを典型例として
想定している. 整環Λ上のCM加群とは, Λ-加群のうちR-加群として有限生成射影的なも
のの事である. また整環 Λが孤立特異点であるとは, gl.dim Λ⊗R Rp = ht pがRの全ての
極大でない素イデアル pに対して成立する事であり, 整環Λが対称であるとは, (Λ, Λ)-加群
としてHomR(Λ, R) � Λである事を意味する. 例えば可換Gorenstein環は対称整環である.

1. 高次元Auslander-Reiten理論の試み
一般に加法圏 Cの直既約対象の同型類の全体を ind Cで表す. またX ∈ Cに対して

addX := {Y ∈ C | Y はXn (n > 0)の直和因子 }

とおく. Xが Cの加法生成元であるとは, C = add Xとなる事である.
まずは SGと S ∗Gの関係を少し詳しく観察してみる.

1.1 (1) gl.dim S ∗G = d = depth S ∗Gが成立する. 即ち S ∗Gは非可環な正則環と呼
ぶに相応しい性質を有する.

(2) EndSG(S) = S ∗Gが成立し, さらに d = 2ならば, SはCM SGの加法生成元である.

即ちCM SGの加法生成元 Sの準同型環として S ∗Gが現れる. このような有限表現型
である SGと大域次元が 2である S ∗Gの関係を観察すると, 有限次多元環における類似で
ある, やはりAuslanderによる次の定理 [A1][ARS]が思いつく.

1.2 定理 有限表現型有限次多元環Λの森田同値類と, 大域次元が 2以下で dominant次
元が 2以上の有限次多元環 Γの森田同値類の間に一対一対応が存在する. それはΛに対し
てmodΛの加法生成元M をとり Γ := EndΛ(M)と置く事により与えられる.

ここでは dominant次元の定義は与えないが, 自己入射分解によって定義されるもので
あり, 後藤-西田 [GN]により depthの一種の類似とみなす事が可能である事のみ注意して
おく.

1.3 Auslander-Reiten理論のアイデアを一言で述べるとすれば, 加群圏modΛ上の関
手圏における単純関手の射影分解の考察, となろう. 例えばmodΛにおける概分裂完全列
の存在は,（特定の例外を除いて）単純関手が自己双対性を有する長さ 2の射影分解を持つ
という事に他ならない. ここで 2という数字が現れたのは, mod Λがアーベル圏であるため
その関手圏の大域次元が 2となるからである. この意味でAuslander-Reiten理論は 2次元
的な理論であるといえる.
最も典型的なのはΛが有限表現型の場合であり,その場合modΛ上の関手圏は,上記のΓ

上の加群圏mod Γと一致し, mod Λにおける概分裂完全列の存在は,単純Γ-加群が自己双対
性を有する長さ 2の射影分解を持つ事に対応する [I1]. その意味で 1.2はAuslander-Reiten
理論の起点であり, 実際 1.2を与えたAuslanderの講義録 [A1]の後, Auslander-Reitenによ
る一連の論文 [A2][AR1]により, 所謂Auslander-Reiten理論の骨格が出来上がった.
さて 1.1も 1.2も「表現論的な圏の加法生成元の準同型環を取る事により, ホモロジカル

に良い性質を持った環が現れる」という事を意味している. それでは逆に「ある種のホモロ
ジカルに良い環を与えた時に, それを準同型環として実現するような, 表現論的な圏が存在
する」のでは無いだろうか？勿論それは条件の良さに依存するであろうが, ではどの様な条
件であれば存在するのか調べてみたくなる. 1.1,1.2では大域次元が 2の環を扱っていたが,
それではある種の大域次元nの環に対応する圏においては, 何か「n次元Auslander-Reiten
理論」とでも呼ぶべき現象が存在するのでは無いだろうか？
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そのために次の概念を導入する.

1.4 定義 以下本文では CM Λの部分圏 Cとしては, 充満かつ同型・直和・直和因子で
閉じたもののみ考える事にする. ゆえに Cは ind Cによって一意的に決定される.

(1) CM Λの部分圏Cが関手的有限であるとは,任意のX ∈ CM Λに対して射 f : Y → X
及び g : X → Zで, Y, Z ∈ Cかつ

HomΛ( , Y )
·f→ HomΛ( , X)→ 0, HomΛ(Z, )

g·→ HomΛ(X, )→ 0

が C上完全となるものが存在する事である. 例えば# ind C <∞ならば, Cは関手的有限で
ある事は容易に分かる.

(2) 関手的有限な部分圏 Cが

C = {X ∈ CM Λ | Exti
Λ(C, X) = 0 for any i (0 < i ≤ n)}

= {X ∈ CM Λ | Exti
Λ(X, C) = 0 for any i (0 < i ≤ n)}

を満たす時, Cを極大 n-直交部分圏と呼ぶ事にする. C上ではExti
Λ( , ) (0 < i ≤ n)が全て

消え, またそのような性質を持つ部分圏の中で極大である.
この時, 有限次多元環において, 次の定理 1.5が成立するが, CM Λ自身はCM Λの唯一

つの極大 0-直交部分圏である事に注意すると, 1.5は 1.2の一種の高次元化になっている事
が分かる.

1.5 定理 有限次多元環の加群圏の極大 (n− 1)-直交部分圏 Cで# ind C < ∞となるも
のの同値類と, 大域次元が (n + 1)以下で dominant次元が (n + 1)以上の有限次多元環Γの
森田同値類の間に一対一対応が存在する. それは Cの加法生成元M をとりΓ := EndΛ(M)
と置く事により与えられる.

そこで 1.3に述べた様に, 極大 (n−1)-直交部分圏では何らかの意味においてAuslander-
Reiten理論の (n + 1)-次元版が存在するのでは無いかと期待したくなるが, 以下それを考
察する.

1.6 定義 CM Λの部分圏 Cを factor throughする射全体から成るCM Λのイデアルを
[C]と表す. 安定圏CMΛと余安定圏CMΛを

CMΛ := (CM Λ)/[addΛ], CMΛ := (CM Λ)/[addHomR(Λ, R)]

と定める. CM Λの部分圏 Cに対し, 対応するCMΛ及びCMΛの部分圏をそれぞれ C及び
Cと表す.

1.7 定理 CM Λの極大 (n− 1)-直交部分圏 Cに対し, 圏同値 n-Auslander-Reiten trans-
lation

τn : C → C
及び関手的同型 n-Auslander-Reiten双対

HomΛ(X, Y ) � Extn
Λ(Y, τnX)∗, (X ∈ C, Y ∈ CM Λ)

が存在する.

Auslander-Reiten双対は Serre双対の類似と捉える事が出来る [RV]が, 以下では 3.3で
用いる. Auslander-Reiten双対より, Auslander-Reiten理論において基本的な概分裂完全列
の存在定理の, 以下の様な類似が従う. 但し J は圏CM Λの Jacobson根基を表す.
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1.8 定理 CM Λの極大 (n− 1)-直交部分圏 Cは n-概分裂完全列を持つ. 即ち任意の非
射影的なX ∈ ind Cに対して完全列

0→ τnX
fn→ Cn−1

fn−1→ Cn−2
fn−2→ · · · f2→ C1

f1→ C0
f0→ X → 0 (Ci ∈ C, fi ∈ J)

で, 以下が C上完全となるものが同型を除いて一意に存在する.

0→ HomΛ( , τnX)
·fn→ HomΛ( , Cn−1)

·fn−1→ · · · ·f1→ HomΛ( , C0)
·f0→ J( , X)→ 0

0→ HomΛ(X, )
f0·→ HomΛ(C0, )

f1·→ · · · fn−1·→ HomΛ(Cn−1, )
fn·→ J(τnX, )→ 0

1.9 n-概分裂完全列の存在は, C上の関手圏において, 非射影的な直既約加群に対応す
る単純関手が, 長さ nの自己双対性を有する射影分解を持つ事に他ならない.

さてX ∈ Cの sinkとは, Cの射 f ∈ J(Y, X)で, HomΛ( , Y )
·f→ J( , X)→ 0が完全とな

り, かつ Z → 0 (Z �= 0)の形の直和因子を持たないものの事である. それは存在すれば同
型を除いて一意である. 1.8により非射影的なX ∈ ind Cは sink f0を持つ. それでは射影
的なXに対してはどうであろうか？実はその場合も sinkは存在するのであるが, 一般には
1.8のような自己双対性を持つ列にまで延長しない.
しかしAuslander-Reiten理論においては, 2次元の場合に限って基本列と呼ばれる特別

な列が存在した事を思い出そう [A3][Y1]. それは全ての単純関手が, 長さ 2の自己双対性を
有する射影分解を持つ事を意味する. その事の極大 (n − 1)-直交部分圏における類似とし
て次の 1.10が成立する. n = 1, d = 2の場合が通常のAuslander-Reiten理論である. ここ
で νは中山関手HomR(HomΛ( , Λ), R)を表すが, それは射影CM Λ-加群の圏と入射CM Λ-
加群の圏の間の同値を与える.

1.10 定理 d = n + 1ならば, CM Λの極大 (n− 1)-直交部分圏 Cは n-基本列を持つ. 即
ち任意の射影加群X ∈ ind Cに対して完全列

0→ νX
fn→ Cn−1

fn−1→ Cn−2
fn−2→ · · · f2→ C1

f1→ C0
f0→ X (Ci ∈ C, fi ∈ J)

で, 以下が C上完全となるものが同型を除いて一意に存在する.

0→ HomΛ( , νX)
·fn→ HomΛ( , Cn−1)

·fn−1→ · · · ·f1→ HomΛ( , C0)
·f0→ J( , X)→ 0

0→ HomΛ(X, )
f0·→ HomΛ(C0, )

f1·→ · · · fn−1·→ HomΛ(Cn−1, )
fn·→ J(νX, )→ 0

また νは C上の自己圏同値であり, それは τnの持ち上げを与える.

1.11 定義 CM Λの極大 (n− 1)-直交部分圏 CのAuslander-Reiten quiver A(C)を定め
る. 簡単のためRの剰余体 kが代数的閉体であるとする. A(C)の頂点集合は ind Cとする.
X, Y ∈ ind Cに対して, Y の sink f : Z → Y をとり, Zの直既約分解に現れるXの個数を
dXY とする時, dXY 本の矢印をXから Y に引く.
この時次が成立する. 特に 0.1は d = 2の場合とみなす事が出来る.

1.12 定理 kを標数 0の体, GをGLd(k)の有限部分群, S := k[[x1, · · · , xd]]とし, 不変
式環 SGが孤立特異点であると仮定する. すると C := add SはCM SGの極大 (d− 2)-直交
部分圏であり, そのAuslander-Reiten quiver A(C)はGのMcKay quiverと一致する.
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2. 傾斜複体と非可換クレパント解消
1章では, Auslander-Reiten理論の高次元化という視点から極大直交部分圏を導入した

が, この章では表面上異なる視点からそれを考察する. 本章と 4章では導来圏まで考察する
範囲を拡張し, その中の扱いやすい部分としてCM加群の圏がある, という見方をする.
さて代数幾何学においては, 代数多様体の導来圏の間の三角同値を作る際の手法として,

Fourier-向井変換が広く用いられており, 最近では Kapranov-Vasserot [KV], Bridgeland-
King-Reid [BKR]らによるMcKay対応の構成に用いられた. 一方で多元環論においては,
　傾斜複体が多元環の導来圏の三角同値を構成する際の基本的な手法であるが, それは
Fourier-向井変換のアフィン版と捉えるのが妥当と思われる. それは歴史的にはBernstein-
Gelfand-PonomarevによるGabrielの定理の証明に現れた鏡映関手に始まる [BGP]. 鏡映関
手は通常のルート系における鏡映の圏論的実現であり, Auslander-Platzeck-Reitenによる一
般化・抽象化 [APR]を経て, Brenner-Butler及び宮下により傾斜加群の概念として加群論的
に定式化された [BB][M].一方,傾斜加群の導来圏的研究はHappel及びCline-Parshall-Scott
に始まり [H][CPS], 間もなくRickard [R]により, 古典的森田理論における射影生成加群の
概念の導来圏版である傾斜複体の概念が, 2.6に示す導来森田定理とともに与えられた.

2.1 定義 T ∈ Db(mod Λ)が傾斜複体であるとは, 以下の 3条件が成立する事.
(i) pd T <∞.
(ii) Hom(T, T [i]) = 0 (i �= 0).
(iii) T は, 射影次元有限の対象全体からなる部分圏Db(modΛ)fpdを生成する.
加群である様な傾斜複体を傾斜加群と呼ぶ. 以下簡単のために, 導来圏が三角同値であ

る事を, 導来同値と呼ぶ.

2.2 定理 環Λと Γに対し, 以下の条件は同値である.
(1) Λと Γは導来同値である.
(2) Λの傾斜複体 T が存在して, End(T )は Γに同型.

さてここで Bondal-Orlov [BO]により予想された, 3次元端末特異点のクレパント解消
の間の導来同値に関する, Bridgelandの定理 [B1]を思い出そう. Van den Berghは [V1,2]
においてBridgelandの定理の別証明を与えたが, そこで用いられている概念が次である.

2.3 定義 Λの非可換クレパント解消 (non-commutative crepant resolution)とは, reflex-
ive Λ-加群M で Γ := EndΛ(M)が gl.dim Γ = d = depth Γを満たすものの事である. ただ
し, 本来の定義では Γが Λの非可換クレパント解消なのであるが, 本文では便宜上 Γを与
えるM の方を, そう呼ぶ事にする.
これは代数幾何学におけるクレパント解消（強調して可換クレパント解消と呼ぶ事に

する）とは随分異なる様に見えるが, Van den Berghは論文 [V1,2]において, 実際に可換ク
レパント解消と非可換クレパント解消の間のある種の対応を与えている. 可換から非可換
を作る方法は 2次元のArtin-Verdier理論 [AV]の高次元化であり, 非可換から可換を作る方
法には, McKay対応におけるG-Hilbertスキーム [IN][INj]やG-constellationのモジュライ
の一般化である, Γ-加群のモジュライを用いている.

2.4 例 SLd(k)の有限部分群Gに対して, EndSG(S) = S ∗ G及び gl.dim S ∗ G = d =
depth S ∗Gが成立していた (1.1)ので, Sは SGの非可換クレパント解消である.

一方で 1.12より add SはCM SGの極大 (d − 2)-直交部分圏でもあった. この事は偶然
ではなく 2.5により説明される. 非可換クレパント解消の方が極大 (d− 2)-直交部分圏より
も, Cohen-Macaulayでなく reflexiveとしている分だけ一般なのである.
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2.5 定理 M ∈ CM Λに対し, MがΛの非可換クレパント解消でかつΛ⊕HomR(Λ, R) ∈
add M である事と, add M がCM Λの極大 (d− 2)-直交部分圏である事は同値である.

2.6 Van den Berghは [V1,2]において, Bondal-Orlov [BO]による予想を一般化した次
を予想し, 実際にBridgelandらの手法 [B1][BKR]を拡張する事により, 3次元端末特異点を
含んだ場合に対して証明を与えた.

問題 Λの全ての（可換・非可換）クレパント解消は導来圏が三角同値であるか？即ちΛ
の全ての可換クレパント解消をXi (i ∈ I)とし, 全ての非可換クレパント解消をMj (j ∈ J)
とした時に, 導来圏Db(Coh Xi) (i ∈ I), Db(modEndΛ(Mj)) (j ∈ J)は全てが三角同値で
はないか？

この問題のうち非可換クレパント解消に関する部分に対して, 最近得た結果を報告する
[IR]. 特にMがCohen-Macaulayである場合等は, 極めて容易に証明される事柄である [I2].

2.7 定理 Λを 3次元孤立特異点とし, M とN をΛの非可換クレパント解消とする. こ
の時, HomΛ(M, N)は射影次元 1以下の傾斜 (EndΛ(M), EndΛ(N))-加群である. 特に全て
の非可換クレパント解消は導来同値.

2.8 Λが対称整環である場合は, より強く次が言える.

定理 対称整環Λを 3次元孤立特異点とし, M をΛの非可換クレパント解消とする. こ
の時, Λの非可換クレパント解消全体と, EndΛ(M)の射影次元 1以下の傾斜加群全体の間
に一対一対応が存在する. それはN �→ HomΛ(M, N)により与えられる.

M = Λとする事により, 次が分かる.

2.9 系 対称整環Λが gl.dim Λ = 3を満たせば, Λの非可換クレパント解消とΛの射影
次元 1以下の傾斜加群とは一致する.

また, 傾斜加群の一般論等より次が従う.

2.10 系 Gを SL3(k)の有限部分群とし, k3\{0}に自由に作用するとする. Gの共役類
の個数を gとする.

(1) SGの任意の非可換クレパント解消の非同型な直既約直和因子の個数は gに等しい.
(2) 任意の reflexive SG-加群で rigid (i.e. Ext1

SG(M, M) = 0)であるものは, ある非可換
クレパント解消の直和因子である. 特にM の非同型な直既約直和因子の個数は g以下.

特に, SGの非可換クレパント解消の考察は, rigid reflexive SG-加群の考察と同等である.

3. mutation
Gorodentsev-Rudakov [GR]による P

2上の例外ベクトル束の分類では, 鏡映関手に類似
したmutationと呼ばれる圏論的手法が用いられている. それはBondal-Kapranov [BK]に
よる Serre双対を持つ三角圏への応用を経て, Seidel-Thomas [ST]により特別な Fourier-向
井変換である twist関手の構成へと繋がった. mutationは braid群の生成系の圏論的実現で
あり, また興味深い事にAuslander-Reitenによる古典的近似理論の一端と捉える事も可能
である. 一方でごく最近 Fomin-Zelevinsky [FZ1,2]により, root系と深く関係した cluster
algebraが導入されたが, そこにはmutation (3.5)と呼ばれる組み合わせ的操作が現れる.
その圏論的実現が Buan-Marsh-Reineke-Reiten-Todorov [BMRRT], Geiss-Leclerc-Schröer
[GLS]等で与えられている. 本章で扱うmutationもその一種である.
この章ではΛがGorenstein（左Λ-加群としてHomR(Λ, R) � Λ）であると仮定し, CM Λ

の極大直交部分圏に対してmutationを定める事を試みる. ΛがGorensteinである場合に
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は, 1.6で定めた安定圏 CMΛが, 三角圏の構造を持つ事が容易に分かる. mutationが上手
く定まるために, 三角圏CMΛが次に示すCalabi-Yau条件を満たす事を要請する.

3.1 Bondal-Kapranov [BK]による, d次元非特異射影多様体Xにおける Serre双対

Hom(F, G) � Hom(G, ωX

L
⊗F [d])∗ (F, G ∈ Db(Coh X))

を思い出そう. XがCalabi-Yau多様体の時に右辺はHom(G, F [d])∗となるが, これを一般
の三角圏に適用してKontsevichは次の定義 (1)を与えた.

定義 (1) 三角圏 T が n-Calabi-Yau (n ≥ 0)であるとは, 関手的同型

HomT (F, G) � HomT (G, F [n])∗ (F, G ∈ T )

が存在する事.
(2) 特に, 多元環Γ上の長さ有限の加群の導来圏Db(flmod Γ)がn-Calabi-Yauである時,

Γを n-Calabi-Yau多元環と呼ぶ. この時 gl.dim Γ = nが成立する. また n-Calabi-Yau多元
環全体は, 導来同値で閉じている.

3.2 例 Gを SLd(k)の有限部分群とする.
(1) 安定圏CMSGは (d− 1)-Calabi-Yauである.
(2) S ∗ Gは d-Calabi-Yau多元環である. より一般に d次元対称整環 Γで gl.dim Γ = d

となるものは, d-Calabi-Yau多元環である.

3.3 定義 以下安定圏 CMΛが n-Calabi-Yauであると仮定する. この時, CM Λの極大
(n− 1)-直交部分圏 Cと射影的でないX ∈ ind Cから, 別の極大 (n− 1)-直交部分圏を以下
のようにして構成する. まず 1.8で述べた n-概分裂完全列

0→ τnX
fn→ Cn−1

fn−1→ Cn−2
fn−2→ · · · f2→ C1

f1→ C0
f0→ X → 0

をとる. ここで 1.7の n-Auslander-Reiten双対と 3.1の Serre双対を比較すると τnX = X
が分かる. またXi := Im fi (i ∈ Z/nZ)は互いに非同型な直既約加群である事が容易に分か
る. CM Λの部分圏を

ind µi
X(C) = (ind C \{X}) ∪ {Xi} (0 ≤ i < n)

と定める. この操作 µi
X の事をmutationと呼ぶ.

一方X がループを持たないとは, X /∈ add
⊕n−1

i=1 Ciが成立する事とする. 全てのX ∈
ind Cがループを持たない時, Cもループを持たないと言う. この時 CのAuslander-Reiten
quiver (1.11)はループを持たず, n = 2の時は逆も成立する.

3.4 定理 Xがループを持たないならば, 以下が成立する.
(1) µi

X(C) (i ∈ Z/nZ)はCM Λの極大 (n− 1)-直交部分圏である.
(2) ind C \{X}を含むCM Λの極大 (n− 1)-直交部分圏は, (1)の n個に限る.
(3) µi

X(C) = µ1
Xi−1
◦ · · · ◦ µ1

X1
◦ µ1

X(C).
(3)より (µ1)n = µn =idが成立する. 特に n = 2の時, µ1は鏡映の類似と見なされ, ま

た, CのAuslander-Reiten quiver A(C)から, µ1
X(C)のAuslander-Reiten quiver A(µ1

X(C))を
求める事が可能である. それを次に説明する.
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3.5 定義 (1) 整数係数歪対称行列A = (aij)1≤i,j≤lに対して, 次の様にして quiverを対
応させる. 頂点の集合を {1, 2, · · · , l}とする. aij > 0ならば iから jへ aij本の矢印を描く.
aij < 0ならば jから iへ−aij(= aji)本の矢印を描く.
この対応により整数係数歪対称行列と, ループと長さ 2のサイクルを持たない quiverが

一対一に対応する.
(2) 整数係数の歪対称行列A = (aij)1≤i,j≤lと k = 1, 2, · · · , lから, 新しい行列 µk(A) =

(bij)1≤i,j≤lを次のように定める.

bij :=

{
−aij (i = k または j = k)

aij + 1
2
(aik|akj|+ |aik|akj) (else)

この時, µk(A)も歪対称行列で µk ◦ µk(A) = Aを満たす事が分かる. この操作 µkの事
を Fomin-Zelevinsky mutationと呼ぶ [FZ1,2].

3.6 定理 CMΛが 2-Calabi-Yauであると仮定する. CM Λの極大 1-直交部分圏 Cに対
し, ind C = {1, 2, · · · , l}としX ∈ ind Cと自然数 kが対応するとする. もし Cと µ1

X(C)が
ともにループと長さ 2のサイクルを持たないならば, A(µ1

X(C)) = µk(A(C))が成立する.

3.7 例 G = 〈σ〉 ⊂ SL3(k) (σ =diag(ω, ω, ω), ω3 = 1)とする. この時, Si := {x ∈
S | σ(x) = ωiX} (i ∈ Z/3Z)と置くと, SG = S0で, SG-加群として S � S0 ⊕ S1 ⊕ S2と分
解する. 1.12より add SはCM SGの極大 1-直交部分圏であるが, そのmutationを計算する
と下図左のようになる. ただし, 部分圏 Cを ind Cによって表しており, ΩとΩ−は SG-加群
としての syzygyと cosyzygyである. mutationの定義より, 常に# ind C = 3と S0 ∈ ind C
が成立する事に注意せよ.

...
{Ω−2S1, Ω

−2S2, S0}
↓µ

1
Ω−2S1 ↑µ

1
Ω−S1

{Ω−S1, Ω
−2S2, S0}

↓µ
1
Ω−2S2 ↑µ

1
Ω−S2

{Ω−S1, Ω
−S2, S0}

↓µ
1
Ω−S1 ↑µ

1
S1

{S1, Ω
−S2, S0}

↓µ
1
Ω−S2 ↑µ

1
S2

{S1, S2, S0}
↓µ

1
S1 ↑µ

1
ΩS1

{ΩS1, S2, S0}
↓µ

1
S2 ↑µ

1
ΩS2

{ΩS1, ΩS2, S0}
↓µ

1
ΩS1 ↑µ

1
Ω2S1

{Ω2S1, ΩS2, S0}
↓µ

1
ΩS2 ↑µ

1
Ω2S2

{Ω2S1, Ω
2S2, S0}

...

Ω−2S2

↓102 �
��� 3

S0
39−→ Ω−2S1

Ω−S2

↓15 �
��� 3

S0
6−→ Ω−S1

S2

↓3 �
��� 3

S0
3−→ S1

ΩS2

↓6 �
��� 3

S0
15−→ ΩS1

Ω2S2

↓39 �
��� 3

S0
102−→ Ω2S1

Ω−2S2

↑15 �
���

3

S0
39←− Ω−S1

Ω−S2

↑3 �
���

3

S0
6←− S1

S2

↑6 �
���

3

S0
3←− ΩS1

ΩS2

↑39 �
���

3

S0
15←− Ω2S1
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また,各極大1-直交部分圏のAuslander-Reiten quiverを描いたものが下図右である. 例え

ばA(add S)は1.12よりGのMcKay quiverにより与えられ,それは歪対称行列
(

0 3 −3
−3 0 3
3 −3 0

)

に対応する. この行列に µ1を施すと
(

0 −3 3
3 0 −6
−3 6 0

)
となり, これが A(add ΩS1 ⊕ S2 ⊕ S0)

を与える. この様にして全てのAuslander-Reiten quiverが計算される.

3.8 問題 興味深い問題が 2つある.
(1) CM Λの全ての極大 (n− 1)-直交部分圏はループを持たないか？
(2)(transitivity) CM Λの全ての極大 (n− 1)-直交部分圏は, add Sから始めてmutation

の繰り返しによって得られるか？

これに関しては, 次の場合のみ分かっている.

3.9 定理 CM SGの極大 1-直交部分圏は, 3.7で挙げたものが全てである. 特に, 3.8(1)(2)
はともに正しい.

4. d-Calabi-Yau多元環上の傾斜複体
Gを SLd(k)の有限部分群とする時, 包含関係

{CM SGの極大 (d− 2)-直交部分圏 }
2.5
⊆ {SGの非可換クレパント解消 }

2.8� {S ∗Gの射影次元 1以下の傾斜加群 } ⊆ {S ∗Gの傾斜複体 }

より, S ∗G上の傾斜複体を決定する事が一つの目標であるが, この章では現段階で分かっ
ている事を簡潔に述べる.

4.1 T を (Γ, Γ′)-加群の両側傾斜複体, T ′を (Γ′, Γ′′)-加群の両側傾斜複体とする. この

時, T
L
⊗Γ′ T ′は (Γ, Γ′′)-加群の両側傾斜複体であり, また T−1 := RHomR(T, R)は (Γ′, Γ)-加

群の両側傾斜複体で, T
L
⊗Γ′ T−1 � Γと T−1

L
⊗Γ T � Γ′を満たす.

これより, Γと導来同値な多元環の森田同値類を対象とし, Hom(Γ′, Γ′′)は (Γ′, Γ′′)-加群

の両側傾斜複体の同型類, 射の合成は
L
⊗とする圏を考える事ができる. この圏では全ての射

は可逆であり, 特に群 End(Γ)は Γの導来Picard群と呼ばれる [Ye]. 導来 Picard群は, 導
来圏Db(modΓ)の自己同型群の部分群を成し, 近年盛んに研究されている [LM][MY][RZ].

Γ = S ∗ Gの場合にこの圏の構造を決める事が一つの目標となるが, 以下, 圏の生成元
の候補となる傾斜複体の構成に付いて述べる. 鍵となる事実は, S ∗Gが d-Calabi-Yau多元
環である事である.

4.2 定義 Γを d-Calabi-Yau多元環 (3.1)とし, 森田同値なものに取り替える事により
basic, 即ち Γの Jacobson根基による商が斜体の直和であると仮定する.
この時, 左 Γ-加群P で直既約射影的であるものを任意に選ぶと, P は直既約なので唯一

つの極大部分加群 P ′を持つ. Γ � P ⊕Qと直和分解して, 左 Γ-加群 µi
P (Γ)を

µi
P (Γ) := Ωi+1(P/P ′)⊕Q (0 ≤ i < d)

と定める. この操作 µi
P を, 3.3と同様にmutationと呼ぶ.

一方, gl.dim Γ = dなので P/P ′は極小射影分解

0→ Pd → Pd−1 → · · · → P1 → P0 → P/P ′ → 0
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を持つが, Γが d-Calabi-Yauである事より, Pd � P0 = P である事が容易に分かる. P が
ループを持たないとは, P /∈ add

⊕d−1
i=1 Piが成立する事とする. 全ての直既約射影加群が

ループを持たない時, Γもループを持たないという.

4.3 命題 P がループを持たなければ, µi
P (Γ) (0 ≤ i < d)は射影次元 d− i− 1の傾斜 Γ-

加群である. 特にEndΓ(µi
P (Γ))も d-Calabi-Yau多元環である.

4.4 注意 このmutationは, 以下の様にして 3章で定めたものの一般化とみなされる.
Λを d次元対称整環とする. C を CM Λの極大直交 (d − 2)-部分圏とし, M を C の加

法生成元とする. この時, Γ := EndΛ(M)は d-Calabi-Yau多元環である事がわかる. 任意
の非射影的なX ∈ ind Cに対し, P := HomΛ(M, X)は直既約射影 Γ-加群であり, 任意の i
(0 < i < d)に対して, µi

X(C)のある加法生成元N は µi
P (Γ) = EndΛ(N)を満たす.

また, Γ（正確には add Γ）のAuslander-Reiten quiverも 1.11と全く同様に定義される
が, d = 3の場合, Γと µ1

P (Γ)のAuslander-Reiten quiverの変化に関して, 3.6と同様の事柄
が成立する.

4.5 i = 0とした µ0
P (Γ)は Γの極大両側イデアルであり, P を変える事により全ての

Γの極大両側イデアルが現れる. これらに関して以下の興味深い事実が成立するが, これ
はMcKay対応 [KV]を介した, Seidel-Thomasの twist関手 [ST]の持つ性質の言い換えで
もある.

命題 Gを SL2(k)の有限部分群とし, Γ := S ∗Gの極大両側イデアルをm0, · · · , mnとす
ると, これらはGの既約表現と一対一に対応し, 以下の braid関係式が成立する.

(i) miと mjがGのMcKay quiverで隣接していない場合, mi

L
⊗Γ mj � mj

L
⊗Γ mi.

(ii) 隣接している場合, G �� Z/2Zならば, mi

L
⊗Γ mj

L
⊗Γ mi � mj

L
⊗Γ mi

L
⊗Γ mj .

石井-上原 [IU]において, An型の 2次元単純特異点の最小解消の導来圏の, Fourier-向井
変換の成す自己同型群の生成系が決定されている. McKay対応を介する事により, An型の
S ∗Gの導来Picard群の生成系として, m0, · · · , mnにAut(S ∗G)や shiftを施した全体が取
れると思われるが, これを直接加群論的に示す事は興味深い.

4.6 一方, 射影次元 1以下の傾斜加群をのみを考えると, 次のような結果を得る. ここ
で Γ-加群M とN が加法同値であるとは, add M = add N となる事とする.

定理 Gを SL2(k)の有限部分群とすると, 射影次元 1以下の傾斜 S ∗G-加群の加法同値
類と, Gに対応するアフィンWeyl群の間に一対一対応が存在する.

特に射影次元 1以下の傾斜 S ∗G-加群は, 加法同値を除いて, 極大両側イデアルを適当
に掛け合わせる事により得られる事が分かる. ここで「掛け合わせる」とはイデアルとし

ての積を取る事であり, 無駄の無い掛け合わせ方の場合は⊗S∗Gや
L
⊗S∗Gとも一致する.

4.7 以下 d = 3の場合を考察する. 3-Calabi-Yau多元環 Γ0 := Γに対し, 以下のように
4.3を繰り返す事により, 射影次元 1の傾斜 Γ-加群を構成する事ができる.

Γnまで構成された時, 左 Γn-加群 Γnの直既約直和因子 Pnを取り,

Tn := µ1
Pn

(Γn), Γn+1 := EndΓn(Tn)

と置く. これを繰り返して 3-Calabi-Yau多元環 Γ0, Γ1, Γ2, · · ·と傾斜 (Γn, Γn+1)-加群 Tnを
得る. この時,

(T0 ⊗Γ1 T1 ⊗Γ2 · · · ⊗Γn Tn)∗∗

10



は射影次元 1以下の傾斜 (Γ, Γn+1)-加群である事が示される. また

T0

L
⊗Γ1 T1

L
⊗Γ2 · · ·

L
⊗Γn Tn

は (Γ, Γn+1)-加群の両側傾斜複体である.
これらで射影次元 1以下の傾斜Γ-加群及びΓの傾斜複体が, 加法同値を除いて全て尽く

されるか否かは, 興味深い問題と思われる.

4.8 例 G = 〈σ〉 ⊂ SL3(k) (σ =diag(ω, ω, ω), ω3 = 1)とする. この時, Γ := S ∗ Gに
対して 4.7を適用して得られる 3-Calabi-Yau多元環の Auslander-Reiten quiverを, 4.4に
より描いたものの一部が次図である. これは 3分木 (Markov tree)であり, 2つの quiverを
結ぶ辺には 1つの傾斜加群が対応している. 矢印の本数に着目する事により, Markov等式
x3 + y3 + z3 = xyzの全ての自然数解が現れている. 3.7の図は, 下図の中の一系列である.

•
↑87 �

���
15

• 6←− •

•
↑15 �

���
87

• 6←− •

•
↑3 �

���
15

• 39←− •

•
↓3 �

��� 15

• 6−→ •

•
↓15 �

��� 3

• 6−→ •

•
↑15 �

���
3

• 39←− •
�� ��

•
↑3 �

���
3

• 6←− •

•
↓3 �

��� 3

• 3−→ •
�� ��

•
↓3 �

��� 6

• 15−→ •

•
↑3 �

���
6

• 3←− •

•
↑6 �

���
3

• 3←− •

•
↓6 �

��� 3

• 15−→ •

•
↓15 �

��� 6

• 3−→ •

•
↓6 �

��� 15

• 3−→ •

この様な構造は [GR][B2]にも現れているもので, より一般のGに対してどの様な構造
が現れるのかは非常に興味深い. Bridgeland [B3]により定義された三角圏の安定性条件の
空間の構造と関係していると思われる.
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