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1. ζ-関数

qを素数 pのべきとして, Xを有限体 Fq上の代数多様体とすると、Xの Fq

有理点の数 |X(Fr
q)|が重要である。同時に Fqr -係数を数えて,

nr = |X(Fqr)|
とおく。
例えば、X が環 Fq[T1, · · · , Tn]/(f1, · · · , fm)に対応する多様体であれば、

Xの Fqr 有理点は、多項式 f1, · · · , fmを満たす値 (x1, · · · , xn) ∈ Fqr である。
従って、

X(Fqr) = Hom環(A,Fqr).

Fqr は Fq 上 r個の自己同型を持つので、同じ解を r回繰り返して数えないよ
うに nr

r の情報をまとめて、

Z(X, T ) = exp(
∑
r

nr

r
T r)

と定義する。さらに変数の変換をして、

ζ(X, s) = Z(X, q−s)

とおく。こうした ζ-関数は任意の nrについての情報を持っている。Xの閉点
xはAの極大イデアルMxに対応して、ひとつの Fqr 有理点はA → A/Mx →
Fqr に対応する。xに対応する剰余体を k(x) = A/Mx = Fqa とおけば、その
数は a（a|rのとき）か 0（a 6 |rのとき)である。つまり、xが ζ関数に貢献す
る部分は

a

a
q−as +

a

2a
q−2as +

a

3a
q−3as + . . .

= − log(1− q−as) = − log(1− |k(x)|−s)

を得る。収束の問題を除けば、xがX の閉点を走ると、

ζ(X, s) = exp(
∑

x∈X(0)

− log(1− |k(x)|−s)) =
∏

x∈X(0)

1
1− |k(x)|−s

という ζ-関数の euler積を得る。但しX(0)はXの閉点で, k(x)は閉点 xにお
ける剰余体である。それはX の各点ごとに定まっているので、ζ-関数は局所
的な不変量と考えられる。
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上の公式は任意の Z-係数の多様体に一般化される。たとえば、Xが代数体
Kの整数環OK のとき、OK の素イデアル pの全体はOK の閉点で, OK の ζ
関数はDirichlet-ζ 関数になる

ζK(s) =
∏
p

1
1− |k(p)|−s

。

例: 1) X = SpecFqa のとき、Fqa の Fqr 有理点はHomFq(Fqa ,Fqr)だから、

nr =

{
a a|r
0 a 6 |r

で、

ζ(Fqa , s) =
1

1− q−as

である。
2) X は直線 A1のとき, nr = qrで、

ζ(A1, s) =
1

1− q1−s

である。
3) X は射影直線 P1のとき、nr = qr + 1で、

ζ(P1, s) =
1

(1− q−s)(1− qq−s)

である。
Xが滑らかで次元は dで, 且つXが射影的ならば, weil-予想・deligne-定理

によると

Z(X,T ) =
P1(T ) · · ·P2d−1(T )
P0(T ) · · ·P2d(T )

。

但し Pi(T ) ∈ Q[T ]は多項式で, Pi(T )の根は代数的整数で、絶対値は q−
i
2 で

ある。(Riemann-仮説の類似) これを証明するために, Grothendieckは etale-
コホモロジーを導入した。実際に

Pi(T ) = det(1− FT |H i(X̄,Ql))

が成り立つ。ここで, X̄ = X×Fq F̄qはXの F̄qへの係数拡大で, F は frobenius-
置換である。etale-コホモロジーはトポロジーの singularーコホモロジーの類
似である。しかし etale-コホモロジーは torsion-係数をとらないと有限生成で
はない。だから, l-進と呼ばれるコホモロジー群をつぎのように定義して、

H i(Xét,Zl) = limH i(Xét,Z/lr),

H i(Xét,Ql) = limH i(Xét,Zl)⊗Zl
Ql

で定義する。これは有限生成なQl-線形空間である。
例：Eが楕円曲線のとき、α, βが存在して、

ζ(E, s) =
(1− αq−s)(1− βq−s)
(1− q−s)(1− qq−s)
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で、上の公式の係数を比べて、

E(Fqr) = qr + 1− αr − βr

を得る。楕円曲線の場合、|α| = |β| = √
(q)のため、||E(Fqr)|−qr−1| ≤ 2

√
qr

を得る。それは上の定理の具体的な応用である。

2. ζ-関数の特殊値:滑らかで射影的の場合

Dirichlet-ζ-関数の 1における特殊値は類数公式で表される。Kの類数を h、
Kの regulatorをR、K内の 1のべき根の個数をw、Kの実素点の個数を r1、
複素点の個数を r2とおく。sが 1に近づけば、

ζK(s) ∼ (1− s)−1 2r1(2π)r2hR

w
√|d|

sが 0に近づけば、

ζK(s) ∼ s1−r1−r2
−hR

w
.

ζ(X, n)も X の解析に役に立つ。ζ(X,n)をコホモロジー群で表すことは
local-to-global と考えられる。それは ζ-関数が局所的に定義されて、コホモ
ロジー群が大域的に定義されているからである。ζ(X,n)というのは：
• ords=nζ(X, s)
• leading taylor係数。
X が滑らかで射影的ならば [7, Thm. 0.4],

ζ(X, 0) が H∗(Xét,Z) で表される。
ζ(X, 1) が H∗(Xét,Gm) で表される。

但し, Gmは U 7→ Γ(U,O)× (大域切断の乗法群)からなっている層である。
n > 1の時, このような公式はなかなか見つからなかった。lichtenbaumは層
ではなくて、層の複体が必要だと悟った。

予想 2.1. 複体 Z(n)が存在して、ζ(X, s)はH∗(Xét,Z(n)) で表される。

Z(n)の構成は次の二つがある：
• Blochの高次 chow群 [1]
• Voevodskyのモチビック-複体 [9]

どちらも上に有界な複体である。

定理 2.2. (Suslin [8], Voevodsky [10]) Xが滑らかならば、BlochとVoevodsky
の構成は一致する。

実は、Blochの複体のコホモロジーはborel-mooreホモロジーで、voevodsky
の複体のコホモロジーはコホモロジーで、一致することは poincare-双対性の
類似と見做せる。

定理 2.3. [9]

Z(0) ∼= Z
Z(1) ∼= Gm[−1]。
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torsion係数の普通の etaleコホモロジーはモチビック複体で表される：

定理 2.4. (Geisser-Levine [4], Suslin-Voevodsky[9])

Z/m(n) ∼= µ⊗n
m p 6 |mのとき

Z/p(n) ∼= νn

但し、µmは 1のm乗根になっている層：

µm(U) = mΓ(U,O)×

νn ⊆ Ωnは dx1
x1
∧ . . . ∧ dxn

xn
で生成されている部分層である。

予想 2.5. (Lichtenbaum) X を滑らかで射影的とする。そのとき、

H i(Xét,Z(n)) =





有限 i 6= 2n, 2n + 2;
有限生成　 i = 2n;
余有限生成 i = 2n + 2

且つ、ζ(X, n)がH i(Xét,Z(n))で表れる。

余有限生成というのは, (Q/Z)r ⊕有限群 で表される群である。余有限生成
な群が貢献するから、この公式は少し書きにくいので、ここは飛ばす。後で、
etaleーコホモロジーを改善してから公式を与える。
上の予想は非常に深い予想である。例えば、n = 1のとき、H3(Xét,Z(1))

は brauer-群と同型で、その有限生成性は余次元 1の tate-予想と同値である。

3. ζ-関数の特殊値: 任意のX

Xが滑らかでないとき、Z(n)の etale-コホモロジーはいい性質を持ってい
ない。Voevodskyの ideaを生かして、etale-位相より細かい etale-h-位相を定
義する。etale被覆に加えて, abstract blow-upという次のような被覆も認める

Z ′ −−−→ X ′
y

y
Z −−−→ X。

X ′ → Xは射影的で、Z → Xは閉部分多様体の埋め込みで、X ′−Z ′ ∼= X−Z
のとき、X ′ ∐ Z → X は被覆である。
これから話を簡単にするために特異点の解消の存在を仮定する。（X の次

元が 3以下としてもよい）。Xが滑らかならば、etale-h-コホモロジーは etale-
コホモロジーと同型である。任意のXに対して、constructible-係数の場合も
同型である。

Xが射影的でないときは、コンパクト台-コホモロジーが必要である。Xの
コンパクト化 T を一つ選んで、i : T −X → X をその閉補集合として、

H i
c(Xeh,Z(n)) = Z(n)T → i∗Z(n)T−X の写像錐の etale-h-コホモロジー

とする。それは T の選び方に矛盾なく定まる。(etale-コホモロジーの場合そ
れは成り立たない。）
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4. Weil-コホモロジー

上に述べたコンパクト台-etale-h-コホモロジー群で, ζ(X, n)が表されるが、
有限生成でないことで、その公式は複雑である。

2000年に lichtenabaumは Galois-群がWeil-群に置き換えると, コホモロ
ジー群は有限生成になると悟った。(galois-群Gal(F̄q/Fq)はZの副有限完備化

Gal(F̄q/Fq) = Ẑ = limZ/m

で, weil-群 Gは frobenius-置換で生成される galois-群 Gal(F̄q/Fq)の部分群;
G ∼= Z)。

重要な例：X = Fqとして, n = 0とする。そのとき、Zは離散的で, Ẑはコ
ンパクトなので

H1((Fq)ét,Z) = H1(Gal(F̄q/Fq),Z) = Hom連続(Ẑ,Z) = 0

H2((Fq)ét,Z) = H1(Gal(F̄q/Fq),Q/Z) = Hom連続(Ẑ,Q/Z) = Q/Z

が,

H1(G,Z) = Hom連続(Z,Z) = Z
H2(G,Z) = 0

となる。それを生かして、

H i
c(Xar,F)

を F 7→ Γ(X̄eh,F)Gの導来関手として定義する。Zのコホモロジー次元は 1
だから, Hochschild-Serre系列は退化して、次の形をとる：

0 → H i−1
c (X̄eh,Z(n))G → H i

c(Xar,Z(n)) → H i
c(X̄eh,Z(n))G → 0

(1)

但し、AG = H0(G,A) は A の Frobenius-置換で不変な部分群で、AG は
H1(G,A)の Frobenius-置換で余不変な部分群である。Arithmetic-コホモロ
ジーと etale-h-コホモロジーの関係は次の定理で分かる。

定理 4.1. (Geisser [2]) 次の長完全列が存在する。

→ H i
c(Xeh,Z(n)) → H i

c(Xar,Z(n)) → H i−1
c (Xeh,Q(n)) → H i+1

c (Xeh,Z(n)) →
例：X = Fq, n = 0, i = 1のとき

H1
c ((Fq)eh,Z) −−−→ H1

c ((Fq)ar,Z) −−−→ H0
c ((Fq)eh,Q) −−−→ H2

c ((Fq)eh,Z)
∥∥∥

∥∥∥
∥∥∥

∥∥∥
0 −−−→ Z −−−→ Q −−−→ Q/Z

になる。こういう風にQ/Zは Zになって、有限生成な群が得られる。
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5. ζ(X, n)を表す公式

e ∈ H1
c ((Fq)ar,Z) ∼= Zの生成元をひとつ選ぶ。e2 ∈ H2

c ((Fq)ar,Z) = 0に
よって、複体

· · · → H i−1
c (Xar,Z(n)) ∪e−→ H i

c(Xar,Z(n)) ∪e−→ H i+1
c (Xar,Z(n)) → · · ·

を得る。この複体の Euler-標数を χar(n)と定義する。(ある複体 C ·の Euler-
標数は

∏
i |H i(C ·)|(−1)i

, C ·のコホモロジーの位数の交代積で定義する。）
例：Xを滑らかで射影的とすると、i 6= 2n, 2n + 1のときH i

c(Xeh,Z(n))は
と予想されている。したがって、Euler標数はH i

c(Xar,Z(n))の位数と

H2n
c (Xar,Z(n)) ∪e−→ H2n+1

c (Xar,Z(n))

の余核からなっている。その余核を regulatorと見做せる。

予想 5.1. (Lichtenbaum, Geisser) 任意の Fq上の分離的で有限生成なスキー
ムX に対して, 次のことが成り立つ。
• H i

c(Xar,Z(n))は有限生成。
• l 6= pならば, arithmeticコホモロジーは l-進コホモロジーの整構造で
ある

H i
c(Xar,Z(n))⊗ Zl

∼= H i
c(Xét,Zl(n))。

• 　
ords=n ζ(X, s) =

∑

i

(−1)ii · rankH i
c(Xar,Z(n)) = ρn

• ζ-特殊値：p-巾を除けば, sが nに近づくとき,

ζ(X, s) ∼ (1− qn−s)−ρn · χar(n).

p巾についても精密な公式が存在するが、簡単にするためにそれを略す。

定理 5.2. 1) Tateと Beilinsonの予想を仮定する。つまり、
a) 任意の Fq上の射影的で滑らかなスキームXに対して, cycle射は全単射.

CHn(X)⊗Ql → Hn(Xét,Ql(n)).

b) Fq 上で, CHn(X)の数値的自明な部分群は torsion。
そのとき, 予想 5.1が成り立つ。
2) n = 0の場合、予想 5.1が任意の多様体X に対して成り立つ。
3) X が曲線ならば,　予想 5.1が任意の nに対して成り立つ。

例：X = Fqa , n = 0のとき、(1)によって、

H0(Fqa,ar,Z(0)) ∼= H0(F̄qa ,Z)G = (Za)G ∼= Z
H1(Fqa,ar,Z(0)) ∼= H0(F̄qa ,Z)G = (Za)G

∼= Z
eとの cup積は恒等写像に誘導される写像

(Z)G → (Z)G。
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左辺の生成元は (1, . . . , 1)で、右辺の生成元は (1, 0, . . . , 0)の同値類なので、e
との cup積はa倍写像と一致する。従って, χ0 = 1

aで, ρ0 = +0×1−1×1 = −1
になる。ζ-関数の公式は、sが 0に近づくとき

ζ(X, s) =
1

1− q−as
∼ (1− q−s)−1 1

a

の形をとる。
例: Eを Fq 上の楕円曲線とすると、

H i(Ear,Z(1)) =





0 i = 0
F×q = Z/q − 1 i = 1
Pic(E) = Z⊕ E(Fq) i = 2
Z i = 3.

と計算できる。eとの cup積は因子Zで同型なので、χar(1) = |E(Fq)|
q−1 で、s = 1

における ζ-関数の位数は ρ1 = −1× 2 + 2× 3 = −1である。公式によると s
が 1に近づけば、

ζ(X, s) =
(1− αq−1)(1− βq−1)
(1− q−1)(1− q1−s)

= (1− q1−s)−1 q + 1− (α + β)
q − 1

= (1− q1−s)−1χar(n)。

実際に、αβ = qで、α + β = q + 1− |E(Fq)|。
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