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序にかえて

深谷賢治 (京都大学理学部)

1. はじめに

本書は大域リーマン幾何学の最近の発展について, 現在その分野を活
発に研究している人たちによる解説を集めたものである. Alexandrov
空間やその上の解析学, リッチ曲率に関わる最近の発展などが中心と
なっている. また大津氏の論説では, 大域リーマン幾何学の基礎とな
る比較定理から初めて, Alexandrov空間 1についての基礎的な事柄が述
べられている. それで, もはや筆者が付け加えるべきこともあまりな
いが, 以下では, より昔からの発展の経過など, 他の論説で記述され
ている研究が始まる前の諸研究にっいて述べ, より進んだ内容を学ぶ
上の参考に供したい. 証明は概略にとどめ, まったくない場合も多い
が, 以後の論説の内容の背景を説明するのが目的であるのでご容赦い
ただきたい. 本稿は飛ばし, 大津氏の書いた部分から読み始めてもか
まわない.
本書で扱われるリーマン幾何学は, 計量リーマン幾何学 (metric Rie-

mannian geometry) と呼ばれる分野であり, 距離空間としてのリーマ
ン多様体の大域的性質に関わるものである. 計量リーマン幾何学には,
正 (非負) の曲率をもつ多様体, 負 (非正) の曲率をもっ多様体, 零
に近い曲率を持つ多様体, のそれぞれについて重要な結果があり, そ
れを導く方法は 3つの場合で異なっている. 本書では, 正 (非負) の

曲率をもつ多様体, あるいはそれと方法的に共通点の多い, 有限性定
理や曲率の下からの評価を仮定した諸結果がおおく扱われているので,
本論説の内容もそこに限定する.

2. 球面定理

計量リーマン幾何学には, 先駆的な結果 (たとえば, 後に触れる Myers
の定理, Hadamard-Cartanの定理や凸曲面に関する諸定理) もあるが,
分野として活発に研究されるようになったのは, 次の定理 (Rauchの球
面定理 [49]) から始まるといってよいであろう.

次元 $n$ のみによる正の数 $\epsilon_{n}$ が存在し, 単連結リーマン多様体 $M$ が
$1\geq K_{M}\geq 1-\epsilon_{n}$ を満たすならば, 球面と同相である.

この定理はその後多く発見されている 「球面定理」 と呼ばれる一連
の定理の嗜矢となったものである. ここで, その後にあらわれた代表
的な球面定理のいくっかを挙げる 2.

1定義は大津氏の論説をみよ.
2本稿で述べるのは, 数多くの球面定理のうちのごく一部である. [53] にはより詳

しい概説がある.
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以後 $K_{AM}$ でリーマン多様体 $M$ の断面曲率をあらわす.

定理 2.1. (Klingenberg, Berger [39, 3]) 単連結リーマン多様体 $\Lambda I$ は,
$1\geq K_{\Lambda I}>1/4$ を満たすならば, 球面と同相である.

$1\geq K_{M}\geq 1/4$ が満たされるならば, $M$ は球面と同相である力 1 コ

ンパクト型対称空間 3と等長的である.

定理 2.1は Rauch の定理の一般化であり, 断面曲率の上下からの評
価をもとに, 球面の位相型を特徴づけるという意味で, 最良のもので
ある 4. (複素射影空間, 4元数射影空間, 8元数射影空間の断面曲率は 1
と 1/4の間にある.)

定理 2.2. (Bochner [59]) 単連結リーマン多様体 $\Lambda/I$ の曲率テンソル $R$

が任意の反対称テンソル $\xi$ に対して

$\frac{C}{2}\leq\frac{-R_{ijk\ell}\xi^{ij}\xi^{k\ell}}{||\xi\Vert}\leq C$

を満たすならば ( $C$ は正の定数), $M$ は球面と同じ $\mathbb{R}$係数ホモロジー
群をもつ.

定理の仮定は曲率作用素にかんするもので, 断面曲率に関する条件
よりは強いので, 定理 22は定理 2.1に含まれる (示されたのは定理 2.2
の方が先). ここで述べたのは, 証明の方法が大きく異なるからで, そ

の点については最後の節で説明する.

定理 23. 単連結リーマン多様体 $M$ は, $ 1\geq K_{A^{\prime}M}\geq 1-\epsilon$ を満たすなら
ば, 球面と微分同相である.

定理 2.3の定理 2.1との違いは, 結論が同相より強い微分同相となって
いる点である. 定数は最初に証明された形 $[21,52]$ では, l-\mbox{\boldmath $\epsilon$}n であった

(\mbox{\boldmath $\epsilon$}n は具体的には与えられない正の定数で, 次元に依存する.) その後,
次元によらない定数 $ 1-\epsilon$ に改良され, さらに具体的な数 $(1-\epsilon=0.87)$

が求められた [54]. 具体的な数も何回かにわたって改良され 5 ている.
定理 2.1の数 $1-\epsilon=0.25$ が微分同相も与える可能性もあり, 最良の値
はまだわかっていない.

定理 2.4. (Berger [3], Grove塩浜 [32]) リーマン多様体 $M$が $K_{M}\geq 1/4$

を満たし, 直径が $\pi$ より大きければ, 球面と同相である.

Berger は定理の仮定のもとで, $\Lambda/I$ がホモトピー球面であることを証
明し, Grove-塩浜は球面と同相であることを証明した. 一般ボアンカ
レ予想を用いれば, 後者は前者から得られるが, 証明法が両者で大き
く異なっている. Grove塩浜の証明 (10節で説明する) は, 微分可能
とは限らない関数のモース理論を用いるもので, 断面曲率が下からだ
け評価されている状況での計量リーマン幾何学に多くの応用を持った.

3より正確には, 複素射影空間, 4元数射影空間, 8元数射影空間のどれか
4条件を $ 1\geq K_{AM}\geq 1/4-\epsilon$ の形にゆるめたものもいくつか知られている. [1] をみ

よ.
5現在知られている最良の評価は $1-\epsilon=0.68$ ぐらいである ([33, 55])
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球面定理は, リーマン多様体のなかで最も基本的な球面を特徴付け
るものである. (定理 2.1では, 球面の次に基本的であるコンパクト型
対称空間も含まれている.) 球面定理の計量リーマン幾何学における位
置づけをみるには, 曲面 (2次元実多様体) の分類のやり方を思い起
こすとよい. その方法のひとっは, まず,「単連結 2次元多様体は球面
である」 という定理, すなわち球面の特徴付けを証明し, 一般の曲面
は, そこに帰着していくことによって分類する.
同様にして球面定理はその後の計量リーマン幾何学の発展で大きな

役割を果たした. 特に, 今まであげた 4つの定理の証明にあらわれた
手法は, より一般の状況での研究にも重要な役割を果たした.

3. 有限性定理と GROMOV-HAUSDORFF距離
球面定理と並んで, 計量リーマン幾何学で重要な定理に有限性定理

がある. これは, I 970年代初頭の Cheeger と Weinsteinの仕事に端
を発する. Cheeger の有限性定理 [5] は次のように述べられる.

定理 3.1. おのおのの正の定数 $D,$ $v,$ $n$ に対して, 直径が $D$ 以下, 体
積が $v$ 以上かつ $1\geq K_{M}\geq-1$ であるようなリーマン多様体 $M$ の微分
同相類の数は有限である.

定理 3.1の証明法は, Rauch の球面定理および定理 2.1 (および定理
23) と密接に関係があり, それについては後の節で説明する.
定理 23や定理 3.1 (およびその証明) には, 2つのリーマン多様体

が近いならば, 同相あるいは微分同相である, という考え方があらわ
れる. これは「剛性」 といもいうべきであろう. そこでの近さの意味を
一般のリーマン多様体について明確に定めたのが, Gromov-Hausdorff
距離である 6. また, Gromov-Hansdorff距離の導入により, さらに様々
な定理が生まれてい \langle . Gromov-Hausdorff距離を定義する前に, まず
古典的な HausdorfF距離を復習する. (X, d) を距離空間とし, $Y_{1},$ $Y_{2}$ を
その部分空間とする.

$N_{\epsilon}Y=\{x\in X|d(x, Y)<\epsilon\}$

とおく. (ここで, $d(x,$ $Y)=\inf\{d(x,$ $y)|y\in Y\}$ である.)

定義 3.1. $Y_{1}$ と巧の間の Hausdorff距離 $dx(Y_{1}, Y_{2})$ とは, $Y_{2}\subset N_{\epsilon}Y_{1}$ ,
$Y_{1}\subset N_{\epsilon}$ Y2なる正の数 $\epsilon$ の下限である.

Hausdorff距離は, 完備な距離空間 (X, d) に対して, そのコンパクト
部分空間全体のなす集合上の完備な距離を定めることが知られている.

Gromov-HausdorfT距離とは Hausdorff距離を絶対化したものである.
すなわち (あらかじめどこかに入っているわけではない) 2つの距離
空間の間の距離を定める.

定義 3.2. 2つの距離空間 $(X_{1}, d)$ と $(X_{2}, d)$ の間の Gromov-Hausdorff
距離とは, 距離空間 $Z$ と, 等長埋め込み $X_{1}\rightarrow Z,$ $X_{2}\rightarrow Z$ を動かし
たときの, Hausdorff距離 $d_{Z}(X_{1}, X_{2})$ の下限である.

Gromov-Hausdorff距離を以後 $d_{H}(\cdot, \cdot)$ であらわす.

6Gromov-Hausdorff距離についてより詳しくは [24, 27, 18] 参照.
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Gromov-Hausdorff距離は (たとえば) コンパクト距離空間の等長類
全体の集合上の, 完備な距離をあたえることが知られている.
有限性定理に関わる Gromov-Hausdorff距離についての重要な定理

は, コンパクト性定理と剛性定理である. これらはより発展した形で,
山口氏の論説で詳しく説明されている. ここでは, 山口氏の論説で説
明されている発展が起こる前に示されていた諸結果を述べる.
まず, リッチ曲率の関する Gromov の相対コンパクト性定理を述べ

る. $n,D$ に対して, Ricci.$\geq-(n-1)$ を満たし, 直径が $D$ 以下である
ような, $n$次元リーマン多様体の等長類全体の集合を $\mathfrak{S}_{n}(D)$ とかく.

定理 32. $\mathfrak{S}_{n}(D)$ の (コンパクト距離空間の等長類全体の集合での)
Gro?nov-Hausdorff距離による閉包はコンパクトである.
定理の証明の方法は, Rauch の球面定理および定理 2.1,1.5の証明法
を発展させたもので, 5節で説明する.
次に剛性定理について述べる. Gromov の相対コンパクト性定理は,
リッチ曲率の下からの評価という, 比較的弱い曲率の仮定のもので得
られたが, 剛性定理には, より強い仮定が必要である. ここでは, も

ともと Gromovが仮定した比較的強い仮定をおいて考える. $n,D,v$ に対

して, $1\geq K_{M}\geq-1$ をみたし, 直径が $D$ 以下で, 体積が $v$ 以上である
ような, $n$次元リーマン多様体 $M$ の等長類全体の集合を $\mathfrak{M}_{n}(D, v)$ と

かく.

定理 33. 正の数 $\epsilon_{n}(D, v)$ が存在し, $A/I_{1},$ $iM_{2}\in \mathfrak{M}_{n}(D, v)$ でありかつ,
$d_{H}(M_{1,2}M)\leq\epsilon_{n}(D, v)$ であるならば, $A/I1$ と $\Lambda/I2$ は微分同相である.

定理 33の仮定 $A/I_{1},$ $\Lambda/I_{2}\in \mathfrak{M}_{n}(D, v)$ を弱める研究は, その後の発
展で重要な役割を果たした. $\mathfrak{M}_{n}(D, v)$ の定義中の $1\geq K_{M}\geq-1$ を

$K_{M}\geq-1$ に緩め, 結論の微分同相を同相に置き換えた定理が Perelman
によって示されている. これについては, 山口氏の論説に詳しい紹介
がある. リッチ曲率を考えた場合についても研究がある (酒井氏の論
説に紹介されている).
定理 3.2と 3.3を用いると定理 3.1が得られる. その証明は容易なの

で演習問題とする.
定理 32は相対コンパクト性を主張している. すなわち $\mathfrak{S}_{n}(D)$ の元
からなる列磁に対して, 収束部分列があることを主張している. 関数
解析との類似を考えれば, その極限 $M_{\infty}$ は種々の計量リーマン幾何学
の問題の「弱解」 と見なせる. するとその「Regurality」が重大な問題
である. これは, 定理 33の証明とも密接に関わる. 次の定理はこの
「$Regurality$」 に関わるものである.

定理 34. $\mathfrak{M}_{n}(D, v)$ の閉包の元は, $C^{1,\alpha}$ 級のリーマン多様体である 7

ここで $\alpha$ は 1より小さい任意の正の数である. また $C^{1,\alpha}$ 級のリーマ
ン多様体とは, 計量テンソルの 1階微分までが $C^{\alpha}$ 級ヘルダー連続であ
るような, リーマン多様体をさす.

7この定理は, Gromov[24] のアイデアに基づいて, $[20,48]$ で証明が完成した. もっ

とも, ロシアでも独自あるいは先行するの結果が多くあり (たとえば, [43, 44, 2]) こ

ちらの方が早くできていたのかもしれない.
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定理 34の仮定は $\mathfrak{M}_{n}(D, v)$ であるから, かなり強い. これを弱める
研究には 2通りある. (より一般には両方の一般化を同時にする.) –

っは $\mathfrak{M}_{n}(D, v)$ の定義にある 「体積が $v$ 以上」なる仮定を除く方向であ
る. これは, 退化していくリーマン多様体の列の極限を調べることに
なり, その研究はリーマン多様体の崩壊 (collapsing) の研究と呼ばれ
ている. 本書ではそれほどにはあらわれないので, これについては省
略する ([18] を見よ). もう一方の一般化は断面曲率についての仮定
$1\geq K_{M}\geq-1$ を $K_{M}\geq-1$ に緩めるものである. この方向で定理 3.1
は次のように一般化されている.

$n,D,v$ に対して, $K_{M}\geq-1$ をみたし, 直径が $D$ 以下で, 体積が $v$

以上であるような, $\prime n$ 次元リーマン多様体 $M$ の等長類全体の集合を
$\mathfrak{M}_{n}^{\prime}(D, v)$ とかく.

定理 3.5. (Grove-Petersen-Wu [29, 31]) 任意の $n,$ $D,$ $v$ に対して, $\mathfrak{M}_{n}^{\prime}(D, v)$

の元の同相類の数は有限である 8.

定理 35の証明は, 11節で説明する。
$K_{A/I}\geq-1$ を満たすリーマン多様体の列の極限は, Alexandrov空間の

一種である. Alexandrov空間の研究はこのような意味でも, 計量リー
マン幾何学に重大な役割を果たす. Alexandrov空間については, 本書
の他の論説で詳しく述べられているので, 本稿では触れない.

4. 測地座標と単射半径

定理 2.1の基礎になっているのは, 次の定理である.

定理 4.1. コンパクト多様体 $M$ が開球 $D^{n}$ と同相な 2つの開集合で覆
わるならば, $M$ は球面と同相である.

定理 4.1を球面定理に応用する為に, たとえば定理 2.1の仮定を満た
す M を, 2つの座標近傍で覆いたい. リーマン多様体に対して, その
座標近傍のサイズを評価することは, 他の応用でも重要な役割を果た
す. まず次の定理を思い出そう.

命題 4.2. コンパクトリーマン多様体 $M$ に対して, 正の数 $\epsilon$ があって,
次のことが成り立っ. 2点 $p,$ $q\in M$ の間の距離が $\epsilon$ より小さいならば,
$p,$ $q$ を結ぶ長さが $\epsilon$ 以下の測地線がただ一つ存在する.

命題 4.2の証明はリーマン幾何学の多くの標準的な教科書に載って
いる. 強調しておいたが, 我々の目的にはただ一つであるという点が
重要である. この点を少し説明しよう. (完備) リーマン多様体 $M$ の I
点 $p\in M$ に対して, 指数写像 $Exp_{p}$ : $T_{p}M\rightarrow M$ が定まる. すなわち
$V\in T_{p}(M)$ に対して, $\frac{d\ell}{dt}(O)=V$ なるような測地線 $p_{;\mathbb{R}}\rightarrow M$ をとり,
$P(1)=V$ とおく. 命題 4.2は $Exp_{p}$ : $T_{p}M\rightarrow M$ が半径 $\epsilon M$ の球上で単
射であることを導く.

83次元の場合はホモトピー類の数の有限性しか, $[29, 31]$ では証明されていない.
現在では, Perelman の安定性定理より, 3次元でも同相類の数の有限性が示されて
いる.
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定義 4.1. リーマン多様体 $M$ の単射半径 (injectivity radius) $i_{M}$ : $ M\rightarrow$

$\mathbb{R}$ とは, $p\in M$ に正の数

$ i_{M}(p)=\sup$ { $\epsilon|Exp_{p}$ : $T_{p}M\rightarrow M$ は $\{V\in T_{p}M|\Vert V\Vert<\epsilon$ で単射}}

を対応させる関数である.

命題 42は, コンパクトリーマン多様体 $M$ にたいして $i_{M}\geq\epsilon M$ が

成り立つことを意味する. ( $iM$ が連続であることは容易にわかるから,
$i_{M}\geq\epsilon_{M}$ だけなら各点で $Exp_{p}$ が原点の近傍で微分同相であること 9か

ら容易に従う. 命題 4.2はもう少し強いことを言っている.)
$R<i_{M}(p)$ のとき, $p$ での指数写像 $Exp_{p}$ : $T_{p}M\rightarrow M$ を半径 $R$ の球

体に制限すると, $p$の近傍の座標が得られる. これを測地座標 (geodesic
coordinate) という.
さて, 命題 42の $\epsilon_{M}$ あるいは単射半径 $i_{M}$ を下から評価することが,

定理 2.1に重要である. これが次の定理である $1$ .

定理 4.3. 定理 2.1の仮定を満たす多様体 $M$の単射半径について, $ i_{M}\geq$

$\pi$ が成り立っ.

より正確に述べると, 偶数次元の場合には, $K_{M}>0$ であるリー

マン多様体では $ i_{M}\geq\pi$ でかつ単連結である 11. 奇数次元の場合には,
$1\geq K_{M}\geq 1/4$で単連結なリーマン多様体では $ i_{M}\geq\pi$が成り立つ. (単
連結でない場合についても種々の結果があるが省略する.)
定理 43を用いると, 定理 2.1のは, おおむね, 次のように証明され

る. 定理 4.3より $M$ の単射半径は $\pi$ 以上で, 特に, $M$ の直径は $\pi$ 以上
であることに注意しておく.
まず, $1\geq K_{M}>1/4$ とする. このときは $M$ のリーマン計量を $ 1+\delta$

倍 ( $\delta$ は十分小さい正の数) しても $K_{M}>1/4$ は満たされる. すると,
$M$ は定理 24の仮定を満たから, 球面と同相である. (定理 24の証明
は 10節で説明する.)
次に, $1\geq K_{M}\geq 1/4$ とする. もし, $M$ の直径が $\pi$ より真に大きい

ならば, やはり, 定理 2.4より, $M$ は球面と同相である.
最後に $M$ の直径が $\pi$ の場合を考える. この場合は, 指数写像 $Exp_{p}$ :

$T_{p}M\rightarrow M$ を半径 $\pi$ の球体 $D^{n}(\pi)$ に制限して考えると, その内部では,
定理 2.1より, $Exp_{p}$ は微分同相で, また, $Exp_{p}(D^{n}(\pi))$ は $M$全体にな

る. つまり, $n$次元球体をその境界のところでつぶして, $M$ ができあ

がっている. この状況を詳しく調べることで, $M$ がランク 1のコンパ

クト型対称空間であることを, 証明することができる. この部分の証
明は省略する. (たとえば $[8]7$章参照.)

定理 43の証明は, その概略を後で述べる. その前に, 基礎的なこと
をいくつか述べておく. まず次の定理が成り立つ.

9これも実は逆関数定理からすぐわかる
10定理は偶数次元では [3], 奇数次元では $[40, 11]$ による.

11この単連結性の主張を Sygne の定理という.
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定理 44. リーマン多様体 $M$ が, $I\zeta M\leq 1$ を満たせば, 指数写像 $Exp_{p}$

の微分について
$\Vert d_{x}Exp_{p}(V)\Vert\geq\Vert V\Vert\sin\frac{x}{r}$

が成り立つ. ここで $x\in T_{p}(M),$ $\Vert x\Vert=r_{f}V\in T_{x}T_{p}(M)\cong T_{p}(M)$ .
また, $K_{M}\geq 1$ ならば,

$\Vert d_{x}Exp_{p}(V)\Vert\leq\Vert V\Vert\sin\frac{x}{r}$

が成り立っ.

定理 44から特に, $1\geq K_{AM}$ を満たすリーマン多様体の指数写像 $Exp_{p}$ :
$T_{p}M\rightarrow M$ のヤコビ行列は, 半径 $\pi$ の球体 (の内部) では可逆である
ことをがわかる.
定理 44の不等式の等号が球面の場合に成り立っことに注意しておく.
定理 4.4は Rauchがその球面定理を証明するために用いた Rauch の

比較定理の系である. Rauchの比較定理はヤコビ場についてのものであ
るが, ヤコビ場は定理 4.4の証明では次のようにしてあらわれる. $x,$ $V$

を定理 4.4のようにとり, 測地線 $P_{s}$ を

$\ell_{s}(t)=Exp_{p}(t(x+sV))$

で定義する. 各々の $s$ に対して $\ell_{s}$ は測地線を定める. その $s$ に関する
微分

$J(t)=\frac{\partial\ell_{s}(t)}{\partial s}|_{s=0}\in T_{\ell_{0}(t)}M$

がヤコビ場である. ヤコビ場の $t=1$ での値を考えると,

$d_{x}Exp_{p}(V)=J(1)$ ,

が成り立つ. よって定理 44を示すには, ヤコビ場の大きさを評価すれ
ばよい. それにはヤコビ場が満たす微分方程式

(4.1) $\frac{D^{2}}{dt^{2}}J(t)+R(\frac{dp_{0}}{dt}(t),$ $J(t))\frac{dl_{0}}{dt}(t)=0$

を用いる. ここで $\frac{D}{dt}$ は接ペクトル $\frac{d}{d}p_{A,t}(t)$ についての共変微分, $R$ は曲
率テンソルである.
正規直交ペクトル対 $e_{1},$ $e_{2}$ に対して, $g(R(ee)e_{2}, e_{1})$ は $e_{1,2}e$ の張
る面の断面曲率である (ここで $g$ はリーマン計量を表す) から, 方程式
(4.1) の第 2項は断面曲率であらわすことができる. このことを用いて,
方程式 (4.1) を球面の場合の同様の方程式と比べることで定理 44が示
される.

定理 44の結論の不等式を積分すると, $p$の近くの 2点 $Exp_{p}(x),$ $Exp_{p}(y)$

の間の距離を, 球面内の対応する 2点 $Exp_{\overline{p}}\overline{x},$ $Exp_{\overline{p}}\overline{y}$ と比べることが
できる. すなわち, $\tilde{P}\in S^{2},\tilde{x},\tilde{y}\in T_{p}S^{2},$ $\Vert x\Vert=\Vert\tilde{x}\Vert,$ $\Vert y\Vert=\Vert\overline{y}\Vert$ ,
$\langle x, y\rangle=\{\tilde{x},\tilde{y}\rangle$ なるようにとると,

(4.2) $d(x, y)\geq d(\tilde{x},\tilde{y})$ (ないしは $d(x,$ $y)\leq d(\tilde{x},\tilde{y})$ )
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が成り立っ. この式は $x,$ $y$ が十分近くの場合, たとえば一っの測地座
標の中で成立する. これを必ずしも近くにあるとは限らない $x,$ $y$ に対
しても成り立つように改良したのが, 種々の比較定理であると考えれ
ばよいであろう. たとえば, Toponogov の比較定理は 3角形の角度と
辺の長さの言葉で定式化されている. (Toponogov の比較定理は大津氏
の論説で詳しく説明されている.)
既に述べたように, 定理 44は, $IC_{AI}\leq 1$ ならば, 指数写像は半径 $\pi$

まではめ込みであることを意味する. 特に指数写像は局所的には半径
$\pi$ まで単射である. 大域的にも単射であるかどうかの考察が, 定理 4.1
の証明には必要である. ここで用語をいくつか導入しておく.

定義 4.2. $q\in\Lambda/I$ が $p\in M$ に関して共役点 (conjugate point) であると
は, $q=Exp_{p}(x)$ なる $x$ で, $dExp_{p}$ が $x$ で全射でないものが存在する
ことをさす.

$q$ が $p\in M$ の cut point12であるとは, $x\neq y\in T_{p}(M)$ で $Exp_{p}x=$

$Exp_{p}y=q$ なるものが存在することをさす.

単射半径 $i_{M}(p)$ が $r$ 以上であるとは, $p$ から距離 $r$ 以内に共役点も
cup point もないことと同値である. 共役点までの距離の評価は, ヤコ
ビ場の評価 (定理 44) を用いてできるが, cut point までの距離の評価
はより大域的な問題である. ここで, 共役点について次の基本的な定
理を述べておく. (証明はたとえば $[8]p96$ をみよ.)

定理 4.5. リーマン多様体 $M$ の任意の 2点 $p,$ $q$ に対して, $d(p, q)<r$

なら $q$ は $P$ についての共役点でないとする. もし, $i_{M}(p)<r$ なる点 $P$

が存在すれば, M には長さが 2r未満の閉測地線が存在する.

定理 44と定理 45を用いると, 定理 43はその仮定の下で閉測地線
の長さが $ 2\pi$ 以上であることを示せばよいことになる. この証明につい
てごく簡単に以下説明する. (詳しくは $[8]p100$ などをみよ.)

まず次元が偶数の場合を考える. $\ell$ : $S^{1}\rightarrow M$ を $1\geq K_{M}>0$ なる単
連結多様体の長さが最短の測地線とする. $S^{1}\cong \mathbb{R}/\mathbb{Z}$ とみなす. $p=\ell(O)$

とする. $\ell$ に関する平行移動により, ホロノミー $ho1_{\ell}$ : $T_{p}M\rightarrow T_{p}M$ が

定まる. 接ベクトル $\frac{d\ell}{dt}(0)$ はホロノミーで不変である. $ho1\ell$ は直交変換
であるから, $\dim M$が偶数次元であることより, $\frac{dp}{dt}(0)$ と直交するベク
トル $V$ で holp$(V)=V$ であるものがある. すると, $V$ を平行移動する
ことにより, $V(t)\in\ell(t)$ なる $p$ にそったベクトル場が決まり, それは
平行ベクトル場である.

$\ell_{s}(t)=Exp_{\ell(t)}(sV(t))$

とおく. $V(t)$ の共変微分が $0$ であることを用いると, $p_{s}$ の長さの $s$ に

関する 1階微分が $0$ であることがわかる. さらに, 断面曲率が正であ
ることを用いると, $P_{s}$ の長さの $s$ に関する 2階微分が負であることが
示される 13. これは, $p$が最短測地線であることに反する.

12cup point の訳語はあるのかどうか知らない. $p$ の cut point 全体を cut locus と

いうが, その訳語は最小軌跡である.
13第 1変分公式, 第 2変分公式を用いる.
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奇数次元のときの定理 43の証明には, より精密な議論が必要であ
る. 実際, $S^{3}$ を有限群 $\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}$ の作用で割った商空間は単連結ではない
が, 曲率は 1で, $ p\rightarrow\infty$ でその単射半径は $0$ に近づく. したがって,
定理 43を奇数次元の場合に証明するためには, 単連結性の仮定を用い
ることが不可欠である.
奇数次元のときの証明は, おおよそ次の通りである. 長さが $ 2\pi$未満

である閉測地線 eがあったとする. Mが単連結であから, e は定置写像
とホモトピックである. $\ell_{s}$ を $\ell_{0}=\ell,$ $\ell_{1}=$ 定置写像なるホモトピーと
する.

$\ell$ は長さ最短であるとしてよい. さらに仮定 $K_{A/M}\geq 1/4$ を用いて, $\ell_{s}$

の長さはいつも 2\mbox{\boldmath $\pi$}未満であるとしてよいことが示される. (長さが $ 2\pi$

以上の閉測地線の (長さに関する) モース指数が 2以上であることを
用いる 14.)
さて, l 点 p=\ell (0) での指数写像 EXpp を考える. Expp は半径\mbox{\boldmath $\pi$} の球

体の内部では, はめ込みである. 次元の等しい空間どうしのはめ込みで
あるから, だいたい被覆写像とおもってよい. $\ell_{s}$ の長さは $ 2\pi$未満であ
るから, \ell s の像は pからの距離が \mbox{\boldmath $\pi$}未満である. この範囲では, $Exp_{p}$

は被覆空間のようなものだから, ホモトピー $\ell_{s}$ を接空間 $T_{p}M$ に持ち上
げることができる. ( $\ell_{1}$ は定置写像だから, 持ち上げることができるこ
とをつかう.) ところが, $\ell_{0}=\ell$が測地線であることを考えると, $P_{0}$ は
$S^{1}\rightarrow T_{p}M$ なる連続写像に持ち上げることができない. これは矛盾で
ある. これで, 単射半径が $\pi$ 以上であることが示された 15.

5. パッキングとコンパクト性定理

有限性定理 (定理 3.1) や定理 32の証明にも, 今まで説明してきた
議論と同様の議論があらわれる. この点について説明しよう. まず定
理 32について述べたい. この定理を導く基礎になる命題は次の命題で
ある.

命題 5.1. $D\in \mathbb{R}$ と, $N:(0,1)\rightarrow N$ に対して, 次の条件 (1), (2) を満た
す完備距離空間の等長類全体の集合 $\mathfrak{M}et(D, N)$ は, Gromov-Haitsdorff
距離に関してコンパクトである.

(1) $M$ の直径は $D$ 以下.
(2) 任意の $\epsilon\in(0,1)$ に対して, 次の性質をもつ有限部分集合 $M(\epsilon)$

が存在する.
$(2.a)$ $M(\epsilon)$ の位数は $N(\epsilon)$ 以下.
$(2.b)$ 任意の $x\in M$ に対して, $ d(x, x_{0})<\epsilon$ なる, $x_{0}\in N(\epsilon)$ が存在
する.

14半径が 2すなわち断面曲率が 1/4である $n$ 次元球面では, 長さ $ 2\pi$ の測地線分
(北極と南極を結んでいる) は, 長さを北極と南極を結ぶ線分全体のなす空間上の関
数とみたとき, モース指数が $n-1$ である. これと比較する.

15以上の議論では, 仮定が $1\geq K_{M}\geq 1/4$ で等号が入っている場合の定理 2.1の
証明には不十分である. ( $\ell_{s}$ の長さを 2\mbox{\boldmath $\pi$}以下にできるというところまでしかでない
から). その場合はさらに精密な議論を要する.
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命題 5.1の証明はたとえば [18]\S 2参照.
後でも使うので言葉を導入しておく.

定義 5.1. $($ 2. $b)$ を満たす $M$ の部分集合のことを $M$ の $\epsilon$ ネットという.

命題 5.1から定理 3.2を導くには, 次の命題を用いる. $S^{n}(\kappa)$ で断面
曲率が定数 $\kappa$ であるような, 完備単連結リーマン多様体をあらわす.

命題 5.2. リーマン多様体 $M$のリッチ曲率が Ricci $>(n-1)\kappa$ を満たせ
ば, その半径 $R$ の球 $B_{p}(R, M)$ の体積 $Vol(B(R, M))$ に関して, $r<R$
ならば

(5.1) $\frac{Vo1(B_{p}(R,\Lambda/I))}{Vo1(B_{p}(r,\Lambda I))}\leq\frac{Vo1(B_{p0}(R,S^{n}(\kappa)))}{Vo1(B_{p_{0}}(r,S^{n}(\kappa)))}$

が成り立っ.

これも比較定理の一種で Bishop-Gromov の不等式と呼ばれる. 式
(5.1) の右辺は $M$ が断面曲率 $\kappa$ の定曲率空間の場合の左辺の値である.
命題 52の証明には, 指数写像のヤコビ行列式を評価する. これは定理
4.4と同様になされる. 違うのは命題 5.2では仮定がリッチ曲率に対す
るものである点である. しかし, ヤコビ行列の固有値ではなくその積
である行列式を評価すれば十分であるので, 断面曲率の平均値である
リッチ曲率に対する仮定で十分であるというのが, アイデアの半分で
ある.
この議論だけだと, 単射半径の中でし力\searrow 命題を示せない. (体積の

評価を単射半径の外でも行えるというのは, 議論の要点の一つである.)
単射半径を超えても命題が正しいことを示すには, ($p$ は止めて)q\in M
を動かしたときの $p,$ $q$ を結ぶ最短測地線を $\ell_{p,q}$ とおき (複数ある時はそ
の全部を考える),

$V=\{\frac{d\ell_{p,q}}{dt}(0)\in T_{p}M|q\in M\}$

を考える. ただし, $\underline{d\ell}_{Ll}dt(0)$ の大きさが $d(p, q)$ になるようにパラメータ
をとっておく.

$Vol(B_{p}(R, M))=\int_{V\cap B(R)}\Vert\det d_{x}Exp_{p}\Vert dx$

である. ($B(R)\in T_{p}M$ は原点を中心にした半径 $R$ の球体, $\det d_{x}Exp$

は指数写像のヤコビ行列.) 単射半径のぞとで考えることの影響は, $ V\cap$

$B(R)\neq B(R)$ であることである. しかし, $V$ は星状である. つまり,
$x\in V$ ならば $x$ と $0$ を結ぶ線分は $V$ に含まれる. このことを用いると,
(5.1) の左辺は, 単射半径が $R$ より大として計算した値より, 小さいこ
とがわかり, 命題 5.2が示される. (詳しくは, たとえば, [37] 4.6参照.)

命題 52が次の古典的な定理 (Myers の定理) を導くことに注意して
おく.

定理 5.3. $n$次元完備リーマン多様体 $M$ が, Ricci $\geq(n-1)$ を満たせ
ば, $M$ はコンパクトでその直径は $\pi$ 以下である.
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命題 52と命題 5.1から定理 3.2を導くには次のようにする. $M$ が
定理 3.2の仮定を満たすとして, 命題 5.1の仮定をチェックすればよい.
$\epsilon>0$ とする. $Z$ を $\ulcorner_{ZZ}\in Z,$ $z1\neq Z2$ ならば $ d(zz)>\epsilon$」 を満たす
$M$ の部分集合の中で極大なものとする. すると, 極大性から, (2.2) が
成り立っ. 一方 $B_{z}(\epsilon/2,1|/I),$ $z\in Z$ はお互いに交わらないから,

$\sum_{z\in Z}Vol(B_{z}(\epsilon/2, M))<VolM$

が成り立つ. $B_{z}(D, M)=M$ であるから, 命題 5.1より

$\# Z\leq\frac{Vo1(M)}{\sup Vo1(B_{p}(\epsilon,A^{\prime}I))}\leq\frac{Vo1(B_{p_{0}}(D,S^{n}(\kappa)))}{Vo1(B_{p0}(\epsilon/2,S^{n}(\kappa)))}$

が成り立つ. この右辺を $N(\epsilon)$ とすればよい.

注意 5.1. 上の証明であらわれた, 球をより小さい球で覆うのに必要な
数を調べるというアイデァは, 実解析でもしばしば用いられる. 本書
の加須栄氏や塩谷氏の論説でも, 距離空間上の解析に用いられている.

上の証明の $Z$ について, $B_{z}(\epsilon, M),$ $z\in Z$ は $M$ を覆っている. すなわ
ち, $M$ をおおう測地球の数を評価することによって, 定理 32を示した
ことになる. ここで, もし $\epsilon$ が $M$ の単射半径より小さければ, $B_{z}(\epsilon, M)$

は $D^{n}$ と微分同相である. こう見てくると, 定理 32の証明が, 球面定
理の証明法の拡張であることがわかると思う. 球面定理の証明に用い
られた定理 4.1は, 多様体が 2つの球体で覆われている場合を考え, 球
面と同相であることを結論としているが, これを 「多様体がある一定
の数の球体で覆えるならば多様体の微分同相類の数がその数で評価で
きる」 というタイプの命題に置き換えればよい. ただし, この「」のな
かの主張自身はあまり成り立ちそうにないので, 球体が貼り合わさっ
ているところでの, 貼り合わせ写像の様子も含めて考える必要がある.
それを行う方法はいくつか知られているが, 後の節で述べる. これを
実行して得られるのが定理 3.1である. ここでは, ちょっと弱い形の,
次の主張を示しておく (Weinstein [58]).

命題 54. $D,$ $\epsilon$ に対して, 次の条件を満たす $n$次元閉リーマン $M$ 多様
体のホモトピー類の数は有限個である.
(1) $M\in \mathfrak{S}_{n}(D)_{f}$

(2) $M$ の単射半径は $\epsilon$ より大.

証明には, 定理 32の証明に用いた $Z$ を用いる. これを用いて, 被
覆 $B_{z}(\epsilon, M)$ を考えると, これは単純被覆である. すなわち, 任意の
$z_{1},$ $\cdots$ $Zk\in Z$ について, $\bigcap_{i=1}^{k}B_{z_{i}}(\epsilon, M)$ は可縮であるか空である. こ

のことから次の単体複体 $K(Z)$ が $M$ とホモトピー同値であることがわ
かる.

(1) $K(Z)$ の頂点は $Z$ の元.
(2) $z_{0},$ $\cdots Zk\in Z$ が $K(Z)$ の $k$単体をはるのは, $\bigcap_{i=0}^{k}B_{z_{i}}(\epsilon, M)\neq 0$

のときで, そのときに限る.
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$Z$ の位数は $ D,\epsilon$ だけで決まる数より小さいから, $K(Z)$ の同型類の数
は有限である. これから命題 5.4が従う.
定理 3.1では単射半径の代わりに体積の下からの評価が仮定されて

いる (この方が幾何学的に自然な仮定である). 断面曲率についての仮
定の下では, 両者は同値である. すなわち,

命題 5.5. $n,$ $D,$ $v$ のみによる正の数 $c(n, D, v)$ が存在し, $M\in \mathfrak{M}_{n}(D, v)$

ならば, $i_{M}\geq c(n, D, v)$ である.

命題 5.5 (Cheeger による) の証明は定理 3.5の証明とも関わりが深
いので, 11節で説明する.

6. イソトピーによる同相微分同相の構成

5節では多様体を $D^{n}$ と微分同相な開集合で覆うとき必要になる開集
合 (そこでは距離球体をもちいた) の数の評価について述べ, それが
たとえばホモトピー類の数の評価を導くこと (命題 54) を説明した.
しかし, そこでも述べたように, 微分同相類あるいは同相類の数を評
価するには, より精密な議論が必要である. この節以後の 4つの節で
はそこで必要になる考え方のいくっかを紹介する.
再び球面定理, この場合は微分可能球面定理 (定理 23) を考える.

定理 2.1の証明についての 4節の説明では明示しなかったが, 次の事実
が成り立っ.

命題 6.1. リーマン多様体 $M$ が $K_{M}1/4$ を満たし, その直径が $\pi$ より
大きいとする. このとき, $p,$ $q\in M$ を $p,$ $q$ の距離が $M$ の直径になるよ
うにとると,

Int $B_{p}(\pi, M)U$ Int $B_{q}(\pi, M)=M$

である. (Int は内部 (開核) をあらわす.)

証明は 10節で与える.
定理 23の仮定を満たす $M$ を考える. すなわち, $M$ は単連結かつ

$ 1\geq K_{M}\geq 1-\epsilon$ である. すると, 命題 6.1と定理 4.3により 16 $M$ を 2
つの球体 $V_{1},V_{2}$ で覆うことができる. ( $V_{i}\cong D^{n}$ である.) (ここでは $V_{i}$. は
閉集合にとる.) このとき $\partial V_{i}\cong S^{n-1}$ である. また, $V_{1}\cap V_{2}=\partial V_{1}=\partial V_{2}$

となるようにとることができる. すると,

(6.1) $I;S^{n-1}\cong\partial V_{1}=\partial V_{2}\cong S^{n-1}$

なる微分同相写像が決まる. 容易にわかるように, $I$ が恒等写像とイソ
トピックならば (すなわち, $I_{t}$ なる微分同相の滑らかな族で? $I_{0}=I$ ,
$I_{1}=id$ なるものがあれば), $M=V_{1}\cup V_{2}$ は球面 $S^{n}$ と微分同相にな
る. そこで, 次のことを用いる.

命題 6.2. コンパクトリーマン多様体 $N$ に対して, $\epsilon N>0$ が存在して,
$F:N\rightarrow N$が $C^{1}$ ノルムに関して恒等写像と $\epsilon N$ 程度近ければ, $F$ は恒
等写像とイソトピックである.

$16M$の直径が丁度 $\pi$ であると, $M$ は対称空間になってしまうので, $ 1\geq K_{M}\geq 1-\epsilon$

を満たさない.
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証明は初等的である. 命題 62を定理 24の証明に用いるには, 次の
補題をっかう.

補題 6.3. 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta_{n}(\epsilon)>0$ が存在し, 次が成り立っ.
$M$ を単連結 $n$次元リーマン多様体とし $1>K>1-\delta_{n}(\epsilon)$ を仮定する.
このとき, 貼り合わせ写像 (6.1) を恒等写像の間の $C^{1}$ ノルムに関する
距離が $\epsilon$ より小さくなるようにとることができる.

証明は省略する. [8] Chapter 7などを見てほしい.
さて, 剛性定理 (定理 33) と有限性定理 (定理 3.1) の証明に以上

の考え方がどのように使えるかを説明したい. Cheeger による定理 3.1
の元々の証明 [5] は, 以上の考え方に近いものなのである.

$M,N$ をリーマン多様体とし, それらが同じ数の距離球で覆われてい
るとする. すなわち $M=\bigcup_{i=1}^{k}B_{p_{i}}(\epsilon, M),$ $N=\bigcup_{i=1}^{k}B_{q_{i}}(\epsilon, N)$ とする.

$ 10\epsilon$ は $M$ および $N$ の単射半径より小さいとする. (10倍がついている
のは技術的な理由である.) 球体たちの交わり方のパターンは一致して
いるとする. すなわち, $i,j$ について, $ B_{p_{i}}(\epsilon, M)\cap B_{p_{j}}(\epsilon, M)\neq\emptyset$ であ
るのは, $ B_{q_{i}}(\epsilon, N)\cap B_{q_{j}}(\epsilon, N)\neq\emptyset$ であるときで, そのときに限ると仮
定する.
さて, $M$ と $N$ はいつ微分同相かを考えよう. そのために, $M$の座標

系 $M=\bigcup_{i=1}^{k}B_{p_{i}}(\epsilon, M)$ , と $N$ の座標系 $N=\bigcup_{i=1}^{k}B_{q_{i}}(\epsilon, N)$ の座標変換を
比べてみよう. 座標変換の定義域と値域が同じになるように, 次のよ
うにする. $ B_{p_{i}}(\epsilon, M)\cap B_{p_{j}}(\epsilon, M)\neq\emptyset$ と仮定する. すると, $ B_{p_{i}}(\epsilon, M)\subset$

$B_{p_{j}}(10\epsilon, M)$ である. 各々の $p_{i},qj$ に対して, 等長変換 $T_{p_{i}}M\cong \mathbb{R}^{n},$ $ T_{q:}N\cong$

$\mathbb{R}^{n}$ を決めておき, 接空間たちを $\mathbb{R}^{n}$ と同一視する. (同一視の仕方はい
ろいろあるがとにかく決めておく.)

$t_{i}^{(loeM)}$

図 1
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合成
$\varphi_{ji}^{A\prime.I}=Exp_{p_{j}}^{-1}\circ Exp_{p\iota}$ : $B^{n}(\epsilon)\rightarrow B^{n}(10\epsilon)$

を考える. ここで $B^{n}(\epsilon)$ は $\mathbb{R}^{n}$ の原点を中心とした半径 $\epsilon$ の球体で,
$Exp_{p_{j}}^{-1}$ は指数写像 $Exp_{p_{\dot{J}}}$ : $B^{n}(10\epsilon)\rightarrow N$ の逆写像である . $\varphi_{ji}^{N}$ も同

様に定義する.
次の命題では $\varphi_{j_{?:}^{\prime}}^{A1}$

’
$\varphi_{ji}^{N}$ の 2階微分 ( $C^{1,\alpha}$ ノルムでもよい) はある定

数 $C$ より小さいと仮定する.

命題 64. $\epsilon_{n,k}(C)>0$ が存在して, 次のことが成り立つ. もし, $\varphi^{A/I}ji$ と

$\varphi_{j_{i}}^{N}$ が $C^{1}$ ノルムの意味で $\epsilon_{n,k}(C)$ 程度近ければ, $M$ と $N$ は微分同相で
ある.

命題 6.4を Cheeger は次のようにして証明した. まず命題 6.2を用い
て座標変換 $\varphi^{A1}j_{i}^{\prime}$

’
$\varphi^{N}ji$ がイソトピックであることをいう. これを用いて,

微分同相を作っていく. 以上の証明の細部は [5] にある. 7節で少し違っ
た議論を用いて証明する.
命題 64をもちいて, 定理 3.1が証明ができることは, 技術的な細部
を除いて, 想像がつくであろう. すなわち, まず定理の仮定を満たす
リーマン多様体を覆うにに必要な測地球の数は, ある定数以下である.
また, 測地球の数が有界ならば, それらの交わり方のパターンも有限
種類である. 交わり方のパターンが決まれば, 命題 64より, 座標変換,
$\varphi_{j_{i}}^{A^{\gamma}I}$ がお互いに近い 2つのリーマン多様体は微分同相であることがわ
かる. もし, あらわれる座標変換の 2階微分までが一様に有界であれ
ば, Ascoli-Alzera の定理によって, あらわれる座標変換全体の集合は
$C^{1}$ ノルムの意味でコンパクトであることがわかるから, 定理 3.1が示
される.
問題は, 座標変換の 2階微分を一様に評価することである. 定理 3.1
の仮定は曲率に関するもので, 曲率は計量の 2階微分であるから, こ

の仮定から座標変換の 2階微分の評価が出そうである. しかし, 測地
座標を用いると, 断面曲率に関する仮定は, 座標変換の 2階微分を評
価するには不十分である. この問題点を回避するために, Cheeger は
命題 64のように 「 $C^{1}$ の意味で近い微分同相写像がイソトピックであ
ること」 を使うのでなく, 「 $C^{0}$ の意味で近い同相写像がイソトピック」
というより高級な位相幾何学の定理を使った. (ただしこの場合のイソ
トピーは同相写像 (微分同相写像ではなく) を通ってのイソトピーであ
る.) さらに位相幾何学のイソトピー拡張定理という定理を使って, 命
題 64を証明した. この議論だけだと 4次元の場合の定理 3.1が証明さ
れない 17. (すなわち, 微分同相の意味の有限性定理が証明されない.
4次元以外では, 同相であるが微分同相でない多様体は有限個である
ことが, 手術の理論を用いて示されているので, 微分同相の意味の有
限性定理も, この議論で示される.)
現在では, 次の節で述べる調和座標を用いることで, 座標変換の $C^{2,\alpha}$

ノルムの, 断面曲率による一様な評価ができる.

17この点はのちに [47] が技術的な議論を補って 4次元でも定理 3.1が示された.
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以上説明したアイデアは, 十分に近い写像同士はイソトピックであ
る, ということを使って, 同相や微分同相を作るもので, 自然なアイ
デアであるが, 技術的に実行に困難がともなう.

7. 調和座標とその応用

先の節で述べたように, 測地座標は座標変換の微分の大きさ (ヘル
ダーノルム) を, 曲率を用いて評価しようとするとき, 最良の評価を与
えない. この点を解決するのが, 調和座標 (Harmonic coordinate) であ
る 18. 調和座標には様々な応用があり, たとえば定理 34の証明の, 極
限の計量が $C^{1,\alpha}$ 級であることの証明にも, 重要な役割を果たす.
リーマン多様体 $M$から出発する. $M$ の単射半径は $r$ より遙かに大き

いとする. 一点 $p\in M$ をとり, $T_{p}M$の正規直交基を $e_{i}(p),$ $i=1,$ $\cdots n$

とする. $v_{i}(p)=Exp_{p}(re_{i}(p)),$ $w_{i}(p)=Exp_{p}(-re_{i}(p))$ とし,

(7.1) $h_{p,i}(x)=\frac{d(x,w_{i}(p))^{2}-d(x,v_{i}(p))^{2}}{4r^{2}}$

とおく. $h_{p,i}$ のことを概線形関数 (almost linear function) とよぶ. $(M=$
$\mathbb{R}^{n}$ ならば, $h_{p,i}$ は線形関数である.)

$h_{p}=(h_{p,1}, \cdots h_{p,n})$ は $p$の近傍での $M$ の座標を与える. しかし, こ

れはまだ基本的には距離関数だから, その微分の評価は最良ではない.
$h_{p,i}$ を調和関数で置き換える. すなわち, 次のような境界条件にもつ,
ラプラス方程式 $\Delta\varphi=0$ の境界値問題を考える. $r<<\delta<<iM(p)$ な
る $\delta$ をとり,

$\varphi_{p,i}$ : $B_{p}(\delta, M)\rightarrow \mathbb{R}$

で次の条件を満たすものを考える.

(1) $\triangle\varphi_{p,i}=0$ .
(2) $q\in S_{p}(\delta, M)$ ならば $\varphi_{p,i}=h_{p,i}$ .
定義 7.1. $\varphi_{p}=(\varphi_{p,1}, \cdots \varphi_{p,n})$ を調和座標という.

調和座標が $p$の近傍で座標関数になっていることは, 曜が $h_{i}^{p}$ に $C^{1}$

ノルムの意味で近いことからわかる.
調和座標の座標変換について, 次の $C^{2,\alpha}$ ノルムの評価が成り立っ.

$D^{n}(\epsilon)=\{x\in \mathbb{R}^{n}|\Vert x\Vert<\epsilon\}$ とおく. $10\epsilon<r$ なる $\epsilon$ をとり, $p,$ $q\in M$ を
$ d(p, q)<\epsilon$ となるようにとる. $\varphi_{p}$ の逆写像の制限 $\varphi_{p}^{-1}$ : $D^{n}(\epsilon)\rightarrow M$ の

像は $\varphi_{q}$ : $B_{q}(r, M)\rightarrow \mathbb{R}^{n}$ の定義域に含まれる. 従って,

(7.2) $\varphi_{q,p}^{M}=\varphi_{q}\circ\varphi_{p}^{-1}$ : $D^{n}(\epsilon)\rightarrow \mathbb{R}^{n}$

が定義される.
18ゲージ理論において, ゲージ理論の方程式の解のゲージ同値類をうまく選び,

ゲージ変換の自由度をうまく消すことが, 例えばモジュライ空間の研究で重要であ
る. ここで考えているのは,「重力理論」であり, 座標変換がゲージ変換にあたる. 調
和写像のようなうまい座標を選ぶ議論は, 物理では Gauge flxing と呼ばれる操作に
対応する. 調和座標が導入されたのは, Uhlenbeck らがゲージ理論でクーロンゲージ
などを用いたのと同時期である. この節の定理 34の証明は, Uhlenbeck による自己
共役接続のモジュライ空間のコンパクト性の議論とそっくりである.
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定理 7.1. $r,$ $\epsilon,$
$\alpha$ と次元 $n$ にだけによる定数 $C(r, \epsilon, \alpha, n)$ が存在して,

$\varphi_{q,p}^{A/1}$ の $C^{2,\alpha}$ ノルムは $C(r, \epsilon, \alpha, n)$ 以下である.
また, 調和座標に関してリーマン計量の $C^{1,\alpha}$ ノルムも $C(\prime r, \epsilon, \alpha, n)$ 以

下である.

証明は調和関数のアプリオリ評価にもとつ \langle . [34, 35, 20] をみよ. (そ
こでは後半 (リーマン計量の $C^{1,\alpha}$ ノルムの評価) が述べてある. 前半
はこれから容易に従う.)

応用の例として定理 34を証明してみよう 19. $\mathfrak{M}_{n}(D, v)$ の元の列 $\Lambda^{\prime[}k$

をとり, その Gromov-Hausdorff距離に関する極限を $X$ とする. 定理
43により, $A/Ik$ の単射半径は $k$ によらない正の数 $r$ より大きいことに
注意しておく. $10\epsilon<r$ なる $\epsilon$ をとる. 2節で説明したと同じ方法で,
$A/[k\cdot$ の有限部分集合 $\{pi,k|i=1, \cdots I_{k}\}\in A/[k$ を, 次の条件を満たすよ
うにとることができる.

(1) $I_{k}$ は $k$ によらない数より小さい.
(2) $\bigcup_{i}\varphi_{p_{i,k}}^{-1}(D^{n}(\epsilon))=A^{\prime}I_{k}$ .

(1) より, 部分列に移ると, $I_{k}$ が $k$ によらず一定の数 $I$ であると仮
定してよい. すると, (2) から, 作られる座標近傍 $\bigcup_{i}\varphi_{p_{i,k}}^{-1}(D^{n}(\epsilon))$ たち
の交わりのパターンは有限通りだから, 再び部分列にうつって, これ
も $k$ によらないとしてよい. すなわち, $i,j\leq I$ に対して,

(7.3) $\varphi_{p_{i,k}}^{-1}(D^{n}(\epsilon))\cap\varphi_{p_{j,k}}^{-1}(D^{n}(\epsilon))$

が空であるかどうかは $k$ によらないとしてよい.
さて, (7.3) が空でないような $i,j$ に対して, (7.2) の $\varphi_{p_{j,k},p_{i.k}}^{M_{k}}$ を考え

る. $\alpha<1$ を一つ止めて, $ 1>\alpha^{\prime}>\alpha$ なる $\alpha^{\prime}$ に対して定理 7.1を適用
すると, $\varphi_{p_{j,k},p_{i,k}}^{M_{k}}$ の $C^{2,\alpha^{\prime}}$ ノルムが有界であることがわかる. これから,
部分列に移って $\varphi_{p_{j,k},p_{i.k}}^{M_{k}}$ が $C^{2,\alpha}$ 収束するとしてよい. その極限を

$\varphi_{p_{j.\infty},p_{i,\infty}}$ : $D^{n}(\epsilon)\rightarrow \mathbb{R}^{n}$

とする. これらを座標変換として貼り合わせることにより, $C^{2,\alpha}$ 級の
微分可能多様体 $A/I_{\infty}$ を構成することができる. また, 前に述べたよう
に, 調和座標におけるリーマン計量テンソルは $C^{1,\alpha^{\prime}}$ ノルムは一様に有
界なので, $A/I_{\infty}$ 上の $C^{1,\alpha}$ 級リーマン計量 $g_{\infty}$ が, $M_{k}$ 上のリーマン計量
の極限として, 構成できる. $M_{k}$ (の部分列) が $(\Lambda^{\prime}I_{\infty}, g_{\infty})$ に Gromov-
Hausdorff収束することがわかるから, $(\Lambda/I_{\infty}, g_{\infty})$ は $X$ に等長的である.
これで定理 34が証明された.
っぎに定理 33を証明する. 定理が正しくないとすると, $M_{1,k},$ $\Lambda/I_{2,k}\in$

$\mathfrak{M}_{n}(D, v)$ であって, $M_{1,k},$ $M_{2,k}$ の間の Hausdorff距離が $1/k$ 以下で,
$A/I_{1,k}$ は $\Lambda^{\prime}I_{2,k}$ に微分同相でないものが存在する. 定理 33より, 部分
列に移れば, $M_{1,k},$ $M_{2,k}$ はそれぞれ $X_{1},$ $X_{2}$ に収束する. 定理 3.4 #こより
$X_{1)}X2$ は $C^{1,\alpha}$級のリーマン多様体である. さらに, 次の節で述べる重心
技法をもちいると, 部分列をとることで, $A^{\prime}I1,k$ は $X_{1}$ に, $A^{\prime}I_{2,k}$ は $X_{2}$ に

微分同相であるとしてよい. ところが, $XX$ 間の Gromov-Hausdorff
19以下の議論は [36] を参考にした.
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距離は $0$ であるから, $X_{1}$ と $X_{2}$ は等長的で, 特に微分同相である. こ

れは矛盾である.

定理 34の曲率の条件を $1\geq K_{M}\geq-1$ から $I\zeta AM\geq-1$ に変更した類
似は, Alexandrov空間のほとんど至る所の座標の存在についての大津
塩谷の定理 (大津氏の論説を参照) で, また定理 3.3の類似は Perelman
の安定性定理 (山口氏の論説を参照) である.

8. 重心技法

6節では, イソトピーに関する定理を用いて, 微分同相が構成でき
ることを述べた. そこで言及したイソトピー拡張定理はかなり高級な
定理で, 使うときにも議論が技巧的に煩雑になる. 重心技法 (Center of
Mass technique) という方法を用いると, この点が簡易化される. 重心
技法はほかの目的たとえば群作用などにも応用される. この節では, こ

のテクニックを紹介する.
命題 64の証明を始めて見よう. 命題 64では指数写像 $Exp_{p}$ あるい
は測地座標の貼り合わせ写像についての仮定がおかれている. 実は, 必
要になるのは, 調和座標の場合である. そこで, ここでは $Exp_{p}$ の代わ
りに一般の $\varphi_{p}$ : $D^{n}(r)\rightarrow M,$ $\psi_{q}$ : $D^{n}(r)\rightarrow N$ を考える. すなわち, 次
の状況で考える.

(a) 被覆 $M=\bigcup_{i}\varphi_{p_{i}}(D^{n}(\epsilon)),$ $N=\bigcup_{i}\psi_{q_{i}}(D^{n}(\epsilon))$ が存在する.
(b) 座標近傍の間の交わり方のパターンは一致している. すなわち,
$\varphi_{p\iota}(D^{n}(\epsilon))\cap\varphi_{p_{j}}(D^{n}(\epsilon))\neq\emptyset$ であるのは, $\psi_{q_{i}}(D^{n}(\epsilon))\cap\psi_{q_{j}}(D^{n}(\epsilon))\neq\emptyset$

である時で, そのときに限る.
(c) $\varphi_{p_{i}}(D^{n}(\epsilon))\cap\varphi_{p_{j}}(D^{n}(\epsilon))\neq\emptyset$ のとき, $\varphi_{p:}(D^{n}(\epsilon))\subseteq\varphi_{p_{j}}(D^{n}(r))$

である.
(d) 座標変換

$\Phi_{ij}=\varphi_{p_{i}}^{-1}0\varphi_{p:}$ : $D^{n}(\epsilon)\rightarrow \mathbb{R}^{n}$

の $C^{2,\alpha}$ ノルムは有界で $C$ 以下である.

$\Psi_{ij}=\psi_{q_{i}}^{-1}0\psi_{q\ddagger}$ : $D^{n}(\epsilon)\rightarrow \mathbb{R}^{n}$

についても同様.
(e) $\Phi_{ij}$ と $\Psi_{ij}$ は $C^{1}$ ノルムの意味で十分近い.

この状況で $M\rightarrow N$ なる微分同相 $F$ を構成するのが目的である.
さて, $X\in\varphi_{p_{i}}(D^{n}(\epsilon))$ に対して,

(8.1) $F_{i}(x)=\psi_{q_{i}}\circ\varphi_{p_{i}}^{-1}(x)\in N$

とおく. これは, 座標近傍 $\varphi_{pi}(D^{n}(\epsilon))$ 上で $F$ を決めたことになる. 問題
点は, これらの写像が貼り合う力 1 つまり, $x\in\varphi_{p_{i}}(D^{n}(\epsilon))\cap\varphi_{p_{j}}(D^{n}(\epsilon))$

のとき,

(82) $\psi_{q_{i}}\circ\varphi_{p_{i}}^{-1^{?}}(x)=\psi_{q_{j}}\circ\varphi_{p_{j}}^{-1}(x)$



18 深谷賢治

力 1 という点であるが, (8.3) は成り立たない. 命題 6.4の仮定 (ある
いは上の仮定 $(e))$ から従うのは,

(8.3) $ d(\psi_{q_{i}}\circ\varphi_{p_{i}}^{-1}(x),\psi_{q_{j}}\circ\varphi_{p_{j}}^{-1}(x))<\epsilon$

である. ( は十分小さい数.) (もっと正確に述べると, (8.3) は $C^{0}$ ノル

ムの評価であるが, 仮定 (e) は $C^{1}$ ノルムについての評価である.)
そこで, $X\in\varphi_{p_{i}}(D^{n}(\epsilon))$ なる $i$ について, $F_{i}(x)$ を「平均」 してしま

おうというのが, 重心技法である.
命題 64の証明の続きは, 重心技法の説明の後にして, ここで, 一般

的に重心技法を説明する.
リーマン多様体 $M$上の確率ボレル測度 $m(\mathfrak{m}(M)=1$ なるボレル測

度) から出発する. $\mathfrak{m}$ の台を Supp(m) であらわす. $M$上の関数 $d_{m}$ を

(84) $d_{m}(x)=\int d(x,p)m(p)$

で定義する.

命題 81. $ 10\epsilon$ を $M$ の単射半径小さい数とする. また, $ K_{M}\leq\kappa$ で
$20\epsilon<\pi/\sqrt{\kappa}$ とする 20

Supp $(m)$ の直径が $\epsilon$ より小さければ,

$B_{3\epsilon}(Supp(m), M)=\{x\in M|d(x, Supp(m))<3\epsilon\}$

上で, $d_{m}$ は凸関数である.

ここで, リーマン多様体上の関数が凸関数であるとは, 任意の測地
線への制限が凸関数であることをさす.
命題 8.1は, $B_{p}(\pi/\sqrt{\kappa}, M)$ で, 距離関数 $d_{p}$ が凸であること 21を用い
て容易に証明される.
さて, SuPP $(\mathfrak{m})$ の直径が $\epsilon$ より小さいと仮定する. このとき, 集合

$B_{3\epsilon}(Supp(m), M)$ の外で, $d_{m}$ は $ 3\epsilon$ 以上で, Supp $(\mathfrak{m})$ 上で $d_{m}$ は $\epsilon$ 以下
である. したがって, Supp(m) は B3\mbox{\boldmath $\epsilon$}(Supp(m), M) で最小値をとる. そ
こで dm は凸であるから, 最小値を与える点はただ一つである.

定義 8.1. $d_{m}$ の最小値を与える点のことを, 測度 $m$ の重心 (Center of
mass) とよぶ. 重心のことを $C\mathfrak{M}(\mathfrak{m})$ とかくことにする.

$M=\mathbb{R}^{n}$ ならば,

欧M(m) $=\int_{\mathbb{R}^{n}}x\mathfrak{m}(x)$

が容易にわかる.

ここで命題 64の証明に戻る. 被覆 $M=\bigcup_{i}B_{p_{i}}(\epsilon, M)$ に随伴する 1
の分解冶をとり, $x\in M$ に対して $N$上の測度言 (x) を

$\mathfrak{F}(x)=\sum_{i}\chi_{i}(x)\delta_{F_{i}(x)}$

$20_{\kappa}\leq 0$ なら 2番目の条件は空.
21これは Toponogov の比較定理の帰結
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で定義する. ここで $\delta_{F_{i}(x)}$ は点 $F_{i}.(x)$ でのデルタ測度で, 総和は $ x\in$

$B_{p_{i}}(\epsilon, M)$ なる $i$ についてとる.
(8.3) により, SuPP $(\mathfrak{F}(x))<\epsilon$ がわかる. そこでその重心を $F(x)$ と

する. すなわち

(8.5) $F(x)=C\mathfrak{M}(\mathfrak{F}(x))=C\mathfrak{M}(\sum_{i}\chi_{i}(x)\delta_{F_{i}(x)}$

ノ.
$F(x)$ が連続であることは容易にわかる. 微分同相であることを示すに
は, $F$ のヤコビ行列が可逆であることを示す必要がある. それは次の
補題からわかる.

補題 82. $F_{i}$ たちが $C^{1}$ の意味でお互いに近ければ, (8.5) できまる $F$

も $F_{i}$. に $C^{1}$ の意味で近い.

あとは $F$が単射であることを示せばよい. $F$ のヤコビ行列が可逆で
あることから, $F$ は近くにある点を同じ点にうつすことがないことが
わかる. 一方, $F$ は瓦に近いのであるから, 遠くの点を同じ点にうつ
すことはない. これで命題 6.4の証明が終わった.

重心技法にはほかの応用もいろいろある. もうーつだけ, 群作用へ
の応用を述べておく. $M$ をリーマン多様体とする. 群 $G$ (簡単のため
有限群とする) が $M$ に 2通りに作用しているとし, それを $\psi_{1}$ : $ G\rightarrow$

$Diff(M),$ $\psi 2$ : $G\rightarrow Diff(M)$ とする. 各元 $g\in G$ に対して, $\psi_{1}(g),\psi 2(g)$

の $C^{2}$ ノルムは $C$ より小さいとする.

命題 83. $C$, 次元 $n_{f}M$ の単射半径, 曲率の絶対値の上限, だけによ
る定数 $\epsilon$ が存在して, 次が成り立っ.
任意の $g\in G,$ $x\in M$ について, $ d(\psi_{1}(g)(x), \psi 2(g)(x)<\epsilon$ ならば, 微

分同相 $\phi$ : $M\rightarrow M$ で $\phi(\psi 1(g)(x))=\psi 2(g)(\phi((x))$ なるものがある.

証明については [28] 参照 (これが重心技法が最初にあらわれた論文
だと思われる).
命題 83は単連結とは限らない多様体で断面曲率が 1に近いものを

調べることなどにも使われた.

9. 距離関数による埋め込みを用いた微分同相の構成
前の節では, 微分同相を作る方法として, 重心技法を説明した. ま

た 6節ではイソトピーに関する諸定理を使う方法に言及した. この節
では, Gromov が $[23, 24]$ で用いたもう一つの方法を説明する. この方
法は筆者 [16] によって, 崩壊がおこっている場合にも写像 (ファイバー
束の射影) を作る方法としても適用できることが指摘され, また, さ
らに山口氏 [60] によって, 断面曲率が下からだけ評価されている場合
に一般化された.
ここでは, 定理 33の別証明を与えることにする. この証明は $Gromov[24]$

の記述を参考に勝田篤氏が [38] で完成したものである. $M,$ $N\in \mathfrak{M}_{n}(D, v)$ ,
$d_{H}(\Lambda l, N)<\epsilon(n, v, D)$ とする. ( $\epsilon(n,$ $v,$ $D)$ はあとで選ぶ.) $\epsilon=\epsilon(n, v, D)$

とおく. $M$ の $ 6\epsilon$ ネット $X$ を選んでおく. (ネットの定義は 51) さらに,
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$(^{*})$ $x,x^{\prime}\in X,$ $x\neq x^{\prime}$ ならば, $ d(x,x^{\prime})>3\epsilon$

となるようにとることができる. $ d_{H}(M, N)<\epsilon$ だから, $M,$ $N\subseteq Z$ な
る距離空間 $Z$ で, $ dz(M, N)<\epsilon$ なるものが存在する. $x\in X_{M}$ に対し
て, $\psi(x)\in N$ で $ d(x, ’\psi(x))<\epsilon$ なるものがある. ( $d$ は $Z$ の距\ddagger ffi\eta . ) こ

の,\psi : $X\rightarrow N$ も決めておく. $\psi(X)$ が $N$ の $ 8\epsilon$ ネットであることは容
易にわかる. また

$(^{**})$ $x,$ $x^{\prime}\in X,$ $x\neq x^{\prime}$ ならば, $ d(\psi(x),\psi(x^{\prime}))>\epsilon$

も容易にわかる. $((*), (^{**})$ と $X,\psi(X)$ が $ 8\epsilon$ ネットであることから, $X$ ,
$’\psi(X)$ が $M,N$ のなかでそれほど偏らずに分布していることが保証さ
れる. )

$X$ 上の区間 $[0,1]$ に値を持つ関数全体 (有限次元ユークリッド空間)
を $[0,1]^{X}$ とかく. $M$ (あるいは $N$) を $X$ (あるいは $\psi(X)$ ) からの距
離関数を使って $[0,1]^{X}$ に埋め込むというのがアイデアである. 距離関
数が微分可能でないという点を回避するため, 次のようにする. まず,
$\epsilon$ が $M,N$の単射半径に比べて十分小さいように $\epsilon$ をとっておく. 次に,
$\chi$ : $\mathbb{R}_{>0}\rightarrow[0,1]$ を次の条件を満たすなめらかな関数とする.

$\chi(t)=\left\{\begin{array}{l}0\\t\\\not\in \text{数}\end{array}\right.$
$t>C^{4}\epsilon t\in[C^{2}\epsilon.’ C^{3}\epsilon]t<C\epsilon,$

ここで $C$ は十分大きい定数で後で決める. $ C^{5}\epsilon$ は $M,N$ の単射半径よ
り小さいとする. (最初に $C$ を決め, それに従って $\epsilon$ を決める.) そし
て, $I_{A\prime M}$ : $M\rightarrow[0,1]^{X}$ を $I_{AM}(p)(x)=\chi(d(p, x))$ で $I_{N}$ : $N\rightarrow \mathbb{R}^{X}$ を
$I_{N}(p)(x)=\chi(d(p, \psi(x)))$ で定める. すると, 単射半径より大きい $t$ で

は $\chi(t)$ が定数であることから, $I$ I は滑らかである. さらに, 次の
ことがわかる.

補題 9.1. (1) $I_{M},$ $I_{N}$ は埋め込みである. (2) $I_{M}(M)$ は $I_{N}(N)$ の管状近
傍 $U(N)$ に含まれる. (3) 管状近傍を法束と同一視し, $\pi$ : $U(N)\rightarrow N$

をその射影とすると, $I_{M}(M)$ への $\pi$ : $U(N)\rightarrow N$ の制限は微分同相で
ある.

証明はしないが, 成り立つ大体の理由をのべておく. (1) が成り立つ
のは, 任意の点 $p$ に対して, そこからの距離が $[C^{2}\epsilon, C^{3}\epsilon]$ の範囲に十分
たくさんの $X$ あるいは $\psi(X)$ の点があるからである. すなわち, それ
らの点からの距離関数を考えると, $p$ の近傍で $II$ のヤコビ行列が
可逆であることがわかるのである.

(2) を示すには, まず $x\in X\in M$ としたとき, $I_{M}(x)$ と $I_{N}(\psi(x))$ の

距離が小さい $(dH(M, N)=\epsilon$程度) ことに注意する. さらに, $X,\psi(X)$

は $M,N$ で十分密に詰まっているから, $I_{M}(M)$ , と $I_{N}(N)$ が十分近い
ことがわかる. 次に $I_{M}(M),$ $I_{N}(N)$ の管状近傍のサイズを評価する必
要がある. これは, $I_{M},$ $I_{N}$ の 2階微分の評価をすればよく, 曲率につ
いての仮定から可能である. 実際には, 管状近傍のサイズと $I_{AM}(x)$ と
$I_{N}(\psi(x))$ の距離を正確に評価する必要がある.
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(3) を示すには, $I_{M}(M)$ への $\pi$ : $U(N)\rightarrow N$ の制限のヤコビ行列が
可逆であることを見なければならない. これは大体, $I_{AM}(M)$ と $I_{N}(N)$

が $C^{1}$ の意味で近いこと, つまり対応する接空間も含めて近いことを示
すことになる. 距離関数の微分は, 関わる 3角形の角度であらわされ
るので, その証明は比較定理を使うことで可能になる.
補題 9.1から定理 3.3が直ちに得られる.

注意 9.1. (あ) 上の議論では距離関数を用いたが, 代わりにラプラス作
用素の固有関数を用いることもできる (たとえば, [17] を見よ). する
と, 得られる微分同相の微分に関する評価がよくなる. この議論は, 調
和座標に関わりが深い.

(い) 上の議論では, ネットをとって有限次元のユークリッド空間に
埋め込んだが, そうせずに全部の点からの距離関数を用いて, ヒルペ

ルト空間あるいはバナッハ空間に埋め込むこともできる. 連続群が作
用している状況などでは, これが必要になる. (あ) で言及したやり方
を用いれば, 連続群の作用がある場合でも, 有限次元への埋め込みで
十分である.

10. 距離関数のモース理論

次の定理は定理 4.1の系である.

定理 10.1. 閉多様体 $M$上のモース関数で, 臨界点が 2点しかないもの
が存在すれば, $M$ は球面と同相である.

2節では, 定理 4.1から出発して, 多様体を球体で覆いその数を評価
することにより, 球面定理や有限性定理, コンパクト性定理を導いた.
空間を覆うのに必要な可縮な開集合の数 $(+1)$ は Lusternik-Shnirel’man
のカテゴリーと呼ばれ, モース理論で重要である. この節ではより直
接的にモース理論を適用することを考える.
リーマン多様体 $M$ が与えられると, それから自然に決まる関数は 1

点からの距離関数 $d_{p}(x)=d(p, x)$ である. $d_{p}$ が単射半径の内側で臨界
点を $p$以外に持たないことが, $r<$ 単射半径ならば $B_{p}(r, M)$ が球体と
微分同相であることの証明の一つである.
距離関数にモース理論を適用するときの困難は, 単射半径を超える

と, 距離関数が微分可能でなくなる点である. ( $d_{p}$ は $p$でも微分可能で
ないが, これはたいして問題にならない. たとえば 2乗を考えればよ
い.) 定理 2.4の証明中に, Grove-塩浜は, 単射半径より外側の, 微分
可能でないところでも, 距離関数のモース理論を用いた. そこで用い
られた方法は, その後も種々に応用されている.
そのために基本的なのが次の定義である.

定義 10.1. $q$ が距離関数 $d_{p}$ の非臨界点であるとは, $0$ でないベクトル
$\vec{V}\in T_{q}M$ が存在して, $q$ と $p$を結ぶ任意の最短測地線 $ p_{;}[0, d(p, q)]\rightarrow$

$M$ に対して, $\frac{dp}{dt}(0)$ と $\vec{V}$ の角度が $\pi/2$ 以下であることをいう.
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たとえば, 下の図のように $p,q$ をとると, $p$ と $q$ を結ぶ最短測地線は
何本あるか不明であるが, どれも 「下」 を向いている. このことから,
$q$ は $d_{p}$ の非臨界点であることがわかる.

図 2

注意 10.1. 定義 10.1と似た状況として, ある連続関数 $f$ が, 有限個の微
分可能な関数 $f_{\alpha}$ 達を用いて, 局所的に, $f=\inf f_{\alpha}$ とかけている場合
を考える 22. このとき, 一点 $p$で $f$が非臨界的とは, ベクトル $\vec{V}\in T_{p}M$

が存在して, $f(p)=f_{\alpha}(p)$ なる任意の $\alpha$ に対して, $\vec{V}(f_{\alpha})>0$ であるこ
とを指す.
さらに, $d_{p}$ の有限個の I 次結合 $\sum a_{i}d_{p_{i}}$ や, その有限個の下限など

にも同様な定義ができ, 命題 10.2も成り立つ. これらをすべて含むよ
うな、 連続関数のモース理論ができる関数のよい枠組みを筆者は知ら
ない.

定義 10.1を用いると, モースの補題の $d_{p}$ に対する次の類似が証明さ
れる.

命題 102. $a\geq d_{p}(q)\geq b$ なる $q$ が全て非臨界的で, $B_{p}(b, M)$ がコン
パクトならば, $B_{p}(b, M)-B_{p}(a, M)=\{q\in M|a\leq d(p, q)\leq b\}$ は
$S_{p}(b, M)=\{q\in M|d(p, q)=b\}$ と $[0,1]$ の直積に同相である.

証明はモースの補題すなわち,

$f$ : $M\rightarrow \mathbb{R}$ が微分可能で, $f(q)\in[a, b]$ なるどの $q$ も臨界点でなく,
$f^{-1}([a, b])$ がコンパクトならば, $f^{-1}([a, b])$ は $f^{-1}(\{a\})\times[0,1]$ と微分
同相である.

の証明のまねをする. モースの補題の証明には, $gradf$ の積分曲線を
利用した. (例えば [42] をみよ.) $d_{p}$ は微分可能ではないから, $gradd_{p}$

22砺が一般にこの仮定を満たすわけではない.
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は存在しない. そこで, 代わりに, 以下で構成するベクトル場 $V$ を用
いる.

$q\in B_{p}(b, M)-B_{p}(a, M)$ に対して, 定義 10.1のペクトル場を $V_{q}$ と

書く. もし $V_{q}$ が $q$ に滑らかに依存するように取ることができれば, ベ
クトル場 $V(q)=V_{q}$ を $-gradf$ の代わりに用いることができる. (定義
10.1の条件により, $d_{p}$ は $V$方向に行くと必ず小さくなる.)

$V_{q}$ を滑らかにとるには次のようにする. まず各点 $q$ に対して $\tilde{V}_{q}$ を

(必ずしも $q$ に滑らかに依存しなくてもかまわないから) とり, それを
$q$ の近傍に滑らかに拡張しやはり $\tilde{V}_{q}$ とかく. すると, $q^{\prime}$ が $q$ の十分小さ
い近傍 $U_{q}$ ないにあれば, $\tilde{V}_{q}(q^{\prime})$ は $q^{\prime}$ で定義 10.1の条件を満たすベクト
ル場になる. このような $U_{q}$ のうちの有限個 $U_{q\iota}$ で $B_{p}(b, M)-B_{p}(a, M)$

を被覆し, 1の分解 $\chi_{i}$ を使って,

$V(q)=\sum\chi_{i}(q)\tilde{V}_{q_{i}}(q)$

とおけば求めるものである.
この $V$ を使うと, 命題 102がモースの補題の証明と同様にして, 証

明される.
さて, 定理 24の証明に $d_{p}$ のモース理論を応用するには, 次の補題

を用いる.

図 3

補題 10.3. $M$ は定理 2.4の仮定を満たすとする. 2点 $p,$ $q\in M$ を,
$d(p, q)$ が $M$ の直径 $D$ に一致するようにとる.

$x\in M$ を $p,$ $q$ 以外の点とし, $\ell_{p}$ : $[0, d(p, x)]\rightarrow M,$ $P_{q}$ : $[0, d(q, x)]\rightarrow$

$M$ を, それぞれ $x$ と $p,$ $x$ と $q$ を結ぶ最短測地線とする. (複数ある場合
でもどれでもよい.)
このとき, 接ベクトル $\frac{d\ell_{p}}{dt}(0),$ $\frac{d}{d}pAt(0)\in T_{x}M$ の間の角度は $\pi/2$ より大

きい

補題 10.3は 3角形の比較定理 (Toponogov の比較定理) の比較的や
さしい演習問題なので, 以下に与えておく.
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Toponogov の比較定理は, 補題 10.3の仮定 $K_{AM}\geq 1/4$ のもとでは,
次の主張 104を導く 23. $x,$ $y,$ $z\in M$ とし, この 3点を頂点とする最短測
地線からなる 3角形を考え, その辺の長さ, 角の大きさを, $|xy|,$ $\angle xyz$

などとかく. $X=|yz|,$ $Y=|zx|$ ) $Z=|xy|$ とおく.

主張 10.4. $\angle zxy\leq\pi/2$ ならば, $\cos\frac{X}{2}\geq\cos\frac{Y}{2}\cos\frac{Z}{2}$ .

補題 103の証明を始める. $|\ell_{p}|=t,$ $|\ell_{q}|=s,$ $d(p, q)=D$ とおく. $q$

で $d_{p}$ の最大だから, $q$ は臨界点である. よって, $p$ なる $p,$ $q$ を結ぶ最短
測地線で, $q$ での $\ell$ と $P_{q}$ の角度が $\pi/2$ 以下のものが存在する. $\ell,$ $\ell_{p},$ $\ell_{q}$

からなる 3角形に主張 104を適用して,

(10.1) $\cos\frac{t}{2}\geq\cos\frac{s}{2}\cos\frac{D}{2}$ .

$D/2>\pi/2$ ゆえ $\cos\frac{D}{2}<0$ . よって, $\cos\frac{s}{2},$ $\cos\frac{t}{2}$ の少なくとも一方は
正である. $\cos\frac{s}{2}>0$ として, 一般性を失わない.
もし, $P_{p}$ と $\ell_{q}$ の角度が $\pi/2$ 以下ならば, 再び主張 104を適用して

(10.2) $\cos\frac{D}{2}\geq\cos\frac{s}{2}\cos\frac{t}{2}$ .

$\cos\frac{s}{2}>0$ だから, (10.1), (10.2) より,

$\cos\frac{D}{2}\geq\cos^{2}\frac{s}{2}\cos\frac{D}{2}$ .

$0<D/2,$ $s<\pi^{24}$ だからこれは矛盾である.

さて, 補題 103を用いると, $d_{p},$ $d_{q}$ は $p,$ $q$ 以外の点を臨界点に持た
ないことがわかる. 実際 $P_{q}$ の $x$ での接ベクトルを $V$ とおくと, $d_{p}$ が

x で非臨界点であるための定義 10.1での条件を満たす. よって, 命題
102を用いて, $M$ が球面と同相であることを証明することができる.
すなわち定理 2.4が証明された.
ここで命題 6.1も, 補題 103の証明中にすでに示していたことに注

意しておく. すなわち $\cos t/2>0$ または $\cos s/2>0$ を示したが, これ
は, $ t<\pi$ または $ s<\pi$ を意味する.
以上説明した考え方は, 断面曲率の下からの評価が与えられている

状況で, リーマン多様体を調べる上で基本的な方法を提供する. たと

えば Alexandrov空間の研究にも, 同様な方法が使われる.
定理 24は球面定理だが, これに対応する有限性定理として, 最初に

得られたのが, 次の Gromov のべッチ数評価である.

定理 10.5. (Gromov [25]) $M$ を $n$次元リーマン多様体とし, 断面曲率
がー\kappa $(\kappa\geq 0)$ 以上で, 直径が $D$ であるとする. このとき, 次元 $n$ だけ
による数 $C(n)$ が存在して, $M$ のべッチ数の和について次の不等式が
成り立っ.

$\sum_{k}$
rank $H_{k}(MiF)\leq C(n)^{1+\kappa D}$ .

23大津氏の論説参照.
24これは Myers の定理から従う
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ここで $F$ は任意の体である. (右辺は $\kappa=0$ のとき, つまり非負曲率の
場合, $D$ によらない.)

定理 10.5から, たとえば $\mathbb{C}P^{2}$ の十分多くの連結和は非負曲率の計量
を持たないことがわかる.
定理 105の証明には一種の距離関数のモース理論を用いる. すなわ

ち, モースの不等式の考え方を用いて, 臨界点の数を評価する. ただ
し, 距離関数が微分可能でないため, 臨界点の指数にあたる概念を考
えることがより困難で, また, 距離関数そのもののモース理論でよい
わけでもないため, 実際に証明を遂行するには, 一種の迂回路をとっ
た, かなり技術的に困難な議論が必要である. ここでは省略する. (日
本語による解説には [50] 第 4章がある.)
距離関数 (のような微分可能とは限らない関数) のモース理論は, 他
にも種々な目的に用いられており, たとえば, 有限体積で曲率が 2つ
の負の数の間にある完備リーマン次元多様体がコンパクト多様体の内
部と同相であること ([22]) の証明などにも用いられる.

定理 2.4 $t$こ戻って, いくつかの注意を付け加える. 定理 2.1で条件を
$ 1\geq K_{AM}\geq 1-\epsilon$ とすると, 得られる多様体は球面と同相なだけでなく
幾何学的にも近い. つまり, $n$次元単連結リーマン多様体の列 $M_{i}$ が,
$1\geq K_{M_{i}}\geq 1-1/i$ を満たせば, $M_{i}$ の Gromov-Hausdorff距離に関す
る極限は $n$次元球面に標準的な計量を与えたものと等長的である.
一方, 定理 24の状況で対応する主張は成り立たない. すなわち $M_{i}$

が $K_{A^{\prime}M_{i}}\geq 1$ を満たし, その直径が $\pi$ にに近づくリーマン多様体の列と
すると, Mi は球面と同相だが, 磁の Gromov-Hausdorff収束に関する
極限は, n次元球面に標準的な計量を与えたものと等長的とは限らな
い 25
実際, 標準的な計量を与えた $S^{2}$ を, 一定の軸の周りの $2\pi/n$ 回転で

生成される巡回群の作用で割った商空間 $S^{2}/\mathbb{Z}_{n}$ を考えると, これは軸
と球面の交点にあたる 2点以外では曲率が 1の滑らかな多様体である.
2点で滑らかな計量で近似することで, 曲率が 1以上のリーマン多様
体の列ができる. この列は $K_{M_{i}}\geq 1$ で, 直径は $\pi$ に近づくが, その極
限は $S^{2}/\mathbb{Z}_{n}$ で $S^{2}$ とは異なる 26.

25しかし, 直径 $=\pi$ かつ $K_{M}\geq 1$ (よりよわ \langle Ricci $\geq n-1$ でもよい) なる
リーマン多様体$M$ は球面と等長的である $[56, 14]$ .

26すなわち, 直径 $=\pi$ かつ $ICM\geq 1$ なる Alexandrov 空間は球面とはかぎらない.
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図 4
この事実は $ IC_{M_{i}}\geq$ const なる条件のもとでの $\Lambda/I_{i}$ の極限が (次元が

変わらない場合でも), 局所的にリーマン多様体とかなり違うという事
実に対応する. たとえば, $\mathbb{R}^{3}$ のなかの凸集合の境界 $S$ を考えると, $S$

には接空間が存在しない点がある. 断面曲率の絶対値が有界な場合は,
Gromov-Hausdorff収束は計量テンソルの $C^{1,\alpha}$級収束になるのであるか
ら (定理 3.4), とがった点はあらわれない.
今述べたことが理由で, 次の問題は未解決である.

問題 10.1. 次のことが成り立つような $\epsilon_{n}$ はあるか. $n$次元完備リーマ
ン多様体 $M$ が $K_{M}\geq 1/4$ を満たし, 直径が $\pi/2-\epsilon_{n}$ より大きければ,
球面と微分同相である.

定理 24の証明法, すなわち $x$から見て両側にある 2点からの距離関
数を考えることは, Alexandrov空間の伸長器$27(strainer)$ という考え方
の雛形であると思われる.
定理 24の証明の考え方を, 曲率が下から有界なリーマン多様体の列

の収束にどう応用するかについては, 大津氏と山口氏の論説で詳しく
説明されている.

11. 断面曲率の下からの評価を仮定した有限性定理

この節では, 定理 35の証明のアイデアを説明する.
その [29] で証明された半分は, $\mathfrak{M}_{n}^{\prime}(D, v)$ の元であらされるホモト

ピー型の数が有限個であることである. ここではそちらの証明を説明
する. 証明の鍵となったのは, 次の命題である.

命題 11.1. $\epsilon=\epsilon(n, D, v)>0$ が存在し, 任意の $M\in \mathfrak{M}_{n}^{\prime}(D, v)$ に対し
て次のことが成り立っ. $p,$ $q\in M$ を $ d(p, q)<\epsilon$ なる 2点とすると, $q$ は

$d_{p}$ の臨界点ではない.
さらに, $\triangle=\{(x, , x)\in M\times M|x\in M\},$ $\triangle(\epsilon)=\{(x, , y)|d(x, y)<$

$\epsilon\}$ とすると, $\triangle$ は $\triangle(\epsilon)$ の変位レトラクトである. レトラクション $H$ :

27大津氏の論説参照
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$\triangle(\epsilon)\times[0,1]\rightarrow\triangle(\epsilon)$ は, 曲線 $t\mapsto H(p)q,$ $t$ ) の長さが $Cd(p, q)$ 以下で
あるようにとれる. ここで $C$ は $n,$ $D,$ $v$ のみによる数である.

命題 11.1から定理 35を導く証明は, 基本的には命題 5.4の証明と同
様である. すなわち, 命題 11.1の前半から, 半径 $\epsilon$ の距離球 $B_{p}(\epsilon, \Lambda/I)$

が可縮であることがわかり, また, $M$ を覆うのに必要な $B_{p}(\epsilon, M)$ の数
は, 命題 52を用いて 5節と同様に評価される.
ただし, $B_{p}(\epsilon, M)$ の有限個の交わりが可縮であかどうかは, ( $\epsilon$ が単

射半径より小さい場合とは異なり) 不明なため, 命題 54の証明を修正
する必要がある. 命題 11.1の後半がそのために必要である. この点は
省略する.
命題 11.1は命題 55と深い関係にあり, 証明も後者の発展形である.
そこで, まず, 命題 5.5の証明の概略を述べる. 定理 4.5より, 命題 5.5
を証明するためには, $M\in \mathfrak{M}_{n}(D, v)$ に対して, $M$ の最短測地線の長
さ $\epsilon$ を下から評価すればよい. $\ell$ : $S^{1}\rightarrow M$ を長さ $\epsilon$ の測地線とする.
$x\in M$ を任意にとり, $x$からみて一番近い $\ell(S^{1})$ の点を $\ell(t)$ とする. す
ると, $\ell(t)$ で $\ell$ と $p_{x\ell(t)}$ は直交する 28. (ここで $p_{x\ell(t)}$ は, $x$ と $l(t)$ を結ぶ
最短測地線である.) $P(O)=p$ とおく. $p$ と; $p(t)$ の距離は $\epsilon$ 以下だから,
$d(x,p)$ が $\epsilon$ に比べて十分大きければ, $\ell_{xp}$ の角度は, $\pi/2$ にちかい. こ

れで, 次の補題 112が示された.

補題 11.2. $\delta,$ $\rho>0$ とする. $n,$ $D,$ $v,$
$\delta$ だけによる, $\epsilon$ が存在して, 長さ

$\epsilon$ 以下の閉測地線を $\ell,$ $P(O)=p$ とすると, $M$ は下図の図形 $\subset T_{p}M$ か

らの指数写像の像に含まれる.

図 5
$D$ (直径) に対して, $\delta$ を小さくすることで, 図の細長くのびた部分
の指数写像による像の体積は $v/2$ より小さくすることができる. 図の
円の部分の像の体積も $\rho$ を小さくとることで, $v/2$ より小さくすること
ができる. したがって, 長さ $\epsilon$ 以下の閉測地線があれば, 体積は $v$ より
も小さい. これで命題 5.5が示された.
命題 11.1の証明に移る. 次の補題 113を示せば十分である.

補題 113. $\theta=\theta(n, v, D)>0,$ $\epsilon=\epsilon(n, v, D)>0$ が存在して, 次の
ことが成り立つ. $M\in \mathfrak{M}_{n}^{\prime}(D, v),$ $p,$ $q\in M$ とし, $ d(p, q)<\epsilon$ とする.

$\ell {}_{1}P2$ を $p,$ $q$ を結ぶ最短測地線とする. このとき, $\ell_{1}$ と $\ell_{2}$ が $p_{f}q$ でなす
角度はいずれも $\pi-\theta$ より小さい.

28正確に言うと, $x$ が測地線 $\ell$ に関する cut point であると, $\ell$ と $\ell_{x}p(t)$ は直交する
とは限らない. しかし cut point の集合の測度は $0$でるから, 補題 112の証明には差
し支えがない.
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補題 113が示されれば, そこでの $q$ が $d_{p}$ の非臨界点であることがわ
かり, 命題 11.1の前半が証明される. 後半は前の節の議論 (命題 102
とその証明) を用いて証明される.
補題 113は命題 55と同様にして証明される. すなわち, 補題 112
にあらわれた図 5を次の図 6でおきかえればよい.

12. 魂の定理・分裂定理と局所構造

非コンパクト完備非負曲率リーマン多様体についての代表的な定理が,
魂の定理 29(Soul theorem) および分裂定理 (splitting theorem) である.
この両者は, リーマン多様体の極限で得られる空間あるいは Alexandrov
空間の局所構造を調べる上でも重要な役割を果たす. この節ではこの
点についていくつかの事柄を説明する.
まず, どうして非コンパクトな多様体についての考察が, リーマン

多様体の極限で得られる空間あるいは Alexandrov空間の局所構造を調
べる上で有用なのかについて説明する. いくつかの言葉を用意する.
一般に距離空間の曲線 $p$ : $[a, b]\rightarrow X$ の長さとは, $a=t_{0}<t_{1}<$

. . . $t_{N}=b$ なる分割全体 ( $N$ も動かす) をわたる, 和

$\sum d(\ell(t_{i}), \ell(t_{i+1}))$

の上限をさす.

定義 12.1. 距離空間 $X$ が測地空間 $($Length $space)^{30}$であるとは, 任意
の 2点 $p,$ $q\in X$ に対して, $p,$ $q$ を結ぶ長さ $d(p, q)$ の曲線が存在するこ
とをさす.

完備リーマン多様体は測地空間である. また測地空間の列の Gromov-
Hausdorff距離に関する極限は測地空間である.

$29Sou1$ theorem の訳語は山口孝男氏の数学の論説 [61] に従った
$3Length$ space の訳語は大津氏の論説に従った.
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定義 12.2. 完備距離空間がコンパクト生成 (compactly generated) と

は, 任意の点を中心とする任意の半径の距離球がコンパクトであるこ
とをさす.

コンパクトな測地空間の全体に Gromov-Hausdorfff距離を考えたもの
は完備である. コンパクト生成な測地空間全体の集合に入れる自然な
距離は点付き Gromov-Hausdorff距離 (pointed Gromov-Hausdorff dis-
tance) である.

定義 12.3. $X,$ $Y$ を距離空間 $x\in X,$ $y\in Y$ としたとき, (X, y) と $(Y, y)$

の間の点付き Gromov-Hausdorff距離が $\epsilon$ 以下であるとは, 距離球
$B_{1/\epsilon}(x, X)$ と $B_{1/\epsilon}(y, Y)$ の間の Gromov-Hausdorff距離が $\epsilon$ 以下である
ことをさす.

点付き Gromov-Hausdorff距離を用いて, 定理 3.2に対応する次の定
理が示される.

定理 12.1. リッチ曲率がー $(n-1)$ より大きい $n$次元リーマン多様体 $M$

(とその上の基点の組) 全体の, 点付き Gromov-Hausdorff距離に関す
る閉包はコンパクトである.

さて, これで接錐 (tangent cone) を定義できる.

定義 124. $X$ を測地空間 $x\in X$ とする. $dx$ で $X$ の距離 (関数) を表
す. $cdx$ は $X$ の距離関数を定める. $\lim_{c\rightarrow\infty}((X, cdx),$ $x$ ) (極限は点付
き Gromov-Hausdorff 距離についてとる) が存在するとき, $X$ の $x$ で

の接錐とよび, $T_{x}X$ とかく.

$X$が $n$次元リーマン多様体ならば, 各点の接錐は $\mathbb{R}^{n}$ と等長的である.

例 12.1. $\Omega\subset \mathbb{R}^{n}$ をコンパクト凸集合とする. $ X=\partial\Omega$ とおき, 測地
距離を入れる. (つまり, $X$ の 2点間 $x,$ $y$ の距離とは $x$ と $y$ を結ぶ $X$ の

道の長さの下限である.)
このとき $x\in X$ での接錐は次のように求まる. $x$ を始点とする半直

線 $\ell$ : $[0, \infty$ ) $\rightarrow \mathbb{R}^{n}$ で十分小さい $t>0$ に対して, $\ell(t)\in\Omega$ となるもの
を考える. このような $\ell$ の和集合は $\mathbb{R}^{n}$ の開集合である. その境界が $X$

の $x$ での接錐である.

空間 $X$ がよい性質をもてば, 各点で接錐 $T_{x}X$が定まり, また $x$ の $X$

での近傍は, $T_{x}X$ の原点 (基点) の近傍と同相であることが期待され
る. (Alexandrov空間ではこれが成り立っ. 山口氏の論説をみよ.) すな
わち, $T_{x}X$ を調べることで, $X$ の局所構造がわかる.

$X$ がリーマン多様体 $M_{i}$ の極限で, $A/[i$ の曲率が下から有界とする.
このとき, $X$ の「曲率」は下から有界と考えられる. すると, (X, $cdx$ )
の曲率の下限は $ c\rightarrow\infty$ で $0$ に近づく. (計量を定数倍して大きくする
と曲率は小さくなる.) すなわち, 接錐が存在すれば, 何らかの意味で,
非負曲率であろう. (以上は正確な話ではないので, 曲率はとりあえず
リッチ曲率の場合も断面曲率の場合もあり得る.) これが非コンパクト
非負曲率空間の研究が, Alexandrov空間などの局所理論で重要である
理由である.
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Gromov の相対コンパクト性定理 (定理 12.1) を使うと, 次のことが
わかる. (証明は演習問題とする.)

磁をリーマン多様体で Ricci $>-(n-1)$ とする. $X$ をその Gromov-
Hausdorffff距離に関する極限とする. $x\in X$ とする. $c_{k}$ を $+\infty$ に収束
する正の数の列とする. このとき, ( $(X,$ ckdx), $x$ ) には点付き Gromov-
Hausdorfff距離に関する収束部分列が存在する.

一般には $((X, c_{k}dx),$ $x$ ) は部分列をとらないと収束しない. 従って,
$X$ にいつも接錐があるとは限らない. この点がリッチ曲率が下から有
界であるリーマン多様体の列の収束先を研究する上で困難な点である.
加須栄氏や酒井氏の論説にはこれに関わる考察がある.
断面曲率が $-1$ 以上であるリーマン多様体の極限, あるいはより一般

には Alexandrov空間では, $\lim_{c\rightarrow\infty}((X, cdx),$ $x$ ) は常に収束する. (大津
氏, 山口氏の論説参照.)
さて, 魂の定理や分裂定理を説明しよう. まず, 直線半直線という

概念を定義する. 測地空間 $X$ の測地線 $\ell$ : $(a, b)\rightarrow X$ とは, 局所的に
は長さが最短の曲線のことである. すなわち任意の $t\in(a, b)$ に対して,

$\epsilon$ が存在し, $d(P(t-\epsilon), l(t+\epsilon))$ が $p$ の $(t-\epsilon, t+\epsilon)$ への制限の長さに一
致することをさす. 次の定義では, 測地線のパラメータは弧長とする.

定義 12.5. $X$ を測地空間とする.
測地線 $\ell$ : $[0, \infty$ ) $\rightarrow X$ が半直線 (Ray) であるとは, $d(\ell(t), \ell(s))=$

$|t-s|$ が任意の $t,$ $s$ について成り立つことをさす.
測地線 $\ell$ : $(-\infty, \infty)\rightarrow M$ が直線 (Line) であるとは, $d(\ell(t), p(s))=$

$|t-s|$ が任意の $t,$ $s$ にっいて成り立っことをさす.

(条件式は同じである. 定義域が異なっている.)
接錐が存在するときすなわち $\lim_{c\rightarrow\infty}((X, cdx),$ $x$ ) の極限が部分列を
とらなくても存在するときは, 接錐は基点を通る半直線の和集合になる.
また, 直線については次のことが成り立っ.

補題 122. $X$ を測地空間とし $\ell;(-\epsilon, \epsilon)\rightarrow X$ なる最短測地線で $\ell(0)=$

$x$ なるものがあるとする. また $x$ での接錐 $T_{x}X$ が存在するとする. こ

のとき $T_{x}X$ は直線を含む.

実際 (X, $cd_{X}$ ) は基点を含む長さ $ C\epsilon$ の最短測地線を含んでいる. こ

のことから, その極限である $T_{x}X$ には長さ無限大の最短測地線つまり
直線が含まれる.
さて, 次の定理が分裂定理である.
完備測地空間 $X$ は次のいずれかを満たすとする.

(a) 断面曲率が $0$ 以上のリーマン多様体.

(b) 断面曲率が $\epsilon_{i}$ 以上のリーマン多様体 $A/I_{i}$ の極限. ただし, $\epsilon_{i}\rightarrow 0$ .
(c) リッチ曲率が $0$ 以上のリーマン多様体.

(d) リッチ曲率が $\epsilon_{i}$ 以上のリーマン多様体 $M_{i}$ の極限. ただし, $\epsilon_{i}\rightarrow 0$ .
定理 12.3. $X$ が直線を含んでいれば, $X$ は $\mathbb{R}\times X_{0}$ なる直積と等長的
である.
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定理 123の証明は, (a) の場合は Toponogov[57], (c) の場合は Cheeger-
$Gromoll[10],$ $(b)$ の場合は Grove-Petersen[30] と山口 [60], (d) の場合
は Cheeger-Colding 31による. ((d) が一番一般的.) 少し後で証明のアイ
デアの一端を述べるが, その前にリーマン多様体の極限の局所構造を
調べるのにどう使うかを少しだけ述べる. (より詳しくは本書の他の論
説をみよ.) 定理 123は繰り返し使うことができる. つまり, $X_{0}$ が直
線を含んでいれば再び $X_{0}$ を直積に分解することができる. もし, それ
を $X$ の次元の回数だけ繰り返すことができれば, $X=\mathbb{R}^{n}$ が証明され
たことになる. 補題 122は, 最短測地線の内点になっている点の接錐
は直線を含むことを主張している. そこで, $n$ ($X$ の次元) 本の $\text{「_{}1}$ 次
独立」 な測地線の内点になっている点を考えると, これを $n$ 回繰り返
すことができ, 従って接錐は $\mathbb{R}^{n}$ になる. これは $X$ が $x$ で多様体になっ
ていることを意味するであろう. 以上の議論をどのようにすれば正確
に遂行できるかは本書の他の論説に譲る.

分裂定理の証明のアイデアの一端を説明する. 魂の定理も含めて, 証
明の主要なアイデアは, Busenlann関数の凸性である. まず Busemann
関数を定義する. $X$ を測地空間 $\ell:[0, \infty$ ) $\rightarrow X$ をその半直線とする.

定義 126. 極限

$b_{\ell}(x)=\lim_{t\rightarrow\infty}(t-d(x, p(t)))$

のことを Busemann 関数とよぶ.

命題 124. $X$が仮定 $(a)$ または $(b)$ を満たすとする. このとき, 半直線
$P$ の Busemann関数は凸である.

X が仮定 (c) を満たすとする. このとき, Busemann関数は劣調和で
ある.

(d) の状況では劣調和という概念をそもそも定義できないので, 事情
はより複雑である. 酒井氏の論説を参照せよ.
命題の証明には比較定理を用いる. (a)(b) の場合の証明には, 大体

半径が大きくなればなるほど, 球面は (外から見て) 凸に近づくとい
うことに注意し, Toponogov の比較定理を適用する 32. (d) の場合には
距離関数のラプラシアンについての比較定理を用いる. (関数が凸であ
るのは, ヘッセ行列の固有値がすべて非負である場合であるが, 劣調
和であるのは, ヘッセ行列の跡が非負である場合である. ([37]4.6など
をみよ.))
命題 124を定理 123の証明にどう使うかを説明する. (a)(b) の場合
を説明しよう. $X$ には直線 $\ell$ : $\mathbb{R}\rightarrow X$ があるというのが仮定であった.
これから, 2本の半直線 $ p\pm:[0, \infty$) $\rightarrow X$ が定まる. すなわち

$l_{+}(t)=l(t)$ , $\ell_{-}(t)=l(-t)$

31Cheeger-Colding関係の結果については, 酒井氏の論説を参照. 本人たちによる
概説には $[6, 15]$ がある.

32半径が小さいときは, 球面は内側からみて凸で, 外から見ると凸でないことに
注意.
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である. これらに関する $B\iota\iota seman$関数 $b\ell_{\pm}$ を考える. 三角不等式から
$b_{\ell_{+}}(t)+b_{\ell_{-}}(t)\leq 0$

が容易にわかる. 命題 12.4を用いると, 左辺は凸である. 有界な凸関
数は定数に限るから, $\ell_{+}(t)+\ell_{-}(t)$ は定数である (実は $0$). すると,
$P_{+}(t)=const-\ell_{-}(t)$ は凸かつ凹であるから, その等位面は全測地的で
ある. (ここで $S\subset M$ が全測地的とは, $M$ の任意の 2点を結ぶ任意の
最短測地線が $S$ に含まれることをさす. (言い換えると, 凸部分集合で
あることをさす.)) これで, 定理 12.3が大体示された. (c) の場合には
凸を劣調和に読みかえて同様の議論をする.

次に魂の定理 (Soul theorem) について述べる.

定理 12.5. 完備リーマン多様体 $M$が非正曲率をもてば, コンパクトで
境界のない部分多様体 $S\subseteq M$ が存在し, $M$ は $S$ の法ベクトル束と微
分同相である. さらに $S$ は全測地的 (Totally convex) である.

$N$ のことを $M$ の魂 (Soul) という. 定理 12.5を証明する基礎になる
のは, 命題 124である. この命題は半直線 $\ell$ : $[0, \infty$ ) $\rightarrow M$ に対して,
その Buseman 関数 $b_{\ell}$ が凸であることを主張する. 特に任意の $c$ に対し
て, 閉集合

$H(pc)=\{x\in M|b_{p}(x)\geq c\}$

は凸である. 次の補題が定理 125の証明の中心である. 一点 p\in M を
固定し, Ray $(p)$ を $\ell(0)=p$ なる, 半直線 $p$全体の集合とする.

補題 126. 集合
$C_{c}(p)=\bigcap_{\ell\in Ray(p)}H(P, c)$

はコンパクトである.

証明には背理法を用いる. すなわち $C_{c}(p)$ がコンパクトでないとし,
$Pi\in C_{c}(p)$ を発散列とする. $d(P,Pi)=ti$ とおき, $\ell_{i}(O)=p$ と $P_{i}(ti)=pi$

なる最短測地線を $\ell_{i}$ : $[0, ti]\rightarrow M$ とする. (パラメータは弧長とする.)
$\rightarrow dd\ell t(0)\in T_{p}M$ は大きさ I のベクトルであるから, 部分列に移って収束
するとしてよい. $ l;[0, \infty$ ) $\rightarrow M$ を

$\lim_{i\rightarrow\infty}\frac{d\ell_{i}}{dt}(0)=\frac{dl}{dt}(0)$

なる測地線とすると, $\lim_{i\rightarrow\infty^{t}i}=\infty$ より, $p$が半直線であることが容
易にわかる. 一方,

$\lim_{i\rightarrow\infty}b_{\ell}(p_{i})=\infty$

もわかる. これは $pi\in C_{c}(p)$ に反する.

こうして, $M$ のコンパクトな凸部分集合 $C_{c}(p)$ を見つけることが
できた. この中に, 凸集合であるような部分多様体 $S$ を見つけること
ができるのであるが, その証明は技術的なので省略する. (たとえば,
[8]Chapter 8をみよ.)

次に魂の定理がリーマン多様体の極限の研究にどのように使われる
かの例を述べる.
磁をリーマン多様体の列で, $1\geq ICA/M_{i}\geq-1$ とする. $p_{i}\in\Lambda^{\prime}I_{i}$. と

し, $p_{i}$ での単射半径勧 4 $(p_{i})$ が $0$ に収束するとしよう. すなわちリーマ
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ン多様体磁は崩壊しているとする. $J/I_{i}$ の $p_{i}$. の近くでの局所的な様
子を調べるために, 計量を定数倍して, (Mi., $C_{i}gAM_{i}$ ) を考える. ここで

$C_{i}=1/\sqrt{i_{AM_{i}}(p_{i})}$で, $gA/M_{i}$ はもともとのリーマン計量である. このとき,

( $M_{i}$ , Ci $g_{AM_{i}}$ ) の $p_{i}$ での単射半径は 1である. また ( $\Lambda^{\prime}I_{i}$ , Ci $g_{AM_{i}}$ ) の断面曲
率は $0$ に近づく.
定理 12.1より, 部分列に移って $((M_{i}, C_{i}g_{\Lambda M_{i}}),p_{i})$ は点付き Gromov-

Hausdorff 距離に関して収束するとしてよい. その極限を $A/I_{\infty}$ とおく.
定理 3.4により, $\Lambda^{\prime}I_{\infty}$ は $C^{1,\alpha}$ 級のリーマン多様体である. $(M_{i}, C_{i}gM_{i})$

の断面曲率が $0$ に近づくことを用いると, $\Lambda M_{\infty}$ は滑らかな平坦リーマ
ン多様体であることがわかる. $\Lambda/I_{\infty}$ に定理 125を適用して, $S\subset M_{\infty}$

をえる. S は平坦な多様体の全測地的部分多様体であるから, 平坦で
ある. ここで, Biberbach の定理を使うと, $S$ は平坦トーラスを有限群
の等長変換による作用で割った商空間の形をしている. こうして, $M_{\infty}$

の有限被覆のなかに, トーラスを見つけることができた.
Cheeger-Gromov の崩壊に関する主定理 ([13]) は,

「
$1\geq K_{A/M_{i}}\geq-1$ なるリーマン多様体列 $i\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\prime}I_{i}$. について, 崩壊がおこっ

ている (つまり単射半径が $0$ に近づく) ならば, $M_{i}$ にトーラスの「局
所作用 $33$

」 がある」

というものであるが, その証明のキーポイントは上の議論である. す
なわち, 単射半径が 1になるように拡大してからその極限に魂の定理
を適用する.
一点注意するべきことは, 崩壊は種々のオーダーで同時に起こって

おり, 従って,
「ある十分小さい \mbox{\boldmath $\epsilon$} があって, 十分大きい i に対して, KM, での pi の

$\epsilon$ 近傍は $A/I_{\infty}$ の魂 $S$ とホモトピー同値」
なる命題は成立しないことである. $M_{i}$ の十分小さいしかし $i$ によらず
一定のサイズの近傍を記述するには, 平坦多様体だけでなく概平坦多
様体 (いいかえると巾零リー群の商) が必要である ([9]).
以上の説明は $1\geq K_{M_{i}}\geq-1$ なる多様体の列についてで, その場合
には平坦な多様体に定理 125を適用した. $K_{M_{1}}\geq-1$ なる多様体の列
に対して定理 125を適用しようとすると, 平坦とは限らないしかし断
面曲率は $0$ 以上の測地空間に適用しなければならない. そのような議
論は, 大津氏・山口氏の論説にあらわれるので, ここでは省略する.

13. リッチ曲率, 第 1 ベッチ数, 基本群

今までは主に断面曲率に関する諸結果を述べてきた. この節で, リッ

チ曲率に関する諸結果にもふれる. 酒井, 加須栄両氏の論説には, 最
近の発展に関する詳しい記述がある 34. ここでは, それ以前の結果を振
り返りたい. リッチ曲率に関する結果には, 解析を多用するものが多
いが, ここでは, それらにはあまりふれない.

$33F$構造という. 正確な定義は省略する. [12] をみよ.
34最近の結果に関する概説には, ほかに Cheeger[6] などがある.
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まず, 定理 2.2を振り返りたい. 定理 2.2は Bochner トリックとい
われる手法によって証明された. 計量リーマン幾何学に関する定理で,
Bochner トリックによって証明された定理では, 次の定理が有名である.

定理 13.1. ([59]) $n$次元コンパクトリーマン多様体 $M$ のリッチ曲率が
非負ならば, $M$ の第 1 ベッチ数は $n$ 以下である.

定理 13.1のもとの Bochner による証明は, 次の通りである. $u$ を $M$

の 1型式としすると, 次の Weitzenb\"ock型の等式が成り立っ. (証明は
たとえば [37]P25l をみよ.)

(13.1) $\langle-\Delta u,u\rangle=-\frac{1}{2}\triangle\Vert u\Vert^{2}+\langle\nabla u, \nabla u\rangle+Ricci(u,u)$ .

$u$ を調和 1型式とする. (13.1) に $u$ を代入し $\Lambda/$[ で積分すると, 左辺は
$u$ が調和だから $0$ で, 右辺第 1項の積分は消える. 従って,

(13.2) $\int_{M}\langle\nabla u, \nabla u\rangle\Omega_{M}+\int_{AM}Ricci(u,u)\Omega_{M}=0$ .

( $\Omega M$ は体積要素.) (13.2) の第 1項は非負である. またリッチ曲率が非
負という仮定より, 第 2項も非負である. 従って, 第 1項, 第 2項と
もにゼロになる. すなわち, 調和 1形式がすべて平行であることがわ
かった. 平行な微分形式は, 一点での値で決まるから, 調和 1型式の
次元はたかだか $n$ である.
同様にして, 高次のべッチ数もリッチ曲率を用いて評価されるかと

いうと, そうはいかない. 式 (13.1) の右辺第 3項には曲率としてはリッ
チ曲率しかあらわれていない. これは微分 1型式でだけ成り立っこと
で, 微分 2型式以上に対して, 同様な式を書き下すと, 右辺第 3項は
より複雑になる. 微分 3型式以上に対しても, 定理 13.1と同様な議論
ができる条件が, 定理 22の仮定で, その条件はリッチ曲率より遙かに
強い 35.
前の節でリッチ曲率が非負な多様体に対する分裂定理を紹介したが,

定理 13.1はそれからも得られる. すなわち, 次のことが成り立っ.

定理 13.2. $M$ をリッチ曲率が非負なコンパクト多様体とすると, $M$ の

有限被覆 $A/I\sim$ があって, $A/[\sim$ は $X\times T^{k}$ なる直積と等長的である. ここ

で, $X$ は単連結で, $T^{k}$ は平坦トーラスである.

定理 132を示すには, 普遍被覆后を考える. M の基本群が無限群
であることを用いると, $A\hat{/}I$ に直線が含まれることが証明される 36. そ
こで定理 123を適用すると, $A/I=\mathbb{R}\wedge\times Y$ と分かれる. $A/I=\mathbb{R}^{k}\wedge\times Y^{\prime}$

で $Y^{\prime}$ はもはや $\mathbb{R}$ を直積因子に含まない, なるように分解し直す. もし,
$Y^{\prime}$ がコンパクトでないと, $Y^{\prime}$ が直線を含むことを示すことができるの

35ちなみに, スピノルに対して (13.1) と同様な式を書き下すと, 第 2項にはスカラー
曲率しかあらわれない ([62] など指数定理の教科書をみよ). これから, Lichnerowicz
の定理,「スカラー曲率正のリーマン多様対の $\hat{A}$ 種数は $0$ 」. が導かれる.

$ 36d(piqi)\rightarrow\infty$ なる点列 $piqi$ をとる. $Xi$ を乃と $qj$ を結ぶ最短測地線の中点と
する. $\pi 1(M)$ の元で動かして, $d(x, xi)<R$ なる $i$ によらない $R$があるとしてよい.
すると, $p_{i},$ $x_{i)}q_{i}$ を結ぶ最短測地線が収束部分列をもっ. この極限が直線になる.
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で, 矛盾である. すなわち, $Y^{\prime}$ はコンパクトである. $\pi 1M$ の作用はこ
の直積分解をたもっ. これから定理 13.2の分解が容易に得られる.
定理 132で $k=n$ の場合, あるいは定理 13.1でベッチ数が次元に等
しい場合には, $M$ は平坦になる. 特に, 定理 13.1で等号が成立すると
きは $M$ は平坦である. (このことはもともとの Bochner の証明からもわ
かる.)
定理 13.2は Gromov によって次のように拡張された.

定理 133. $\rho\in \mathbb{R}$ について連続な関数 $b(n, \rho)$ で, $b(n, O)=n$ であるも
のが存在し, 次の性質を持つ. $M$が直径 1, リッチ曲率 $\geq\rho$ なる $n$次元
コンパクトリーマン多様体であれば, その第 1 ベッチ数は $b(n, \rho)$ 以下
である.

系 13.4. Ricci $>-\epsilon_{n}$ , 直径 1の $n$次元コンパクトリーマン多様体の第 1
ベッチ数は $n$以下である. ここで $\epsilon_{n}$ は次元 $n$のみによる正の数である.

Gromov の証明は, 基本群の増大度 (後出) を Bishop-Gromov の不
等式 (命題 52) を用いて評価するもので, 後で述べる基本群に関する
研究 (定理 13.8や 13.9) の考え方に近い 37. Bochner の考え方に近い解
析的な証明が Gallot によって与えられている (Berger の講義録 [4] を
みよ).
定理 13.1の証明法は, 第 2次以後のべッチ数の評価にはそのままで
は適用できないと述べたが, 定理 133と同様な定理は第 2以後のベッ
チ数に対しては成立しない. すなわち,

「$M$ が直径 1, リッチ曲率 $\geq\rho$ なる $n$次元コンパクトリーマン多様
体のべッチ数は, $\rho$ と $n$で決まるある数より小さい.」
という命題は 誤りである. 反例は $[51, 45]$ 参照. 仮定を, リッチ曲率

$\geq\rho$ から断面 $\overline{\geq\rho}$に変更すると 「」 の中の命題の結論が成立する. こ

れが定理 105であった.
系 13.3で等号が成立する場合, すなわち, Ricci $>-\epsilon_{n}$ かつ第 1 ペッ

チ数が $n$ の場合について述べる. まず, 山口氏 [60] によって, 次のこ
とが示された.

定理 135. 直径が 1で, $K_{M}>-\epsilon_{n}$ , かつ第 1 ベッチ数が $n$である, $n$

次元リーマン多様体は, トーラスに微分同相である.

定理 135の証明のために, 山口氏は定理 123の (b) の場合を用いた.
Cheeger-Colding によって, 定理 12.3の (d) の場合が証明されたので,
定理 135はより弱い仮定で証明されている. すなわち

定理 13.6. (Cheeger-Colding) リッチ曲率 $>-\epsilon_{n}$ かつ第 1 ベッチ数が
n である, n次元リーマン多様体は, トーラスに微分同相である.

定理 13.2の次の系に注意しておく.

系 13.7. コンパクトリーマン多様体 $M$ が非負のリッチ曲率を持てば,
$\pi_{1}(M)$ は指数有限のアーペル部分群をもつ.

$37[4]\S A3$ 参照.
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これに関わる定理では, Milnor の次の結果が始まりであったといっ
てよいであろう.

定理 13.8. (Milnor [41]) 完備なリーマン多様体 $M$が非負曲率を持つと
し, $\pi_{1}(M)$ の有限生成部分群を $G$ とすると, $G$ は多項式増大度をもつ.

ここで, 多項式増大度とは次のように定義する. $G$ を有限生成な元
とし, $g1,$ $gk$ をその生成元とする. $gi$ たち $N$個の積で表される $G$

の元全体の数を $f_{G}(N)$ とかく.

定義 13.1. $G$が多項式増大度 (polynomial growth) をもつとは, $fc(N)<$
$C(N^{K}+1)$ なる自然数 $C,$ $K$ が存在することを指す.

$G$ が多項式増大度を持っかどうかは, 生成元の取り方によらないこ
とが知られている.
定理 138の証明は, 命題 5.2にもとついて次のようにして行う. 簡

単のため $M$ はコンパクトとする. $G$ に対応する $M$ の被覆空間を $A\tilde{/}$[ と
する. 一点 $p\in A\tilde{/}I$ をとると, 命題 5.2より,

$Vol(B_{p}(R, A/I))\sim\leq CR^{n}$

が成り立つ. 基本領域を用いる初等的な議論で,

$C^{-1}<\frac{Vo1(B_{p}(R,\Lambda\tilde{/}I))}{f_{\pi_{1}(A\prime I)}(R)}<C$

なる定数 $C$ の存在を示すことができるので, 定理 13.8が従う.
増大度関数んは, $G$が可換群から遠い程度を表しているといっても

よい. 実際 $G$ が自由群であると,

$f_{G}(R)>ce^{R/C}$

なる $c,$
$C$があり (このとき $G$は指数増大度を持つという), 一方 $G=\mathbb{Z}^{k}$

は多項式増大度を持つ.
Gromov[26] は次のことを示している.

定理 139. 有限生成群 $G$が多項式増大度を持つことと, $G$が有限指数
の巾零部分群を持つことは同値である.

証明には Gromov-Hausdorfff距離や Hilbert の第 5問題などを用いる
のであるが, ここでは述べない. 定理 13.8と 13.9をあわせると, リッ
チ曲率が非負の完備なリーマン多様体の基本群の有限生成部分群は, 有
限指数の巾零部分群を含むことがわかる.
この事実は, 筆者と山口氏の結果 ([19])38を経て, Cheeger-Colding に

よって, 次のように一般化された.

定理 13.10. 次元 $n$ だけによる正の数 $\epsilon_{n}$ が存在して, 次のことが成り
立っ. 完備リーマン多様体 $M$ のリッチ曲率がー\mbox{\boldmath $\epsilon$}n より大きいならば,
任意の $p\in M$ に対して $\pi_{1}(B_{p}(1, M))$ の $\pi_{1}M$ への像は, 有限生成巾零
部分群を含む.

38定理 13.10でリッチ曲率を断面曲率で置き換えた結果が [19] である.
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とくに, $M$ の直径が 1以下であれば, $\pi_{1}M$が有限生成巾零部分群を
含む.
定理 13.10は定理 138を含んでいることに注意しておく.
定理 13.10の結論の「巾零部分群」を「可換部分群」で置き換えるこ
とはできない. すなわち系 137の仮定のリッチ曲率 $\geq 0$ をリッチ曲率

$\geq-\epsilon_{n}$ で置き換えることはできない. 巾零リー群の離散部分群による
商空間 (概平坦多様体, [23] をみよ) が反例を与える.

以上の説明からも窺えるように, リッチ曲率の仮定のもとでは, 第
1 ベッチ数や, 基本群に関わる定理はいろいろと示すことができるが,
高次のべッチ数についての結果を示すことはより難しい.
リッチ曲率に関するリーマン幾何学では, ラプラシアンの固有値に

関わることが重要であるが, 本論説ではふれない. それで, いささか
尻切れトンボであるが, それは加須栄氏や酒井氏の論説を読んでいた
だくことにして, ここで終わることにしたい.
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ALEXANDROV 空間入門

大津幸男 (九州大学数理学研究院)

1. 比較定理入門

Alexandrov 空間とは比較定理をもとにして曲率の概念を定義した
距離空間である. この論説の主眼は Alexandrov 空間がどのようにし
て大域的 Riemann 幾何の中に現れるかを解説し, Burago-Gromov-
Perelman [4] で与えられた Alexandrov 空間の基本的性質を示すこと
である. 特に, 山口, 塩谷両氏の論説を理解するための基礎となるこ
とを紹介したい.
このセクションではなるべ \langle Riemann 幾何の知識を仮定せずに, 曲

面論程度の知識のもとで比較的簡単な比較定理の証明を与える. そし
て, 断面曲率が下から押さえられた Riemann 多様体の比較定理がな
ぜ個々の多様体の構造に依存せず成り立っのかを解説する. 公理的に
Alexandrov 空間を定義するのなら, このセクションの内容は必ずしも
必要ないのだが, ここで現れる手法は Alexandrov 空間を解析する手法
と深い関係にあり, また Alexandrov 空間を研究する大域 Riemann 幾
何からの動機を理解してもらうためにもこのような構成をとった. こ

こでは比較定理の紹介が目的なので完全に一般的な形での命題やその
証明を与えてはいないが, 一般の場合どのように拡張すれば良いかの
注意を与えたので, 興味のわいた読者は自ら議論を埋めることができ
るだろう.

1.1. Gauss-Bonnet の定理. 古典的な Gauss-Bonnet の定理を思い出
そう :2次元連結完備 Riemann 多様体 $M$ の区分的に微分可能な曲線
で囲まれた閉領域を $D$ とする, つまり, 可微分曲線 $Ci$ : $[0,1]\rightarrow M$

$(i=1, \ldots, m)$ で $p_{1}=c_{1}(1)=c_{2}(0),$
$\ldots,$

$p_{m}=c_{m}(1)=c_{1}(0)$ で
$\partial D=\sum_{i=1}^{m}{\rm Im} q$ を充たすとする. このとき

(1.1) $2\pi\times\chi(D)=\int_{D}K_{AM}(x)dA(x)+\sum_{i=1}^{m}\int_{c_{i}}k_{g}ds+\sum_{i=1}^{m}(\pi-\alpha_{i})$ ,

ただし, $\chi(D)$ は $D$ の Euler 数, $K_{AM}$ は Gauss 曲率, $dA$ は面積要素,
$k_{g}$ は測地曲率, $\alpha_{i}$ は $p_{i}$ での $\partial D$ の ( $D$ の中から計った) 角度である.
特に, $D$ が三つの最短線で囲まれている場合を考える. $p\in M$ から

$q\in M$ への最短線を $pq$ と表すと, $D$ はある $P,$ $q,$ $r\in M$ に対して
$\partial D=pq\cup qr\cup rp$ である. $p$ から $q$ への最短線と $q$ から $r$ への最短線
とが $q$ でなす角度を $\angle pqr$ とする. すると線積分の部分は消え,

(1.2) $\angle pqr+\angle qrp+\angle rpq-\pi=\int_{D}K_{M}(x)dA(x)+2\pi(1-\chi(D))$
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任意 $x\in D$ で $ K_{\Lambda I}(x)\geq\kappa$ が成り立つとしよう. $\chi(D)\leq 1$ なので

(1.3) $\angle pqr+\angle qrp+\angle rpq-\pi\geq\kappa area(D)$ .

ただし, area は面積を表す. また $ K_{AM}(x)\leq$ 充が任意の点 $x\in D$ で成
り立つとすると $D$ が可縮のとき,

(1.4) $\angle pqr+\angle qrp+\angle\prime rpq-\pi\leq\overline{\kappa}area(D)$ .

つまり, $ K_{AM}(x)\geq\kappa$ の場合は $D$ の位相に制限がないのに, $K_{A/M}(x)\leq\overline{\kappa}$

の場合には $D$ が可縮であることを要求しているところに重要な違いが
ある.

(1.3) と (1.4) より Gauss 曲率は $x\in M$ に対して

(1.5) $K_{A\prime M}(x)=\lim_{D\rightarrow x}\frac{\angle pqr+\angle q\prime rp+\angle rpq-\pi}{area(D)}$

のように定まることを見よう, ただし, $D\rightarrow x$ とは $\sup\{d(x, y)|y\in$

$D\}\rightarrow 0$ が成り立っこととする. 任意の $\epsilon>0$ に対して, 任意の
$y\in B(x, \delta)$ に対して $ K_{AM}(x)-\epsilon<KM(y)<KAM(x)+\epsilon$ となるような
$\delta>0$ をとる. 更に $\delta^{\prime}>0$ を小さく取って任意の $p,$ $q,$ $r\in B(x, \delta^{\prime})$ に

対して $D\subset B(x, \delta)$ で $D$ は可縮とできる. (1.3) と (1.4) より

$ K_{M}(x)-\epsilon<\frac{\angle pqr+\angle qrp+\angle rpq-\pi}{area(D)}<K_{M}(x)+\epsilon$ ,

よって (1.5) は明らか. (1.5) は一般次元の多様体の断面曲率に拡張さ
れる.
この関係は角度と曲率の局所的な関係を表わしている. 以下では角度

と曲率の大域的な関係を調べることにする. 上で指摘したように (1.3)
も大域的な関係式であったが, それより強い関係が得られることを示
そう.

1.2. Rauch の比較定理. $M$ の Riemann 計量 $g$ は極座標 $(t, \theta)$ で

$g=dt^{2}+f(t, \theta)^{2}d\theta^{2}$

(1.6)
$f(0,\theta)=0$ , $\lrcorner\partial\partial t(0,\theta)=1$

と表せる. 正確には次のようになる : $p\in M$ を固定して指数写像 $Exp_{p}$ :
$T_{p}\rightarrow M$ を考え,

$\overline{W}_{p}=\{u\in T_{p}|$ ある $\delta>0$ に対して $[0,1+\delta|\ni t\mapsto Exp_{p}tu\in M$

が最短線で, $u$ での $Exp_{p}$ の微分が非特異.}
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ に $0$ を中心に極座標 $(t, \theta)$ を入れて, $Exp_{p}$ : $\tilde{W}_{p}\rightarrow M$ を座標系と
見たものである. このとき, $f(t, \theta)\frac{\partial}{\partial\theta}$ は最短線 $t\rightarrow Exp_{p}$ tu に沿った
Jacobi 場である. (実際は $\overline{W}_{p}$ の定義の後半は必要無いことが知られて
いる.) この極座標で Gauss 曲率は (簡単なテンソル計算で)

$K_{M}(t, \theta)=\frac{-1}{f(t,\theta)}\frac{\partial^{2}f}{\partial t^{2}}(t, \theta)$
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となる. $f_{\theta}(t)=f(t, \theta)$ と置くと,

(1.7) $\frac{d^{2}f_{\theta}}{dt^{2}}(t)+K_{AM}(t, \theta)f_{\theta}(t)=0$ .

$I_{\theta}=\{t>0|(t, \theta)\in\overline{W}_{p}\}$ と置く, ここでは極座標と乃の元を同一
視している. このとき, $I_{\theta}$ は区間で, $t\in I_{\theta}$ ならば $f_{\theta}(t)>0$ である.
例えば, 曲率が $\kappa$ の単連結 2次元完備 Riemann 多様体 $H^{2}(\kappa)$ では,
$f=s_{\kappa}$ と置き (1.6), (1.7) を解くと

$s_{\kappa}(t)=\left\{\begin{array}{l}\frac{l}{\sqrt{\kappa}}sin\sqrt{\kappa}tt\\\sqrt{-\kappa}^{l}sinh\sqrt{-\kappa}t\end{array}\right.$
$if\kappa<0if\kappa=0if\kappa>0$

がわかる.
$ K_{M}\geq\kappa$ ならば

(1.8) $1\geq\frac{f_{\theta}(s)}{s_{\kappa}(s)}\geq\frac{f_{\theta}(t)}{s_{\kappa}(t)}$ for $0\leq s\leq t\in I_{\theta}$ .

あるいは, これと同値な命題
$ K_{AM}\geq\kappa$ ならば

(1.9) $\frac{f_{\theta}^{\prime}(t)}{f_{\theta}(t)}\leq\frac{s_{\kappa}^{\prime}(t)}{s_{\kappa}(t)}$ for $t\in I_{\theta}$ .

が成り立っことを示そう. まずこれらが同値であることは次のように
してわかる.

$\lim_{t\backslash 0}\frac{f_{\theta}(t)}{s_{\kappa}(t)}=\lim_{t\backslash 0}\frac{f_{\theta}^{\prime}(t)}{s_{\kappa}(t)}=1$

なので, (1.8) の二番目の不等式が示せれば始めの不等式は明らかであ
る. (1.8) の二番目の式を変形すると

$\frac{f_{\theta}(t)-f_{\theta}(s)}{f_{\theta}(s)}\leq\frac{s_{\kappa}(t)-s_{\kappa}(s)}{s_{\kappa}(s)}$

なので, $h>0$ に対して $t=s+h$ と置いて両辺を $h$ で割り $h\rightarrow 0$ と

すると (1.9) となる. 逆にこれが成り立つと,

$\frac{d}{dt}\frac{f_{\theta}(t)}{s_{\kappa}(t)}=\frac{f_{\theta}^{\prime}(t)s_{\kappa}(t)-s_{\kappa}^{\prime}(t)f_{\theta}(t)}{s_{\kappa}(t)^{2}}\leq 0$

より (1.8) が成り立っので, これらは同値な命題であることが分かる.
よって (1.9) を示せばよい.
十分小さな $\epsilon>0$ に対して

$g(t)=\frac{f_{\theta}^{\prime}(t)}{f_{\theta}(t)}$ , $\tilde{g}(t)=\frac{s_{\kappa-\epsilon}^{\prime}(t-\epsilon)}{s_{\kappa-\epsilon}(t-\epsilon)}$

と置き,
$I_{\theta}^{\prime}=\{t\in I_{\theta}\cap(\epsilon, \infty)|\tilde{g}(t)\geq g(t)\}$
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が定義域 $I_{\theta}\cap(\epsilon, \infty)$ と一致することを示そう. $f_{\theta}$ と $s_{\kappa-\epsilon}$ の連続性と
初期条件より

$\lim_{t\rightarrow\epsilon}\tilde{g}(t)=\infty>g(\epsilon)$

となるので, $ t=\epsilon$ の近傍 $\subset I_{\theta}^{\prime}$ である. もし $I_{\theta}^{\prime}$ が定義域と一致しな
いと仮定すると, ある $ to>\epsilon$ が存在して, $\epsilon\leq t<to$ ならば $t\in I_{\theta}^{\prime}$

であり, to にいくらでも近いところに $\not\in I_{\theta}$ なる $I\theta\cap(to, \infty)$ の元があ
る. 連続性より, この to では $g(t_{0})=\overline{g}(t_{0})$ でなければならない. (1.7)
より

(1.10) $g^{\prime}(t)=(\frac{f_{\theta}^{\prime}(t)}{f_{\theta}(t)})^{\prime}=-K_{M}(t, \theta)-g^{2}(t)$

なので

$g^{\prime}(t_{0})=-IC_{AM}(t_{0},\theta)-g^{2}(t_{0})<-\kappa+\epsilon-\overline{g}^{2}(t_{0})=\overline{g}^{\prime}(t_{0})$

となり, $g(to)=\overline{g}(to)$ から, ある $\delta>0$ が存在して [to, $ t_{0}+\delta$ ) $\subset I_{\theta}^{\prime}$ と

なり, 矛盾が生じる. よって $\overline{g}(t)\geq g(t)$ が $I_{\theta}\cap(\epsilon, \infty)$ で成り立ち, 次
に $\epsilon\rightarrow 0$ とすることで (1.9) がわかる.

(1.8) は Rauch の比較定理と呼ばれるもので, 上の証明からひとつ
の最大値原理と見るのが自然である. ここで比較定理の大域的性格の
一端を垣間見ることができる.

注意 1.1. (1.7) から Gauss-Bonnet の定理 (1.1) を示すことができる.
例えば Hopf [13] を見よ.

13. 距離と角度の比較. \S 1.1では最短線のなす三角形とその角度によ
り曲率が定まることをみた. ここでは Rauch の比較定理から距離関数
の比較ができ, さらに角度の比較定理が導かれることをみる. 簡単の
ためここでは $\kappa\leq 0$ について $ K_{M}\geq\kappa$ となるとして話しを進める.
ある点 $q\in M$ が $p$ の切断点 (cut point) であるとは任意の $u\in\overline{W}_{p}$

に対して $q=Exp_{p}u$ とならないこととする. $q$ と $p$ を結ぶ最短線 $pq$

に沿って第一共役点 (first conjugate point) であるとは $pq$ を $[0,1]\ni$

$t-\rangle Exp_{p}$ tu と表すとき $(t\in(0,1)$ について $tu$ での $Exp_{p}$ の微分が非
特異で) $u$ での $Exp_{p}-$ の微分が特異であることとする. $q$ が切断点でな

ければ, ある $u\in W_{p}$ により $q=Exp_{p}u$ と一意的に書け, $u$ で $Exp_{p}$ は

非特異である. したがって, q が p の切断点ならばある最短線に沿って
$p$ の第一共役点となっている力 1 $p$ から $q$ への二本以上の最短線があ
るかの何れかである. $p$ の切断点全体の集合を切断跡 (cut locus) と云

う. (以上の定義は普通の定義とは少し異なるが以下の議論ではこちら
の方が都合が良いのでここでは取りあえずこのように定義しておく.)
ある点 $p\in M$ を固定し, $p$ からの距離関数を $d_{p}$ : $M\rightarrow R$ で表す.

このとき $q\in M$ から $r$ への最短線を $c:[0, a]\rightarrow M$ と置く, ただし最
短線のパラメータは弧長にとる. $c(so)\in M$ が $p$ の切断点ではないと
する. すると極座標が $c(s_{0})$ の近傍で定義され, この近傍の点と $p$ を

結ぶ $\theta$ 一定の曲線が $M$ 内での一意的な最短線となる. このとき

(1.11) $\frac{d}{ds}|_{s=s_{0}}d_{p}\circ c(s)=-\cos\angle pc(s_{0})r$ .
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(これは角度の定義からほぼ明らかだが正確な議論は注意 1.3に与え
た.) さらに $ K_{M}\geq\kappa$ ならば,

(1.12) $\frac{d^{2}}{ds^{2}}|_{s=s_{0}}d_{p}oc(s)\leq\sin^{2}\angle pc(s_{0})r\frac{s_{\kappa}^{\prime}(|pc(s_{0})|)}{s_{\kappa}(|pc(s_{0})|)}$ .

なぜなら (1.2), (1.7) および (1.9) より, $c(s)$ の極座標を $(\theta_{s}, t_{s})$ と置
くと, 十分小さな $h$ に対して

$\angle pc(s_{0}+h)r-\angle pc(s_{0})r=\int_{\theta_{s_{0}}}^{\theta_{\theta}}0+h\int_{0}^{t_{s}}f_{\theta}^{\prime\prime}(t)dtd\theta+\theta_{h}-\theta_{0}$

$=\int_{\theta_{s_{0}}}^{\theta_{s_{0}+h}}f_{\theta}^{\prime}(t_{s})d\theta$

(1.13)
$=\int_{s_{0}}^{s_{0}+h}\frac{f_{\theta}^{\prime}(t_{s})}{f_{\theta}(t_{s})}\sin\angle pc(s)rds$

$\leq\int_{s_{0}}^{s_{O}+h}\frac{s_{\kappa}^{\prime}(t_{s})}{s_{\kappa}(t_{s})}\sin\angle pc(s)rds$ ,

二行目から三行目の変形で $\theta$ と $s$ は, (1.6) と角度の定義より,

$\frac{ds}{d\theta}$ sm $\angle pc(s)r=f_{\theta}(t_{s})$

と変換されることを使った. このことと (1.11) より (1.12) が分かる.
三点 $p,$ $q,$ $r\in M$ に対して最短線 $pq,$ $qr,$ $rp$ の三組みを測地三角形と

呼び, $\triangle pqr$ と表す. $H^{2}(\kappa)$ での測地三角形 $\triangle\tilde{p}\tilde{q}\overline{r}$ で

$|\tilde{p}\overline{q}|=|pq|$ , $|\overline{q}\tilde{r}|=|qr|$ , $|\overline{r}\overline{p}|=|rp|$

を満たすものを $\triangle pqr$ の ( $H^{2}(\kappa)$ での) 比較三角形と呼び, $\triangle pqr-=$

$\triangle\tilde{p}\tilde{q}\overline{r}$ と表す. まず次を示そう.

補題 1.1. (1) $H^{2}(\kappa)$ 内の測地三角形 $\triangle\tilde{p}\tilde{q}\tilde{r}$ と $\triangle\hat{p}\hat{q}\hat{r}$ が $|\tilde{p}\tilde{q}|=|\hat{p}\hat{q}|$ ,
$|\overline{q}\tilde{r}|$ =lq^州をみたすとき

$|\tilde{p}\overline{r}|\leq|\hat{p}\hat{r}|\Leftrightarrow\angle\tilde{p}\tilde{q}\tilde{r}\leq\angle\hat{p}\hat{q}\hat{r}$ .

(2) $H^{2}(\kappa)$ 内の測地三角形 $\triangle\overline{p}\tilde{q}\tilde{r}_{f}\triangle\overline{p}\overline{r}\tilde{s}_{f}\triangle\hat{p}\hat{q}\hat{s}$ が

$|\hat{p}\hat{q}|=|\tilde{p}\tilde{q}|$ , $|\hat{q}\hat{s}|=|\overline{q}\tilde{r}|+|\tilde{r}\tilde{s}|$ , $|\hat{p}\hat{s}|=|\tilde{p}\overline{s}|$

をみたすとし, $|\hat{q}r\hat{\wedge.}|=|\tilde{q}\tilde{r}|$ をみたす $\hat{r}\in\hat{q}\hat{s}$ を取る. このとき

$\angle\tilde{p}\overline{r}\tilde{q}+\angle\overline{p}\overline{r}\overline{s}\leq\pi\Leftrightarrow\angle\hat{p}\hat{q}\hat{r}\leq\angle\tilde{p}\overline{q}\overline{r}\Leftrightarrow|_{\hat{\hat{\Psi}}}|\leq|\tilde{p}\tilde{r}|$ .

Proof. (1) 良く知られた式

$\cos\angle\overline{p}\tilde{q}\tilde{r}=\frac{c_{\kappa}(|\tilde{p}\tilde{r}|)-c_{\kappa}(|\tilde{p}\tilde{q}|)c_{\kappa}(|\overline{q}\tilde{r}|)}{\kappa s_{\kappa}(|\tilde{p}\overline{q}|)s_{\kappa}(|\tilde{q}\tilde{r}|)}$

より, $\angle\tilde{p}\tilde{q}\tilde{r}$ が |p-司の関数として単調増加であることは明ら力\searrow ただ
し, $c_{\kappa}(t)=s_{\kappa}^{\prime}(t)$ であり, $\kappa=0$ のときは $\kappa\rightarrow 0$ の極限とみなして
いる.
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(2) 4, $\overline{s}$ ががについて反対側にあるとする. $\overline{s}$ を $\overline{q}\tilde{r}$ を,\Gamma \tilde の方向に
延ばした直線上に $|\tilde{r}\overline{s}|=$ 荻なるように取る. $\angle\overline{p}\overline{r}\overline{q}+\angle\overline{p}\overline{r}\overline{s}\leq\pi$ と仮
定する. \triangle p-南と $\triangle\tilde{p}\tilde{r}\tilde{s}$ に (1) を使うと

$|\tilde{p}\overline{s}|\leq|\tilde{p}\overline{s}|$ .

この三角形 $\triangle\tilde{p}\tilde{q}\overline{s}$ と $\triangle\hat{p}\hat{q}\hat{s}$ にもう一度 (1) を使うと
$\angle\hat{p}\hat{q}\cdot\hat{r}=\angle\hat{p}\hat{q}\hat{s}\leq\angle\overline{p}\tilde{q}\overline{s}=\angle\overline{p}\tilde{q}\tilde{r}$ .

また (1) より
$|\hat{p}\hat{r}|\leq|\overline{p}\overline{r\cdot}|$ .

逆は上の議論を逆に辿れば良い 口

以上の準備のもとで次を示す. $\triangle pq\cdot r\cdot=\triangle\tilde{p}\overline{q}\overline{r}-$ と表し, $\angle pqr\sim$ で $\angle\tilde{p}\tilde{q}\overline{r}$

を表すとするとき,
任意の測地三角形 $\triangle pqr$ に対して $H^{2}(\kappa)$ の比較三角形
$\triangle pqr=\triangle\overline{p}\overline{q}\overline{r}$ が存在して

(1.14) $\angle pqr\geq\angle pqr\sim$ , $\angle qrp\geq\angle qrp\sim$ , $\angle rpq\geq\angle rpq-$

が成り立つ (図 1 $(i)$).

これが Toponogov の比較定理である. Gauss-Bonnet の定理から比較
三角形の面積の $\kappa$ 倍は $\angle pqr\sim+\angle qrp\sim+\angle rpq-\pi-$ となり, 上から (1.3)
の三角形の面積を比較三角形の面積に換えたものが成り立っことがわ
かる. もちろん角度の和の比較ができたからといって個々の角度の比
較はできないので, (1.14) は (1.3) を著しく拡張していると見ることが
出来る.
証明を与えよう. 十分小さな $\epsilon>0$ に対して $H^{2}(\kappa)$ の代わりに

$H^{2}(\kappa-\epsilon)$ でこれが成り立っことを示せばよい. $M$ 内の測地三角形 $\triangle pqr$

を固定する. $\tilde{p}\in H^{2}(\kappa-\epsilon)$ からの距離関数 $d_{\overline{p}}$ を考える. $c:[0, a]\rightarrow M$

を $q=c(O)$ から $r=c(a)$ への (長さをパラメータとする) 最短線と
する. ある $s\in(0, a)$ について $c(s)$ から $q$ への最短線が $c$ と重なると
すると等号が成り立つので, このようなことがおこらないとする, つま
り, $ 0<\angle pc(s)r<\pi$ となるとする.
点 $c(s_{0})$ が $p$ の切断点でないような $so\in[0, a]$ を固定する. 上で注

意したように, ある近傍 $(s_{0}-\delta^{\prime}, s_{0}+\delta)\cap[0, a]$ が存在してこの上で切
断跡とは交わらない. $s\in(s_{0}-\delta^{\prime}, s_{0}+\delta)$ とし, $\overline{p}\in H^{2}(\kappa-\epsilon),\hat{c}_{s}$ を

(1.15) $|\tilde{p}\hat{c}_{s}(s)|=|pc(s)|$ , $\angle\overline{p}\hat{c}_{s}(s)\hat{c}_{s}(a)=\angle pc(s)r$

をみたす $H^{2}(\kappa-\epsilon)$ の中の最短線とする. (1.12) の右辺は, $H^{2}(\kappa-\epsilon)$ の

場合に (1.13) の計算をたどり直してみれば明らかなように, 対応する
距離関数 $d_{\overline{p}}o\hat{c}_{s}(s+h)$ の二回微分であり, $ 0<\angle pc(s)r<\pi$ から等号は
成り立たない. (1.15) より, 十分小さな $\delta^{\prime\prime}>0$ が存在して $0<|h|<\delta^{\prime\prime}$

ならば

(1.16) $d_{p}oc(s+h)<d_{\overline{p}}\circ\hat{c}_{s}(s+h)$

が成り立つ. これから

(1.17) $d_{p}oc(s)\leq d_{\overline{p}}o\hat{c}_{s_{0}}(s)$
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が全ての $s\in(s0-\delta^{\prime}, s0+\delta)$ で成り立つことを示そう. そこで
$l_{0}$ $:=\sup$ { $l\in[s_{0},$ $s_{0}+\delta]|d_{p}\circ c(s)<d_{\overline{p}}\circ\hat{c}_{s_{0}}(s)$ for $s\in(s_{0},$ $l)$ }

$<s_{0}+\delta$

として矛盾を示す. $d_{p}oc(l_{0})=d_{\overline{p}}o\hat{c}_{s_{0}}(lo)$ となるので

$d_{\overline{p}}\circ\hat{c}_{so}(s_{1})-d_{p}oc(s_{1})$

$=\max\{d_{\overline{p}}\circ\hat{c}_{s_{0}}(s)-d_{p}\circ c(s)|s_{0}<s<l_{0}\}$

をみたし, 任意の $s\in(sl)$ に対して

$d_{\overline{p}}o\hat{c}_{s_{0}}(s)-d_{p}\circ c(s)<d_{\overline{p}}\circ\hat{c}_{s_{0}}(s_{1})-d_{p}oc(s_{1})$

となるような $s_{1}\in(s_{0}, l_{0})$ が存在する. 第一の条件から, (1.11) に注意
すると,

$\angle\tilde{p}\hat{c}_{s_{0}}(s_{1})\hat{c}_{s_{0}}(a)=\angle pc(s_{1})c(a)$ .
そこで $f(s)=d_{\overline{p}}\circ\hat{c}_{s_{0}}(s)-d_{p}\circ c(s)$ と置き, $s=s1$ で一回微分を考え
ると $\frac{d}{ds}|_{s=s_{1}}f(s)=0$ で, 二回微分を考えると (1.12) に注意することで

$\frac{d^{2}}{ds^{2}}|_{s=s_{1}}f(s)\geq\sin^{2}\angle pc(s_{1})c(a)(\frac{s_{\kappa-\epsilon}^{\prime}(|\tilde{p}\hat{c}_{s_{0}}(s_{1})|)}{s_{\kappa-\epsilon}(|\overline{p}\hat{c}_{s_{0}}(s_{1})|)}-\frac{s_{\kappa}^{\prime}(|pc(s_{1})|)}{s_{\kappa}(|pc(s_{1})|)})$ .

もし, $|\tilde{p}\hat{c}_{s_{0}}(s_{1})|=|pc(s_{1})|$ ならば右辺が $0$ より大きくなり矛盾だが,
$|\tilde{p}\hat{c}_{s_{0}}(s_{1})|>|pc(s_{1})|$ からだけではそのようなことは言えないので以下
のように議論する.
そのため始めから $0<\delta<|pc(s_{0})|/10$ としておく. すると

$\frac{9}{10}|pc(s_{0})|<d_{p}oc(s)<\frac{11}{10}|pc(s_{0})|$ for $s\in[s_{0}, s_{0}+\delta]$

が成り立つ. (1.16) が $s=s_{1}$ で成り立つので so を $s_{1}$ にかえて同じ議
論を繰り返す. ただし, $s=l0$ で

$d_{p}oc(l_{0})=d_{\overline{p}}\circ\hat{c}_{s_{0}}(l_{0})>d_{\overline{p}}\circ\hat{c}_{s_{1}}(l_{0})$

である. 実際, 三角形 $\triangle\tilde{p}\hat{c}_{s_{0}}(s_{1})\hat{c}_{s_{0}}(l_{0})$ と $\triangle\overline{p}\hat{c}_{s_{1}}(s_{1})\hat{c}_{s_{1}}(l_{0})$ を較べると,
$\overline{p}^{\prime}\in\tilde{p}\hat{c}_{s_{0}}(s1)$ を $|\tilde{p}^{\prime}\hat{c}_{s_{0}}(s1)|=|pc(s1)|$ と取ることで,

$\triangle\tilde{p}\hat{c}_{s_{1}}(s_{1})\hat{c}_{s_{1}}(l_{0})\equiv\triangle\tilde{p}^{\prime}\hat{c}_{s_{0}}(s_{1})\hat{c}_{s_{0}}(l_{0})$

となり, 右の三角形は $\triangle\tilde{p}\hat{c}_{s_{0}}(s_{1})\hat{c}_{so}(l_{0})$ に含まれるので, 辺の長さの条
件から上の不等式が言える. したがって

$ l_{1}=\sup$ { $l\in[s_{1},$ $l_{0}]|d_{\overline{p}}\circ\hat{c}_{s_{1}}(s)>d_{p}\circ c(s)$ for $s\in(s_{1},$ $l)$ } $<l_{0}$

が存在し $[s_{1}, l_{1}]\subset(s_{0}, l_{0})$ となる. これを何回も繰り替えすことで単調
増加数列 $\{s_{i}\}_{i=0}^{\infty}$ が取れ, これが収束することがわかる. このとき連続
性から

$d_{\overline{p}}\circ\hat{c}_{s_{i}}(s_{i+1})-d_{p}\circ c(s_{i+1})\rightarrow 0$ as $ i\rightarrow\infty$

が成り立つので, 十分大きな $i\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対しては

$\frac{d^{2}}{ds^{2}}|_{s=s_{i+1}}(d_{\overline{p}}o\hat{c}_{s_{i}}(s)-d_{p}\circ c(s))>0$
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となり矛盾が生じる. ( $s-\delta^{\prime},$ s] でも同じ議論が成り立つ.
任意の $s\in(s-\delta^{\prime}s_{0}+\delta)$ に対して測地三角形 $\triangle pc(s_{0})c(s)$ の比較

三角形 $\triangle\overline{p}\tilde{c}_{s_{0}}\tilde{c}_{s}$ を取ると, (1.17) と補題 1.1より

(1.18) $\angle pc(s_{0})c(s)\geq\angle\overline{p}\overline{c}_{s_{0}}\overline{c}_{s}$ ,

逆に, (1.17) で $s$ を so so を $s$ とみなして補題 1.1を使うと

(1.19) $\angle pc(s)c(s_{0})\geq\angle\overline{p}\tilde{c}_{s}\tilde{c}_{s_{0}}$

もわかる.
まず $p$ の切断跡と $c$ とは交わらないと仮定する. コンパクト性の議論

より, $[0, a]$ の適当な分割 $0=s_{0}<s_{1}<\cdots<s_{m}=a$ と $\triangle pc(s_{i})c(s_{i+1})$

の比較三角形 $\triangle\overline{p}\overline{c}_{i}\overline{c}_{i+1}$ で, $\overline{c}_{i-1}$ と $\overline{c}_{i.+1}$ は $\tilde{p}\tilde{c}_{i-1}$ を含む最短線に関して
反対側にあり,

$\angle pc(s_{i-1})c(s_{i})\geq\angle\tilde{p}\tilde{c}_{i-1}\tilde{c}_{i}$ $i=1,$ $\ldots,$
$m$ ,

$\angle pc(s_{i})c(s_{i+1})\geq\angle\tilde{p}\overline{c}_{i}\overline{c}_{i+1}$ $i=0,$ $\ldots,$ $m-1$

なるものが取れる, 特に

(1.20) $\angle\tilde{p}\tilde{c}_{i-1}\tilde{q}+\angle\overline{p}\tilde{c}_{i}\tilde{c}_{i.+1}\leq\pi$ $i=1,$ $\ldots,$ $m-1$ .

このようにして $H^{2}(\kappa-\epsilon)$ の凸多角形が得られる.
$\triangle\overline{p}\tilde{c}_{0^{\tilde{C}}1},$ $\triangle\overline{p}\overline{c}_{1}\tilde{c}_{2}$ と $\triangle pc(s_{0})c(s_{2})$ の比較三角形 $\triangle\tilde{p}\hat{c}_{0}\hat{c}_{2}$ を較べると

(1.20) と補題 1.1 (2) と (1) より

$\angle\tilde{p}\hat{c}_{0}\hat{c}_{2}\leq\angle\tilde{p}\overline{c}_{0}\tilde{c}_{1}$ , $\angle\tilde{p}\hat{c}_{2}\hat{c}_{0}\leq\angle\tilde{p}\overline{c}_{2}\overline{c}_{1}$ .

これを繰り返すことで, $\triangle pqr$ の比較三角形 $\triangle\tilde{p}\tilde{q}\tilde{r}$ にっいて

$\angle\tilde{p}\tilde{q}\overline{r}\leq\angle\tilde{p}\tilde{c}_{0}\tilde{c}_{1}\leq\angle pc_{0}c_{1}=\angle pqr$ ,
$\angle\overline{p}\tilde{r}\overline{q}\leq\angle\tilde{p}\tilde{c}_{m-1}\tilde{c}_{m}\leq\angle pc_{m-1}c_{m}=\angle_{\Psi}q$

がわかる. これは (1.14) の一部であるが $p,$ $q,$ $r$ の名前を付け替えるこ
とで残りの場合もわかる.
次に切断跡と $c$ との交わりがある場合も (1.18) と (1.19) が成り立っ
ことがいえれば証明が終わる. $c(s_{0})$ が切断点の場合, 二本以上の最短
線がある力 1 ある最短線に沿って $p$ の第一共役点となっているかの何
れかである. $c(so)$ から $p$ への最短線が一本しかな \langle , $c(so)$ が $p$ から
の第一共役点であるとしよう, つまり $c(so)$ の極座標 $(\theta_{s_{0}}, t_{s_{0}})$ が一意に
定まり $0<t<t_{s_{0}}$ で $f_{\theta}(t)>0$ であり, $f_{\theta}(t_{s_{0}})=0$ . このときも (1.12)
が多少の補正のもとに成立することを示す. $p’\in pc(s_{0}),$ $p^{\prime}\neq p$ を取り
$d_{p^{\prime}}$ を考えると

$d_{p}(c(s))-d(p,p^{\prime})\leq d_{p^{\prime}}(c(s))$

である. (1.7) が二階の常微分方程式であるので, 二つの与えられた点
で $0$ になるものは定数倍を除いて一意的に決まることから $c(s_{0})$ は $p^{\prime}$

の第一共役点でないことがわかる. 従って (1.12) より

$\frac{d^{2}}{ds^{2}}|_{s}d_{p^{\prime}}oc(s)\leq\sin^{2}\angle pc(s)r\frac{s_{\kappa-\epsilon}^{\prime}(|p^{\prime}c(s)|)}{s_{\kappa-\epsilon}(|p^{\prime}c(s)|)}$ .
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$\epsilon>0$ を取り直して $p^{\prime}$ を $p$ に十分近く取れば (1.17) が成り立つよう
にできる. この場合, (1.18), (1.19) では $\tilde{p}$ を $\tilde{p}^{\prime}$ に替えなければなら
ないので, 全ての比較三角形 $\triangle\overline{p}\overline{c}_{i}.\overline{c}_{i+1}$ を辺の長さが合うように取直す
必要があるが, 比較三角形を $\tilde{c}_{?}\cdot.\overline{c}_{?:+1}$ を共有するそれに含まれる別の測
地三角形にかえても角度の評価は (少し悪くなるが) 変わらないので,
全ての分割点で辺の長さを少し短かめに取り替えて議論すればよい.
二本以上最短線がある場合を考える. この場合角度の意味を正確に

定める必要がある :
$\Delta\angle c(s)r=\inf$ { $\angle_{c(s)}(c,\gamma)|\gamma$ は $c(s)$ と $p$ を結ぶ最短線}
$\overline{\angle}pc(s)r=\sup$ { $\angle_{c(s)}(c,$ $\gamma)|\gamma$ は $c(s)$ と $p$ を結ぶ最短線}

と定義する, ただし, $\angle_{c(s)}(c, \gamma)$ は $c$ と $\gamma$ の $c(s)$ でなす角のこと. す
ると

(1.21) $\lim_{s\nearrow s_{0}}\angle pc(s)r=\overline{\angle}pc(s_{0})r\geq\Delta\angle)c(s_{0})r=\lim_{s\backslash s_{0}}\angle pc(s)r$ ,

ただし, $\angle pc(s)r$ は最短線が一意でない場合どの角度をとっても良い.
このことから $\leq Jc(s_{0})r$ と $\overline{\angle}pc(s_{0})r$ を実現する最短線が存在すること
が分かる, これらの最短線について (第一共役点ならば $p$ を少しだけ
取直すことで) (1.17) を $h>0$ と $h<0$ に制限した二つの評価が得
られる. (もちろん $d_{p}$ はこの点で微分できないが,) この場合も (1.18),
(1.19) が成り立つ. (1.21) より比較三角形で (1.20) が成り立っことも
わかるのでこの場合の議論も問題ない.

注意 12. この証明で用いた議論はどれも大域的なものであった, これ
は比較定理の大域的性格を強く反映している.

1.4. Alexandrov-Toponogov の比較定理. \S 1.2-1.3では $M$ が 2次
元として話しをしたが, 実は同様のことが一般次元の Riemann 多様体
でも成立する. 正確に述べよう: $R(\cdot, \cdot)$ . を曲率テンソルとする. $p\in M$

に対して $\sigma_{p}$ を $T_{p}$ の 2次元平面とする, すると, 一次独立な $u,$ $v\in T_{p}$

があって $\sigma_{p}=\langle u,$ $v$ } と書かれる. 特に $u,$ $v$ を正規直交基底に取るとき,

$K_{M}(\sigma_{p})=g(R(u, v)v,$ $u$ )

と置く, これが $M$ の断面曲率である. これは $u,$ $v$ の取り方によらな
いことが簡単にわかる, また, 2次元の場合には Gauss 曲率に一致す
る. $ K_{M}\geq\kappa$ とは任意の $p\in M$ と 2次元平面 $\sigma_{p}$ に対して $ K_{M}(\sigma_{p})\geq\kappa$

を表す.

定理 1.2 (Alexandrov-Toponogov). $n$ 次元連結完備 Riemann 多様体
$M$ が $ K_{M}\geq\kappa$ をみたすならば以下が成り立っ.

(1) 任意の測地三角形 $\triangle pqr$ に対して $H^{2}(\kappa)$ の比較三角形 $\triangle pqr=\sim$

$\triangle\tilde{p}\tilde{q}\tilde{r}$ が存在して

$\angle pqr\geq\angle pqr\sim$ , $\angle qrp\geq\angle qrp\sim$ , $\angle rpq\geq\angle rpq\sim$

が成り立っ (図 $1(i)$).
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$p$ $p$

$\geqq$

$M$
$H^{2}(K)$

図 1 (i)
(2) 任意の測地三角形 $\triangle pqr$ #こ対して $H^{2}(\kappa)$ 内の測地三角形 $\triangle\hat{p}\hat{q}\hat{r}$

で $|pq|=|\hat{p}\hat{q}|,$ $|qr|=|\hat{q}\hat{r}|_{f}\angle pqr=\angle\hat{p}\hat{q}\hat{r}$ なるものをとると

$|pr|\leq|\hat{p}\hat{r}|$

が成り立つ (図 $1(ii)$)).

$p$

図 1 $(\ddot{u})$
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(3) 任意の測地三角形 $\triangle pqr$ #こ対して $H^{2}(\kappa)$ の比較三角形 $\triangle pqr=\sim$

$\triangle\tilde{p}\overline{q}\overline{r}$ が存在して
$|st|\geq|\tilde{s}t|\sim$

が全ての $s\in pq,$ $t\in pr$ と $|ps|=|\tilde{p}\tilde{s}|,$ $|pt|=|\tilde{p}t|\sim$ をみたす点 $\tilde{s}\in\tilde{p}\tilde{q}_{f}$

$\overline{t}\in$ がに対して成り立っ (図 1 (iii))).

図 1 $(\ddot{u}i)$

(4) 任意の測地三角形 $\triangle pqr$ と任意の $s\in pq_{f}t\in pr$ に対して $H^{2}(\kappa)$

の比較三角形 $\triangle pst\sim$ が存在して角 $\angle spt\sim$ が定まり,

$(s,t)^{\sim}-\rangle\omega_{s,t}$$:=\angle spt$

は $s\in pq,$ $t\in pr$ について単調非増加関数である, ただし, $s_{f}s^{\prime}\in pq_{f}$

$t_{f}t^{\prime}\in pr$ について $(s, t)\leq(s^{\prime}, t^{\prime})$ を $|ps|\leq|ps^{\prime}|$ かつ $|pt|\leq|pt^{\prime}|$ と定
める.

Proof. (1) は示したので残りの命題が同値であることを示せば良い.
(1) $\Rightarrow(2)$ . $\triangle pqr$ に対して (1) の $\triangle\tilde{p}\tilde{q}\tilde{r}$ を取る. $\hat{r}\in H^{2}(\kappa)$ を

$|\hat{r}\overline{q}|=|rq|\angle\tilde{p}\tilde{q}\hat{r}=\angle pqr$ なるものすると, 補題 1.1 と $\angle\tilde{p}\tilde{q}\tilde{r}\leq\angle\overline{p}\tilde{q}\hat{r}$

より
$|\tilde{p}\hat{r}|\geq|\overline{p}\overline{r}|=|pr|$ .

(2) $\Rightarrow(1)$ . $\triangle pqr$ に対して (2) の $\triangle\hat{p}\hat{q}\hat{r}$ をとる. $\tilde{r}\in H^{2}(\kappa)$ で
$|\overline{r}\hat{p}|=|rp|,$ $|\overline{r}\hat{q}|=|rq|$ なるものすると, $|pr|\leq|\hat{p}\hat{r}|$ より補題 1.1 (1) が
使えて

$\angle\hat{p}\hat{q}\overline{r}\leq\angle\hat{p}\hat{q}\hat{r}=\angle pqr$ .
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(1) $\Rightarrow(3)$ . $\triangle psr,$ $\triangle rqs$ の比較三角形 $\triangle psr-,$ $\triangle rqs\sim$ を取ると, (1)
より

$\angle rsp+\angle rsq\leq\angle rsp+\angle rsq\leq\pi\sim\sim$ .

したがって, 補題 1.1 (2) より,

$|rs|\geq|\tilde{r}\tilde{s}|$ .

全く同じ議論から $\triangle psr$ の比較三角形 $\triangle psr=\triangle\overline{p}\hat{s}\cdot\overline{r}\sim$. について

$|st|\geq|\hat{s}t|\sim$

で, 補題 1.1 (1) を二回使うと

$|\hat{s}t|\sim\geq|\tilde{s}t|\sim$ .
(3) $\Leftrightarrow(4)$ . $s\in pq,$ $t,$ $t^{\prime}\in pr$ で $t^{\prime}<t$ としよう. すると測地三角形

$\triangle pst$ の比較三角形 $\triangle\tilde{p}\tilde{s}t\sim$ に対して $t^{\prime}\in pt$ なので (3) より

$|t^{\prime}s|\geq|t^{\sim,}\tilde{s}|$ .

そこで測地三角形 $\triangle pst^{\prime}$ の比較三角形 $\triangle\hat{p}\hat{s}\hat{t}^{\prime}$ を取ると, また補題 1.1
(1) より

$\angle\tilde{s}\tilde{p}t=\angle\tilde{s}\tilde{p}t^{\prime}\leq\angle\hat{s}\hat{p}\hat{t}^{\prime}\sim\sim$ .
逆も同様に議論すればよい.

(4) $\Rightarrow(1)$ . $\triangle pqrt$こ対して比較三角形を $\triangle\tilde{p}\overline{q}\tilde{r}$ とする. $s\in pq,$ $t\in pr$

を $|ps|=|pt|$ と取り, $\triangle\hat{s}\hat{p}\hat{t}$ を $\triangle spt$ の比較三角形とすると (4) より

$\angle\hat{s}\hat{p}\hat{t}\geq\angle\tilde{q}\tilde{p}\tilde{r}$ .
$|ps|\rightarrow 0$ とすると

$\angle qpr\leq\lim_{|ps|\rightarrow 0}\angle\hat{s}\hat{p}\hat{t}=\angle qpr\sim$ .

口

注意 13. (1) の証明は 2次元で $\kappa\leq 0$ の場合に限ったが, 一般の
Riemann 多様体の場合にもほぼ同様の議論が成り立っので, 変更しな
ければならない部分を注意しよう. まず, Rauch の比較定理 (1.9) の
証明は (1.7) が Jacobi 場のみたす方程式であることに注意すれば, こ

のまま一般の場合にも使える.
Toponogov の比較定理の証明では (1.11), (1.12) と補題 1.1以外はほ
ぼ同じである. まず, 補題 1.1 (2) で $\kappa>0$ のとき測地三角形の大き
さについて $|\hat{p}\hat{q}|+|\hat{q}\hat{s}|+|\hat{s}\hat{p}|<T2\pi\kappa$ なる条件が必要になる. これは球面
$H^{2}(\kappa)$ 上に測地三角形があるための条件であり, この制限から任意の
$\grave{t}\beta IJ$地三角形 $\triangle pqr$ について $|pq|+|qs|+|sp|\leq T\kappa 2\pi$ となることもわかる.

(1.11), (1.12) を示すのに我々は簡単のため Gauss-Bonnet の定理を
使って距離関数 $d_{p}$ の二回微分を求めたのだが, 一般の場合は第二変分
公式を調べる必要がある. 我々の場合は以下のように簡単に求められる:
まず第一変分公式を思い出そう. 可微分写像 $\alpha$ : $[0, a]\times(-\epsilon, \epsilon)\rightarrow\Lambda/I$
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に対して $\gamma_{s}=\alpha(t, s)$ : $[0, a]\rightarrow M$ を曲線とし, $L(\gamma_{s})$ によりその長さ
を表すと

$\frac{d}{ds}L(\gamma_{s})=[\langle\frac{1}{||T\Vert}T,$ $S\rangle]_{t=0}^{a}-\int_{0}^{a}\{\nabla_{T}\frac{1}{||T||}T,$ $S\rangle dt$ ,

ここで $T=\alpha*\frac{\partial}{\partial t},$ $S=\alpha_{*}\frac{\partial}{\partial s}$ であり, $\langle, \rangle$ は Riemann 計量, $\Vert\cdot\Vert$ はノ

ルム, $\nabla$ は Levi-Civita 接続を表す. ここで興味があるのは $d_{p}$ の変分
であるので, $\alpha(0, s)=p,$ $\gamma_{s}$ が全て最短測地線とし, $c(s)=\alpha(a, s)$ が
速度 1の曲線となる変分を考えると, 第二項が消えるので

$\frac{d}{ds}d_{p}\circ c(s)=\frac{d}{ds}L(\gamma_{s})=\{\frac{1}{||T||}T,$
$S\rangle_{(a,s)}$

となり, (1.11) がわかる. これをもう一度微分すると

$\frac{d^{2}}{ds^{2}}d_{p}oc(s)=\langle(\nabla_{\frac{1}{||T||}T}S)^{\perp},$
$S\}_{(a,s)}+\langle\frac{1}{||T||}T,$ $\nabla_{S}S\}_{(a,s)}$ ,

ここで $X^{\perp}$ は $X$ の $T$ 方向の直交成分である. $\gamma_{0}$ を単位速度の最短
線とする. $c(s)=\alpha(a, s)$ を単位速度の測地線と取ると第二項が消える
ので

$\frac{d^{2}}{ds^{2}}|_{s=0}d_{p}\circ c(s)=\langle(\nabla_{T}S)^{\perp}, S^{\perp}\rangle_{(a,s)}$ .

ここで $S$ の $T$ についての直交成分の大きさと, $S=\alpha_{*}\frac{\partial}{\partial s}$ が $\gamma_{0}$ に沿っ
た Jacobi 場であることに注意して, Rauch の比較定理を適用すれば
(1.12) が得られる.
最後に $c(s)$ が $p$ からの第一共役点である場合に $c(s)$ が $p$ に十分近

い $p^{\prime}\in pc(s)$ からの第一共役点にならないことを使っているが, 一般
の場合には [17] などで展開されている指数形式を使った議論が必要と
なる.
別の観点からの証明は [5], [14] 等に与えられている. (それらの証明

は [22], [15] の教科書にも紹介されているので参考にしてほしい. こ

のセクションの理解を深めるための参考文献としてこの二っを挙げて
おく.)

1.5. Bishop-Gromov の比較定理. \S 1.4では幾つかの同値な命題を示
した訳だが, (1), (2) では角度が Riemann 多様体で定義されることは当
たり前として使っていた. ところが, (3), (4) では距離しか使っていな
いのでこの方が距離空間の幾何との関連がより明確である. 次の二つの
セクションでは, Riemann 多様体の構造を調べようとするとすぐに多
様体だけでは不十分になり, 自然に距離空間が現れること, しかも, そ
の場合 (3), (4) の性質が保たれることを見る. だが, その前に Bishop-
Gromov の体積の比較定理を紹介してこのセクションを終わろう. $r$

れは, 断面曲率の下からの評価のもとでは Alexandrov-Toponogov の
比較定理から導かれるのだが, もっと弱 \langle Ricci 曲率の下からの評価の
もとで成り立っのである.

$n$ 次元の Riemann 多様体 $M=(M, g)$ の Ricci 曲率を $RicM$ と表す,
これは曲率テンソル $R(\cdot, \cdot)$ . のトレースをとった $(2, 0)$ 対称テンソルで
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ある. $u\in T_{p}M,$ $g(u, u)=1$ と取ると R.ic $(u, u)$ は $T_{p}$ の正規直交基底
$e_{1}=u,$ $e_{2},$ $\ldots e_{n}$ に対して

$Ric(u, u)=\sum_{i=2}^{n}g(R(e_{i}, u)u,$ $e_{i}$ ),

つまり, $u$ を含む平面についての断面曲率の平均をとったものである.
したがって断面曲率 $\geq\kappa$ ならば $RicM\geq(n-1)\kappa$ である.
点 $p$ を中心とした半径 $r>0$ の円板 $B(p, r)=B(p, r:M)$ $:=\{x\in$

$M|d(p, q)<r\}$ に対してその体積 $vol(B(p, r))$ が定まる. $(B(p, r)=M$
という場合も含めて考察する.) 曲率が $\kappa$ の単連結 $n$ 次元完備 Riemann
多様体を $H^{n}(\kappa)$ と表すと, 上と同様に $\overline{p}\in H^{n}(\kappa)$ を固定して $b^{n}(r)$ $:=$

$vol(B(\overline{p}, r : H^{n}(\kappa)))$ が定まる.
定理 1.3 (Bishop-Gromov の比較定理). $n$ 次元の Riemann 多様体 $M$

が $RicM\geq(n-1)\kappa$ をみたすならば, 任意の $p\in M$ に対して

(1.22) $1\geq\frac{vol(B(p,r_{0}))}{b^{n}(r_{0})}\geq\frac{vol(B(p,r_{1}))}{b^{n}(r_{1})}$ for $0\leq r_{0}\leq r_{1}$

が成り立っ.

Proof. ここでは $n=2$ の場合に (1.8) から (1.22) が導かれることを示
す. $f_{\theta}(r)$ は各 $\theta$ について, その向きにでる最短線が切断跡に交わるま
で定義されている. そこでそれ以後は $0$ と置くと $[0, \infty$) $\times[0,2\pi$ ) で矛
盾なく定義され, やはり (1.8) が成り立っている. そこで $0<r0\leq r$

に対して

$\int_{0}^{r_{0}}f_{\theta}(t)dt\geq\frac{f_{\theta}(r)}{s_{\kappa}(r)}\int_{0}^{r_{0}}s_{\kappa}(t)dt$ ,

この両辺を $s_{\kappa}(r)$ 倍して, $r\in[r0, r_{1}]$ で積分すると

$\int_{r_{0}}^{r_{1}}s_{\kappa}(r)dr\times\int_{0}^{r_{0}}f_{\theta}(t)dt\geq\int_{r_{0}}^{r_{1}}f_{\theta}(r)dr\times\int_{0}^{r_{0}}s_{\kappa}(t)dt$ ,

これを $\theta$ で積分して $ 2\pi$ を掛けると

$\{b^{2}(r_{1})-b^{2}(r_{0})\}vol(B(p,r_{0}))\geq\{vol(B(p,r_{1}))-vol(B(p, r_{0}))\}b^{2}(r_{0})$ ,

つまり, $0<r0\leq r1$ に対して

$\frac{vol(B(p,r_{0}))}{b^{2}(r_{0})}\geq\frac{vol(B(p,r_{1}))}{b^{2}(r_{1})}$

$1i\iota n_{r\rightarrow 0}\frac{\backslash ^{\prime}o1(B(p,r))}{b^{2}(r)}=1$ は明らか. 口

注意 14. 一般の次元では曲座標での体積要素 (この場合 $dExp_{p}$ の行
列式) が (1.8) と同じ性質をみたすことを示せばよい.
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1.6. 構成. 始めにも述べた通り, この論説の主眼は Alexandrov 空間の
幾何, あるいはもっと一般に距離空間の幾何が如何に大域 Riemann 幾
何と関わるかに視点をおいて Burago-Gromov-Perelman [4] の解説を与
えることである. \S 2ではこの節での結果をもとに距離空間における曲
率の概念を導入しその基本的な性質を調べる. その後の \S 3で Hausdorfl
距離についての最小限の知識をまとめる. まず, 距離空間全体の集合
に Hausdorff距離を導入し, 断面曲率が下から押さえられ, 次元が上か
ら押さえられた Riemann 多様体の列の収束先が Alexandrov 空間にな
ることを示す. その後 \S 4で Alexandrov 空間の基本性質を紹介する.
特に Alexandrov 空間の Hausdorff 次元が整数になること, および, 方
向の空間がコンパクトになることを示す. \S 5は Otsu-Shioya [20] で展
開された微分構造についての解説である.

2. 曲率の下から押さえられた距離空間

ここでは Alexandrov-Toponogov の比較定理を中心において, 距離
空間で曲率の概念が展開できることを示す. そのためまず距離空間に
関連した基本的な概念を復習し, 多様体との類似に注意しながら, 曲
率を導入しよう.

21. 測地空間. 距離空間 $X=(X, d)$ が内部距離空間であるとは任意の
二点 $p,$ $q\in X$ と $\epsilon>0$ に対して

$ d(p_{i},p_{i-1})<\epsilon$ $i=1,$ $\ldots,m$ ,

$\sum_{i=1}^{m}d(p_{i},p_{i-1})<d(p, q)+\epsilon$

をみたすような $m\in N$ と点 $p_{0}=p,$ $p_{1},$
$\ldots,$ $p_{m}=q$ が存在することで

ある. $c(O)=p,$ $c(1)=q$ をみたす連続写像 $c:[0,1]\rightarrow X$ を $p,$ $q$ を結
ぶ曲線と云う. $p,$ $q\in X$ を結ぶ曲線 $c:[0,1]\rightarrow X$ の長さを

$L(c)=\sup\{\sum_{i=1}^{m}d(c(t_{i}), c(t_{i-1}))|$

$0=t_{0}<t_{1}<\cdots<t_{m}=1$ は $[0,1]$ の任意の分割}

により定義し,

$|pq|=\inf${ $L(c)|c:[0,1]\rightarrow X$ は $p,$ $q$ を結ぶ曲線}

と置く. $X$ を弧状連結としても一般に任意の二点 $p,$ $q$ に対して $|pq|<\infty$

となる $p,$ $q$ を結ぶ曲線が存在するとは限らないが, そのような曲線が
あるときそれを最短測地線 (minimal geodesic) あるいは単に最短線と呼
び $pq$ と表す. もちろん, 最短線は一意的に定まるかどうかは分からな
いので, これはその一つを表すとする. 任意の二点を結ぶ最短測地線
が存在するような距離空間を測地空間 (Length space) と呼ぶ. このと
き $X\times X\ni(p, q)\mapsto|pq|$ が $X$ の距離となり, その距離について曲
線の長さを計っても元の距離について計ったのと同じなので, 距離を
$d(p, q)=|pq|$ と取り測地空間を内部距離空間とみなすことにする.
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$(M, g)$ を連結 Riemann 多様体とする. このとき任意の $p,$ $q\in M$

は微分可能な写像 $c$ : $[0,1]\rightarrow M$ で $c(O)=p,$ $c(1)=q$ となるものに
より結ばれる, これを $p$ と $q$ を結ぶ曲線という. この長さが $L(c)=$

$\int_{0}^{1}\sqrt{g(c(t),c(t))}dt$ で定義され

$ d(p, q):=\inf$ { $L(c)|c$ は $p$ と $q$ を結ぶ曲線}
と定めると $(M, d)$ は内部距離空間となる. これを Riemann 計量から
導かれた距離といい, これにより Riemann 多様体を距離空間とみなす.
連結完備 Riemann 多様体は Riemann 計量から導かれた距離に関して
測地空間であることは良く知られた事実であり, \S 1でも既に用いてい
た. 以後断らないときは Riemann 多様体としては連結完備なものだけ
を考え測地空間とみなすこととする. 連結完備 Riemann 多様体は完備
局所コンパクト内部距離空間であるので, 次からも測地空間であるこ
とがわかる.

命題 2.1. 完備局所コンパクト内部距離空間は測地空間である.

Proof. 任意の二点 $p,$ $q\in X$ を結ぶ最短線 $pq$ が存在することを示せば
よい. $X$ は局所コンパクトなので, ある $r>0$ が存在して $B(p, 2r)$ は

コンパクトとなる. 任意の $i\in N$ に対して $p_{0}^{i}=p,$ $p_{1}^{i},$

$\ldots,$
$p_{m_{i}}^{i}=q$ が

存在して,

(2.1) $d(p_{j}^{i},p_{j-1}^{i})<\frac{1}{i}$ $\dot{\gamma}=1,$
$\ldots,$

$m_{i}$ ,

(2.2) $\sum_{j=1}^{m}d(p_{j}^{i},p_{j-1}^{i})<d(p, q)+\frac{1}{i}$ .

各 $i$ に対して $r-\frac{1}{i}<d(p,p_{j}^{i})\leq r$ をみたす $j$ があるのでこの点を $x(i)$

と置くと, コンパクト性より部分列 $\{i_{1}\}\subset N$ と点 $x\in\overline{B(p,r)}$ が存在
して $\lim_{i_{1}\rightarrow\infty}x(i1)=x$ となる. ここで

$d(p, x(i))\leq\sum_{l=1}^{j}d(p_{l}^{i},p_{l-1}^{i})$ , $d(x(i), q)\leq\sum_{l=j+1}^{m}d(p_{l}^{i},p_{l-1}^{i})$ ,

と (2.2) より

$d(x, q)=d(p, q)-d(p, x)=d(p, q)-r$ .
上の $r$ を $r_{0},$ $x$ を $x_{1}$ と置き, 上の議論を繰り返すことで, $\underline{r_{1}>0,\ldots,}$

$r_{k}>0$ , 部分列 $\{i_{k}\}\subset\{i_{1}\},$ $x_{1},$
$\ldots,$

$x_{k}\in X$ が取れて $B(x_{l-1},2r_{l})$

$(l=1, \ldots, k)$ がコンパクトで

(2.3) $d(x_{l}, x_{k})=r_{l-1}+\cdots+r_{k}$ ,
となる. このとき, ある $k$ に対して $7^{\cdot}0+\cdots+rk=d(p, q)$ となるよう
にできる. そうでないとするとどのように取っても $\sum_{k=0}^{\infty}r_{k}<d(p, q)$

となり, (2.3) よりり $\{xk\}$ は Cauchy 列となり, $X$ の完備性よりある点
$x$ に収束する. $B(x, 2r)$ がコンパクトすると, 十分大きな $k$ に対して
$rk$ を $r$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ近く取り直すとそこまでの和を $\sum_{k=0}^{\infty}rk$ より大きな値に取り
直せる. 従って矛盾.
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以上からコンパクト集合 $K$ と $\{i\}$ のある適当な部分列が存在して
$p_{0}^{i}=p,$ $pi\cdots,$ $p_{m_{i}}^{i}=q$ は常に $K$ に含まれていることになる. 以後,
帰納的に $\{i\}$ の部分列を取ることで, $[0,1]$ の稠密な可算部分集合 $A$ と
各 $t\in A$ に対して $x_{t}\in X$ が見つかり, (2.3) を得たのと同じ理由から

$d(x_{s}, x_{t})=|s-t|d(p, q)$ for $s,$ $t\in A$

とできる. 以上のようにして得られる $\{x_{t}|t\in A\}\subset X$ を完備化する
ことで $p,.q$ を結ぶ曲線が得られるが, これが最短線であるのは明らか
である 口

もちろん, 任意の二点を結ぶ最短線が存在したからといって完備と
も局所コンパクトとも限らないことはユークリッド空間の開円板や, 適
当な無限次元バナッハ空間を考えれば明らかである. 完備局所コンパ
クト内部距離空間の場合最短線の列の極限が最短線になることも明ら
かである.
上の議論を少し変えることで次もわかる.

命題 2.2. 完備局所コンパクト内部距離空間の任意の有界閉集合はコン
パクト.

Proof. 任意の $p\in X,$ $r>0$ に対して閉円板 $\overline{B(p,r)}$ がコンパクトであ
ることを示せば良い. $\{q_{i}\in\overline{B(p,r)}\}$ を与えられた点列として, 部分列
を取って $|pq_{i}|\rightarrow r^{\prime}\leq r$ と仮定できる. 上の証明では $q$ を固定したが,
これを儀として同じ議論を行うと, あるコンパクト集合と $\{q_{i}\}$ の部
分列が存在してそれが全て含まれることになるので, 収束部分列を見
つけることが出来る. 口

注意 2.1. 曲線 $c:[a, b]\rightarrow X$ が測地線とはどの点にもある近傍が存在
してそこへの制限が最短線になることとする. 任意の測地線が $R$ まで
拡張されるとき測地線完備という. 完備な Riemann 多様体が測地線完
備になることは Hopf-Rinow の定理として知られるが, 一般に完備な
距離空間は測地線完備とは限らない.

2.2. 曲率 $\geq\kappa$ の距離空間. \S 1で述べた Alexandrov の比較定理を使っ
て距離空間の曲率の概念を定義する. $X$ を測地空間とする. 三点 $p,$ $q$ ,
$r\in X$ に対して最短線 $pq,$ $qr,$ $rp$ の組みを測地三角形と呼び, $\triangle pqr$ と
表す. $\kappa\in R$ を固定する, $H^{2}(\kappa)$ での測地三角形 $\triangle\overline{p}\tilde{q}\tilde{r}$ で

$|\tilde{p}\overline{q}|=|pq|$ , $|\tilde{q}\tilde{r}|=|qr|$ , $|\tilde{r}\tilde{p}|=|rp|$

を満たすものを $\triangle pqr$ の ( $H^{2}(\kappa)$ での) 比較三角形と呼び, $\triangle pqr\sim=$

$\triangle\tilde{p}\tilde{q}\overline{r}$ と表す. $s\in pq$ に対して $\tilde{s}\in\tilde{p}\tilde{q}$ で $|ps|=|\tilde{p}\tilde{s}|$ をみたすものを
$s\in pq$ に対応する $\tilde{s}\in\tilde{p}\tilde{q}$’ということにする.

定義 2.1. $X$ を測地空間とする.
(Alexandrov の凸性 I) 任意の測地三角形 $\triangle pqr$ に対し
て $H^{2}(\kappa)$ の比較三角形 $\triangle pqr=\triangle\tilde{p}\tilde{q}\tilde{r}-$ が存在して

$|st|\geq|\overline{s}t|\sim$
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が $s\in pq,$ $t\in pr$ に対応する $\tilde{s}\in\tilde{p}\tilde{q},\overline{t}\in\tilde{p}\tilde{r}$ に対して成
り立つ

とき, $X$ は曲率 $\geq\kappa$ の距離空間であると云う. したがって, 断面曲率
$\geq\kappa$ の連結完備 Riemann 多様体は Riemann 計量から定まる距離に関
して曲率 $\geq\kappa$ の距離空間である.

上の定義から次は明らか.

(Alexandrov の凸性 I’) 任意の測地三角形 $\triangle pqr$ に対し
て $H^{2}(\kappa)$ の比較三角形 $\triangle pqr=\triangle\tilde{p}\tilde{q}\tilde{r}\sim$ が存在して

$|sr|\geq|\tilde{s}\tilde{r}|$

が $s\in pq$ に対応する $\tilde{s}\in\overline{p}\tilde{q}$ に対して成り立つ.

逆にこの性質と Alexandrov の凸性 I は同値である. 実際, 測地三
角形 $\triangle pqr$ に対して比較三角形 $\triangle pqr=\triangle\tilde{p}\overline{q}\tilde{r}\sim$ を取ると, $s\in pq$ に対
応する $\tilde{s}$ に対して

$|sr|\geq|\tilde{s}\tilde{r}|$ .

次に比較三角形 $\triangle psr=\triangle\hat{p}\hat{s}\hat{r}-$ と $ t\in\Psi$ に対応する $\hat{t}\in\hat{p}\hat{r}$ に対して

$|st|\geq|\hat{s}\hat{t}|$ .

そこで補題 1.1(1) を二回使うと

$|\hat{s}\hat{t}|\geq|\tilde{s}t|\sim$

となるので元の式を得る.

注意 22. この定義では比較三角形の存在も要請している. もし $\kappa\leq 0$

ならば, 比較三角形は常に存在するが, $\kappa>0$ ならば注意 13で注意し
たように比較三角形が存在するためには $|pq|+|qr|+|rp|\leq$ 課が必要と
なる. つまり, 任意の測地三角形 $\triangle pqr$ #こ対して $|pq|+|qr|+|rp|\leq\frac{2\pi}{\sqrt{\kappa}}$

が成り立っことを要請していることになる. このことから $r\in pq$ と取
ると $2|pq|=|pq|+|qr|+|rp|\leq\frac{2\pi}{\sqrt{\kappa}}$ となるので diam $X\leq\frac{\pi}{\sqrt{\kappa}}$ が得られ
る. これは $RicM\geq n-1$ の $n$ 次元 Riemann 多様体 $M$ の Myers の
定理に当たるものである. この場合は diam $ M=\pi$ ならば $M$ は $S^{n}(1)$

に等長になる (Cheng) ことが知られているが, 我々の場合はこれは成
立しないことを後に示す.

定理 1.2 (3) $\Leftrightarrow(4)$ の議論より Alexandrov の凸性 I は次とも同値で
ある.

(Alexandrov の凸性 II) 任意の測地三角形 $\triangle pqr$ と任意
の $s\in pq,$ $t\in pr$ に対して $H^{2}(\kappa)$ の比較三角形 $\triangle pst=\sim$

$\triangle\tilde{p}\overline{s}\overline{t}$ が存在して角冫 spt が定まり,

$(s, t)-\rangle\omega_{s,t}=\angle spt\sim$

は $s\in pq,$ $t\in pr$ について単調非増加関数である.
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そこで異なる三点 p) $q,$ $r\in X$ を取り, 最短線 $pq,$ $pr$ を定めると,
任意の $s\in pq(|ps|\leq\min(|pq|, |\Psi|))$ に対して, $s^{\prime}\in pr$ を $|ps^{\prime}|=$

$|ps|$ と取ると $s\mapsto\omega_{s,s^{\prime}}$ が単調なので $\lim_{s\neg p}\omega_{s,s^{\prime}}$ が存在する, 任意の
$s\in pq,$ $t\in p$刀 に対しては $|ps|\leq|pt|$ ならば $\omega_{s,s^{\prime}}\geq\omega_{s,t}\geq\omega_{t^{\prime},t}$ が

$|ps’=|ps|,$ $|pt^{\prime}|=|pt|$ をみたす $s^{\prime}\in pr,$ $t^{\prime}\in pq$ に対して成り立っので
$\lim\omega$ が定まる, そこで最短線 $pq$ と $pr$ のなす角度を

$\angle qpr=$ $\lim$
$\omega_{s,t}$

$(s,t)\rightarrow(p,p)$

定義する. すると, $\omega_{s,t}$ の単調性より

(Toponogov の凸性 I) 任意の測地三角形 $\triangle pqr$ に対し
て $H^{2}(\kappa)$ の比較三角形 $\triangle pqr=\triangle\tilde{p}\overline{q}\tilde{r}\sim$ が存在して

$\angle pqr\geq\angle pqr-$, $\angle qrp\geq\angle qrp\sim$ , $\angle rpq\geq\angle rpq\sim$

が成り立っ.
これと以下が同値なことはすでに示した.

(Toponogov の凸性 II) 任意の測地三角形 $\triangle pqr$ に対して
$H^{2}(\kappa)$ 内の測地三角形 $\triangle\hat{p}\hat{q}’\hat{r}$ で $|pq|=|\hat{p}\hat{q}|,$ $|qr|=|\hat{q}\hat{r}|$ ,
$\angle pqr=\angle\hat{p}\hat{q}\hat{r}$ なるものをとると

$|pr|\leq|\hat{p}\hat{r}|$

が成り立っ.
角度のいくつかの基本的な性質を示そう.

命題 23. (1) 任意の $p_{f}q,$ $r_{f}s\in X$ に対して

$\angle pqs\leq\angle pqr+\angle rqs$ ;

(2) $pq$ の内点 $r$ と任意の $s\neq r$ に対して

$\angle prs+\angle srq=\pi$ ;

(3) $piqi\rightarrow pq,$ $qr\rightarrow qr$ のとき

$\angle pqr\leq\lim_{i\rightarrow\infty}\inf\angle p_{i}q_{i}r_{i}$ ;

(4) $pi\in pr$ で $pi\rightarrow p$ のとき

$\lim_{i\rightarrow\infty}\angle rp_{i}q=\lim_{i\rightarrow\infty}\angle p_{i}pq=\inf_{pq}\angle rpq\sim$ .

Proof. (1) 角度の定義より角度は $\pi$ 以下である. したがって $\angle pqr+$

$\angle rqs<\pi$ の場合だけ考えれば良い. 任意の $\delta>0$ に対して $p^{\prime}\in qp$ ,
$s^{\prime}\in qs$ で

$\angle pqs-\delta^{\sim}<\angle p^{\prime}qs^{\prime}$

なるものがある. $H^{2}(\kappa)$ に $\hat{q},\hat{r}$ , $\hat{p}^{\prime},\hat{s}^{\prime}$ を

$|\hat{p}^{\prime}\hat{q}|=|p^{\prime}q|$ , $|\hat{r}\hat{q}|=|rq|$ , $|\hat{s}^{\prime}\hat{q}|=|s^{\prime}q|$ ,
$\angle\hat{p}^{\prime}\hat{q}\hat{r}=\angle pqr$ , $\angle\hat{s}^{\prime}\hat{q}\hat{r}=\angle sqr$
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をみたし, $\hat{q}^{\prime}$ と $\hat{s}^{\prime}$ が $\hat{r}\hat{q}$ に関して反対側に位置するように取る. 仮定
より $\hat{p}^{\prime}\hat{s}^{\prime}$ と $\hat{q}\hat{r}$ の交わり $\hat{r}^{\prime}$ があるとしてよい. それに対応する $qr$ 上
の点を $r^{\prime}$ とすると三角不等式と Toponogov の凸性 II より

$|p^{\prime}s^{\prime}|\leq|p^{\prime}r^{\prime}|+|\cdot r^{\prime}s^{\prime}|\leq|\hat{p}^{\prime}\hat{r}^{\prime}|+|\hat{r}^{\prime}\hat{s}^{\prime}|=|\hat{p}^{\prime}\hat{s}^{\prime}|$

なので, 補題 1.1より

$\angle p^{\prime}qs^{\prime}\leq\angle pqr+\angle rqs-$ .

これより求めたい式が得られる.
(2)(1) より $\angle prs+\angle srq\geq\pi$ は明らか. $p^{\prime}\in pr,$ $s^{\prime}\in rs,$ $q^{\prime}\in rq$

に対して比較三角形 $\triangle\tilde{p}^{\prime}\tilde{s}^{\prime}\tilde{q}^{\prime}$ を取る. Alexandrov の凸性より $\tilde{r}$ を $r$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ

対応する $\overline{p}^{\prime}\overline{q}^{\prime}$ 上の点とすると

$|\tilde{r}\overline{s}^{\prime}|\leq|rs^{\prime}|$

となる. そこで補題 1.1 (2) より
$\angle p^{\prime}rs^{\prime}+\angle s^{\prime}rq^{\prime}\leq\pi\sim\sim$

となり求めたい式を得る.
(3) 任意の $\epsilon>0$ に対して $s\in pq,$ $t\in rq$ が存在して

$\angle pqr-\epsilon\leq\angle sqt\sim$ .

piqi は $pq$ に qiri は $qr$ に収束するので, $s_{i}\in p_{i}q_{i},$ $t_{i}\in q_{i}r_{i}$ で $|q_{i}s_{i}|=$

$|qs|,$ $|q_{i}t_{i}|=|qt|$ をみたすものを取ると, 十分大きな�に対して

$|\angle s_{i}q_{i}t_{i}-\angle sqt|\sim-<\epsilon$ ,

したがって
$\angle pqr-2\epsilon<\angle sqt\sim\leq\angle piqt$ .

(4) (3) より, 任意の $\epsilon>0$ に対して $i$ が十分大きいならば

$\inf_{pq}\angle rpq\leq\angle qp_{i}r+\epsilon$

かつ
$|\angle p_{i}pq+\angle pp_{i}q-\pi|\sim\sim<\epsilon$ .

すると (2) より

$\inf_{pq}\angle rpq\geq\angle p_{i}pq\geq\pi-\angle pp_{i}q-\epsilon\geq\pi-\angle pp_{i}q-\epsilon=\angle qp_{i}r-\epsilon\sim\sim$ ,

よって

$\inf_{pq}\angle rpq=\lim_{i\rightarrow\infty}\angle p_{i}.pq\sim=\lim_{i\rightarrow\infty}\angle qp_{i}.r$ .

口

上の命題から次がすぐに分かる.

系 2.4. 最短線は分岐しない. つまり

$pq\cap pr\backslash \{p, q, r\}\neq\emptyset\Rightarrow pq\subset pr$ あるいは $pr\subset pq$ .
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Proof. もし $s\in pq\cap pr,$ $s\neq p,$ $q,$ $r$ なる $s$ が存在するとする. $q^{\prime}\in pq$ ,
$r^{\prime}\in pr$ で $|ps|<|pq^{\prime}|=|pr|\leq\min(|pq|, |pr|)$ をみたすものに対して

lpsq’ $=\angle psr^{\prime}=\pi$

なので, 上の (2) より $\angle q^{\prime}sr^{\prime}=0$ となり, Toponogov の凸性 II から
$q^{\prime}=r^{\prime}$ がわかる. $|pq^{\prime}|=|pr^{\prime}|<|ps|$ をみたす $q^{\prime}\in pq,$ $r^{\prime}\in pr$ にっい

ても同様. 口

Alexandrov の凸性のもう -つの言い換えを与えよう : $p,$ $q,$ $r,$ $s\in X$

について $p^{\prime}\in pq,$ $r^{\prime}\in pr,$ $s^{\prime}\in ps$ を取ると (1) より $\angle r^{\prime}p^{\prime}s^{\prime}\leq\angle r^{\prime}p^{\prime}p+$

$\angle pp^{\prime}s^{\prime}$ , したがって

$\angle r^{\prime}p^{\prime}s^{\prime}+\angle r^{\prime}pq+\angle s^{\prime}p^{\prime}q\leq\angle pp^{\prime}r^{\prime}+\angle r^{\prime}p^{\prime}q+\angle pp^{\prime}s^{\prime}+\angle s’ p^{\prime}q\leq 2\pi$ ,

最後で (2) を使った. 次に $p^{\prime}\rightarrow p$ とすると (3) より

$\angle rps+\angle rpq+lspq$

$=\angle r^{\prime}ps^{\prime}+\angle r^{\prime}pq+ls^{\prime}pq$

$\leq\lim_{p\rightarrow}\inf_{p}\angle r^{\prime}p^{\prime}s^{\prime}+\lim_{p\rightarrow}\inf_{p}\angle r^{\prime}p^{\prime}q+\lim_{p\rightarrow}\inf_{p}\angle s^{\prime}p^{\prime}q\leq 2\pi$ .

最後に Alexandrov の凸性 II を使うと
$\angle rps+\angle rpq+\angle spq\leq 2\pi\sim\sim\sim$ .

以上で次の命題の必要性が分かった.

命題 2.5. Alexandrov の凸性と次は同値.
任意の $p_{0},$ $p_{1},$ $p_{2},$ $p_{3}\in X$ について

(24) $\tilde{l}^{\sim-}P1PoP2+\angle p2PoP3+\angle p3pop1\leq 2\pi$ .

Proof. $\triangle pqr$ と $pq$ の内点 $s$ に対して

$\tilde{l}^{-\sim}psq+\angle qsr+\angle rsp\leq 2\pi$

であり, $\angle psq=\pi\sim$ より $\angle qsr\sim+\angle rsp\sim\leq\pi$ . 補題 1.1 (2) より $|rs|\leq|\tilde{r}\tilde{s}|$

が比較三角形 $\triangle pqr=\triangle\overline{p}\tilde{q}\tilde{r}-$ と $s\in qr$ に対応する $\tilde{s}\in\tilde{q}\tilde{r}$ に対して成
り立っ. これが Alexandrov の凸性 $I^{\prime}$ であった 口

ここで簡単な例を挙げ, 上で示した性質についての注意を与える.

例 2.1. $X$ を曲率 $\geq 1$ の距離空間とする. $ X\times[0, \infty$ ) を同値関係

$(x, r)\sim(y, s)\Leftrightarrow r=s=0$ or $(x, r)=(y, s)$

で割った空間を $ Cx=X\times[0, \infty$ ) $/\sim$ と置き, $(x, r)$ の定める同値類を
$[x, r]$ で表す. $[x, r],$ $[y, s]\in Cx$ に対して

(2.5) $|[x,r],$ $[y, s]|=\sqrt{r^{2}+s^{2}-2rs\cos|xy|}$

と定めるとこれは $Cx$ の距離になる (図 2).
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図 2
パラメータを長さにとって $xy$ を $\alpha$ : $[0, |xy|]\rightarrow X$ と表す. $R^{2}$ に原

点 $0$ で角度が $|xy|$ で辺の長さが $r,$ $s$ の三角形を取ると原点の対辺の長
さが $|[x, r],$ $[y, s]|$ なので, その対辺を $\tilde{c}$ : $[0, |[x, r], [y, s]|]\rightarrow R^{2}$ と表し

$c(t)=[\alpha(\angle\tilde{c}(0)0\tilde{c}(t)), |0\tilde{c}(t)|]$

という曲線を作ると $Cx$ の最短線になることがわかる. よって $Cx$ は

測地空間になる. これを $X$ の懸垂と呼ぶ.
これは曲率 $\geq 0$ の距離空間であることを Alexandrov の凸性 I’ を調

べることで示そう. 測地三角形の頂点が $[x_{1}, s_{1}],$ $[x_{2}, s_{2}],$ $[x_{2}, s_{2}]$ である
とする. まず $s_{1},$ $s_{2},$ $s_{3}$ のどれも $0$ に等しくないときは $X$ 上の測地三
角形 $\triangle x_{1}x_{2}x_{3}$ とその $S^{2}(1)$ 内の比較三角形 \triangle 亀物妬を取り, $R^{3}$ に

$s_{1}\tilde{x}_{1},$ $s_{2}\tilde{x}_{2},$ $s_{3}\overline{x}_{3}$ を頂点とする三角形を作るとこれがもとの三角形の比
較三角形となり Alexandrov の凸性 I’ が簡単に確認できる. $s_{1},$ $s_{2},$ $s_{3}$

のいずれかが $0$ に等しいときは測地空間を調べるとき構成した $R^{2}$ の三

角形が比較三角形となる. 逆に, このように定めた $Cx$ が曲率 $\geq 0$ の

距離空間ならば $X$ は曲率 $\geq 0$ の距離空間になることも同様にわかる.
$S^{n}(r)$ を $R^{n+1}$ の原点を中心とした半径 $0<r\leq 1$ の円とすると, こ

れは断面曲率 $1/r^{2}$ の Riemann 多様体なので曲率 $\geq 1$ の距離空間とな
る. そこで $C_{S^{n}(r)}$ は曲率 $\geq 0$ の距離空間となる. ここで $S^{1}(r)$ の場
合は Riemann 多様体としては曲率は定義されていないが, Alexandrov
の凸性の観点からは注意 2.2で注意した理由から $r\leq 1$ となることを
注意しておく. また $0<r<1$ の場合, $p_{0}=[x, 0]$ と置くと (2.5) より
任意の最短線は $p_{0}$ をその内点に持つことができないので, $C_{S^{n}(r)}\backslash \{p_{0}\}$

も曲率 $\geq 0$ の距離空間となる.
次に $S^{n}(r)$ に有限群 $\Gamma$ が等長に自由に作用しているとき $ S^{n}(r)/\Gamma$ も

やはり断面曲率 $1/r^{2}$ の Riemann 多様体なので $C_{S^{n}(r)/\Gamma}$ も曲率 $\geq 0$ の

距離空間となる.

例 2.2. 命題 23(3) の不等式が等号とならない例を挙げよう. 例 2.1
で $0<\rho\leq 1$ に対して $C_{S^{1}(\rho)}$ を考える.

$R=\{(t\cos\theta,t\sin\theta)\in R^{2}|t\geq 0,0\leq\theta\leq\rho\pi\}$
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と置き, ここに $R^{2}$ から定まる距離を入れる. $\theta_{0}\in R$ に対して

$P_{\theta_{0}}(t\cos\theta,t\sin\theta)=[(\rho\cos(\frac{\theta}{\rho}+\theta_{0}), \rho\sin(\frac{\theta}{p}+\theta_{0})),t]\in C_{S^{1}(\rho)}$

で写像 $P_{\theta_{0}}$ : $R\rightarrow C_{S^{1}(\rho)}$ を定めると, 定義より (中への) 等長写像に
なる, したがって $C_{S^{1}(\rho)}$ 測地線は $R\subset R^{2}$ の測地線から定まる.
ここで $p=r=[(\rho, 0), 1],$ $q=[(\rho, 0), 0]$ とし, $qi=[(-\rho, 0), \frac{1}{i}]$

$Pi=ri=[(\rho, 0), 1]$ と取ると (3) の条件をみたし, $\angle pqr=0$ であ
る. $Pi=P_{0}(1,0),$ $q_{i}=P_{0}(\frac{1}{i}\cos\rho\pi, \frac{1}{i}\sin\rho\pi)$ なので上で注意したこと
から $\angle piqiq\rightarrow\pi(1-\rho)$ となり, $\angle p_{i}q_{i}r_{i}\rightarrow 2\pi(1-\rho)$ となるので (3) で
等号が成立しない.

例 2.3. 例 2.1で (2.5) を

$|[x, s],$ $[y, t]|=\cos^{-1}(\cos s\cos t+\sin s\sin t\cos|xy|)$

に変えたものを考えると, これは曲率 $\geq 1$ の距離空間であることが
同様に示せる. これは直径 $\pi$ であるので注意 22で注意したように,
Cheng の定理が曲率 $\kappa\geq 1$ の距離空間で成り立たないことを示してい
る. また (2.5) を

$|[x, s],$ $[y,t]|=\cosh^{-1}(\cosh s\cosh t-\sinh s\sinh t\cos|xy|)$

に変えたものを考えると, これは曲率 $\geq-1$ の距離空間である.

例 24. 3本以上の半直線 $\{r\in R|r\geq 0\}$ の端点を同一視した空間 $X$

に半直線の自然な距離から定まる距離を入れた距離空間を考えると最
短線が分岐するのでこれは任意の $\kappa$ について曲率 $\geq\kappa$ の距離空間でな
いことがわかる. (これは, ここでは定義は述べないが, 曲率 $\leq 0$ の距
離空間の例である.)

注意 23. [4] では曲率 $\geq\kappa$ の距離空間の定義を局所的に上にあげた凸
性が成り立っとして定義している, つまり, 任意の点にある近傍が存
在して, この近傍の二点を結ぶ最短線はこの近傍に含まれ, その近傍
に含まれる任意の測地三角形が (2.4) をみたすという定義である. この

局所的な定義から大域的な (上に述べた) 凸性を示すことができる, 実
際 [4] ではそのような定理が証明されている. したがって事実としては
これらの定義は同値なので, ここでは簡単のために大域的なものを用
いた.

3. HAUSDORFF 距離

このセクションでは大域リーマン幾何の中心的な概念である Haus-
dorff 距離を復習しよう. 目標は Hausdorff 距離に関して次元や曲率が
半連続であることを示すことである. ここまでの結果から次のセクショ
ンで Alexandrov 空間の概念が導入される.
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3.1. Hausdorff 距離. 距離空間 $Z=(Z, d^{Z})$ の中の部分集合 $A$ と $A^{\prime}$

の Hausdorff 距離を

$d_{H}^{Z}(A, A^{\prime})=\inf\{\epsilon>0|B(A,\epsilon)\supset A^{\prime}, B(A^{\prime},\epsilon)\supset A\}$

で定義する, ただし, $B(A, \epsilon)=\{x\in Z|d^{Z}(x, A)<\epsilon\}$ である.
Gromov ([9]) はこの概念を次のように任意の距離空間の間に拡張した :
距離空間 $X,$ $Y$ に対して

$d_{H}(X, Y)=\inf\{d_{H}^{Z}(\varphi(X), \psi(Y))|Z$ : 任意の距離空間
$\varphi$ : $X\rightarrow Z,$ $\psi$ : $Y\rightarrow Z$ : 任意の等長写像}

(図 3) . これが非負, 対称であることは明らかである.

X

図 3
三角不等式

$d_{H}(X, Y)\leq d_{H}(X, W)+d_{H}(W,Y)$

をみたすことを示そう. 任意の $\epsilon>0$ に対して距離空間 $Z^{\prime},$
$Z^{\prime\prime}$ と等長

埋め込み $\varphi$ : $X\rightarrow Z^{\prime},$ $\psi^{\prime}$ : $W\rightarrow Z^{\prime},$ $\varphi^{\prime\prime}$ : $Y\rightarrow Z^{\prime\prime},$ $\psi^{\prime\prime}$ : $W\rightarrow Z^{\prime}$’が存
在して

$d^{\prime}$ $:=d_{H}^{Z^{\prime}}(\varphi^{\prime}(X),\psi^{\prime}(W))<d_{H}(X, W)+\epsilon$ ,
$d^{\prime\prime}$ $:=d_{H}^{Z^{\prime\prime}}(\varphi’(Y),\psi^{\prime\prime}(W))<d_{H}(Y, W)+\epsilon$ .

そこで距離空間 $Z$ を $Z^{\prime}$ と $Z^{\prime}$’を $\psi^{\prime}(W)$ と $\psi^{\prime\prime}(W)$ を同一視すること
で得られる距離空間とする, つまり, 集合としての直和 $Z^{\prime}UZ^{\prime\prime}$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ同
値関係 $\sim$ を

$p\sim q\Leftrightarrow p=q$ or $p=\psi^{\prime}(w)$ and $q=\psi^{\prime\prime}(w)$ for $w\in W$ “

or $p=\psi^{\prime\prime}(w)$ and $q=\psi^{\prime}(w)$ for $w\in W$ “,
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で定義し, $ Z=Z^{\prime}uZ^{\prime\prime}/\sim$ と置く.

$d^{Z}(p, q)=\left\{\begin{array}{l}d^{Z^{\prime}}(p,q)\\d^{Z^{\prime\prime}}(p,q)\\\inf_{w\in\nu V(d^{Z^{\prime}}(p,\psi^{\prime}(w))+d^{Z^{\prime\prime}}(\psi^{\prime\prime}(w),q))}\end{array}\right.$

$ifp\in Z’,$

$q\in Z^{\prime}ifp,q\in Z^{\prime\prime}ifp,q\in Z^{\prime}$

と定義すると $(Z, d^{Z})$ は距離空間になり, 包含写像から導かれる自然な写
像 $Z^{\prime}\rightarrow Z,$ $Z^{\prime\prime}\rightarrow Z$ は等長写像になることがわかる. 特に, $\varphi$ : $X\rightarrow Z$ ,
$\phi$ : $Y\rightarrow Z$ を $\varphi(x)=\varphi^{\prime}(x),$ $\phi(y)=\varphi^{\prime\prime}(y)$ で定めるとこれらは等長写
像であり, 構成から

$\phi(Y)\subset B(\varphi(X),d^{\prime}+d^{\prime\prime})$ , $\varphi(X)\subset B(\phi(Y),d^{\prime}+d^{\prime})$

がわかる. これらから求めたい式が示される.
次に $X$ の直径 diam $X$ を

diam $X=\sup\{d(p, q)|p,q\in X\}$

とする. 一点からなる集合 $\{p_{0}\}$ に自明な距離をいれた距離空間を $P$

と表すと

(3.1) $d_{H}(P, X)=\frac{1}{2}$ diam $X$

となる, 実際, diam $ X<\infty$ のとき, $\hat{X}$ を集合としての直和 $X$ 口 $\{p_{0}\}$

とし,

$d^{\hat{X}}(p, q)=\left\{\begin{array}{l}d(p,q) ifp)q\in X\\\frac{l}{2}diamX ifp=p_{0}andq\in X\\0 ifp=q=p_{0}\end{array}\right.$

と $d^{\hat{X}}$ を定義すると, これは $\hat{X}$ 上の距離になり, 自明な包含写像 $ X\rightarrow$

$\hat{X}$ は等長写像, したがって $d_{H}(X, P)\leq d_{H}^{\hat{X}}(X, \{p_{0}\})\leq\frac{1}{2}$ diam $X$ と

なる. 逆に, 任意の $\epsilon>0$ に対してある $Z$ と等長写像 $\varphi$ : $X\rightarrow Z$ ,
$\psi$ : $P\rightarrow Z$ が存在して $ d_{H}^{Z}(\varphi(X), \psi(P))<d_{H}(X, P)+\epsilon$ となるので,
$ d(p, q)>diamX-\epsilon$ なる $p,$ $q\in X$ に対して

diam $X-\epsilon<d^{Z}(\varphi(p), \psi(p_{0}))+d^{Z}(\varphi(q), \psi(p_{0}))\leq 2(d_{H}(X, P)+\epsilon)$

となり $d_{H}(X, P)\geq\frac{1}{2}$ diam $X$ も分かる. diam $ X=\infty$ のときは明らか.
次に $X,$ $Y$ に対して $Z=\hat{X}\times\hat{Y}$ と取ると, $X\ni p\leftrightarrow(p,po)\in Z$ ,

$Y\ni q\mapsto(p_{0)}q)\in Z$ が等長写像であることより

(3.2) $d_{H}(X, Y)\leq\frac{1}{2}$ max(diam $X$ , diam $Y$ )

がわかる.
以上から直径の有限な距離空間全体の上で $d_{H}$ は擬距離を定めるこ
とがわかった. 一意性については, $X=[0,1],$ $Y=X\cap Q$ のとき
$d_{H}(X, Y)=0$ であるが $X=Y$ ではないので成り立たない, ただし,
$X=Y$ とは $X$ から $Y$ への等長写像が存在することである. そこで,
コンパクト距離空間全体のなす空間 $C$ 上で $d_{H}$ を考えることとする. す
ると

定理 3.1 (Gromov). $C=(C, d_{H})$ は距離空間である.
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Proof. 距離関数 $d^{X}$ : $X\times X\rightarrow R$ は連続なので $X\in C$ ならば diam $X<$

$\infty$ は明らか. したがって上に述べたことから一意性だけを示せば良い.
$X,$ $Y\in C$ に対して $d_{H}(X, Y)=0$ とする. 任意の $\epsilon>0$ に対して有
限個の点 $p_{1},$

$\ldots,$
$p_{m}\in X$ が存在して $\bigcup_{i=1}^{m}B(p_{i}, \epsilon)=X$ . したがって,

$\{p_{i}\}_{i=1}^{\infty}$ と単調数列 $\{m_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ が存在して各 $k\in N$ に対して

$\bigcup_{i.=1}^{m_{k}}B(p_{i}, \frac{1}{k})=X$ .

また $d_{H}(X, Y)=0$ より, 空間 $Z_{k}$ と等長写像 $\varphi_{k}$ : $X\rightarrow Z_{k},$ $\psi k:Y\rightarrow$

$Z_{k}$ が存在して $d_{H}^{Z_{k}}(\varphi k(X), \psi k(Y))<\frac{1}{k}$ したがって $q_{1}^{k},$

$\ldots,$
$q_{m_{k}}^{k}\in Y$

が存在して $i=1,\ldots,$ $mk$ に対して

$d^{Z}(\varphi_{k}(p_{i}),\psi_{k}(q_{i}^{k}))<\frac{1}{k}$

特に

$|d(p_{i},p_{j})-d(q_{i}^{k}, q_{j}^{k})|<\frac{3}{k}$ $\bigcup_{i=1}^{m_{k}}B(q_{i}^{k}, \frac{2}{k})=Y$.

$Y$ はコンパクトなので点列 $\{q_{1}^{k}\}_{k=1}^{\infty}$ の収束部分列 $\{q_{1}^{k_{1}(j)}\}^{\infty}j=1$ が見つ
かる. その極限を $q_{1}$ と置く. 以下同様に部分列をとることで数列の列
$N=\{n\}\supset\{k_{1}(j)\}_{j=1}^{\infty}\supset\{k_{2}(j)\}_{j=1}^{\infty}\supset.$ . . $\supset\{k_{i}(j)\}_{j=1}^{\infty}\supset\ldots$ を取り,
$\{q_{i}^{k_{i}(j)}\}_{j=1}^{\infty}$ は $Y$ のある点 $q_{i}$ に収束するようにできる. このとき, 構成
の仕方から

$|p_{i}p_{j}|=|q_{i}q_{j}|$

で $\{q_{i}\}_{i=1}^{\infty}$ は $Y$ の稠密な集合である.
写像 $\Phi$ : $X\rightarrow Y$ を $\Phi(pi)=qi$ により定める. 詳しくは, $p\in X$ を

$\lim_{\alpha\rightarrow\infty}pi_{\alpha}=p$ と表すと $\{qi_{\alpha}\}_{\alpha=1}^{\infty}$ は Cauchy 列になるので, その値を
$\Phi(p)$ と定める. これは $\{p_{i_{\alpha}}\}$ の取り方によらず, さらに上への等長写
像であることも分かる. 口

最後に Hausdorff 距離を定義する別の方法を与えよう. $\epsilon>0$ とす
るとき写像 $f$ : $X\rightarrow Y$ が $\epsilon$-近似写像とは任意の $x,$

$x^{\prime}\in X$ に対して

$|d(x,x^{\prime})-d(f(x), f(x^{\prime}))|<\epsilon$

が成り立ち, 更に, 任意の $y\in Y$ に対してある $x\in X$ が存在して

$ d(f(x),y)<\epsilon$

となることである. $f$ は連続であることを仮定していないことを注意し
ておく. もし, $ d_{H}(X, Y)<\epsilon$ ならば, ある $Z$ と等長写像 $\varphi$ : $X\rightarrow Z$ ,
$\psi$ : $Y\rightarrow Z$ が存在して $ d_{H}^{Z}(\varphi(X), \psi(Y))<\epsilon$ なので, 任意の $x\in X$ に

対して $ d^{Z}(\varphi(x), \psi(y))<\epsilon$ となる $y\in Y$ が存在する, このような $y$ の

ひとつを選択して $f(x)$ と定義する. すると

$|d(x, x’)-d(f(x), f(x^{\prime}))|<2\epsilon$
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であり, 更に, 任意の $y\in Y$ に対して $ d^{Z}(\varphi(x), \psi(y))<\epsilon$ なる $x\in X$

が存在するので

$d(f(x),y)=d^{Z}(\psi(f(x)),\psi(y))$

$\leq d^{Z}(\psi(f(x)), \varphi(x))+d^{Z}(\varphi(x),\psi(y))<2\epsilon$ ,

よって $f$ は $2dH(X, Y)$-近似写像である.
逆に $\epsilon$-近似写像 $f$ : $X\rightarrow Y$ が与えられると, 集合としての直和

$Z=XUY$ に

$d^{Z}(x, y)=\left\{\begin{array}{l}d^{X}(x,y)\\d^{Y}(x,y)\\d^{Y}(f(x),y)+\epsilon\end{array}\right.$ $ifx,y\in Yifx\in X,y\in ifx,y\in XY$

と定義すれば距離の公理をみたし, $X\subset Z,$ $Y\subset Z$ は等長写像であるこ
とがわかる. さらに $X\subset B(Y, \epsilon),$ $Y\subset B(X, 2\epsilon)$ なので $ d_{H}(X, Y)<2\epsilon$

となる. $\epsilon$-近似写像は空間の収束を考えるとき使いやすいことが多い.

32. プレコンパクト性. $C$ は距離空間になることがわかったが, リー
マン幾何学への応用上考える対象を制限する必要がある. 次の空間が
重要である. $\kappa\in R,$ $n\in N,$ $\overline{d}\geq 0$ として

$\mathcal{R}=\mathcal{R}(n, \kappa, \overline{d})=\{M|\dim M=n$ , diam $M\leq\overline{d},$ $Ric_{M}\geq(n-1)\kappa$

をみたすコンパクト Riemann 多様体},
$\mathcal{M}=\mathcal{M}(n, \kappa,\overline{d})=\{M|\dim M=n$ , diam $M\leq\overline{d},$ $ K_{M}\geq\kappa$

をみたすコンパクト Riemann 多様体}.

前節でみたように Riemann 多様体は Riemann 計量に関して距離空間
になるので, それによって $C$ の元とみなし, $\mathcal{M}\subset \mathcal{R}\subset(C, dH)$ と考え
る. ここでの目標は次を示すことである :
定理 3.2 (Gromov のプレコンパクト性定理). $\mathcal{R}(n, \kappa,\overline{d})$ は $(C, dH)$ の

相対コンパクト集合で, 特に, $\mathcal{R}(n, \kappa,\overline{d})$ はプレコンパクトである.

$X\in C$ を一つ固定する. $\epsilon>0$ に対して $\{pi\in X\}i\in\Lambda$ が\mbox{\boldmath $\epsilon$} ネットとは

$\bigcup_{i\in\Lambda}B(p_{i},\epsilon)=X$

となることである. $\{pi\in X\}i\in\Lambda$ が $\epsilon$ -離散集合であるとは任意の $ i\neq$

$ j\in\Lambda$ に対して
$ d(p_{i},p_{j})\geq\epsilon$

が成り立っことである. $X$ の $\epsilon$-離散集合全体は包含関係を順序として順
序集合をなしている. この順序に関して極大元 $\{p_{i}\in X\}_{i\in\Lambda}$ が存在する
とこれは \mbox{\boldmath $\epsilon$}-ネットになる. 実際, 任意の $p\in X$ に対して $ p\not\in\{pi\in X\}i\in\Lambda$

ならば $\{p_{i}\in X\}_{i\in\Lambda}\cup\{p\}$ は $\epsilon$-離散でないので $ d(p_{i},p)<\epsilon$ となる $ i\in\Lambda$

が存在する, $p\in\{p_{i}\in X\}_{i\in\Lambda}$ ならばそのような $i$ が存在するのは明ら
か. 従って, $\{pi\in X\}i\in\Lambda$ は \mbox{\boldmath $\epsilon$}-ネットである.

$\mathcal{R}$ の話しに戻り,



68 大津幸男

任意の $\epsilon>0$ に対してある $m=m(n, \kappa, \overline{d};\epsilon)\in N$ が存在
して, 任意の $M\in \mathcal{R}(n, \kappa, \overline{d})$ とその $\epsilon$-離散集合 $\{pi\}_{i=1}^{l}$

に対して

(3.3) $l\leq m(n, \kappa,\overline{d};\epsilon)$

を示そう. 実際 p $\{p_{i}\}_{i=1}^{l}$ が $\epsilon$-離散集合とすると, $i\neq i$ に対して

$ B(p_{i},\epsilon/2)\cap B(p_{j},\epsilon/2)=\emptyset$ .
よって,

$volM\geq\sum_{i=1}^{l}vol(B(p_{i},\epsilon/2))$

Bishop-Gromov の比較定理と diam $M\leq\overline{d}$ より

$\geq\sum_{i=1}^{l}b^{n}(\epsilon/2)\times\frac{vo1\Lambda^{\gamma}I}{b^{n}(\overline{d})}=l\times b^{n}(\epsilon/2)\times\frac{vo1M}{b^{n}(\overline{d})}$ .

つまり,

(3.4) $m=m(n, \kappa,\overline{d};\epsilon)$ $:=[\frac{b^{n}(\overline{d})}{b^{n}(\epsilon/2)}]\geq l$

である.
以上から任意の $M\in \mathcal{R}$ についてその極大 $\epsilon$-離散集合 $\{pi\}_{1.=1}$: が存

在し, 常に $l\leq m=m(n, \kappa, \overline{d};\epsilon)$ となるので, 適当に点を付け加え
ることで $m$ 個の点からなる $M$ の \mbox{\boldmath $\epsilon$}-ネット $\{p_{i}\}_{i=1}^{m}$ が存在することが
わかる. 点の順序まで指定した \mbox{\boldmath $\epsilon$}-ネットを $(pi)_{i=1}^{m}$ と表し ( $\epsilon$ ,m)-ネッ
トと呼ぶことにする. $\mathcal{R}_{\epsilon,m}$ を $M\in \mathcal{R}$ とその上の $(\epsilon, m)-$ネットの組
み全体の集合とする. Mat $(m, R)$ を $m\times m$ 実行列の集合とし, 写像
$\Phi_{\epsilon,m}$ : $\mathcal{R}_{\epsilon,m}\rightarrow Mat(m, R)$ を

$\Phi_{\epsilon,m}(M, (p_{i})_{i=1}^{m})=(d(p_{i},p_{j}))$

で定義する, ここで $d(p_{i},pj)$ は行列の i-j 成分である. diam $M\leq\overline{d}$ よ
り $\Phi_{\epsilon,m}$ の像は

Mat $(m,\overline{d})=\{(a_{ij})\in Mat(m, R)|0\leq a_{ij}\leq\overline{d}\}$

に含まれている. Mat $(m, R)$ の距離として成分のスープノルム $||\cdot|$架
ら定まるものを取ると,

$ d_{H}(M, M^{\prime})\leq\Vert\Phi_{\epsilon,m}(M, \Lambda)-\Phi_{\epsilon,m}(M^{\prime}, \Lambda’)\Vert+2\epsilon$

が成り立っことを示そう. A を $X$ の距離を制限した距離空間とみなす
と, 定義より $ d_{H}(M, \Lambda)<\epsilon$ であるので

(3.5) $ d_{H}(\Lambda, \Lambda^{\prime})\leq\Vert\Phi_{\epsilon,m}(M, \Lambda)-\Phi_{\epsilon,m}(M^{\prime}, \Lambda^{\prime})\Vert$

を示せばよい. $\delta=\Vert\Phi_{\epsilon,m}(M, \Lambda)-\Phi_{\epsilon,m}(M^{\prime})\Lambda^{\prime})\Vert$ と置く. $\Lambda=(pi)_{i=1}^{n\iota}$ ,
$\Lambda^{\prime}=(qi)_{i=1}^{m}$ とし, 写像 $f$ : $\Lambda\rightarrow\Lambda^{\prime}$ を $f(pi)=qi$ で決めると $f$ は $\delta$-近
似写像で全単射となることから (3.5) がわかる. 以上のことから簡単
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な議論で $\mathcal{R}$ がプレコンパクトであることを示せるが, ここでは $\mathcal{R}$ の

閉包 $\overline{\mathcal{R}}$ が列コンパクトであることを示すことにする.
$\{X_{i}\}_{i=1}^{\infty}$ を $\overline{\mathcal{R}}$ の空間の列とする. $X_{i}\in\overline{\mathcal{R}}$ より多様体の列 $\{\Lambda/I_{i,j}\in$

$\mathcal{R}\}^{\infty}j=1$ で $\lim d(JMX)=0$ となるものが存在する. そこで各 $i$

に対して $ii$ を大きく取り $\lim d(XiA^{\prime}Ii,j_{i})=0$ となるようにでき
る. $\Lambda^{\prime}I_{i}=M_{i.,j_{i}}$ と置く. この部分列が存在してある距離空間 $X$ に収束
することを示そう. $Mi\in \mathcal{R}$ より $A/Ii$ の (1, ml)-ネット $\Lambda_{i}^{1}$ がある, ただ
し $m1=m(n, \kappa,\overline{d};1)$ である. これから帰納的に ( $1/k$ , mk)-ネット $\Lambda_{i}^{k}$

を $\Lambda_{i}^{k}\supset\Lambda_{i}^{k-1}$ となるように取っておく, ただし, $mk=m(n, \kappa, \overline{d}\cdot 1|/k)$

である. すると
$\Phi_{1,m_{1}}(\Lambda_{i}^{1})\in$ Mat $(m_{1},\overline{d})$

なので, Mat $(m, \overline{d})$ のコンパクト性から部分列 $\{$ il $(j)\}^{\infty}j=1\subset\{i\}$ が存
在して $\{\Phi_{1,m_{1}}(\Lambda_{i_{1}}^{1})\}$ はある行列 $D_{1}\in Mat(m_{1},\overline{d})$ に収束する. これ
を繰り返して部分列の列 $\{i\}\supset\{i_{1}(j)\}^{\infty}j=1\supset\cdots\supset\{ik(j)\}^{\infty}j=1\supset\cdots$

を取り, $\{\Phi 1/k,m_{k}(\Lambda_{i_{k}(J)}^{k})\}^{\infty}j=1$ はある行列 $ D_{k}\in$ Mat $(mk\overline{d})$ に収束す
るようにできる. $P_{k+1}$ : Mat $(mk+1,\overline{d})\rightarrow Mat(mk, \overline{d})$ を初めの成分
を取り出す自然な射影とすると, 構成から $P_{k+1}(Dk+1)=D_{k}$ となる.
$D_{k}=(dij)_{i,J=1,\ldots,m_{k}}$ に対して有限集合 $\{p_{i}\}_{i=1}^{m_{k}}$ の距離を

$d(p_{i},p_{j})=d_{ij}$

と置くと, 距離ゼロの点を同一視することで距離空間三 k を得る, 上
の性質から三 1 $\subset$ 三 2\subset . . . $\subset\Xi_{k}\subset\cdots$ でこれらはすべて等長埋め込み
で, $m\geq k$ に対して

$\Xi_{m}\subset\overline{B(---k,\frac{1}{k})}$

である, ただし, 右辺は三m ないの部分集合とみたもの. (3.5) と同じ
理由から

$d_{H}$ (三 k, $\Lambda_{i_{k}(j)}^{k}$ ) $\leq\Vert D_{k}-\Phi_{1/k,m_{k}}(M, \Lambda_{i_{k}(j)}^{k})\Vert$

なので, 各 $k$ について

$\lim_{\dot{g}\rightarrow}\sup_{\infty}d_{H}(\Xi_{k}, M_{i_{k}(j)})\leq\frac{1}{k}$
,

したがって $\{i\}$ の部分列 $\{ij\}$ が存在して

$j\rightarrow\infty 1i_{l}nd_{H}(\bigcup_{k=1}^{\infty}\Xi_{k}, M_{i_{j}})=0$ .

$X$ を $\bigcup_{k=1}^{\infty}\Xi k$ の完備化とすると, ( $\Xi k$ は $X$ の $\frac{2}{k}$ ネットになるので) $X$

はコンパクト距離空間で

$\lim_{j\rightarrow\infty}d_{H}(X, X_{i_{j}})=\lim_{j\rightarrow\infty}d_{H}(X, M_{i_{j}})=0$

がわかる.
以上で $\overline{\mathcal{R}}$ は列コンパクトがいえた. したがって, $\overline{\mathcal{R}}$ はコンパクト, つ

まり, $\mathcal{R}$ は相対コンパクトで, パラコンパクトである. これで定理 3.2
の証明が終わった.
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3.3. 極限として現れる空間の性質. 定理 3.2より, 任意の Riemann 多
様体の列 $A/I_{i}$. $\in \mathcal{R}(i=1,2, \ldots)$ に対してある部分列 $\{M_{1:_{j}}\}^{\infty}j=1$ と $X\in C$

が存在して $1inr_{\rightarrow\infty^{AM}i_{j}}.=X$ となることがわかった. では $X$ はどの
ような性質を持つだろうか. イメージを掴んでもらうために例を挙げ
よう.

例 3.1. $a,$ $b>0$ とする. $R^{2}$ への群 $Z^{2}$ の作用を $(m, n)\in Z^{2},$ $(x, y)\in$

$R^{2}$ に対して
$(m, n)\cdot(x, y)=(x+am, y+bn)$

により定義する. この作用で $R^{2}$ を割った空間 $T_{a,b}=R^{2}/Z^{2}$ は平坦な
トーラスである. $(x, y)$ の同値類を $[x, y]$ と置く. 同様に $R$ への $Z$ の

作用を $m\cdot x=x+am$ で定め $S_{a}=R/Z$ と置く.
まず

(3.6) $d_{H}(T_{a,b}, S_{a})\leq\frac{b}{2}$

を示そう. そのために $Z=T_{a,b}$ として, $\varphi=id:T_{a,b}\rightarrow Z,$ $\phi:S_{a}\rightarrow Z$

を
$\phi([x])=[x, 0]$

とすると, これは等長写像で, 任意の $\epsilon>0$ に対して $\phi(S_{a})$ の $\frac{b}{2}+\epsilon$

近傍は $Z$ を覆っている. つまり, $ d_{H}^{Z}(\varphi(T_{a,b}), \phi(S_{a}))\leq\frac{b}{2}+\epsilon$ となり,
(3.6) がわかる. したがって, $\lim_{b\rightarrow 0}T_{a,b}=S_{a}$ が成り立っ. 更に $P$ を
一点からなる空間とすると $\lim_{a\rightarrow 0}T_{a,a}=P$ . この例からわかるように
極限では次元が下がることがある.

例 3.2. $R^{4}$ への群 $Z$ の作用を $m\in Z,$ $(x, y, z, w)\in R^{4}$ に対して

$m\cdot(x, y, z,w)=((-1)^{m}x, (-1)^{m}y,$ $(-1)^{m}z,w+\epsilon m)$

と定義する (図 4).
$\omega$

図 4
この作用は固定点がなく $\Lambda^{\prime}I_{\epsilon}$ $:=R^{4}/Z$ は平坦なリーマン多様体で

ある. 次に同じように $R^{3}$ の上に群 $F_{2}=Z/2Z$ の作用を $[7n]\in F_{2}$ ,
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$(x, y, z)\in R^{3}$ に対して

$[m]\cdot(x,y, z)=((-1)^{m}x, (-1)^{m}y,$ $(-1)^{m}z)$

で定め $X=R^{3}/F_{2}$ と置く. $\overline{P}$ : $R^{4}\rightarrow R^{3}$ を $\overline{P}(x, y, z, w)=(x, y, z)$

とすると
$\tilde{P}(m\cdot(x, y, z, w))=[m]\cdot\overline{P}(x, y, z, w)$

が成り立つので, 写像 $P:A/I_{\epsilon}\rightarrow X$ を自然に導 \langle . $\tilde{P}$ が直線を直線に
写し, 一点の $P$ による引き戻しは直径 $\epsilon/2$ 以下の円であるので, これ
は $\epsilon$-近似写像である. よって, $\lim_{\epsilon\rightarrow 0}M_{\epsilon}=X$ となる. もちろん $X$

は多様体でないので, 多様体の収束した先は多様体とは限らないこと
がわかる. この例は コンパクトではないが, $Z^{3}$ の平行移動による作
用を考えこれで割れば (8個の特異点を持つ) コンパクトな例が構成
できる.

例 33. $Y$ を $R^{3}$ の内点を持つ凸な真部分集合とする. $Y$ の境界 $X=$
$\overline{Y}\backslash intY$ を考える. 例 2.2の例は $ Y=\{(x, y, z)\in R^{3}|x^{2}+y^{2}\leq$

$c^{2}z^{2},$ $z\geq 0$ } $(c>0)$ の境界として実現される. これからわかるように
$X$ は微分可能でない点をもつ可能性がある. $Y$ の $\delta>0$ 近傍の境界を
考えるとこれは $C^{1}$ 多様体であり, 曲率 $\geq 0$ の距離空間でもある. こ

れを $C^{\infty}$ 多様体として近似することで断面曲率 $\geq 0$ の多様体の極限と
して $X$ を表すことが出来る.

例 3.4. 各 $i\in N$ に対して $R^{3}$ 内の集合

$Y_{i}=$ { $(x,$ $y,$ $z)|x,$ $y,$ $z$ のいずれか二っは $\frac{1}{i}$ の整数倍}

を考える, これはジャングルジムのようなもので, $ i\rightarrow\infty$ で $R^{3}$ に収
束する. $Y_{i}$ は多様体ではないがこの集合の $\frac{1}{i^{2}}$ 近傍内に滑らかな曲面
$X_{i}$. を取ることが出来る. すると $X_{i}$ は $ i\rightarrow\infty$ で $R^{3}$ に収束することが
わかる. この場合は極限の次元が増加しているが, これは曲率 $\rightarrow-\infty$

となる部分が存在するためであることを後に示す.

まず完備局所コンパクト内部距離空間の極限の性質を調べよう.
補題 33. 完備局所コンパクト内部距離空間の列 $\{Xi\}_{i=1}^{\infty}$ が完備距離
空間 $X$ に $d_{H}$ について収束すると $X$ は完備局所コンパクト内部距離
空間である.

Proof. まず $X$ が局所コンパクトであることを示す. それには $X$ の有
界集合 $A$ がプレコンパクトであることを示せば良い. 任意の $\epsilon>0$ に

対して $ 0<\delta\ll\epsilon$ とする. 十分大きな $k$ を取ると距離空間 $Z_{k}$ と等長
写像 $\varphi k$ : $X\rightarrow Z_{k},$ $\psi k:Xk\rightarrow Z_{k}$ が存在して $ d_{H}^{Z_{k}}(\varphi k(X), \psi k(Xk))<\delta$ .
そこで有界閉集合 $B\subset X_{i}$ で $ d_{H}^{Z_{k}}(\varphi k(A), \psi k(B))<\delta$ なるものが存在
する. $X_{k}$ は完備局所コンパクト内部距離空間であるので, 命題 22よ
り $B$ はコンパクト集合であり, $B$ の有限個の \mbox{\boldmath $\epsilon$}--3\mbox{\boldmath $\delta$}-ネット $\{qi\}_{i=1}^{m}$ が

存在し, そこから $p_{i}\in A$ で $ d_{H}^{Z_{k}}(\varphi k(pi), \psi k(qi))<\delta$ なるものがとれる.
したがって $\{pi\in X\}_{i=1}^{m}$ は $A$ の $\epsilon-$ネットとなり, $A$ はプレコンパク
トである.
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次に $X$ が内部距離空間になること示す. 任意の $p\neq q\in X$ を固定す
る. 任意の $\delta>0$ に対して十分大きな $k$ を取ると, 距離空間 $Z_{k}$ と等長
写像悔: $X\rightarrow Z_{k}$ $\psi_{k}$ : $X_{k}\rightarrow Z_{k}$ が存在して $ d_{H}^{Z_{k}}(\varphi_{k}(X), \phi_{k}(X_{k}))<\delta$

となるので, $p^{\prime},$ $q^{\prime}\in Xk$ を $dz(\varphi k(p), \phi k(p^{\prime}))<\delta,$ $ dz(\varphi k(q), \phi k(q^{\prime}))<\delta$

と取る. $X_{k}$ は命題 2.1より測地空間なので, 任意の $m\geq 2$ に対して

$d(p_{i}^{\prime},p_{i-1}^{\prime})=d(p^{\prime}, q^{\prime})/m$ $i=1,$ $\ldots,$
$m$ ,

$\sum_{i=1}^{m}d(p_{i}^{\prime},p_{i-1}^{\prime})=d(p^{\prime}, q^{\prime})$

をみたすような $p_{0}^{\prime}=p,$ $p_{1}^{\prime},$

$\ldots,$
$p_{m}=q^{\prime}$ が存在する. $p_{i}\in X$ を $p_{0}=p$ ,

$p_{m}=q,$ $ dz(\varphi k(pi), \phi k(p_{i}))<\delta$ となるように取ると

$ d(p_{i},p_{i-1})<d(p, q)/m+3\delta$ $i=1,$ $\ldots,$
$m$ ,

$\sum_{i=1}^{m}d(p_{i},p_{i-1})<d(p, q)+2(m+1)\delta$ .

そとこで与ばえよらいれた $\epsilon>0$ に対して $ m=2d(p, q)/\epsilon$ と置き
$\delta<\epsilon/2(m+1)\square $

と取ればよい.

したがって, コンパクト距離空間 $X$ が Riemann 多様体の列 $\{M_{i}\}$

の極限となるならば, この命題と命題 2.1より $X$ は測地空間である.
$\mathcal{X}$ を $C$ の部分集合とし, その上の関数 $I$ : $\mathcal{X}\rightarrow R$ を考える. 例え

ば, 直径は diam : $C\ni X\mapsto diamX\in R$ と見ることにより $C$ の関
数であり, (3.1) と $d_{H}$ の三角不等式から $d_{H}$ について連続関数になる.
したがって

diam $X_{i}\leq\overline{d}\Rightarrow diamX\leq\overline{d}$

がわかる. つまりある性質を関数と捕らえてその (半) 連続性が言えれ
ば極限にその性質が遺伝すると言えるわけである. このような考察に
より, どのようなものが $\mathcal{X}$ 上の半連続関数となるかを調べることが,
極限空間の性質を知ることにつながることがわかる.
まず

$\mathcal{K}=$ { $X|$ 曲率が下から押さえられた距離空間}.
とし, $X\in \mathcal{K}$ に対して

curv $X$ $:=\sup$ { $\kappa\in R|X$ は曲率 $\geq\kappa$ の距離空間}
と置き, curv : $\mathcal{K}\rightarrow R$ とみなす.

命題 3.4. curv : $\mathcal{K}\rightarrow R$ は上半連続である.

Proof. このためには $X$ が curv $ X_{i}\geq\kappa$ をみたす $X_{i}(i=1,2, \ldots)$ の

極限ならば curv $ X\geq\kappa$ が成り立っことを示せば良いので, $p_{0},$ $p_{1},$ $p_{2}$ ,
$p3\in X$ に対して (2.4) を示せば良い. $X_{k}$ の $p_{0}^{k},$ $p_{1}^{k},$ $p_{2}^{k},$ $p_{3}^{k}\in X_{k}$ で

$||p_{i}p_{j}|-|p_{i}^{k}p_{j}^{k}||<2d_{H}(X, X_{k})$

をみたすものがある. 命題 2.5より
$\angle+\angle p_{0}p_{3}+\angle p_{3}^{k}p_{0}^{k}p_{1}^{k}\leq 2\pi\sim$ .
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$\angle p_{i}^{k}p_{0}^{k}p^{k}j$ は辺の長さに連続に依存しているので $ k\rightarrow\infty$ で

$\angle p_{1}p_{0}p_{2}+\tilde{l}p_{2}p_{0}p_{3}+\tilde{l}p_{3}p_{0}p_{1}-\leq 2\pi$ .
口

3.4. Hausdorff 次元. 次に上の観点から空間の次元を取り上げよう.
距離空間 $X,$ $A\subset X,$ $\alpha\geq 0$ とする.

$G_{\delta}(A)=$ { $\{B_{i}\}_{i=1}^{\infty}|\bigcup_{i=1}^{\infty}B_{i}\supset A$ , diam $ B_{i}<\delta$ }

とする. $A$ の $\alpha$ 次元 Hausdorfff 測度を

$\mathcal{H}^{\alpha}(A)=\lim_{\delta\rightarrow 0}\inf_{G_{\delta}(A)}\sum_{i=1}^{\infty}($diam $B_{i})^{\alpha}$

と定義する. これは完全加法的な測度を定めている. $A$ の Hausdorff次
元を

$\dim_{H}A=snp\{\alpha>0|\mathcal{H}^{\alpha}(A)=\infty\}$

$=\inf\{\alpha>0|\mathcal{H}^{\alpha}(A)=0\}$

で定義する. $M$ を $n$ 次元 Riemann 多様体とし, Riemann 計量から導
かれる距離空間とみると $\dim HM=n$ であり, 開集合 $A\subset M$ に対し
て $vol(A)=c_{n}\mathcal{H}^{n}(A)$ となる, ただし, $vol$ は Riemann 計量から導か
れる体積で, $c_{n}$ は $n$ にしかよらない定数である.
次に $\beta_{A}(\delta)$ を $A$ の $\delta$-離散集合の個数の最大値とする. $A$ の $\alpha$ 次元

概測度 (rough measure) を

$V_{r}^{\alpha}(A)=\lim_{\delta\rightarrow}\sup_{0}\delta^{\alpha}\beta_{A}(\delta)$

で定義する. $A$ の概次元を
$\dim_{r}A=\sup\{\alpha>0|V_{r}^{\alpha}(A)=\infty\}$

$=\inf\{\alpha>0|V_{r}^{\alpha}(A)=0\}$

で定義する.
写像 $f$ : $X\rightarrow Y$ が L-Lipshitz 写像とは

$d(f(x), f(y))\leq Ld(x, y)$ for $x,$ $y\in X$

が成り立っことであり, $g:X\rightarrow Y$ が $L$-拡大写像とは

$d(g(x), g(y))\geq Ld(x,y)$ for $x,$ $y\in X$

が成り立っこととする.

補題 3.5. (1) $A\subset X$ について

$\dim_{H}A\leq\dim_{r}Ai$

(2) L-Lipshitz 写像 $f$ : $X\rightarrow Y$ に対して

$\mathcal{H}^{\alpha}(f(A))\leq L^{\alpha}\mathcal{H}^{\alpha}(A)$ ,
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特に $\dim Hf(X)\leq\dim H$ X. また $L$ -拡大写像 $g$ : $X\rightarrow Y$ に対して

$\mathcal{H}^{\alpha}(g(A))\geq L^{\alpha}\mathcal{H}^{\alpha}(A)$ ,

特に $\dim Hg(X)\geq\dim HX$ .
(3) L-Lipshitz 写像 $f$ : $X\rightarrow Y$ に対して

$V_{r}^{\alpha}(f(A))\leq L^{\alpha}V_{r}^{\alpha}(A)$ ,

特に $\dim_{r}f(A)\leq c\lim_{r}$ X. また $L$ -拡大写像 $g:X\rightarrow Y$ に対して

$V_{r}^{\alpha}(g(A))\geq L^{\alpha}V_{r}^{\alpha}(A)$ ,

特に $\dim_{r}g(X)\geq\dim_{r}X$ .

Proof. (1) 極大 $\delta$-離散集合 $\{p_{i}\}_{i=1}^{l}$ は \mbox{\boldmath $\delta$}-ネットであったので

$\bigcup_{i=1}^{l}B(p_{i}, \delta)\supset A$ , diam $ B(p_{i}, \delta)\leq 2\delta$

より $\{B(p_{i},\delta)\}_{i=1}^{l}\in G_{2\delta}(A)$ .
$\mathcal{H}^{\alpha}(A)\leq\lim s\iota\iota p(2\delta)^{\alpha}\beta_{A}(\delta)=2^{\alpha}V_{r}^{\alpha}(A)\delta\rightarrow 0$

したがって,

$\alpha>din1_{r}A\Rightarrow V_{r}^{\alpha}(A)=0\Rightarrow \mathcal{H}^{\alpha}(A)=0\Rightarrow\alpha>\dim_{H}A$ .

(2) 定義より, 任意の $\epsilon>0$ に対して $\delta>0$ と

$\mathcal{H}^{\alpha}(A)+\epsilon>\sum_{i=1}^{\infty}($diam $B_{i})^{\alpha}$

となる $\{Bi\}_{i=1}^{\infty}\in G_{\delta}(A)$ が取れる.

diam $f(B_{i})\leq L$ diam $ B_{i}\leq L\delta$

より, $\{f(B_{i})\}_{i=1}^{\infty}\in G_{L\delta}(f(A))$ かつ

$\sum_{i=1}^{\infty}($diam $f(B_{i}))^{\alpha}\leq L^{\alpha}(\mathcal{H}^{\alpha}(A)+\epsilon)$

なので,
$\mathcal{H}^{\alpha}(f(A))\leq L^{\alpha}\mathcal{H}^{\alpha}(A)$ .

以下は (1) と同じ. $g$ についてもほぼ同様. (3) もほぼ同じ 口

例 34で取り上げた次元の増加が我々の興味を持っている場合には
起こらないことを示そう.

補題 36. 任意の $X\in \mathcal{R}(n, \kappa, \overline{d})$ に対して $\dim HX\leq n$ .
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Proof. $1i\ln_{i\rightarrow\infty i}i\mathfrak{l}/I=X,$ $J/Ii\in \mathcal{R}$ とする. $X$ の $\delta$-離散集合 $\{pj\}_{j=1}^{l}$ を

取ると, $A/I_{i}$ の $\delta-2dH(M_{i}, X)$ -離散集合 $\{p_{j}^{i}\}_{j=1}^{l}$ を得ることができる.
(3.3) より

$l\leq\beta_{A/M_{i}}(\delta-2d_{H}(M_{i},X))$

$<m(n, \kappa,\overline{d};\delta-2d_{H}(\Lambda/I_{i}, X))\rightarrow m(n, \kappa,\overline{d};\delta)$ ,

最後で $ i\rightarrow\infty$ とした. 従って,

$\beta_{X}(\delta)\leq m(n, \kappa,\overline{d};\delta)\leq b^{n}(\overline{d})/b^{n}(\delta/2)$ .

となり,

$\dim_{H}X\leq\dim_{r}X\leq n$ .
口

$\dim H$ の下半連続性については次のセクションで Alexandrov 空間を
導入した後に論じるのが自然である.

3.5. 多様体の収束と崩壊. この論説では詳しく触れないので, ここで簡
単に Riemann 多様体の収束と崩壊について説明しよう. まず, Rauch
以来球面定理と呼ばれる, ある条件をみたす Riemann 多様体が球面と
ある意味で近いことを示すのが大域 Riemann 幾何の一つの重要な問
題であった. これが Cheeger による有限性定理の研究になり, Gromov
による Hausdorff 距離の導入につながった. Riemann 多様体の収束と
はこの Hausdorff 距離による別の空間への収束のことで, 収束と言っ
た場合極限と元の多様体はなんらかの意味で近いことを表すことが多
い. 上で述べた球面定理は標準球面への収束と密接に関わっている. 収
束先の空間が元の多様体とかなり異なるとき, 特に Hausdorff 次元が
元のものより低いときは崩壊と言う (例 3.1, 3.2参照). この場合も
収束先の空間と元の多様体との関連を調べるのが大事な問題である.
いずれにせよどのような条件で収束と崩壊を考えるかにより結果, 及

び問題の難しさは変わってくる. 最初に研究されたのは断面曲率が上
下から一様に押さえられた場合であり, この場合 Gromov の収束定理
がある, これは勝田, 加須栄を始め多くの日本人が関わった問題であっ
た. また崩壊については Gromov の概平坦多様体の理論 ([8]) に始ま
り, Cheeger-深谷-Gromov の構造定理 ([6]) まで深められた. 次に断面
曲率の上からの制限をなくして下からの制限だけで収束崩壊の研究が
行われた. これが Alexandrov 空間に直接つながる問題である. 大津-
塩浜-山口 ([19]) による球面定理の研究, Grove-Petersen-Wu ([12]) に
よる有限性定理の拡張, 深谷山口 ([7]) による崩壊における基本群の
概幕零性に関する研究, そして, Burago-Gromov-Perelman([4]) による
Alexandrov 空間の研究につながったのである. また, 断面曲率を Ricci
曲率にかえた問題もいろいろに論じられており, 特に Cheeger-Colding
による興味深い研究が行われている. これについては酒井, 加須栄両
氏により詳しい解説がなされている.
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4. ALEXANDROV 空間の基本性質

4.1. Alexandrov 空間. 距離空間 $X$ が Hausdorff 次元が有限で, 曲
率 $\geq\kappa$ の完備局所コンパクト内部距離空間であるとき, $X$ は曲率 $\geq\kappa$

の $Alexnr|,drov$ 空間という. ある $\kappa\in R$ が存在して $X$ が曲率 $\geq\kappa$ の

Alexandrov 空間となるとき, 単に $X$ は Alexandrov 空間と云う. した

がって, 断面曲率 $ K_{AM}\geq\kappa$ の連結完備 R.iemann 多様体は曲率 $\geq\kappa$ の

Alexandrov 空間である. \S 3の結果をまとめると次がわかる.

定理 4.1. 次元が $n$ の断面曲率 $\geq\kappa$ をみたす連結完備 Riemann 多様
体の ( $dH$ に関する) 極限は次元が $n$ 以下で曲率 $\geq\kappa$ の Alexandrov 空
間である.

Alexandrov 空間の例を挙げよう :\S -\S 2.2及び \S 3.3の例を見直すこと
で次の二っがわかる.

例 4.1. 曲率 $\geq 1$ の Alexandrov 空間 $X$ から作った懸垂 $Cx$ は曲率 $\geq 0$

の Alexandrov 空間である. これを示すためには dimH $Cx=\dim_{H}X+1$
を示せばよいが, これは後に示す定理 4.7からすぐにわかる. 特に,
Riemann 多様体 $M$ に有限群 $\Gamma$ が等長写像として作用しているとき,
もし固定点が有限個ならば $\Lambda/I/\Gamma$ も Alexandrov 空間である.

例 4.2. $R^{n}$ の凸集合の境界.

Riemann 幾何での証明が Alexandrov 空間でも注意深く変更するこ
とで成り立っことがある. 例えば, Alexandrov 空間でも Toponogov
の分解定理が成立する : 曲線 $\sigma$ : $R\rightarrow X$ のパラメーターを曲線の長さ
に取るとき, $\sigma$ が直線とは任意の $s,$ $t\in R$ に対して $\sigma|[s,t]$ が最短線に
なることである. このとき

定理 4.2 ([11], [26]). $X$ を曲率 $\geq 0$ の Alexandrov 空間が直線 $\sigma$ を
含むとすると, ある曲率 $\geq 0$ の Alexandrov 空間 $Y$ が存在して $X$ は
$R\times Y$ に等長となる.

4.2. 伸長点と次元. 以下このセクションでは $X$ は曲率 $\geq-1$ の Alexan-
drov 空間であると仮定する. まず次を示そう.

補題 43. $\delta_{1}>0_{f}\delta 2>0$ に対して $p,$ $q,$ $r,$ $s\in X$ が次をみたすとする :
$|qs|<\delta_{1}\min(|pq|, |rq|)$ , $\angle pqr>\pi-\delta_{2}-$ .

このとき ( $|pq|,$ $|rq|$ があまり大きくなければ)

(4.1) $|\angle pqs+\angle rqs-\pi|-\sim<10\delta_{1}+\delta_{2}$ .

さらに $|pq|=|ps|$ ならば $t\in qs$ に対して

$|\angle ptq-\frac{\pi}{2}|\sim<20\delta_{1}+2\delta_{2}$ , $|\angle rtq-\frac{\pi}{2}|\sim<20\delta_{1}+2\delta_{2}$ .

Proof. まず, 命題 2.5より

(4.2) $\angle pqr+\angle pqs+\angle rqs\leq 2\pi\sim--$
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なので条件より

(4.3) $\angle pqs+\tilde{l}rqs\leq 2\pi-\tilde{l}pqr\leq\pi+\delta_{2}\sim$

が成り立っ.
次に, Gauss-Bonnet の定理より

$\angle pqs+\angle psq-\pi=-\tilde{l}qps-area(\triangle pqs)\sim\sim-$ .
$H^{2}(-1)$ の正弦法則より

$\sin\angle qps\sim=\sin\overline{l}pqs\frac{\sinh|sq|}{\sinh|pq|}\leq\frac{\sinh|sq|}{\sinh|pq|}$

なので, $|pq|$ があまり大きくないと,

$\angle qps\leq-\frac{3}{2}\delta_{1}$ ,

area $(\triangle pqs)\sim\leq\overline{l}qps\max(\cosh|pq|-1, \cosh|ps|-1)\leq\frac{1}{2}\delta_{1}$

となり

(4.4) $|\angle pqs+\tilde{l}psq-\pi|-<2\delta_{1}$

がわかる.
(4.3) と逆の評価を与える. $H^{2}(-1)$ に $\triangle pqr=\triangle\overline{p}\overline{q}\tilde{r}-$ を取り, $\triangle pqs=-$

$\triangle\overline{p}\overline{q}\overline{s}$ を $\overline{s}$ が $\overline{p}\overline{q}$ に関して $\overline{r}$ と反対になるように, $\triangle rqs-=\triangle\tilde{r}\tilde{q}\hat{s}$ を $\hat{s}$

が $\overline{r}\tilde{q}_{-}$に関して $\tilde{p}$ と反対になるように取ると, (4.2) が成立しているの
で, $\triangle psr$ については

$\angle s_{\Psi}\sim\sim-\leq\angle spq+\angle qpr$ , $\angle srp\leq\angle srq+\angle qrp\sim\sim\sim$

でなければならない. このことから Gauss-Bonnet の定理を使うと
$\tilde{l}psr=\pi-\angle spr-\angle srp-area(\triangle psr)\sim\sim-$

$\geq\pi-\angle qpr-\tilde{l}qrp-\angle spq-\angle srq-area(\triangle psr)\sim\sim\sim\sim$

$=\tilde{l}pqr^{-}-\angle spq-\tilde{l}srq+area(\triangle pqr)-area(\triangle psr)\sim-$ .
上で与えた評価 (及び, $p$ を $r$ #こ変えた評価) より, $|pq|,$ $|qr|$ があま
り大きくないと,

$\angle psr>\pi-4\delta_{1}-\delta_{2}-$

がわかる. したがって, (4.2) を得たのと同じ理由から
$\angle psq+\angle rsq\leq\pi+4\delta_{1}+\delta_{2}\sim\sim$

となる. また, (4.4) (及び, $p$ を $r$ に変えたもの) から

$\tilde{l}^{\sim}pqs+\angle rqs\geq 2\pi-\tilde{l}$psq–l$rsq-4\delta_{1}\geq\pi-8\delta_{1}-\delta_{2}$

となる.
さらに $|pq|=|ps|$ ならば (4.4) と (4.1) より

$|\angle pqs-\frac{1}{2}\pi|\sim<\delta_{1}$ , $|\tilde{l}rqs-\frac{1}{2}\pi|<11\delta_{1}+\delta_{2}$ ,

よって Alexandrov の凸性 II から
$\angle pqt\sim\geq\angle pqs\sim>\frac{1}{2}\pi-\delta_{1}$ , $\angle rqt\sim\geq\angle rqs->\frac{1}{2}\pi-11\delta_{1}-\delta_{2}$ .
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$s$ を $t$ に変えて (4.3) が成り立つので

$\angle pqt-\leq\frac{1}{2}\pi+11\delta_{1}+2\delta_{2}$ $\angle rqt\sim\leq\frac{1}{2}\pi+\delta_{1}+\delta_{2}$ .
もう一度 (4.4) より

$|\angle ptq-\frac{1}{2}\pi|\sim\leq 13\delta_{1}+2\delta_{2}$ , $|\angle rlq-\frac{1}{2}\pi|\sim\leq 13\delta_{1}+\delta_{2}$ .
口

ある点 $p\in X$ が $(n, \delta)$ -伸長点とは $X\backslash \{p\}$ の $2n$ 個の点 $p1,$ $p2$ ,
. . . $p_{n},$ $p_{-1},$

$\ldots,$
$p_{-n}$ で

(4.5) $\angle p_{\alpha}pp_{-\alpha}>\pi-\delta\sim$ , $\angle p_{\alpha}pp_{\beta}>\sim\frac{\pi}{2}-\delta$ $(\alpha\neq\pm\beta)$

をみたすものが存在することである. このような $\{p_{\alpha}\}_{\alpha=\pm 1,\ldots\pm n}$

)
を $p$ の

$(n, \delta)$ -伸長器と呼ぶことにする. 定義から $(n, \delta)$-伸長点は開集合をなす
ことがわかる.
写像 $\psi$ : $X\rightarrow Y$ が $X$ の開集合 $U$ 上で $\epsilon$-開写像であるとは任意の

$p\in U$ と $\psi(p)$ に十分近い $x\in Y$ に対して (つまり, $B(p, \frac{1}{\epsilon}|\psi(p)x|)\subset U$

なる $x\in Y$ に対して)

(4.6) $\psi(q)=x$ , $\epsilon|pq|\leq|\psi(p)\psi(q)|$

なる $q\in U$ が存在することとする. これは開写像である.

定理 44. $n\in N,$ $0<\delta<1/2n$ とし, $p\in X$ が $\{p_{\alpha}\}_{\alpha=\pm 1,\ldots,\pm n}$ を
$(n, \delta)$ -伸長器とする $(n, \delta)$ -伸長点であるとする. すると $p$ の近傍 $U$ が
存在して, $\psi(q)=(d(p_{1}, q),$

$\ldots,$
$d(p_{n}, q))$ により写像 $\psi$ : $U\rightarrow R^{n}$ を決

めると, これは $\frac{1-2n\delta}{\sqrt{n}}$ -開写像である.
更に, $p$ の近傍に $(n+1,4\delta)$ -伸長点が存在しないならば $\psi$ は $p$ の近

傍と $R^{n}$ の開集合との間の双 Lipshitz 同相である.

Proof. $R^{n}$ のノルムを $||(x_{1},$ . . . , $x_{n})||=|x1|+\cdots+|x_{n}|$ とする. 上で注意
したように $p$ の開近傍で, その全ての点が $\{p_{\alpha}\}_{\alpha=\pm 1,\ldots,\pm n}$ を $(n, \delta)$-伸長
器とする $(n, \delta)$-伸長点となるものがあるので, それを $U$ とする. $q\in U$

に対して $\psi(q)=x$ とすると, $x$ の十分近くの任意の点 $z=(z_{1}, \ldots, z_{n})$

に対して $r\in U$ で $\psi(r)=z$ なるものが $q$ から点列 $\{ri\in X\}$ を構成し
てその極限として見つかることを示す.

$r1=q$ とする. $ri-1\in U$ まで定義されたとして,

$|z_{\alpha}-d(p_{\alpha},r_{i-1})|=\beta=1,\ldots nmax,|z_{\beta}-d(p_{\beta},r_{i-1})|$

なる $\alpha\in\{1, \ldots, n\}$ を取る. 次に $ri$ を

(4.7) $r_{i}\in p_{\alpha}r_{i-1}\cup r_{i-1}p_{-\alpha)}$ $z_{\alpha}=d(p_{\alpha},r_{i})$

となるように取る. まず $r_{i}\in ri-1p_{-\alpha}$ の場合を考察する. Alexandrov
の凸性 II と (4.5) より

$\angle p_{\alpha}r_{i-1}r_{i}\geq\angle p_{\alpha}r_{i-1}p_{-\alpha}>\pi-\delta\sim\sim$

なので

(4.8) $|z_{\alpha}-d(p_{\alpha}, r_{i-1})|>d(r_{i}.,r_{i-1})\cos\delta$ .
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$ri\in p_{\alpha i-1}r$ の場合はこの関係式が成り立つのは明らかなので, これは
全ての場合に成り立つ. $\beta\neq\pm\alpha$ に対しては命題 2.5より

$\angle p_{\beta^{7^{\cdot}}i-1}r_{i}\leq 2\pi-\angle p_{\beta}r_{i-1}p_{-\beta}-\angle p_{-\beta}r_{i-1}r_{i}<\sim\sim\sim\frac{\pi}{2}+2\delta$

なので

$|z_{\beta}-d(p_{\beta},r_{i})|\leq|z_{\beta}-d(p_{\beta},r_{i-1})|+|d(p_{\beta},r_{i-1})-d(p_{\beta},r_{i})|$

$(4.9)$
$\leq|z_{\beta}-d(p_{\beta},r_{i-1})|+2\delta d(r_{i-1},r_{i})$

$\leq|z_{\beta}-d(p_{\beta},r_{i-1})|+\frac{2\delta}{\cos\delta}|z_{\alpha}-d(p_{\alpha},r_{i-1})|$ .
したがって $\Delta_{i}$ $:=||z-\psi(ri)||$ と置くと, (4.7), (4.9) より

$\Delta_{i}=\sum_{\beta\neq\alpha}|z_{\beta}-d(p_{\beta},r_{i})|$

(4.10) $\leq\sum_{\beta\neq\alpha}|z\beta-d(p\beta,r_{i-1})|+(n-1)\frac{2\delta}{\cos\delta}|z_{\alpha}-d(p_{\alpha},r_{i-1})|$

$\leq\Delta_{i-1}-(1-(n-1)\frac{2\delta}{\cos\delta})|z_{\alpha}-d(p_{\alpha},r_{i-1})|$ .

ここで $0<\delta<1/2n$ より

$\cos\delta-2(n-1)\delta>1-2n\delta>0$

に注意して, (4.8) を使うと

(4.11) $\Delta_{i-1}-\triangle_{i}\geq(1-2n\delta)d(r_{i},r_{i-1})$ .
よって

(4.12)
$|qr_{i}|\leq\sum_{j=1}^{i-1}d(r_{j}, r_{j+1})\leq\frac{1}{1-2n\delta}\sum_{j=1}^{i-1}(\Delta_{i}-\triangle_{i+1})$

$\leq\frac{1}{1-2n\delta}\Delta_{1}=\frac{1}{1-2n\delta}$ II $\psi(q)-z||$ ,

したがって, $\delta<1/2n$ より, $||\psi(q)-z||$ を十分小さく取っておくと
$r_{i}$ は常に $U$ に入り, すべての $i\in N$ に対して $r_{i}\in U$ を取れることが
保証される.
次に (4.10) と $\triangle_{i-1}\leq n|z_{\alpha}-d(p_{\alpha i-1}r)|$ より

$\Delta_{i}\leq\{1-\frac{1}{n}(1-(n-1)\frac{2\delta}{\cos\delta})\}\Delta_{i-1}<(1-\frac{1-2n\delta}{n})\triangle_{i-1}$ .

したがって $\delta<1/2n$ ならば, $\{\Delta i\}_{i=1}^{\infty}$ は $0$ に収束する. すると (4.11)
より $\{ri\}^{\infty}i=1$ は Cauchy 列になり, ある点 $r$ に収束するが, これは $r\in U$

としてよい. このとき $z=\psi(r)$ は明らかで (4.12) から

$|qr|\leq\sum_{i=1}^{\infty}d(r_{i}, r_{i+1})\leq\frac{1}{1-2n\delta}||\psi(q)-z||$ ,

したがって, $R^{n}$ の自然な距離に対して $\frac{\sqrt{n}}{1-2n\delta}$ 開写像になる.
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後半を示す. $\psi$ が Lipshitz 連続であることは明らかであるので, $\psi$ が

1対 I であることを示せば 1嶋開写像であることより双 Lipshitz 同
相であることが分かる. そのため近傍 $U$ を十分小さくえらんで, ここ

の点が $\{p_{\alpha}\}_{\alpha=\pm 1,\ldots,\pm n}$ を $(\prime n, \delta)$ -伸長器とする $(n, \delta)$ -伸長点で diam $U<$

$\frac{1}{10}\delta\min_{\alpha=1,\ldots,n}|pp_{\alpha}|$ と仮定する. もし $q\neq q^{\prime}\in U$ に対して $\psi(q)=\psi(q^{\prime})$

ならば $qq^{\prime}$ の中点 $r$ に対して補題 43を使うと

(4.13) $|\overline{l}p_{\alpha}\cdot rq-\frac{\pi}{2}|<4\delta$

となるので $r\in U$ は $\{p_{\alpha}\}_{\alpha=\pm 1,\ldots,\pm(n+1)}(p_{n+1}=q, p_{-n-1}=q^{\prime})$ を
$(n+1,4\delta)$ -伸長器とする $(n+1,4\delta)$-伸長点となり矛盾する. 口

空間の次元について論じるために準備をしよう :

補題 4.5. 点 $p\in X$ が $0<\delta<1/8n$ に対して $(n$ , \mbox{\boldmath $\delta$} $)$ \rightarrow 伸長点とする
と, 任意 $\epsilon>0$ に対して $p$ の幾らでも近いところに $(n, \epsilon)$ -伸長点が存
在する.

Proof. $\{p_{\alpha}\}_{\alpha=\pm 1,\ldots,\pm n}$ を $p$ の $(n, \delta)$-伸長器とする. 定理 4.4より写像
$\psi$ : $U\rightarrow R^{n}$ を $\psi(q)=(d(p_{1}, q),$

$\ldots,$
$d(p_{n}, q))$ により定めると, これは

開写像である. したがって, ある $q\in U$ が存在して

$d(p_{1}, q)\neq d(p_{1},p)$ , $0<d(p, q)<\frac{\delta}{10}\min|pp_{\alpha}|$ ,

$d(p_{2}, q)=d(p_{2},p),$
$\ldots,$

$d(p_{n}, q)=d(p_{n},p)$ .

そこで $q_{1}$ を $pq$ の中点とすると $\hat{p}1=p,\hat{p}_{-1}=q$ に対して $q_{1}$ は $(1, 0)-$

伸長点である. (4.13) と同じ理由から

$|\angle p_{\alpha}q_{1}\hat{p}_{\pm 1}-\frac{\pi}{2}|\sim<4\delta$ for $\alpha=\pm 2,$
$\ldots,$

$\pm n$ ,

もちろん $q1\in U$ は $\{p_{\alpha}\}_{\alpha=\pm 2,\ldots,\pm n}$ に対して $(n-1, \delta)$-伸長点である.
$\{\hat{p}\pm 1p\pm 2\cdots,p\pm n\}$ は $q1$ の $(n,4\delta)$-伸長点であるので, また写像 $\psi^{\prime}$ :

$U^{\prime}\rightarrow R^{n}$ を $\psi^{\prime}(q)=(d(\hat{p}1, q),$
$\ldots,$

$d(p_{n}, q))$ により定めると, これは開
写像である. したがって, ある $q^{\prime}\in U^{\prime}$ が存在して

$d(\hat{p}_{1}, q^{\prime})=d(\hat{p}_{1}, q_{1})$ ,

$d(p_{2}, q^{\prime})\neq d(p_{2}, q_{1})$ , $0<d(q_{1}, q^{\prime})<\frac{\epsilon}{10\cdot 4^{n}}|q_{1}\hat{p}_{1}|$

$d(p_{3}, q^{\prime})=d(p_{3}, q_{1}),$
$\ldots,$

$d(p_{n}, q^{\prime})=d(p_{n}, q_{1})$ ,

$q_{2}$ を $q_{1}q^{\prime}$ の中点とすると $\hat{p}_{2}=q_{1},\hat{p}_{-2}=q^{\prime}$ に対して

$\angle\hat{p}_{2}q_{2}\hat{p}_{-2}=\pi-$ , $\angle\hat{p}_{1}q_{2}\hat{p}_{-1}>\pi-\epsilon/4^{n-1}-$ , $|\angle\hat{p}_{\pm 1}q_{1}\hat{p}_{\pm 2}-\frac{\pi}{2}|\sim<\epsilon/4^{n-1}$ .
また

$|\angle\hat{p}_{\alpha}q_{2}p_{\beta}-\frac{\pi}{2}|-<4\delta$ for $\alpha=\pm 1,$ $\pm 2,$ $\beta=\pm 3,$
$\ldots,$

$\pm n$ ,

もちろん $q2\in U$ は $\{P\beta\}\beta=\pm 3,\ldots,\pm n$ に対して $(n-2, \delta)$-伸長点である.
この議論を繰り返して見つかる $q_{n}\in U$ が $(n, \epsilon)$-伸長点である. $\square $
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$X$ が一点からなる空間でないならば, $p\in X$ に対し別の点からの最短
線を取るとその内点は $(1, 0)$ -伸長点である. 一般に $0<\delta<1/32(n+1)$
について $p$ の幾らでも近いところに $(n, \delta)$ -伸長点 $q$ があったとする. 定
理 4.4より $\{p_{\alpha}\}_{\alpha=\pm 1,\ldots,\pm n}$ を $(n, \delta)$ -伸長器とすると $q$ の近傍 $U$ が存在
して, $\psi(r)=(d(p_{1}, r),$

$\ldots,$
$d(p_{n}, r))$ により写像 $\psi$ : $U\rightarrow R^{n}$ を決める

と, これは $\frac{1-2n\delta}{\sqrt{n}}$開写像であり, 更に, $\psi$ は $p$ の近傍と $R^{n}$ の開集合
の双 Lipshitz 同相でなければ $U$ 内に $(n+1,4\delta)$ -伸長点 $r$ が存在する.
$0<4\delta<1/8(n+1)$ なので, 補題 45より任意 $\epsilon>0$ に対して $r$ の幾
らでも近いところに, つまり $U$ の中に, $(n+1,\epsilon)$-伸長点が存在する.
任意に小さな $\delta>0$ に対して $\{p_{i}\}_{i=\pm 1,\ldots,\pm n}$ を $(n, \delta)$-伸長器とする

$(n, \delta)$ -伸長点 $q$ が存在するならば, $q$ の近傍 $U$ が存在して $\psi(r)=$

$(d(p_{1}, r),$
$\ldots,$

$d(p_{n}, r))$ により定まる写像 $\psi$ : $U\rightarrow R^{n}$ は開写像である.
そこで, そこで $\dim H\psi(U)=n$ となり, $\psi$ は Lipshitz 連続なので補
題 3.5 (2) より $\dim H(U)\geq n$ となる. 我々は Alexandrov 空間の定義
で $\dim_{H}X<\infty$ を要請したので, このような $n\in N$ は幾らでも大き
くは取れないことがわかる.
以上の理由から各点 $p\in X$ に対してある $n\in N$ と $p$ の近傍 $V_{p}$ が存

在して次をみたす : 任意の $\delta>0$ に対して $(n, \delta)$ -伸長点 $q\in V_{p}$ が存在
し, $\{p_{i}\}_{i=\pm 1,\ldots,\pm n}$ を $q$ の $(n, \delta)$ -伸長器とするならば, $q$ の近傍 $U$ が存
在して, $\psi(r)=(d(p_{1}, r),$

$\ldots,$
$d(p_{n}, r))$ により定まる写像 $\psi$ : $U\rightarrow R^{n}$

は $R^{n}$ の開集合との双 Lipshitz 同相となる. このとき補題 3.5 より
$\dim HU=\dim_{r}U=n$ である.
次元に関する補題を用意しよう :
補題 46. $U,$ $V$ が $X$ の有界な開集合ならば

$\dim_{H}(U)=\dim_{H}(V)$ .

Proof. $B(q, R)\subset V$ なる $q\in V,$ $R>0$ を固定し, $D=\max_{p\in U}|qp|$ と
置く, 各 $p\in V$ に対して $r\in B(q, R)$ を卿上の点で $|qr|=\frac{R}{D}|qp|$ なる
ような点の一つをとり, $\Phi(p)=r$ と置くことで写像 $\Phi$ : $V\rightarrow B(q, R)$

を定義すると, Alexandrov の凸性 I より

$|\Phi(p)\Phi(p^{\prime})|\geq\frac{\sinh D}{\sinh R}|pp^{\prime}|$

なので, 補題 3.5 (2) より $\dim H(V)\leq\dim H(B(q, R))\leq\dim H(U)$ がわ
かる. $\dim H(U)\geq\dim H(V)$ も同じ理由から成り立っ. 口

したがって $V_{p},$ $U$ を上で取った近傍とすると $\dim V_{p}=\dim U=n$
がわかる. また, 任意 $p,$ $r\in X$ に対して $\dim HV_{p}=\dim V$ もわか
る. 更に, $X_{0}=$ {$p\in X|0<\delta<1/2n$ に対して $p$ は $(n,$ $\delta)$-伸長点}
と置くと, $X_{0}$ は $X$ の開かつ稠密部分集合で $X_{0}$ は $n$ 次元位相多様体
であることもわかる. 以上から次が証明された.

定理 4.7 ([4]). $X$ を Alexandrov 空間とすると, $n=\dim HX$ は整数
であり, $X$ の開かつ稠密部分集合 $X_{0}$ が存在して $X_{0}$ は $n$ 次元位相多
様体である.
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43. 接錐 . 方向空間. 次に $p\in X$ を固定して

$\tilde{\Sigma}_{p}=\{pq|q\in X\backslash \{p\}\}/\sim$

ただし $pq\sim pr$ を $\angle pqr=0$ で定義する. また $pq$ を含む同値類を $v_{pq}$

と表す. $\angle(v_{pq}, \prime u_{pr})=\angle qpr$ と置くと, 命題 2.3 (1) より $\angle$ は $\tilde{\Sigma}_{p}$ の距
離を定めるので, $(\tilde{\Sigma}_{p}, \angle)$ を距離空間とみてその完備化を $\Sigma_{p}$ と表し,
方向空間 (Space of direction) と云う. このとき $u,$ $v\in\Sigma_{p}$ に対してその
距離を $l(u, v)$ で表す.

定理 4.8 ([4]). $X$ を Alexandrov 空間とすると $p\in X$ について $\Sigma_{p}$ は

コンパクト集合.

Proof. この定理の証明のためには $\overline{\Sigma}_{p}$ がプレコンパクトであることを
示せば良い. そのために次を示そう.

補題 4.9. 任意の整数 $n\geq 1$ と $0\leq m\leq n$ と任意の $\epsilon>0$ に対してあ
る $\delta=\delta(n, m, \epsilon)>0$ と $N=N(n, m, \epsilon)$ が存在して次の性質をもつ.
$X$ を曲率 $\geq-1$ の $n$ 次元 Alexandrov 空間とするとき, $ p_{f}p\pm 1;\cdots$ ,
$P\pm m’ q_{1},$

$\ldots,$
$qN\in X$ で次のようなものは存在しない :
$p_{\pm 1},$ $\ldots,p_{\pm m}$は $p$ の $(m, \delta)$ -伸長器,

(4.14) $\tilde{l}p_{i}pq_{j}>\frac{\pi}{2}-\delta$ $i=\pm 1,$
) $\pm m,j=1,$

$\ldots,$
$N$,

$\angle q_{j}pq_{j^{\prime}}\sim>\epsilon$ $j\neq j^{\prime}=1,$
$\ldots,$

$N$ .

この補題の $m=0$ の場合から $\overline{\Sigma}_{p}$ がプレコンパクトであることがわ
かる. $m=n$ の場合, $N=1,$ $\delta=\frac{1}{100n}$ とする. $p\pm 1,$

$\ldots,$
$p\pm n$ は $(n, \delta)-$

伸長器で $q_{1}$ に対して (4.14) がなりたっので, $p_{n+1}=p,$ $P-n-1=q_{1}$

と置き $p^{\prime}\in pq1$ を $p$ に十分近く取ると, $p\pm 1,$ $\ldots$ $p_{\pm(n+1)}$ は $p^{\prime}$ の
$(n+1,2\delta)$ -伸\Subset 器となる. 実際, $p\pm 1,$ $\ldots,p\pm m$ が $p^{\prime}$ の $(m, \delta)$-伸長器
であることと $\tilde{l}p_{i}p^{\prime}q1>\pi/2-\delta$ は明らかで, 命題 2.3 (4) と仮定より
$\angle pp^{\prime}p_{-i}\sim<\pi/2+\delta$ となるので, 命題 43より $\angle pp^{\prime}p_{i}->\pi/2-2\delta$ が示
せる. これは次元の仮定に矛盾している.
以下 $m$ に関する逆の帰納法を用いてこの命題の主張が成り立っこと

を示す. まず次を準備しよう, これは角度の定義から簡単にわかる.

補題 4.10. $\{pqi\}_{i=1}^{m}$ が与えられたとき, $qi$ を $pqi$ 上 $p$ の近くに取直せ
ば, 任意の $\delta>0$ に対して $p$ の近傍 $U$ が存在して, 任意の $\triangle pqr\in U$

で $q\in pqi,$ $r\in pqj$ をみたすものについて

$|\angle pqr^{-}-\angle pqr|<\delta$ , $|\angle qrp^{\sim}-\angle qrp|<\delta$ , $|lrpq^{\sim}-\angle rpq|<\delta$

が成り立っ.

$m+1$ の場合まで命題の主張が示されたとして, $m$ の場合を示す.

(4.15) $\delta(n, m, \epsilon)<0.001\epsilon\delta(n, m+1, \epsilon/2)$

$\frac{1}{2}(N(n, m, \epsilon)-N(n, m+1,\epsilon/2))$

(4.16) 1000
$>N(n, m+1, \epsilon/2)\overline{\delta(n,m,\epsilon)}$



ALEXANDROV 空間入門 83

をみたすように $\delta=\delta(n, m, \epsilon)>0$ と $N=N(n, m, \epsilon)$ を選び, $p$ ,
$\{p_{i}\})\{qj\}^{N}i=1$ で (4.14) をみたすものが存在したとする. 以下
の目標は, 上のように $\delta>0$ を十分小さく $N$ を十分大きく取ると, 与
えられた点の組みを元にして $(m+1, \delta(n, m+1, \epsilon/2))$ -伸長器が作れ,
この伸長器と適当に選んだ新たな点の組みで $m+1$ での (4.14) をみた
すものが見つかることを示すことである. これから帰納法の仮定より
矛盾が導かれる.

$p_{m+1}=p,$ $p_{-m-1}=qN$ とし $pqN$ の点で $p$ に近いものをあたらめて
$p$ と置くと, 上で $m=n$ の場合に $(n+1,2\delta)$ -伸長器を作ったの同じ議
論から, $p,$ $\{pi\}_{i=\pm 1,\ldots,\pm(m+1)},$ $\{qj\}_{j=1}^{N-1}$ について (4.14) が, $\delta$ を $ 2\delta$ に

置き換え, $i=N$ の場合を除いた形で成り立っことになる. $\delta$ にっい

て補題 4.10が成り立っように $p_{i}$ を $pp_{i}$ #こ, $qj$ を $pqj$ に沿って $p$ の近
くに取り直しておく.
帰納法の仮定から

$\angle p_{m+1}pq_{j}>\sim\frac{\pi}{2}-3\delta$ , $\tilde{l}p_{-m-1}pq_{j}>\frac{\pi}{2}-3\delta$

をみたすような $i$ は高々 $N(n, m+1, \epsilon/2)-1$ 個である, つまり,
$N(n, m, \epsilon)-N(n, m+1, \epsilon/2)$ 個の $j$ にはこの式が成り立たない. そこ

で, (4.16) のとり方から $\frac{1000}{\delta}N(n,m+1,\epsilon/2)$ {固の $i$ について

$\frac{\pi}{2}-3\delta\geq\overline{l}p_{m+1}pq_{j}$

と仮定してよい. このとき

$\epsilon/3<\angle p_{m+1}pq_{j}\leq\angle p_{m+1}pq_{j}<\angle p_{m+1}pq_{j}+\delta\leq\sim-\frac{\pi}{2}-2\delta$

となる. 最初の不等式は高々一個の $j$ を除いて成立する, なぜなら, も
し $\angle p_{m+1}pqj-,$ $\angle p_{m+1}pqj^{\prime}\sim\leq\epsilon/3$ ならば $\angle-$

qjpqj’ $<2\epsilon/3+3\delta<\epsilon$ とな

り, $j=j^{\prime}$ となるからである. 各 $j$ に対して $\emptyset J=\angle p_{m+1}pqj\sim$ と置くと,
$\emptyset j\in[\epsilon/3, \frac{\pi}{2}-2\delta]$ なので, この区間を $\delta/100$ の幅の小区間に分割して
考えると, 個数が $N(n, m+1, \epsilon/2)$ 個以上の $j$ の集合 $A$ で

(4.17) $|\phi_{j}-\phi_{j^{\prime}}|\leq 0.01\delta$ for $j,j^{\prime}\in A$

なるものが存在する.
点 $p^{\prime}$ を $pp_{m+1}$ 上の $p$ の近くの点とし, $i\in A$ について $q^{\prime}j$ を $pqj$ の点

で $|pq^{\prime}j|=|pp|/\cos\phi j$ となるように取る. すると $p^{\prime},$ $\{Pi\}i=\pm 1,\ldots,\pm(m+1)$ ,
$\{qj\}j\in A$ について, $m+1$ についての (4.14) が成り立っことを示し, 矛
盾を導こう. まず, $\{pi\}_{i=\pm 1,\ldots,\pm(m+1)}$ が $p^{\prime}$ の $(m+1,2\delta)$ -伸長器となる
のは良い.

$\angle q_{j}^{\prime}p^{\prime}q_{j}^{\prime}\sim,$ $>\epsilon/2$

となるのは (4.14) の条件と (4.17) からわかる. 次に補題 4.10より

$\angle p_{m+1}p^{\prime}q_{j}^{\prime}>\frac{\pi}{2}-10\delta\sim$ , $\angle p_{-m-1}p^{\prime}q_{j}^{\prime}>\sim\frac{\pi}{2}-10\delta$

が出る. 最後に $i=1,$ $\ldots,$
$m$ と $i\in A$ に対して

(4.18) $\angle p_{i}p^{\prime}q_{j}^{\prime}->\frac{\pi}{2}-\delta(n,m+1,\epsilon/2)$
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となることを示せば良い. $\emptyset j>\epsilon/3$ より

$|p^{\prime}q_{j}^{\prime}|>0.1\epsilon(|p^{\prime}p|+|pq_{j}^{\prime}|)$

であり, (4.14) より

$|1^{p_{i}q_{j}^{\prime}|-|p_{i}.p^{\prime}||\leq||p_{i}q_{j}^{\prime}|-|p_{i}p||+|||p_{i}p^{\prime}|-|p_{i}p||\leq 5\delta(|pp^{\prime}|+|pq_{j}^{\prime}|)}$

なので, (4.15) の $\delta$ の取り方から

$||p_{i}q_{j}^{\prime}|-|p_{i}p^{\prime}||<\frac{5\delta}{0.1\epsilon}|p^{\prime}q_{j}^{\prime}|<0.1\delta(n,m+1,\epsilon/2)|p^{\prime}q_{j}^{\prime}|$ .

これから (4.18) が分かる. 口

次に $\Sigma_{p}$ の懸垂 $C_{\Sigma_{p}}$ を $K_{p}$ と表し, 接錐 (Tangent cone) と呼ぶ.
$[u, t]$ を $tu$ で表し, 特に $(u, 0)$ の代表する元を 0p-で表す. 次に $\tilde{W}_{p}$ $:=$

$\{|pq|v_{pq}\in K_{p}|q\in X\}$ と置き, 指数写像 $Exp_{p}$ : $W_{p}\rightarrow X$ を

$Exp_{p}|pq|v_{pq}=q$

で定義する. これは $B(0_{p}, R;\overline{W}_{p})$ に制限すると Toponogov の凸性 II
より $s_{-1}$ (R)/R-Lipshitz 写像である.
$X=(X, d)$ を距離空間とするとき, $\rho>0$ に対して

$\rho d(x, y)=\rho\times d(x, y)$

と定義するとこれはまた距離なので, $\rho X=(X, \rho d)$ と表す.

補題 4.11. $X$ を Alexandrov 空間とする. $K_{p}$ は $(\rho X,p)$ の次の意味で
の極限, つまり, 任意の $R>0$ に対して

$\lim_{\rho\rightarrow\infty}d_{H}(B(0_{p}, R|K_{p}),$ $B(p.’ R;\rho X))=0$ .

特に, $K_{p}$ は曲率 $\geq 0$ の Alexandrov 空間である.

Proof. $\{\lambda_{i}>0\}$ を $0$ に収束する単調減少数列とする. $i$ に対して $E_{i}$ :
$B(p, R:\frac{1}{\lambda_{i}}X)\rightarrow B(0_{p}, R;K_{p})$ を $E_{i}=Exp_{p}^{-1}$ と定義する, 但し逆が
一意的に定まらないところではその一つを取るとする. するとこれは
$\lambda_{i}R/s_{-1}$ (\lambda ,R)拡大写像となる. そこである $0$ に収束する $\{\epsilon_{i}>0\}$ が

あって $E_{i}$ が $\epsilon i$-Hausdorff 近似写像となることを示せば良い. まず, あ
る $\epsilon>0$ と $\{i\}$ の部分列 $\{j\}$ があって $E_{j}$ の像の $\epsilon$ 近傍が $B(0_{p}, R;K_{p})$

を覆わないとする. つまり, ある $tu\in B(0_{p}, R;K_{p})$ が存在してその $\epsilon$

近傍が $E_{j}$ の像と交わらないとする. 定義から $l(u, v_{pq})<\epsilon/2R$ となる
$q$ が存在する. 十分大きな $i$ について $qj\in pq$ で $|pqj|=\lambda jt$ なる点を
とると, $qj\in B(p, R:\frac{1}{\lambda_{j}}X)$ , $Ejqj=tv_{pq_{j}}$ なので仮定より $|tv_{pq_{j}}tu|>\epsilon$

がわかり, 特に $\angle(u, v_{pq})>\epsilon/R$ となり矛盾が生じる. こうではなく,
距離のずれがある $\epsilon>0$ より大きいとしても同様に矛盾が出る.

$\frac{1}{\lambda_{i}}X$ は curv $\geq-\lambda_{i}^{2}$ の Alexandrov 空間であることは明らかだから,
命題 3.4より $K_{p}$ の曲率は $\geq 0$ が分かる. $\square $

ここまでの結果で以下の本質的な部分は証明された.
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定理 4.12 ([4]). $X$ を $n$ 次元 Alexanclrov 空間とすると, 任意の $p\in X$

について $\Sigma_{p}$ はコンパクトな曲率 $\geq 1$ の $n-1$ 次元 Alexandrov 空間
で $K_{p}$ は曲率 $\geq 0$ の $n$ 次元 Alexandrov 空間である.

5. 微分構造

5.1. 特異点. まず Alexandrov 空間の詳しい構造を調べるために, 例を
検討しよう.

例 5.1. $X$ を多面体とするとき ap $X$ でその頂点を表すことにする. $Y_{1}$

を $R^{3}$ の中の四面体とするとこれは凸集合なので例 4.2で見たようにそ
の境界 $X_{1}$ は Alexandrov 空間である. 頂点での面の三角形の角度の和
$<2\pi$ である, そこである $\epsilon 1>0$ が取れて $<2\pi-\epsilon 1$ となる. $X_{1}$ を多
面体とみてその重心細分を考え, $Y$ の重心から新しく付け加えた点を
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の外側へ少し動かし, それから新しい凸多面体 $Y_{2}\supset Y_{1}$ を作り, そ
の境界を $X_{2}$ と置く. 構成から ap $X_{1}\subset aP^{X}2$ であるが,「少し動かす」
とは ap $X_{1}$ の頂点では三角形の角度の和 $<2\pi-\epsilon_{1}$ をみたすように動
かすという意味である. 以下同様に各頂点での角度の制限を保ちなが
ら凸多面体 $Y_{i}\supset\cdots\supset Y_{1}$ とその境界 $X_{i}$ を作ると $X_{i}$ は Alexandrov
空間であり, Alexandrov 空間 $X$ に収束するが, この空間の特異点の
集合 $S_{X}$ は構成から $X$ 内で稠密であることがわかる.

この例から見ると Alexandrov 空間の滑らかさはあまり期待できな
いように見えるが, それでも Riemann 多様体と類似の滑らかさを持つ
ことをこのセクションで紹介する.
以下 $X$ を曲率 $\geq-1$ の Alexandrov 空間とし, $p\in X$ を固定してお

く. $\delta>0$ に対して

$W_{p}^{\delta}=$ {$x\in X|$ ある $y\in X$ が存在して $x\in py,$ $|py|=(1+\delta)|px|$ }
と置く. これは閉集合である. $x\in W_{p}^{\delta}$ に対して $x\in py,$ $|py|=(1+$

$\delta)|px|$ をみたす $y$ を対応させることで写像 $E_{p}^{\delta}$ : $W_{p}^{\delta}\rightarrow X$ を定義する.
$y$ が一意的に定まるのは系 2.4より明らか. Alexandrov の凸性より任
意の $R>0$ に対して, $L=L(R|\delta)>0$ が存在して $\lim_{\delta\rightarrow 0}L(R;\delta)=1$

で $E_{p}^{\delta}$ : $W_{p}^{\delta}\cap B(p, R/(1+\delta))\rightarrow B(p, R)$ は L-Lipshitz 写像である. 切
断跡 $Cut_{p}$ を

(5.1)
$Cut_{p}=X\backslash \bigcup_{\delta>0}W_{p}^{\delta}$

と定義する.

命題 5.1. $\mathcal{H}^{n}(Cut_{p})=0$ .

Proof. $E_{p}^{\delta}$ : $W_{p}^{\delta}\cap B(p, R/(1+\delta))\rightarrow B(p, R)$ は L-Lipshitz 写像である
ので, 補題 35より

$\mathcal{H}^{n}(B(p, R))\leq L^{n}\mathcal{H}^{n}(W_{p}^{\delta}\cap B(p, R/(1+\delta)))$ .
また (5.1) より

$\lim_{\delta\rightarrow 0}\mathcal{H}^{n}(W_{p}^{\delta}\cap B(p, R/(1+\delta)))=\mathcal{H}^{n}(B(p, R)\backslash Cut_{p})$
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なので $\lim_{\delta\rightarrow 0}L=1$ より

$\mathcal{H}^{n}(B(p, R))\leq \mathcal{H}^{n}(B(p, R)\backslash C\iota\iota t_{p})$

がわかる. 口

点 $p\in X$ が非特異とは $\Sigma_{p}=S^{n-1}(1)$ となることであり, これは

$K=R^{n}$ となることと同値である. $p\in X$ が特異とは非特異でないこ
ととする. $Sx$ を $X$ の特異点全体の集合とする. 次に $\delta>0$ に対して

$\overline{S}_{p,\delta}=$ { $ x\in X|\angle pxy\sim\leq\pi-\delta$ for $y\in X\backslash \{x\}$ }

と置く. 明らかに $\tilde{S}_{p,\delta}$ は閉集合で, $0<\delta<\delta^{\prime}$ に対して $\tilde{S}_{p,\delta}\subset\tilde{S}_{p,\delta^{\prime}}$ が

成り立つ. $\tilde{S}_{p}=\bigcup_{\delta>0}\tilde{S}_{p,\delta}$ と置く.

補題 5.2. ある $L=L(R, \delta)>0$ が存在して

$\angle xpy\geq L|xy|$ for $x,y\in\tilde{S}_{p,\delta}\cap B(p, R)$

成り立っ.

Proof.
$\cosh(|px|+|xy|)-\cosh|py|$

$=(\cosh|px|\cosh|xy|+\sinh|pk|\sinh|xy|)$

$-(\cosh|px|\cosh|xy|-\cos^{\sim}\angle pxy\sinh|pk|\sinh|xy|)$

$=(1+\cos\angle pxy)\sinh\sim|pk|\sinh|xy|$

であるが,

$\cosh(|px|+|xy|)-\cosh|py|\leq(|px|+|xy|-|py|)\sinh(|px|+|xy|)$

なので, $|px|+|xy|\leq 3R,$ $\angle pxy\sim\leq\pi-\delta$ より

$(1-\cos\delta)\sinh|pk|\sinh|xy|\leq(|px|+|xy|-|py|)\sinh 3R$ .

次に $\angle xpy\sim$ に同様の計算を行うと

$(1-\cos^{-}\angle xpy)\sinh|pk|\sinh|py|=\cosh|xy|-\cosh(|py|-|Px|)$

$\geq\frac{1}{2}(|xy|-|py|+|px|)|xy|$

となり, 左辺 $\leq\frac{1}{2}(\angle xpy)^{2}\sinh\sim|pk|\sinh R$ なので

$(\angle xpy)^{2}\geq\frac{1-\cos\delta}{\sinh 3R\sinh R}|xy|^{2}\sim$ .

口

$Exp_{p}^{-1}$ : $\tilde{S}_{p,\delta}\cap B(p, R)\rightarrow\Sigma_{p}$ は上の補題より $L$ 拡大写像になるの

で $\mathcal{H}^{\alpha}(\overline{S}_{p,\delta}\cap B(p, R))=0$ が $\alpha>n-1$ に対してなりたつ. よって

$\mathcal{H}^{\alpha}(\overline{S}_{p})=0$ となり $\dim H(\tilde{S}_{p})\leq n-1$ が分かる.
次に稠密な可算個の点 $\{p_{i}\}_{i.=1}^{\infty}$ を取ると $S_{X}\subset\bigcup_{i=1}^{\infty}\tilde{S}_{p_{i}}$ となること

も容易に示せるので次が示せた.

定理 5.3 ([4], [20]). $X$ を $n$ 次元 Alexandrov 空間とすると, $\dim HSx\leq$

$n-1$ .
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このセクションの応用として \S 3.4で予告した $\dim H$ の半連続性につ
いて述べよう.

$\mathcal{A}=\mathcal{A}(n, \kappa, \overline{d})=\{X|\dim_{H}X\leq n$ , diam $X\leq\overline{d}$ , curv $ X\geq\kappa$

をみたすコンパクト Alexandrov 空間}

と置き, $\dim H$ を $\mathcal{A}\ni X\mapsto\dim HX\in R$ と見る. すると, 次が成り
立っ.

定理 5.4 ([4]). $\dim_{H}$ : $\mathcal{A}\rightarrow R$ は下半連続関数である. したがって, $\mathcal{A}$

はコンパクト集合である.

証明には補題 36と同様に $\beta_{X}(\delta)$ の (3.4) によるような評価を与え
ればよい. $X\in \mathcal{A}(n, \kappa,\overline{d})$ を $n^{\prime}$ 次元 Alexandrov 空間とし, $\{p_{i}\}_{i=1}^{N}$ を
$\delta$-離散集合とする. $P\in X\backslash Sx$ を取ると $K_{p}=R^{n^{\prime}}$ であるので $u_{\dot{\eta}}$ を $Pi$

の $Exp_{p}$ : $\overline{W}_{p}\rightarrow X$ による引き戻しの一つとすると, $u_{i}\in\overline{B(0,\overline{d};R^{n^{\prime}})}$

である. また, $\kappa,$

$\overline{d}$ にしかよらない $L$ が存在して $|u_{i}-uj|>L\delta$ . し

たがって $N\leq m(n^{\prime}, 0, \overline{d};L\delta)$ がわかる. あとの議論は補題 36の証明
と同じ.

52. 微分構造. まず距離関数の一回微分を調べよう.

命題 5.5 (第一変分公式). $p,$ $x\in X$ と $xy$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ対して

$|py|=|px|-|xy|\cos\min_{px}\angle pxy+o(|xy|)$

Proof. $\epsilon>0$ とする. 定理 4.8より $\Sigma_{p}$ はコンパクトなので極大 $\epsilon$-離
散集合 $\{v_{xx_{i}}\}_{i=1}^{m}$ が存在する. 命題 23(4) より $s\in[0, |xx_{i}|]$ に対して
$x_{i}(s)\in xx_{i}$ を $|xxi(s)|=s$ なる点とすると

$\lim_{s\rightarrow 0}\angle pxx_{i}(s)\sim=\min_{px}\angle pxx_{i}$ ,

したがってある $s_{\epsilon}>0$ が存在して $0<s<s_{\epsilon}$ ならば

$|-\angle pxx_{i}(s)-\min_{px}\angle pxx_{i}|<\epsilon$

が任意の $i=1,$ $\ldots,$
$m$ に対して成り立っ. 任意の $y\in B(x, s_{\epsilon})$ に対し

て $\angle yxxi<\epsilon$ なる $i$ が存在するので, $y^{\prime}\in XXi$ を $|xy^{\prime}|=|xy|$ とする
と, Toponogov の凸性 II より $|yy^{\prime}|<\epsilon\sinh|xy|$ , よって

$|\angle pxy-\angle pxy^{\prime}|<const\epsilon\sim\sim$ ,

$|\min_{px}\angle pxx_{i}-\min_{px}\angle pxy|<\epsilon$ ,

ただし const は定数を表す. 以上の式から

$|\min_{px}\angle pxy^{\sim}-\angle pxy|<const\epsilon$ .

$H^{2}(-1)$ での計算から

$|py|-|px|=-|xy|\cos^{-}\angle pxy+O(|xy|^{2})$

$=-|xy|\cos\min_{px}lpxy+o(|xy|)$ .
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口

$X$ を $n$ 次元 Alexandrov 空間とし, $p\in X$ に対して $V_{p}=\{x\in X|px$

\mbox{\boldmath $\theta$}1‘‘一意的} とすると, $X\backslash V_{p}\subset Cut_{p}$ なので $X\backslash V_{p}$ は測度 $0$ である.
$p_{1},$

$\ldots,$
$p_{n}\in X$ と開集合 $U_{\psi}$ に対して $\psi$ : $U_{\psi}\rightarrow R^{n}$ を

$\psi(x)=\left(\begin{array}{ll}d(p_{l}, & x)\\\vdots & \\d(p_{n}, & x)\end{array}\right)$

により定義する. $V_{\phi}=\bigcap_{i=1}^{n_{V_{p_{i}}\cap U}}\psi\backslash Sx$ と置き, $ g\psi$ : $V_{\psi}\rightarrow Sym(n)$

を

$g_{\psi}(x)=(\cos\angle p_{i}xp_{j})$

で定義する, ただし, $Sym(n)$ は $n\times n$ の実対称行列の集合を表す. $ g\psi$

が $V_{\psi}$ 上正定値のとき $\psi$ を自然な局所座標ということにする.

補題 56. $g_{\psi}$ : $V_{\psi}\rightarrow Sym(n)$ は連続である.

Proof. $x\in V_{\psi}$ とすると任意の $i=1,$ . . . , $n,$
$\epsilon>0$ に対してある $p_{-i}\neq x$

があって $\angle\sim$

pixp-i $>\pi-\epsilon$ となる. $x\iota\rightarrow x(l\rightarrow\infty)$ とするならば命
題 2.3より

$\lim_{l\rightarrow\infty}\inf\angle p_{i}x_{l}p_{j}\geq\angle p_{i}xp_{j}$ ,

$1i\ln\inf_{l\rightarrow\infty}\angle p_{-i}x_{l}p_{j}\geq\angle p_{-i}xp_{j}$ .

これと任意の $\epsilon$ に対して十分大きな $l$ を取ると

$\angle p_{i}x_{l}p_{j}+lp_{j}x_{1}p_{-i}\leq\pi+\epsilon$

これらから連続性がわかる. 口

$x\in V_{\psi}$ に対して $R^{n}$ 上の計量 $\langle, \rangle_{\psi(x)}$ を $u,$ $v\in R^{n}$ に対して

$\langle u,v\rangle_{\psi(x)}={}^{t}ug_{\psi}(x)^{-1}v$

とし, $I_{\psi(x)}$ : $K_{x}\rightarrow R^{n}$ を $I_{\psi(x)}(u)=(\cos\angle(u, v_{xp_{i}}))$ と置く.

補題 57. (1) $I_{\psi(x)}$ は等長写像.
(2) $x\in V\psi,$ $ y\in U\psi$ に対して $h=(\langle v_{xy}, v_{xp_{i}}\rangle\psi(x))$ とすると

$\psi(y)-\psi(x)=-|xy|h+o(|xy|)$ .

(3) $z\in V_{\psi},$ $x,$ $y\in U_{\psi}$ に対して

$|\psi(y)-\psi(x)|_{\psi(z)}=(1+\epsilon_{z}(|xz|, |yz|))|xy|$ ,

ただし, $\epsilon_{z}(|xz|, |yz|)$ は $z$ に依存して決まる $|xz|,$ $|yz|\rightarrow 0$ で $0$ に収
束する関数.

(4) 任意の $x\in X\backslash Sx$ に対して $ x\in V\psi$ をみたす双 Lipshitz な自然
な局所座標系 $\psi$ : $U\psi\rightarrow R^{n}$ が存在する.
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Proof. (1) 任意の $u\in K_{x}$ を $u=\sum\xi v$ と表すと,

$\langle u, v_{xp_{j}}\rangle_{\psi(x)}=\sum\xi_{i}\{v_{xp_{i}},v_{xp_{j}}\rangle_{\psi(x)}$

よって, $\xi={}^{t}(\xi 1, \ldots, \xi_{n})$ と置くと $ I\psi(x)(u)=g\psi(x)\xi$ なので

$|u|^{2}={}^{t}\xi g_{\psi}(x)\xi={}^{t}I_{\psi(x)}(u)g_{\psi}(x)^{-1}I_{\psi(x)}(u)=|I_{\psi(x)}(u)|_{\psi(x)}^{2}$ .

(2) これは命題 5.5の言い換え.
(3) $ z\in V\psi$ とすると $z\not\in\tilde{S}_{p_{i}}$ であるので任意の $\epsilon>0$ に対して $p_{i}^{\prime}$ が

存在して $\angle p_{i}zp_{i}\sim>\pi-\epsilon$ となる. $xy$ 上の点 $y(t)$ に対して Toponogov
の凸性を使って

$|lp_{i}y(t)y-\angle p_{i}xy|<const\epsilon$

が成り立つことを示す. あとは $xy$ のコンパクト性から分割で距離の評
価を行い足し合わせれば良い.

(4) $x\in X\backslash Sx$ とすると $K_{x}=R^{n}$ で $X\backslash V_{x}$ は測度 $0$ なので $ p1\cdots$ ,
$p_{n}\in V_{x}$. を, $xp_{i}$ は一意的に定まり ( $\cos$ lpixpj) は正定値となるように
取れる. (3) より $x$ の近傍 $U_{\psi}$ を十分小さく取れば良い. 口

$X$ は多様体でないので微分構造を問題にするには, まずその概念
を正確に定式化する必要がある. $X$ を位相空間とし $Y\subset X$ とする.
$\Phi=\{(U_{\varphi}, V_{\varphi}, \varphi)\}$ が $Y\subset X$ の $ D\dagger$ 座標系であるとは

(1) $V_{\varphi}\subset U_{\varphi}$ で $U_{\varphi}$ は開集合, $\{V_{\varphi}\}$ は $Y$ の被覆.
(2) $\varphi$ : $U_{\varphi}\rightarrow R^{n}$ は $R^{n}$ の開集合への同相写像.
(3) $ U_{\varphi}\cap U\psi\neq\emptyset$ ならば $\psi\circ\varphi^{-1}$ : $\varphi(U_{\varphi}\cap U\psi)\rightarrow\psi(U_{\varphi^{\cap U}\psi)}$ は

$\varphi(V_{\varphi}\cap V_{\psi}\cap Y)$ で $D^{\uparrow}$ 級写像.
をみたすことである. 次にこの場合の Riemann 構造を定義する. { $g_{\varphi}$ :
$V_{\varphi}\cap Y\rightarrow Sym(n)|\varphi\in\Phi,$ $g_{\varphi}(x)$ は正定値} が $Y\subset X$ の $D^{\uparrow}$ 座標系
$\Phi$ に附随した $D^{\uparrow-1}$ Riemann 構造とは

(1) $g_{\varphi}\circ\varphi^{-1}$ は $\varphi(V_{\varphi}\cap Y)$ で $D^{t}$ 級.
(2) $x\in V_{\varphi}\cap V_{\psi}$ ならば

$g_{\psi}(x)={}^{t}d(\psi\circ\varphi^{-1})_{\varphi(x)}g_{\varphi}(x)d(\psi\circ\varphi^{-1})_{\varphi(x)}$ .
をみたすことである.
これまでの結果をまとめ, 更に距離関数を適当に平均を取ることで

次が分かる.

定理 5.8. $X\backslash Sx\subset X$ には $C^{1}$ 微分構造とそれに附随した $C^{0}$ Riemann
構造が存在し, この Riemann構造から導かれた $X\backslash Sx$ 上の距離はも
との距離と一致する. 更に $X\backslash X_{0}$ が測度 $0$ の集合 $X_{0}\subset X$ が存在し
て $X_{0}\subset X$ に制限すると $C^{1,0.5}$ 微分構造と $C^{0.5}$ Riemann 構造となる.

6. 関連した話題
これまでのところでは, Alexandrov 空間の基本的な性質しか解説し

ていないので興味のわいた方は [4], [10], [20] 等に直接あたって頂きた
い. また [23] も参考になるだろう. ここではこれからの展望について



90 大津幸男

簡単にコメントしたい. まず, ここで解説した結果の発展として次の
結果がある.

定理 6.1 (Perelman の位相安定性定理 [21]). 曲率 $\geq\kappa$ の次元コン
パクト Alexandrov 空間 $X$ に対して, ある $\epsilon=\epsilon(X)>0$ が存在して
曲率 $\geq\kappa$ の $n$ 次元コンパクト Alexandr $ov$ 空間 $Y$ が $ d_{H}(X, Y)<\epsilon$ を
みたせば $Y$ は $X$ に同相である.

これについての解説は山口氏によってなされている.
微分構造については, 一回の微分構造だけでなく二回微分構造と Ja-

cobi 場についても研究されている ([18]) . また桑江-町頭-塩谷 ([16])
により Alexandrov 空間上の解析の研究が行われた, これはもっと一般
の距離空間上の解析の研究につながるもので, 塩谷氏により詳しい解
説がなされている. この論説では曲率が下から押さえられた空間を問
題にしたのだが, 上から曲率の押さえられた空間も同様に定義され, こ

れについての研究も行われている.
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ALEXANDROV 空間の位相的安定性

山口孝男 (筑波大学大学院数理物質科学研究科)

1. はじめに

本稿では, Perelman([10], [11]) による位相的安定性定理について解
説する.

[5] において、 Gromov はコンパクト距離空間全体の等長類の集合 $C$

に Gromov-Hausdorff 距離, $d_{GH}$ , を導入し, Riemann 幾何学に革命を
もたらした. $n$次元閉 Riemann 多様体 $M^{n}$ で、 断面曲率 $\geq-1$ , 直径
$\leq D$ を満たすものの等長類全体の集合を $\mathcal{M}(n, D)$ と表す. Gromov の
プレコンパクト性定理により次が成り立つ.

定理 1.1 ([5]). $\mathcal{M}(n, D)$ は $(C, dGH)$ の相対コンパクトな部分集合で
ある.

即ち, $\mathcal{M}(n, D)$ 内の任意の無限列 $A^{\prime}I_{i}^{n}$ のある部分列は, Gromov-
Hausdorff 距離に関してある $X\in C$ に収束する.
定理 1.1から, $\mathcal{M}(n, D)$ を理解する為にその閉包 $\overline{\mathcal{M}(n,D}\subset C$ を理

解しようと試みるのは極めて自然といえよう. それ故 $\mathcal{M}(n, D)$ 内の無
限列 $M_{i}^{n}$ がコンパクト距離空間 $X\in\overline{\mathcal{M}(n,D)}$ に Gromov-Hausdorff
距離に関して収束すると仮定する. ここで、 $X$ は次元が $n$ 以下, 曲
率が $-1$ 以上の Alexandrov 空間の構造をもっことが分かる.

$\mathcal{M}(n, D)$ を理解する為の最も本質的な問題は次である. 以下、$\mathcal{M}(n, D)$

内の無限列 $M_{i}^{n}$ がコンパクト Alexandrov 空間 $X\in\overline{\mathcal{M}(n,D)}$ に Gromov-
Hausdorff 距離に関して収束すると仮定し、 $i$ は十分大きいとする.

問題 1.2. $M_{i}^{n}$ の位相を $X$ の特異点などの幾何学を用いて記述せよ.

換言すれば, $X$ の Gromov-Hausdorff距離に関するある近傍を定め,
その近傍に属する $\mathcal{M}(n, D)$ の元の位相を $X$ の幾何学を用いて記述せ
よ, という問題である. プレコンパクト性定理 1.1から, この様な近
傍の有限個によって $\overline{\mathcal{M}(n,D)}$ は覆われるので, この意味で $\mathcal{M}(n, D)$

内の多様体の位相が理解されることになる.
問題 12に関して, $X$ の次元が両極端である場合に次の結果が知ら

れている.

定理 13([4]). $X$ が $0$ 次元, 即ち $X$ が 1点である場合、 $A/I_{i}^{n}$ の基本
群は概巾零 f 即ち指数有限の巾零部分群を含む.

定理 14(安定性定理 ([10])). $X$ が $n$ 次元である場合、 $M_{i}^{n}$ は $X$ に同
相である.
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$X$ の次元が $n-1$ 以下である場合に、 $\Lambda^{\prime}I_{i}^{n}$ は $X$ に崩壊するという.
安定性定理 15の主張するところは $M_{i}^{n}$ が崩壊しなければ、 その位相
は極限を通じて変化しない、 ということである.
では崩壊が起こる場合はどうであろうか ? 現時点では一般次元にお

いては、 $1\leq\dim X\leq n-1$ の場合の崩壊の一般的な記述は知られて
いない. 最近の研究 ([13], [15]) によって, 3, 4次元 Riemann 多様体
の崩壊のほぼ完全な記述が得られている. それらの議論では, $X$ の特
異点に近い $A/I_{i}^{n}$ の小さな (しかし固定された) 半径の距離球の位相を調
べる為に, $\Lambda M_{i}^{n}$ の Riemann計量を拡大させて新しい極限空間を考察す
る手法が有力である. このとき, この新しい極限空間は $X$ の次元より
大きい次元をもち, 元の距離球の位相を調べるには, この新しい収束
を調べればよいことになる. この意味で崩壊の研究をより次元の大き
い空間への収束崩壊の研究に帰着させることが出来る. 特にこの新
しい収束の状況で, もし崩壊が起こらなければ, 位相的安定性定理が効
力を発揮することになる. また新しい極限空間は非負曲率をもつ完備
Alexandrov 空間となりその性質を解析する為に, [10], [11] で展開され
た Alexandrov 空間上の距離関数のモース理論が本質的重要性をもって
くる. これらの意味で, 安定性定理は今後の崩壊論を展開させる上で,
重要性をもち続けるものと思われる. これが本稿で位相的安定性定理
を取り上げる主な理由である.
実際には, 安定性定理は Riemann多様体の極限だけではな \langle , Alexan-

drov 空間の極限に対しても同様に成立する:

定理 15(安定性定理 ([10])). 曲率が下に有界な $n$ 次元コンパクト
Alexandrov 空間 $X^{n}$ と定数 $\kappa\in R$ に対して, $\epsilon=\epsilon(X^{n}, \kappa)$ が存在
して, 曲率が $\kappa$ 以上の $n$ 次元コンパクト Alexandrov 空間 $Y^{n}$ が,
$ dcH(X^{n}, Y^{n})<\epsilon$ を満たすならば, $X^{n}$ と $Y^{n}$ は同相になる.

この結果の証明の過程で, Alexandrov 空間に対する次の 2つの重要
な構造定理が得られる.

定理 16([10]). $X$ の任意の点 $p$ の十分小さい距離球 $B(p, \epsilon)$ は $p$ に
おける tangent cone $K(\Sigma_{p})$ に同相である.
特に、 $X$ は局所可縮である.

定理 1.7 $([10],[11])$ . $X$ は位相的 stratification
$X=X^{n}\supset X^{n-1}\supset X^{n-2}\supset\cdots\supset X^{0}$ ,

で, 各 strata $X^{i}-X^{i-1}$ が (もし空でなければ ) $i$ 次元位相多様体であ
るものが存在する.

曲率が $\kappa$ 以上, 直径が $D$ 以下で体積が下から一様に正の定数 $v_{0}$ で
押えられた $n$次元Alexandrov 空間の無限列は崩壊しないので ([1], [12],
[17]), プレコンパクト性定理 (これは Alexandrov 空間に対しても成立
する) と安定性定理 1.5から次の有限性定理が得られる (Riemann多様
体に対する有限性定理は [7] によって得られていた).
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系 18(有限性定理). 与えられた定数 $\kappa,$ $D>0,$ $v_{0}>0$ に対して, 曲
率 $\geq\kappa_{f}$ 直径 $\leq D_{f}$ 体積 $\geq v_{0}$ を満たす $n$次元 Alexandrov 空間の位相
型の集合は有限である.

以下, 本稿では, [10], [11] \mbox{\boldmath $\iota$}こ従って定理 15, 1.6,1.7について解説
する.
議論は大きく幾何学的な部分と位相的な張り合わせの部分に分かれ

る. 先ず初めの幾何学的な部分において, [11] に従って, Alexandrov 空
間上の regular 写像の概念を定め, regular 写像に対するモース理論 (臨
界点理論) を展開して, regular point の回りの “正則近傍” を構成する.
これより Alexandrov 空間が局所可縮であることと, 位相的 strati丘 cation

をもつことが直ちに従う.
定理 15においては, 大域的な同相写像を構成する必要がある. その
ために位相的な議論において, 上の正則近傍を用いて先ず局所同相写
像を構成する. 最後に strati丘 cation をもつ空間の同相写像の変形理論
([14]) を適用することで局所同相写像のはり合わせを実行して大域的な
同相写像を構成する. 但し, 正則近傍を用いた局所同相写像の構成で
は, [11] の意味の regular 写像の概念だけでは不十分であり, [10] で与
えられたより一般的な広い意味の regular 写像の概念が必要と思われる
箇所がある. 従ってこの部分の完全な証明を与えるためには, [10] にお
ける非常にテクニカルな議論を展開する必要がある. しかし, 本稿で
は, この部分において, [10] の意味の regular 写像に対する結果 ([10])
を引用するにとどめた. これにより読者がまず議論の本筋を把握した
後, 必要に応じ直接文献 [10] に挑まれることを望みたい.

2. 準備

Gromov-Hausdor仔収束と Alexandrov 空間に関する基礎的な事柄に
ついて準備する. 詳しくは大津氏の解説 ([9]) を参考にして頂きたい. 基
本的な文献は [5], $[6],[1]$ である.

Gromov-Hausdorff 収束

先ず, 距離,dGH, の定義を述べておこう. 距離空間 $Z$ のコンパクト
部分集合 $A,$ $B$ の古典的 Hausdorff距離 $d_{H}^{Z}(A, B)$ が、 $A$ の $\epsilon$-近傍が $B$

を含み、 そして $B$ の $\epsilon$-近傍が $A$ を含むような $\epsilon>0$ の下限として定
まる. 一般のコンパクト距離空間 $X$ , $Y\in C$ の間の Gromov-Hausdorff
距離は

$d_{GH}(X, Y)=\inf_{Z,f,g}d_{H}^{Z}(f(X), g(Y))$ ,

と定義される. ここで下限は全ての距離空間 $Z$ と等長的埋め込み $f$ :
$X\rightarrow Z,$ $g:Y\rightarrow Z$ に渡る. 収束に関してはこの正統的な定義は次の
ようにも言い換えられる : 必ずしも連続とは限らない写像 $\varphi$ : $X\rightarrow Y$

が $\epsilon$-近似であるとは、次の 2つの条件が満たされる場合である.
(1) $|d(\varphi(x_{1}), \varphi(x_{2}))-d(x_{1}, x_{2})|<\epsilon$ が $X$ の任意の 2点 $x_{1},$ $x_{2}$ に

対して成り立っ.
(2) $\varphi(X)$ の $\epsilon$-近傍は $Y$ に一致する.
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このとき、無限列 $X_{i}\in C$ と $Y\in C$ に対して、 $\lim_{i\rightarrow\infty}d_{GH}(X_{i}, Y)=0$

が成立するためには、 $0$ に収束するある正数列 $\epsilon_{i}$ に対して、 $\epsilon$’-近似
$X_{i}\rightarrow Y$ が存在することが必要十分である.

Alexandrov 空間

$X$ を曲率が $\kappa$以上の完備な Alexandrov 空間とする. $X$ の 3点 $x,$ $y,$ $z$

に対して, それらを結ぶ 3本の最短測地線 (一意的とは限らない) $xy,$ $yz$ ,
$zx$ は, $X$ 内の測地三角形 $\triangle xyz$ を定める. また, $\triangle x$鍵の $tb$較三角形
$\triangle\tilde{x}’\overline{y}\tilde{z}$ を定曲率 $\kappa$ の完備単連結な曲面 ( $\kappa$-平面) 上に取り, $\triangle x-$解と略
記する. $\kappa>0$ のとき, $\triangle xyz$ の周の長さ $<2\pi/\sqrt{\kappa}$ と仮定する. この
とき, $\triangle xyz\sim$ は合同を除いて一意に定まる. $\triangle xyz$ の $y$ における角を
$\angle xyz$ で表し, $\triangle xyz-$ の $\overline{y}$ における角を $\angle xyz-$ で表す.

定理 2.1 (比較定理 ([1])). (1) 自然な対応 $\triangle xyz\rightarrow\triangle xyz\sim$ は縮小
写像になる;

(2) $\angle xyz\leq\angle xyz\sim$ .

$p\in X$ から出る最短測地線の方向のみ考えた集合を $\hat{\Sigma}_{p}$ で表す. $\hat{\Sigma}_{p}$

は角度により距離空間になる. 一般に $\hat{\Sigma}_{p}$ は完備とは限らないのでこ
れを完備化した空間を $\Sigma_{p}$ と表し $p$ における方向の空間という.

定理 2.2 ([1]). $X$ が $n$ 次元のとき, 任意の $p$ に対して

(1) なるは曲率が 1以上の $n-1$ 次元コンパクト Alexandrov 空間に

(2) $\epsilon\rightarrow 0$ のとき, $(\frac{1}{\epsilon}X,p)$ は点付き Gromov-Hausdorff収束に関し
て $\Sigma_{p}$ 上の Euclidean cone $(K(\Sigma_{p}), 0_{p})_{f}$ tangent $cone_{f}$ に収束す
る. ここで, $0_{p}$ は $K(\Sigma_{p})$ の頂点を表す.

補題 23(角度の下半連続性). $x_{i}\rightarrow x,$ $y_{i}\rightarrow y_{f}z_{i}\rightarrow z$ のとき,

$\lim$ $inf\angle x_{i}y_{i}z_{i}\geq\angle xyz$ .

コンパクト集合 $A\subset X$ に対して, $p$ から $A$ への最短測地線全体を
考え, それらの $p$ における方向の集合を $A_{p}^{\prime}\subset\Sigma_{p}$ と表す. $A_{p}$ は $\Sigma_{p}$ の

コンパクト集合である.
二つのコンパクト集合 $A,$ $B\subset X$ に対して, $\angle ApB$ $:=\angle(A_{p}^{\prime}, B_{p}^{\prime})$ と

おく. また, $\kappa$-平面上に 3辺の長さが $d(p, A),$ $d(p, B),$ $d(A, B)$ の測地

三角形を描き, $p$ に対応する頂点における角度を $\angle ApB\sim$ と表す. この
とき,

$\angle ApB\leq\angle ApB\sim$ ,

が成り立っ (これは $A,$ $B$ が一点である場合の比較定理 2.1から容易に
従う).

$X$ が曲率 $\kappa$ 以上の Alexandrov 空間であるとき, Curv(X) $\geq\kappa$ と

略記することがある.



ALEXANDROV 空間の位相的安定性 97

命題 24(距離関数に対する第一変分公式 ([1])). コンパクト集合 $A$

からの距離関数 $f(\cdot)$ $:=d(A, \cdot)$ は f $X-A$ 上で方向微分可能であり, 任
意の点 $p\in X-A$ と $\xi\in\Sigma_{p}$ に対して,

$f_{p}^{\prime}(\xi)=-\cos\angle(A_{p}^{\prime},\xi)$ ,

が成り立っ.

命題 2.5 (体積比較 (Bishop-Gromov-型)cf.[17]). $X$ を $n$ 次元とし,
$\mathcal{H}^{n}$ はハウスドルフ $n$-測度を表すとする. このとき任意の $p\in X$ ,
$0<r<R$ に対して

$\frac{\mathcal{H}^{n}(B(p,R))}{\mathcal{H}^{n}(B(p,r))}\leq\frac{v_{\kappa}^{n}(R)}{v_{\kappa}^{n}(r)}$ ,

が成り立つ. ここで $v_{\kappa}^{n}(r)$ は定曲率 $\kappa$ の完備単連結な $n$次元空間にお
ける半径 $r$ の距離球の体積を表す.

3. $\epsilon$-開写像

我々の主な考察の対象は, 4で定義される regular な admissible 写像
である. この節ではそのような写像を調べる際に有効な \mbox{\boldmath $\epsilon$}-開写像の概
念について触れておく.
以後, $X$ は曲率が下に有界な Alexandrov 空間とする. $U\subset X^{n}$ を

開集合, $f$ : $U\rightarrow R^{k}$ を連続写像とする. $R^{k}$ のノルム $||$ $||$ は後の都
合上, $||v||=\max\{Vi|1\leq i\leq k\}$ で与えられるものとする.

定義 3.1. $f$ が $\epsilon$-開写像であるとは, 任意の $x\in U$ と $v\in R^{k}$ で

$B(x, \Vert f(x)-v||/\epsilon)\subset U$ を満たすものに対して J 次を満たす $y\in U$ が

存在するときをいう:

(1) $f(y)=v$;
(2) $\epsilon d(x,y)\leq||f(x)-f(y)||$ .

$\epsilon$-開写像は開写像である. すなわち開集合を開集合に写す. C\infty -カテ

ゴリーでの submersion は, 局所的に見れば $\epsilon$-開写像である. また, 次
の曲面達の射影を考えると臨界点の回りで \mbox{\boldmath $\epsilon$}-開写像の条件が崩れる. こ

れらから $\epsilon$-開写像の概念は写像の regularity と関係があることが推察
される.
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$\iota$

$\infty$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\iota$

$\epsilon$-開写像の判定条件.

$f$ : $U\rightarrow R^{k}$ を方向微分可能とする (例えば各成分関数ゐがコンパ
クト集合からの距離関数であるような関数).

補題 3.2. 次の条件のいずれかが成り立てば f $f$ は $\epsilon$ -開写像である.

(1) 任意の $x\in U$ と $v\in R^{k}$ に対して, $\xi\in\Sigma_{x}$ で, $\Vert f(\cdot)-v\Vert_{x}^{\prime}(\xi)<$

$-\epsilon_{f}$ を満たすものが存在する,
(2) 任意の $x\in U$ に対して $\xi_{i}^{+},$ $\xi_{i}^{-}\in\Sigma_{x},$ $1\leq i\leq k$ , で次を満たす
ものが存在する:

$ f_{i}^{\prime}(\xi_{i}^{+})>\epsilon$ , $ f_{i}^{\prime}(\xi_{i}^{-})<-\epsilon$ , $|f_{i}^{\prime}(\xi_{j}^{\pm})|=0$ $(i\neq j)$ .

証明. (1). $B(x, \Vert f(x)-v\Vert/\epsilon)\subset U$ とする。 仮定からある $\xi_{1}\in\Sigma_{x}$ で,
$\Vert f(\cdot)-v\Vert_{x}^{\prime}(\xi 1)<-\epsilon$ を満たすものが存在する。十分小さい $t_{1}>0$ を
とり、 $X1$ $:=\exp(t1\xi 1)$ とおけば、

$\Vert f(x_{1})-v\Vert<\Vert f(x)-v\Vert-\epsilon d(x,x_{1})$ ,

が成り立つ。 そこで、 この議論をどんどん続けていけば $f(x_{1})$ は $v$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ

限りなく近付いていくことになり、結局, 定義 3.1の条件を満たす $y$ が
見つかる。

(2). 任意の $p\in U$ と $v\in R^{k}$ に対して $I$ $:=\{i||f_{i}(p)-v_{i}|=$

$\Vert f(p)-v\Vert\},$ $I_{+}$ $;=\{i\in I|fi(p)>vi\},$ $I_{-}$ $:=\{i\in I|fi(p)<vi\}$ . とお
く。 $\xi\in\Sigma_{p}^{\prime}$ に対して、

$\varphi_{\xi}(t)$ $:=\Vert f(\exp_{p}t\xi)-v\Vert$ $:=\max\{|f_{1}.(\exp_{p}t\xi)-v_{i}||i\in I\}$

の微分を考える.
先ず、 $ I_{-}\neq\phi$ のとき、 $\xi=\xi^{+}j,$ $(j\in I_{-})$ , 方向の変化が一番大きいの
はゐなので、 $\varphi_{\xi}^{\prime}(0)=-f^{\prime}j(\xi)<-\epsilon$ . 次に、 $ I_{+}\neq\phi$ のとき、 $\xi$ $:=\xi^{-}j$ ,
$(j\in I_{+})$ , 方向の変化が一番小さいのは $f_{j}$ なので、 $\varphi_{\xi}^{\prime}(0)=-f^{\prime}j(\xi_{j}^{-})<$

$-\epsilon$ . よって (1) から従う。 $\square $

4. ADMISSIBLE 写像とその REGULARITY

$U\subset X^{n}$ を開集合とする.
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定義 4.1. $f$ : $U\rightarrow R$ が $U$ において admissible であるとは, $f$ が次の
形に書かれる場合をいう:

(4.1) $f(x)=\sum_{\alpha}a_{\alpha}\phi_{\alpha}(d(A_{\alpha}, x))$
,

ここで, $A_{\alpha}$ は $X^{n}$ のコンパクト集合, $a_{\alpha}\geq 0_{f}\sum a_{\alpha}\leq 1,$ $\phi_{\alpha}$ は
$0\leq\phi_{\alpha}^{\prime}\leq 1$ を満たす $C^{\infty}$級関数である.

上の admissible 関数 $f$ の $\xi\in\Sigma_{p}$ 方向の方向微分 $f_{p}^{\prime}(\xi)$ は次で与え
られる.

(4.2) $f_{p}(\xi)=-\sum_{\alpha}a_{\alpha}\phi^{\prime}(d(A_{\alpha},p))\cos\angle((A_{\alpha})_{p}^{\prime},\xi)$
.

定義 4.2. $g$ : $U\rightarrow R^{k}$ が admissible であるとは, $g=Gof$ と書けて,
$f=(fi, \ldots, fk)$ の各成分関数ゐが admissible で, $G$ は $R^{k}$ の開集合
間の bi-Lipschitz 同相写像である場合をいう.

以下, admissible 写像 $g=G\circ f$ の regularity を定めるが, $G$ が

bi-Lipschitz 同相写像なので, $f=$ $(f1, . . . , f_{k})$ の regularity によって $g$

の regularity を定めればよい. C\infty -カテゴリーでは, $f$ の regularity は ‘
$\{\nabla fi\cdots, \nabla fk\}$ が一次独立である場合であるが、 この条件の Alexan-
drov 空間版を考察しよう. Alexandrov 空間の場合, 求めるべき条件
は, $(f1)_{p}^{\prime}$

’. . . , $(fk)_{p}^{\prime}$ の言葉で述べられるべきである. そのため, 先ず,
内積 $\langle(f_{i})_{p}^{\prime}, (fj)_{p}^{\prime}\rangle$ を定め, この内積に関する条件によって $f$ の $p$ にお

ける regularity を定義する:

定義 4.3. 二つの admissible 関数 $f_{f}g$ に対して, 簡単のため

$f_{p}^{\prime}=-\sum_{\alpha}a_{\alpha}\cos d(\Gamma_{\alpha},x)$
,

$g_{p}^{\prime}=-\sum_{\beta}b_{\alpha}\cos d(\Lambda_{\beta}, x))$

とおく. $\Gamma_{\alpha},$ $\Lambda_{\beta}$ は $\Sigma_{p}$ のコンパクト部分集合である. このとき, ‘内
積’f \langle $f_{p}^{\prime},$ $g_{p}^{\prime}$ } を

(4.3)
$\langle f_{p}^{\prime},g_{p}^{\prime}\rangle=\sum_{\alpha,\beta}a_{\alpha}b_{\beta}\cos d(\Gamma_{\alpha},\Lambda_{\beta})$

.

により定める.

C\infty -カテゴリーの generic な場合を想定し, $-(\nabla f)_{p}=\sum a_{\alpha}\Gamma_{\alpha}$ ,
$-(\nabla g)_{p}=\sum b\Lambda$ は各々 $p$ における接ベクトルとすると,

$\{f_{p}^{\prime},g_{p}^{\prime}\rangle=\langle\nabla f, \nabla g\}_{T_{p}X}$ ,

が成り立っ.

例 44. 距離関数 $f=d(p, \cdot),$ $g=d(q, \cdot)$ と $x\in X-\{p, q\}$ に対して,
$\xi=p_{x}^{\prime},$ $\eta=q_{x}^{\prime}$ とおく. 第一変分公式から

$f_{x}(\eta)>0$ iff $\langle f_{x}^{\prime}, g_{x}^{\prime}\rangle<0$ ,

が成り立つ. またこれは一般の admissible 関数 $f$ に対しても成立する.
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観察 4.5. $R^{n}$ のベクトル $v_{1,\ldots,\ell,\ell+1}vv$ が $\{v_{i},$ $ vj\rangle$ $<0,1\leq i\neq j\leq$

$\ell+1_{f}$ を満たすならば $\ell\leq n$ であり, $v1,$ $\ldots,$
$ v\ell$ は一次独立である.

この観察に鑑みて次の定義を与えよう.

定義 4.6. $g=G\circ f$ を定義 4.2における admissible な写像とする. $f$

が $p\in U$ において \mbox{\boldmath $\epsilon$}-regular であるとは,

(1) 任意の $1\leq i\neq j\leq k$ に対して, $((f_{i})_{p}^{\prime}, (fj)_{p}^{\prime}\rangle$ $<-\epsilon$ ;

(2) $\Sigma_{p}^{\epsilon}$ $:=\{\xi\in\Sigma_{p}|(f_{i})_{p}^{\prime}(\xi)>\epsilon, 1\leq i\leq k\}$ は空でない.
このとき、 $g$ も $p\in U$ において \mbox{\boldmath $\epsilon$}-regular であるという。 $U$ の各点で

\mbox{\boldmath $\epsilon$}-regular な写像を $U$ 上\mbox{\boldmath $\epsilon$}-regular といい, ある $\epsilon>0$ に対して \mbox{\boldmath $\epsilon$}-regular
な写像を単に regular という。

$i_{i}=d(4;, \cdot)$ a $\prime ci$

$A_{i}$

$\epsilon z_{r^{g}}$

上の定義により, $X$ の一点 $a$ からの距離関数 $f=d(a, \cdot)$ が $p$ にお
いて regular であるのは, ある $\xi\in\Sigma_{p}$ に対して $f_{p}(\xi)>0$ が成り立っ
場合であり, Riemann幾何学における定義 (cf.[8]) と一致する.

例 4.7. $X$ の任意の点 $p$ と任意の $0<\epsilon<1$ に対して, $\delta>0$ が存在
して, $f(x)=d(p, x)$ は $B(p, \delta)-\{p\}$ 上 $ 1-\epsilon$ -regular である.

例 4.8. $p\in X$ が, $(k$ , \mbox{\boldmath $\delta$} $)$ -stmined $point_{f}\delta\ll 1/k_{f}(ab)1\leq i\leq k$ を $P$ にお
ける $(k, \delta)$ -staminer とする. このとき, $f(x)=(d(a1x), \ldots, d(akx))$

は定義 4.6の意味では regular とならない. しかし適当に $aa$ を
$\tilde{a}1,$

$\ldots$ ,飯に取り換えることによって, $\tilde{f}(x)=(d(\tilde{a}1, x),$
$\ldots,$

$d(\tilde{a}kx))$

が regular になるようにすることが出来る.

以後、 regular な写像の性質を調べる。 bi-Lipschitz 写像で不変な
性質のみを考察するので、 $G=id$ として、 admissible な写像 $f=$
$(fi, \ldots, fk)$ : $U\rightarrow R^{k}$ の性質を調べる。

C\infty -カテゴリーでは, 定義 4.6の条件 (1), (2) は $\{\nabla f_{i}\}_{1\leq i\leq k}$ が一次
独立であることを意味するので, $f$ は $C^{\infty}$-submersion となる. これは
一般に位相的カテゴリーにおいても成り立つ. すなわち次が成り立っ.

定理 4.9. Regular 写像 $f$ : $U\rightarrow R^{k}$ は位相的 submersion になる.
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次が位相的 submersion の定義である.

定義 4.10. 位相空間の間の全射連続写像 $\pi$ : $E\rightarrow B$ が位相的 sub-
mersion であるとは, 各点 $p\in E$ が \mbox{\boldmath $\pi$} に対する局所積近傍をもっと
きと定義される. すなわち, ファイバー $\pi^{-1}(\pi(p))$ における $P$ の近傍
$U$ と, $\pi(p)$ の $B$ における近傍 $N$ と $E$ における $p$ の近傍の上への位
相的埋め込み $\varphi$ : $U\times N\rightarrow E$ で, $\pi\circ\varphi$ が射影 $U\times N\rightarrow N$ に一致す
るものが存在する場合をいう.

定理 4.9は 6で証明される. 定理 4.9を証明することが当面の大き
な目標である. 以下の議論において, 定理 4.9を示すための準備とし
て, regular 写像の基本的な性質を述べよう.

補題 4.11. $f$ が \mbox{\boldmath $\epsilon$}-regular である点の集合は $U$ の開集合である.

証明. 角度の下半連続性から従う.

補題 4.12. \mbox{\boldmath $\epsilon$}-regualr 写像は $\epsilon$ -開写像である.

命題 4.13. $f$ : $U\rightarrow R^{k}$ を \mbox{\boldmath $\epsilon$}-regular とするとき、

(1) $k\leq n$;
(2) $k=n$ のとき、 $f$ は局所 bi-Lipschitz 写像である。

補題 3.2, 命題 4.13の証明の為に, admissible 関数の方向微分を抽象
化した議論が必要である. 次節でこれについて準備する.

5. ADMISSIBLE 関数の方向微分の抽象化

Alexandrov 空間上で admissible 写像を考察するメリットは, 方向微
分が明確に書けること (4.2) と, 以下で見るように方向微分が解析可能
な良い性質をもっていることである.

regular 写像の性質, 補題 4.12, 命題 4.13, を示すために, admissible
関数の方向微分の方向微分を考察する帰納的な議論が有効である. そ
のため, 形式的には, admissible 関数の方向微分の形を抽象化してお
く必要がある. 但し, この抽象化によって議論はすっきりするが, 一

方で直観的な意味が分かりにく くなる感も否めない. 常に式 (4.2) に立
ち返って欲しい.

$\Sigma^{n-1}$ を曲率が 1以上の $n-1$ 次元コンパクト Alexandrov 空間とす
る. (これまでの文脈では, $\Sigma^{n-1}=\Sigma_{p},$ $p\in X^{n}$ である.)

定義 5.1. 関数 $\varphi$ : $\Sigma^{n-1}\rightarrow R$ が関数空間 DER $(\Sigma^{n-1})$ に属するとは,
$\varphi$ が有限和

$\varphi(x)=-\sum_{\alpha}a_{\alpha}\cos d(\Gamma_{\alpha}, x)$
,

と書けるときである. ここで, $a_{\alpha}\geq 0_{f}\sum a_{\alpha}\leq 1_{f}\Gamma_{\alpha}$ は $\Sigma^{n-1}$ のコン

パクト集合である.

$\varphi\in DER(\Sigma^{n-1})$ のとき, $|\varphi(x)|\leq 1$ であり, $\varphi$ は Lipschitz 定数
$\leq 1$ の Lipischitz 関数となる.
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補題 5.2. 点 $z\in\Sigma^{n-1}$ が測地線 $xy$ 上にあるとき, 次式が成り立っ :

(5.1) $\sin d(x, y)\cdot\varphi(z)\geq\sin d(x, z)\cdot\varphi(y)+\sin d(y, z)\cdot\varphi(x)$ .

証明. 単位球面 $S^{2}(1)$ 上に測地三角形 $\triangle ABC$ と辺 $AB$ 上の点 $D$ を

$d(A, B)=d(x, y),$ $d(A, D)=d(x, z)$ を満たすようにとる. $\triangle ACD$ と
$\triangle BCD$ に対する余弦法則から

$\sin(d(A, D)+d(C, D))=\sin d(A, D)\cos d(B, C)+\sin d(B, D)\cos d(A, C)$ ,

が成り立つ. この式と曲率条件 Curv $(\Sigma^{n-1})\geq 1$ から結論が従う. $\square $

$\varphi$ は方向微分可能であり,

$\varphi_{x}^{\prime}(\xi)=-\sum_{\alpha}\sin d(\Gamma_{\alpha},x)\cos\angle((\Gamma_{\alpha})_{x}^{\prime},\xi)$
, $\xi\in\Sigma_{x}(\Sigma^{n-1})$ ,

が成り立つので, 再び $\varphi_{x}^{\prime}\in DER(\Sigma_{x}(\Sigma^{n-1}))$ が成り立っ.

定義 5.3. 二つの DER $(\Sigma^{n-1})$ の元,

$\varphi(x)=-\sum_{\alpha}a_{\alpha}\cos d(\Gamma_{\alpha},x)$ ,
$\psi(x)=-\sum_{\beta}b_{\alpha}\cos d(\Lambda_{\beta},x)$

,

に対して, その “内積 “
$\langle\varphi, \psi\rangle$ を $(4\cdot 3)$ と同様に次で定める.

$\langle\varphi,\psi\rangle=\sum_{\alpha,\beta}a_{\alpha}b_{\beta}\cos d(\Gamma_{\alpha}, \Lambda_{\beta})$
.

また $\langle$ , $\rangle$ は positively bilinear である. すなわち,

(1) $\langle\lambda\varphi, \psi\rangle=\lambda\langle\varphi,$ $\psi$ }, $\lambda\geq 0$ は定数;
(2) $\langle\varphi_{1}+\varphi_{2}, \psi\rangle=\{\varphi_{1}, \psi\}+\langle\varphi_{2},$ $\psi$ },

が成り立っ.
一点 $p\in\Sigma^{n-1}$ に対して, $\chi_{p}$ $:=-\cos d(p, \cdot)$ で定義される $\chi_{p}\in$

$DER(\Sigma^{n-1})$ を特性関数ということにする. すると, 明らかに $\langle\varphi, \chi_{p}\rangle=$

$-\varphi(p)$ が成り立っ. この意味で, 各特性関数との内積により DER $(\Sigma^{n-1})$

の元が決定される.

補題 5.4. $\langle\varphi_{p}^{\prime}, \psi_{p}^{\prime}\rangle\leq\langle\varphi,\psi\rangle-\varphi(p)\psi(p)$ .
$\varphi_{p}^{\prime}$ も $\psi_{p}^{\prime}$ も再び DER に属するのでこの補題は帰納的な議論におい

て有用である.
証明. $\varphi,$

$\psi$ を定義 53の通りとする. このとき、

$\varphi_{p}^{\prime}$ $=$ $-\sum a_{\alpha}\sin d(\Gamma_{\alpha},p)\cos\angle((\Gamma_{\alpha})_{p}^{\prime}, \cdot)$ ,

$\psi_{p}^{\prime}$ $=$ $-\sum b_{\beta}\sin d(\Lambda_{\beta},p)\cos\angle((\Lambda_{\beta})_{p}^{\prime}, \cdot)$ ,

$\langle\varphi_{p}^{\prime}, \psi_{p}^{\prime}\rangle$ $=$ $\sum a_{\alpha}b_{\beta}\sin d(\Gamma_{\alpha},p)\sin d(\Lambda_{\beta},p)\cos\angle((\Gamma_{\alpha})_{p}^{\prime}, (\Lambda_{\beta})_{p}^{\prime})$ ,

$\langle\varphi, \psi\rangle$ $=$ $\sum a_{\alpha}b_{\beta}\cos d(\Gamma_{\alpha}, \Lambda_{\beta})$ ,

$\varphi(p)\psi(p)$ $=$ $\sum a_{\alpha}b_{\beta}\cos d(\Gamma_{\alpha},p)\cos d(\Lambda_{\beta},p)$ .
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よって次を示せばよい。

$\sin d(\Gamma_{\alpha},p)\sin d(\Lambda_{\beta},p)\cos\angle((\Gamma_{\alpha})_{p}^{\prime}, (\Lambda_{\beta})_{p}^{\prime})$ $+$ $\cos d(\Gamma_{\alpha},p)\cos d(\Lambda_{\beta},p)$

$\leq\cos d(\Gamma_{\alpha}, \Lambda_{\beta})$ .
これは曲率条件 $Cu^{i}rv(\Sigma^{n-1})\geq 1$ から従う. 口

補題 5.5. 任意の $\varphi\in DER(\Sigma^{n-1})$ に対して f 点 $\hat{p}\in\Sigma^{n-1}$ と $0\leq\hat{a}\leq 1$

が存在して、 $\hat{\varphi}=\hat{a}\chi_{\hat{p}}$ とおくとき、

$\langle\varphi,\psi\rangle\geq\langle\hat{\varphi},\psi\rangle$

が全ての $\psi\in DER(\Sigma^{n-1})$ に対して成立する。

特に, $\varphi(p)\leq\hat{\varphi}(p)$ が任意の $p\in\Sigma^{n-1}$ に対して成立する.
$C^{\infty}-$カテゴリーでは, $\varphi=df,$ $\nabla f=-\hat{a}\xi$ のとき、 $\hat{\varphi}=\hat{a}\chi\xi$ とおけ

ば、 $\varphi=\hat{\varphi}$ が成り立つ。一般の場合には, 補題 55の不等式の意味での
一種の $\varphi$ の polarization が存在するわけである。

証明. $\varphi=-\sum_{\alpha}a_{\alpha}\cos d(\Gamma_{\alpha}, ),$ $\psi(x)=-\sum_{\beta}b_{\alpha}\cos d(\Lambda\beta))$ , とする。
$\Gamma_{\alpha}$ の任意の点 $p_{\alpha}$ を選んで、 $\overline{\varphi}=\sum_{\alpha}\chi_{p_{\alpha}}$ とおく。 このとき、 $\langle\varphi,\psi\rangle\geq$

( $\overline{\varphi},$
$\psi\rangle$ が成り立つので、 \langle , } が positive-bilinear であることを合わ

せると、初めから $\varphi=a_{1}\chi_{p1}+a_{2}\chi_{p2}$ の場合を考えれば十分である。
Case (1). $p_{1}=p_{2}$ .

$\hat{a}=a1+a2\hat{p}=p1$ とおけばよい。
Case (2). $ d(p_{1},p_{2})=\pi$ .

$a1\geq a2$ とする。 $d(p\Lambda)\leq\pi-d(p\Lambda)$ より、 $\langle\varphi, \psi\rangle\leq\sum_{\beta}(a1-$

$ a_{2})b\beta\cos d(p_{1}, \Lambda\beta)=\langle(a_{1}-a_{2})\chi_{p_{1}}, \psi\rangle$ . 従って $\hat{a}:=a1-a2,\hat{p}$ $:=p_{1}$ と
おけばよい。
Case (3). $ 0<d(p_{1},p_{2})<\pi$ .
点 $\hat{p}\in p1p2$ と $\hat{a}$ を次のように定める。

$\frac{a_{1}}{\sin d(\hat{p},p_{2})}=\frac{a_{2}}{\sin d(\hat{p},p_{1})}=\frac{\hat{a}}{\sin d(p_{1},p_{2})}$ .

このとき、

$\{\varphi, \psi\}=\sum_{\beta}(\frac{\sin d(\hat{p},p_{2})}{\sin d(p_{1},p_{2})}\cos d(p_{1}, \Lambda_{\beta})+\frac{\sin d(\hat{p},p_{1})}{\sin d(p_{1},p_{2})}\cos d(p_{2},\Lambda_{\beta}))\hat{a}b_{\beta}$

であるが, (5.1) から

$\sin d(\hat{p},p_{2})\cos d(p_{1}, \Lambda_{\beta})+\sin d(\hat{p},p_{1})\cos d(p_{2}, \Lambda_{\beta})\geq\sin d(p_{1},p_{2})\cos d(\hat{p},\Lambda_{\beta})$

が成り立っので,

$\{\varphi, \psi\}\geq\sum_{\beta}\cos d(\hat{p}, \Lambda_{\beta})\hat{a}b_{\beta}=\langle\hat{a}\chi_{\hat{p}},\psi\rangle$
,

となり、 補題が示された。 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

補題 4.12の証明の為に次を準備する.
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補題 5.6. $\Sigma^{n-1}$ を曲率が 1以上の $n-1$ 次元コンパクト Alexandrov 空
間, $\varphi i\in DER(\Sigma^{\nu\iota-1}),$ $0\leq i\leq k+1$ , が

$-\epsilon$ $:=\max\{\langle\varphi_{i}, \varphi_{j}\rangle|0\leq i\neq j\leq k+1\}<0$ ,
を満たすとする。 このとき、次が成り立っ :

(1) $\varphi_{i}(\xi)\geq\epsilon,$ $0\leq i\leq k_{f}$ を満たす $\xi\in\Sigma^{n-1}$ が存在する;
(2) $k\leq n-1$ ;
(3) $\varphi o(’\eta)\geq\epsilon_{f}\varphi k+1(\eta)\leq\epsilon,$ $\varphi i(\eta)=0(1\leq i\leq k)$ , となる $\eta\in\Sigma^{n-1}$

が存在する。

証明. (1). $\hat{\varphi}k+1=\hat{a}\chi_{\hat{p}}$ を補題 55のように選ぶとき, $q:=\hat{p}$ とおく.
このとき, 任意の $0\leq i\leq k$ に対して,

$\varphi_{i}(q)=-\langle\varphi_{i}, \chi_{\hat{p}}\rangle\geq\langle\varphi_{i}, \varphi_{k+1}\rangle/\hat{a}\geq\epsilon$ .
(2). $n-1$ に関する帰納法による. $n-1=0$ のときは易しい. 一般の
$n-1$ の場合, (1) から, $\varphi i(q)\geq\epsilon,$ $0\leq i\leq k$ を満たす $q\in\Sigma^{n-1}$ を
選ぶ. このとき p $(\varphi_{i})_{q}^{\prime}\in DER(\Sigma_{q}(\Sigma^{n-1}))$ を考えると, 補題 5.4から,
$\langle(\varphi_{i})_{q}, (\varphi j)_{q}^{\prime}\rangle\leq\langle\varphi_{i}, \varphi j\rangle-\varphi_{i}(q)\varphi j(q)\leq-\epsilon-\epsilon^{2}<0$ . 従って, 帰納法の
仮定から, $k-1\leq n-2$ が成り立ち結論が従う.
(3). $n-1$ に関する帰納法による. $n-1=0$ のときは易しい. $n-1\geq 1$

とし,
$\Omega$ $:=\{x\in\Sigma^{n-1}|\varphi_{i}(x)\geq 0,0\leq i\leq k\}$ ,

において, $ p\in\Omega$ を, $\varphi 0|\Omega$ の最大値を与える点として選ぶ. (1) から,
$\Omega$ は空集合ではなく, $\varphi o(p)\geq\epsilon$ である.

主張 5.7. $\varphi_{i}(p)=0_{f}1\leq i\leq k$ .

証明. 背理法で, $\varphi j_{0}(p)>0$ がある $1\leq j_{0}\leq k$ に対して成立したと
仮定する. 補題 5.4から, $\{(\varphi_{i})_{p}^{\prime}\}_{0\leq i\leq k}\subset DER(\Sigma_{p}(\Sigma^{n-1}))$ は補題の仮
定を満たす. 従って (1) から, $\xi\in\Sigma_{p}$ で, $j_{0}$ 以外の任意の $0\leq i\leq k$ に
対して $(\varphi i)_{p}^{\prime}(\xi)>0$ を満たすものが存在する. $P$ から $\xi$ 方向にちょっ
と進んだ点を $q$ とすれば, $ q\in\Omega$ かつ $\varphi o(q)>\varphi o(p)$ となり矛盾が生じ
る 口

主張 5.8. $\varphi_{k+1}(p)\leq-\epsilon$ .
証明. $\varphi k+1(p)>-\epsilon$ と仮定する. 補題 54から,

$\langle(\varphi_{0})_{p}^{\prime}, (\varphi_{k+1})_{p}^{\prime}\rangle\leq\langle\varphi_{0},$ $\varphi_{k+1}$ } $-\varphi_{0}(p)\varphi_{k+1}(p)<-\epsilon+\epsilon^{2}<0$ .
また $\varphi i(p)=0,1\leq i\leq k$ だから, $\langle(\varphi i)_{p}^{\prime}, (\varphi k+1)_{p}^{\prime}\rangle\leq(\varphi i,$ $\varphi k+1\rangle$ $<0$ .
従って $\{(\varphi_{i})_{p}^{\prime}\}_{0\leq i<k+1}$ は補題の条件を満たす. よって (1) から $(\varphi_{i})_{p}^{\prime}(\xi)>$

$0,0\leq i\leq k$ , を満たす $\xi\in\Sigma_{p}$ が存在する. これは $p$ の定め方に反す
る 口

補題 4.12の証明. $f=(fi\cdots, fk)$ : $U\rightarrow R$ を \mbox{\boldmath $\epsilon$}-regular とする. 各
点 $p\in U$ に対して $\xi\in\Sigma_{p}$ で $(fi)_{p}^{\prime}(\xi)>\epsilon,$ $1\leq i\leq k$ , を満たすものを選
んで, $\xi$ に殆ど接する方向の最短測地線上に点 $q$ をとる. $f_{k+1}$ $:=d(q, \cdot)$



ALEXANDROV 空間の位相的安定性 105

を考えれば, $\{(f_{i})_{p}^{\prime}\}_{1\leq i\leq k+1}\subset DER(\Sigma_{p})$ は補題 3.2 (2) の条件を満た
す. よって $f$ は $\epsilon$-開写像である. $\square $

命題 4.13の証明. (1) は補題 56による。
(2). $f$ は \mbox{\boldmath $\epsilon$}欄写像なので、 $f$ が局所的に一対一であることを示せば良い。
もし $f$ が局所的に一対一でないとすると、 ある点 $p\in U$ に収束する点
夕|J $Xi$ で $f(x_{i})=f(p)$ を満たすものが存在する。 $(x_{i})_{p}^{\prime}$ の極限を $\xi\in\Sigma_{p}$

とすれば、 第一変分公式から, $f_{p}^{\prime}(\xi)=0$ が従う。 $f$ は \mbox{\boldmath $\epsilon$}-regular なの
で、 $\eta\in\Sigma_{p}^{\epsilon}$ を選んだとき、 $(f_{i})_{p}^{\prime},$ $1\leq i\leq n,$ $x\xi,$ $\chi_{\eta}$ は, $\langle(f_{i})_{p}^{\prime}, \chi_{\xi}\rangle=0$ ,
$\langle(fi)_{p}^{\prime}, \chi_{\eta}\rangle\leq-\epsilon$ を満たす。次の補題より、 これは起こり得ない。 $\square $

補題 5.9. 次の条件を満たす DER $(\Sigma^{n-1})$ の元 $\varphi_{i_{f}}0\leq i\leq k+1$ , と $\varphi$

が存在するとき、 $k\leq n-2$ が成り立つ :
(1) 任意の $0\leq i\neq i\leq k+1$ に対して, \langle $\varphi i,$ $\varphi j$ } $\leq-\epsilon$ ;

(2) 任意の $0\leq i\neq j\leq k$ に対して, ( $\varphi_{i},$
$\varphi\rangle$ $\leq 0$ ;

証明. 補題 56と同じ方針で証明される。 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

6. REGULAR近傍定理とファイバー束定理

定義 6.1. admissible 写像 $g$ : $U\rightarrow R^{k}$ が $p\in U$ において regular であ
るとする. $g$ が $p$ において補足不可能であるとは, どんな admissible
関数 $h$ : $U\rightarrow R$ をとっても $(g, h)$ が $P$ において regular とならない場
合をいう.

次の結果は重要である.

定理 6.2 (regular近傍の存在). $p\in U$ を admissible 写像 $g=Gof$ :
$U\rightarrow R^{k}$ の regular point とし、 $g$ は $p$ において補足不可能とする。この
とき、 $p$ のある近傍 $W$ 上で定義された admissible 関数 $g_{k+1}$ : $W\rightarrow R$

で次の条件を満たすものが存在する:
(1) $g_{k+1}\leq 0$ , $g_{k+1}(p)=0$ ;
(2) 十分小さな $\rho>0$ が存在して、

$K_{\rho}(p)$ $:=\{x\in W||g(x)-g(p)|\leq\rho, g_{k+1}(x)\geq-\rho\}$

はコンパクト;

(3) 任意の $v\in g(K_{\rho}(p))$ に対して、 $K_{\rho}(p)\cap g_{k+1}^{-1}(0)\cap g^{-1}(v)$ は一

点である;
(4) $(g, gk+1)$ は $K_{\rho}(p)-g_{k+1}^{-1}(0)$ 上で regular である。

$K_{\rho}(p)$ を $p$ の回りの $g$ に対する regular 近傍と呼ぶことにする.

例 6.3. $X$ を長さ� $ 2\pi$ の円周上のユークリッド錐 $K$ と $R$ との直積空
間 $K\times R$ とし, $p=(0,0)\in X$ とする. ここで, $0$ は $K$ の頂点を表す.
$a:=(0, -10)_{f}b:=(q)1)$ とおく. 但し, $q$ は, $d(0, q)=10$ なる $K$ の点
とする. このとき, 関数 $g(x)=d(a, x)$ は $p$ において regularかつ補足
不可能である. 定理 6.2で与えられる $gk+1$ として, $gk+1(x)=d(b, x)$

とおくことができる.
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?
–

定理 62を仮定して, 以下で当面の目標だった定理 49の証明を与
える.

定義 6.4. ある位相空間 $Y$ が $n$ 次元の $MCS$-空間であるとは, 任意の
点 $y\in Y$ がある $n-1$ 次元の $MCS$ -空間 $\Sigma$ 上の cone $K(\Sigma)$ に同相な
近傍をもっとき, と帰納的に定義される. ここで空集合は次元 $-1$ の

$MCS$-空間と約束する.

MCS-空間 $Y$ は標準的な stratification $ Y=Y^{n}\supset Y^{n-1}\supset\cdots\supset$

$Y^{0}$ をもつ: $\ell$-次元の stratum $Y^{\ell}$ は, $Y$ の点 $y$ で conical 近傍として
$R^{m}\times K(\Sigma^{n-m-1}),$ $ m\leq\ell$ , に同相なものをもつような点の集合として
与えられる. ここで, $\Sigma^{n-m-1}$ は, ある $(n-m-1)$-次元 $MCS$-空間で
ある.
次は [11] における主定理である.

定理 6.5 (ファイバー束定理). $f$ : $U\rightarrow R^{k}$ を admissible 写像とする.

$(A)kf$ : $U\rightarrow R^{k}$ が $p$ において regular のとき, $f$ は $p$ の回りで位
相的 submersion である;

$(B)kf$ : $U\rightarrow R^{k}$ が proper で $U$ 上 regular のとき, $f$ は局所自明
ファイバー束である

$(C)kv\in R^{k}$ が $f$ の regular value とする. 即ち $f^{-1}(v)$ の各点で $f$ は

regular であるとする. このとき, ファイバー $f^{-1}(v)$ は MCS-
空間である.

証明. 証明は $k$ に関する逆帰納法による. 第一段 $k=n$ の場合は,
$f,$ $f$ は局所的に bilipschitz 同相になり明らかに $(A)_{n},$ $(B)_{n},$ $(C)_{n}$ が

成り立っ. また, Siebenmann [14] の $MCS$-空間の同相写像の変形理
論により, ファイバーが $MCS$-空間であるような proper な位相的
submersion は局所自明ファイバー束になることが知られている. 従っ
て $(A)_{k}+(C)_{k}\Rightarrow(B)_{k}$ が成り立つ.
最後に $(A)_{k+1}+(B)_{k+1}+(C)_{k+1}\Rightarrow(A)_{k}+(C)_{k}$ を示そう. $f$ が $p$

において補足可能ならば問題ないので, 補足不可能とする. $g_{k+1},$ $K_{\rho}(p)$

を定理 6.2におけるものとする. $\Pi_{\rho}$ $:=g^{-1}(g(p))\cap g_{k+1}^{-1}(-\rho)\cap K_{\rho}(p)$
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とおくとき, 定理 62(4) から, 同相写像

$\phi;\Pi\times I_{g(p)}^{k}(\rho)\times[-\rho,0)\rightarrow K_{\rho}(p)-g_{k+1}^{-1}(0)$

を得るが, 定理 62(3) から $\phi$ は同相写像

$K(\Pi_{\rho})\times I_{g(p)}^{k}(\rho)\rightarrow K_{\rho}(p)$

へと拡張される. ここで $K(\Pi_{\rho}):=(\Pi_{\rho}\times[-\rho, 0))/(\Pi_{\rho}\times 0)$ は $\Pi_{\rho}$ 上の
cone を表す. これより $(A)k,$ $(C)k$ が従う. $\square $

$k=0$ の場合を考えることにより, 定理 6.5から Alexandrov空間が
$MCS$-空間であることが従うので, 確かに定理 1.7は成立する $\square $

定理 6.5 (B) を例 4.7に適用することにより, $X$ が局所的に cone
の構造を持つことが従う:

定理 66. $X$ の任意の点 $p$ の十分小さい距離球 $B(p, \epsilon)$ は $\partial B(p, \epsilon)$ 上
の cone $K(\partial B(p, \epsilon))$ に同相である.

これは定理 16より弱い. 次節で定理 16と定理 15の証明の方
針を与える.

7. REGULAR近傍の存在証明

定理 6.2の証明では, 次の \lambda -concave の概念が本質的な役割を果たす:

定義 7.1. $f$ : $U\rightarrow R$ が \lambda -concave であるとは, 早さ 1の任意の測
地線 $\gamma$ : $[a, b]\rightarrow U$ に対して f $fo\gamma(t)+\lambda t^{2}$ が concace(上に凸) であ
るときをいう.

補題 7.2. コンパクト集合 $A\subset X^{n}$ からの距離関数 $f(x)=d(A, x)$ に

対して, 相対コンパクトな領域 $U\subset X^{n}-A$ を任意にとるとき, $X$ の

曲率の下限と $d(U, A)>0$ にのみ依存する定数 $\lambda\in R$ が存在して
$f(q)\leq f(p)+f_{p}^{\prime}(q_{p}^{\prime})d(p, q)-\lambda d(p, q)^{2}$

が $U$ 内の任意の点 $p,$ $q$ に対して成立する.
特に $f(x)=d(A, x)$ は $U$ 上で \lambda -concaveである.

証明 第一変分公式の証明から従う. $\square $

従って admissible 関数は, ある領域上で \lambda -concave である.
写像 $g=G\circ f$ : $U\rightarrow R^{k},$ $p\in U$ を定理 62におけるものとする.
各ゐは $p$ の近傍上 \lambda -concave であるとしてよい. 先ず, $\xi\in\Sigma_{p}^{\epsilon}(f)$ を
とり, $\xi$ 方向に少し進んだ点を $q$ とすれば次が成り立っ:

$f_{i}(q)>f_{i}(p)+\epsilon d(p, q)-\lambda d(p, q)^{2}$ , $1\leq i\leq k$ .
この式と三角不等式から, $0<\delta\leq const(\epsilon, d(p, q), \lambda)$ のとき, 任意の
$x\in B(p, \delta),$ $y\in B(q, \epsilon d(p, q)/4)$ に対して,

$f_{i}(y)>f_{i}(x)+\frac{\epsilon}{4}d(x,y)-\lambda d(x,y)^{2}$ ,

が成り立っ. 従って $f_{i}$. の \lambda -concavity から,

(7.1) $(f_{i})_{x}^{\prime}(y_{x}^{\prime})>\frac{\epsilon}{4}$ ,
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が成り立っ.
以下では, $\delta>0$ は十分小, $c,$ $cc,$ $\ldots,$

$>0$ は, 初期データ $p,$ $f$ ,
$d(p, q),$ $\lambda$ にのみ依存し, $\delta$ には依存しない定数とする.
有限集合 $\{q_{\alpha}\}\subset B(q, \epsilon d(p, q)/4)\cap\partial B(p, d(p, q))$ を $\angle q_{\alpha}pq_{\beta}\sim\geq\delta$ が

任意の $\alpha\neq\beta$ に対して成り立つように選ぶ. このとき, $\Sigma_{p}$ における
Bishop-Gromov 型の体積比較定理から $N$ $:=\#\{q_{\alpha}\}\geq c\delta^{1-n}$ が成り立
つ. そこで, 次の admissible 関数

$h$
$:=\frac{1}{N}\sum_{\alpha}h_{\alpha}$ : $B(p,\delta)\rightarrow R$ ,

を考察する.

ここで, $h_{\alpha}=\phi_{\alpha}(d(q_{\alpha}, \cdot))$ , であり, $C^{\infty}$-関数 $\phi_{\alpha}$ は, $\phi_{\alpha}(0)=0$ ,

$\phi_{\alpha}^{\prime}(t)=\left\{1/21, fort\geq d(p,q_{\alpha})+\delta fort\leq d(p,q_{\alpha})-\delta\right.$

$\phi_{\alpha}^{\prime\prime}(t)=-\frac{1}{4\delta}$ , for $ d(p, q_{\alpha})-\delta\leq t\leq d(p, q_{\alpha})+\delta$ ,

を満たす. このとき, 7.1から次が成り立っ.

補題 73. 任意の点 $x\in B(p, \delta)$ に対して次が成り立っ :
$\langle h_{x}^{\prime}, (f_{i})_{x}^{\prime}\rangle<-\epsilon/8$ , $1\leq i\leq k$ .

補題 7.4. $h$ は $B(p, \delta)$ 上で $c\delta^{-1}$ -concave である.

証明. 今, $x,$ $z\in B(p, \delta)$ を結ぶ最短測地線 $xz$ の中点を $y$ とする. 任
意の $\alpha$ に対して, $h_{\alpha}$ は -c-concave であるから、

(7.2) 2$h_{\alpha}(y)-h_{\alpha}(x)-h_{\alpha}(z)\geq-cd(x, z)^{2}$ .
次に, $|\cos\angle q_{\alpha}yx|>\mu$ が成り立つ場合を考える. 仮に, $\cos\angle q_{\alpha}yx<-\mu$

とする. Curv(X) $\geq\kappa$ として, 比較三角形 $\triangle q_{\alpha}yz\sim$ を $\kappa$-平面上にとり,
$\tilde{x}$ を勾の延長線上に $d(\tilde{x},\tilde{y})=d(\tilde{y},\tilde{z})$ を満たすようにとる. このとき,
$X$ の曲率条件と $\phi_{\alpha}^{\prime}$ に関する条件から次が示される :
2 $h_{\alpha}(y)-h_{\alpha}(x)-h_{\alpha}(z)$ $\geq$ $2\phi_{\alpha}(d(\tilde{q}_{\alpha},\tilde{y}))-\phi_{\alpha}(d(\tilde{q}_{\alpha},\tilde{x}))-\phi_{\alpha}(d(\tilde{q}_{\alpha},\tilde{z}))$

$\geq$ $(\phi_{\alpha}^{\prime\prime}\mu^{2}-\phi_{\alpha}^{\prime}c_{1})d(x, z)^{2}$

$\geq$ $(c/\delta-c_{1})\mu^{2}d(x, z)^{2}$

$\geq$ $\frac{c_{2}}{\delta}\mu^{2}d(x, z)^{2}$ (if $\delta\ll\mu^{2}$).



ALEXANDROV 空間の位相的安定性 109

ところが, 次元の関係から

$\#\{\alpha||\cos\angle((q_{\alpha})_{y}^{\prime},x_{y}^{\prime})\leq\mu\}\leq c\mu\delta^{1-n}$

なので、 $\mu\ll c$ のとき、殆どの $\alpha$ に対して (7.3) が成り立つ. 従って
これらの不等式より平均をとることにより,

2 $h_{\alpha}(y)-h_{\alpha}(x)-l\iota_{\alpha}(z)\geq\frac{c}{\delta}d(x, z)^{2}$ ,

となり結論を得る. 口

補題 7.5. $f$ が $p\in U$ で補足不可能とすると、任意の $r\in B(p, \delta)$ に対
して、

$h(r)\leq h(p)-c_{1}d(p,r)+c_{2}\max_{1\leq i\leq k}\{0, f_{i}(p)-f_{i}(r)\}$ .

証明. 先ず、 $f$ が $p\in U$ で補足不可能であることから、 $\Sigma_{p}^{0}$ $:=\{\xi\in$

$\Sigma_{p}|f_{i}^{\prime}(\xi)>0,1\leq i\leq k\}$ の直径が $\pi/2$ 以下であることに注意す
る。 実際、 $\Sigma_{p}^{0}$ の直径が $\pi/2$ より大きいと仮定ると, $\xi_{1},$ $\xi 2\in\Sigma_{p}^{0}$ で

$d(\xi 1, \xi 2)>\pi/2$ なるものを選んで、 $p$ から $\xi_{1}$ 方向に少し進んだ所に
点 $a$ を取り、 $f_{k+1}=d(a, \cdot)$ とおく。 このとき、 $(f, fk+1)$ は $p$ において

regular となってしまう。

第一段. $f_{i}(r)\geq f_{i}(p)-\lambda d(p, r)^{2}$ , $1\leq i\leq k$ , のとき.

このとき、 $(fi)_{p}^{\prime}(r_{p}^{\prime})\geq 0$ なので、 $r_{p}^{\prime}\subset\Sigma_{p}^{0}^{-}$ . $(q_{\alpha})_{p}^{\prime}\subset\Sigma_{p}^{0}$ としてよいか

ら、 $d(r_{p}^{\prime}, (q_{\alpha})_{p}^{\prime})\leq\pi/2$ となり、 これより $h_{\alpha}(r)\leq h_{\alpha}(p)-\lambda d(p, r)^{2}$ が

従う。 もし、 $\cos\angle(r_{p}^{\prime}, (q_{\alpha})_{p}^{\prime})\geq\mu$ ならば

(7.3) $h_{\alpha}(r)\leq h_{\alpha}(p)-\lambda d(p,r)^{2}-\frac{1}{2}\mu d(p,r)^{2}$ .

ここで、

$\#\{\alpha|0\leq\cos\angle(r_{p}^{\prime}, (q_{\alpha})_{p}^{\prime})\leq\mu\}\leq c\mu\delta^{1-n}$

なので、 $\mu\ll c$ のとき、殆どの $\alpha$ に対して (7.3) が成り立っ. よって
$h(r)\leq h(p)-cd(p, r)$ が成り立っ。

第二段. ある $1\leq j\leq k$ に対して, $fj(r)<fj(p)-\lambda d(p, r)^{2}$ のとき.

$f$ が $\epsilon$-開写像であることから、 $s\in U$ で $||f(s)-f(r)||\geq\epsilon d(s, r)$ か

つ次を満たすものがとれる:

$f_{i}(s)=\left\{f_{i}(p)-\lambda d(p,s)^{2}f_{i}(r) ir)\text{その他}.<f_{i}(p)-\lambda d(p,r)^{2}\right.$

第一段より, $h(s)\leq h(p)-cd(p, s)$ . 従って,

$h(r)$ $\leq$ $h(s)+d(r, s)$

$\leq$ $h(p)-cd(p,r)+(1+c)d(r, s)$ .
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ここで, ある $1\leq i_{0}\leq k$ に対して次が成り立っ :

$(1+c)d(r, s)$ $\leq$ $\frac{1+c}{\epsilon}||f(s)-f(r)||$

$=$ $\frac{1+c}{\epsilon}|f_{i_{0}}(s)-f_{i_{0}}(r)|$

$\leq$ $\frac{1+c}{\epsilon}|f_{i_{0}}.(p)-f_{i_{0}}.(r)-\lambda d(p, s)^{2}|$

$\leq$ $\frac{1+c}{\epsilon}\max\{0, f_{?\cdot 0}(p)-f_{i_{0}}(r)\}+2|\lambda|(d(p,r)^{2}+d(r,s)^{2})$ .

これより結論が従う. $\square $

$s\sim$ 意注意 76. 補題 7.5において, $f$ が $p$ において補足不可能という条件
は本質的である. 実際 $X=R^{2},$ $f$ が一点からの距離関数のとき, 補
題 7.5の結論は成り立たない.

さて, $gk+1$ を定めよう. 今 $W:=B(p, \delta)$ とおき, $v\in R^{k}$ に対して
$W_{v}$ $:=f^{-}(v)\cap W,$ $W_{v}^{+}$ $:=\{x\in W|fi(x)\geq vi, 1\leq i\leq k\}$ , とおく. そ
して,

$g_{k+1}$ $:=h-H\circ f$ ,
と定める. ここで, $H(v)$ $:=\max\{h(x)|x\in\overline{W}_{v}\}$ . $f$ が $\epsilon$-開写像であ
ることから $H$ が Lipschitz であることが従う. また,

$(g,g_{k+1})$ $=$ $(G\circ f, h-H\circ f)$

$=$ $\left(\begin{array}{ll}G & 0\\-H & Id\end{array}\right)0\left(\begin{array}{l}f\\h\end{array}\right)$

の形から, $(g, gk+1)$ は admissible である.
明らかに $W$ 上で, $g_{k+1}\leq 0$ であり, 補題 75から, $g_{k+1}(p)=0$ が

従う.
$0<\rho\ll\delta^{2}$ に対して,

$K_{\rho}(p)$ $:=\{x\in W|||f(x)-f(p)||\leq\rho, g_{k+1}(x)\geq-\rho\}$

とおく. $f$ が $\epsilon$-開写像であることと, 補題 7.5から, $K_{\rho}(p)\subset B(p, \delta/2)$

が成り立つので, $K_{\rho}(p)$ はコンパクト集合である.

補題 77. $z\in K_{\rho}(p)\cap g_{k+1}^{-1}(0)$ に対して $v$ $:=f(z)$ とくおき, 任意の
$x\in W_{v}\cap K_{\rho}(p)$ に対して

$h(z)\geq h(x)+c\delta^{-1}d(x, z)^{2}$ ,

が成り立っ.

補題 77の証明を与える為に, 準備として次を主張する.

主張 7.8. 補題 7.7の仮定の下に,

$\max h=$ $\max$ $h=$ $\max$ $h=h(z)$ .
$\nu V_{v}^{+}$ $W_{v}^{+}\cap IC_{\rho}(p)$ $W_{v^{\cap}\rho}^{+;((p)}$
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初めの等号は補題 7.5から従う. 最後の等号は $z$ の定め方から明
らかである. 真中の等号は次のようにして示せる. ma.$x_{\nu V_{v}\cap K_{\rho}(p)}+h>$

$\max\nu+h$ が成り立つと仮定し, $r\in W_{v}^{+}\cap K_{\rho}(p)$ を $\max_{W_{v}\cap K_{\rho}(p)}+h$

を実現する点とする. $io$ で $fj_{0}(r)>vj_{0}$ なるものを選んでおく. この

とき, $h_{r}^{\prime},$ $(fi.)_{r}^{\prime},$ $1\leq i\leq k$ , は補題 5.6の仮定を満たす DER $(\Sigma_{r})$ の元
であり, 従って $h_{r}^{\prime}(\xi)>0,$ $(fi.)_{r}^{\prime}(\xi)>0,$ $i\neq io$ , を満たす $\xi\in\Sigma_{r}$ が存在
することになり $r$ の選び方に反する $\square $

補題 7.7の証明を与えよう. $y$ を最短測地線 $xz$ の中点とすると, $h$

が $c\delta^{-1}$ -concave なので,

$h(y)\geq h(z)+\frac{1}{2}(h(x)-h(z))+c\delta^{-1}d(x, z)^{2}$ .

またゐは -c-concave なので,

$f_{i}(y)\geq\frac{1}{2}(f_{i}(x)+f_{i}(z))-cd(x, z)^{2}=v_{i}-cd(x, z)^{2}$ .
$f$ は $\epsilon$-開写像なので, $y\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ近い点 $s\in W_{v}^{+}$ で,

$h(s)\geq h(z)+\frac{1}{2}(h(x)-h(z))+c\delta^{-1}d(x, z)^{2}$ ,

を満たすものがとれる. 主張 78から $h(z)\geq h(s)$ なので結論が従う.
口

定理 62(3) は補題 77から明らかである. (4) を示そう. $(f, h)$

が $K_{\rho}(p)-g_{k+1}^{-1}(0)$ 上で regular であることを示せば良い. 任意の $ x\in$

$K_{\rho}(p)-g_{k+1}^{-1}(0)$ に対して, $v:=f(x)$ とおき, $z:=W_{v}\cap g_{k+1}^{-1}(0)$ をと

る. $u_{0}$ $:=v+c_{0}d(x, z)^{2}(1, \ldots, 1)\in R^{k}$ に対して, $f$ が $\epsilon$-開写像である
ことから, $s$ を, $f(s)=u_{0},$ $\epsilon d(x, s)\leq d(f(z), f(s))$ を満たすようとる.
また $c>0$ を, ゐがー c-concave であるようなものとする. このとき,
$c_{0}>2c$ と $c_{0}$ 選ぶことにより, また, 補題 77を用いることにより,

(7.4) $f_{i}(s)$ $>$ $f_{i}(x)+cd(x, s)^{2}$ ,
(7.5) $h(s)$ $>$ $h(x)$

が成り立っことが分かる. $\xi\in s_{x}^{\prime}\subset\Sigma_{x}$ と $\xi$ を選ぶとき, (74), (7.5)
から $(f_{i})_{x}^{\prime}(\xi)>0,$ $h_{x}^{\prime}(\xi)>0$ が従う. $\langle h_{x}^{\prime}, (f_{i})_{x}^{\prime}\rangle<-\epsilon/8$ は既に示して
あるので, $(f, h)$ が $x$ で regular であることが示された. $\square $

8. 安定性定理

この節で安定性定理の証明の方針について述べる. ここでの考察の
対象は, Alexandrov 空間の収束である.
まず, 位相的な準備として, 以下の張り合わせ定理を準備する.

定理 8.1 (張り合わせ定理). $X$ をコンパクトな $WCS$ -距離空間, $\mathcal{U}=$

$\{U_{i}\}_{i=1}^{N}$ を $X$ の開被覆とする。 このとき、 $\nu=\nu(X,\mathcal{U})>0$ が存在し
て、 次が成り立つ: $\tilde{X}$ を別のコンパクトな $WCS$-距離空間で、 $\nu$ -近似

$\theta$ : $X\rightarrow\tilde{X}$ が存在するとする。 $\tilde{X}$ の開被覆 $\tilde{\mathcal{U}}=\{\tilde{U}_{i}\}_{i=1}^{N}$ と、 同相写像
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$\varphi i$ : $U_{i}\rightarrow\tilde{U}_{i}$. で、 $ d(\theta|u_{i}, \varphi i)<\nu$ なるものが存在するとする。 このと
き、 同相写像 $\varphi$ : $X\rightarrow\tilde{X}$ で、 $d(\varphi, \theta)<\tau(\nu)$ を満たすものが存在する

$\rightarrow^{\varphi,,\cdot}$
$ U\sim.\cdot$

$\rightarrow$
$\{\text{ノ_{}i}\sim$

$(f_{i}$

この結果は Siebenmann[14] による $MCS$-空間の同相写像の変形理
論を用いることにより示される. 位相多様体の同相写像の変形理論は,
Edwards-Kiby[3] により初めて証明され, Cheeger の有限性定理 ([2])
の証明に適用された.
実際には, 定理 8.1の尊敬版も成り立っ.

定理 8.2 (張り合わせ定理 (尊敬版)). 定理 8.1の仮定の下に, 次の条
件を満たす位相的 submersion

$f$ : $X\rightarrow R^{k}$ , $h$ : $X\rightarrow R$ , $\tilde{f}:\tilde{X}\rightarrow R^{k}$ , $\tilde{h}$ : $\tilde{X}\rightarrow R$ ,

が与えられていると仮定する.

条件. コンパクト集合 $K\subset X$ が与えられ,

$(a)K\cap\overline{U}_{\alpha}\neq\phi$ のとき, $U_{\alpha}$ は $(f, h)$ に関するある積近傍に含ま
れ f $U_{\alpha}$ 上で $(\tilde{f},\tilde{h})\circ\varphi_{\alpha}=(f, h)$ が成り立っ;

$(b)$ 任意の $\alpha$ に対して, $U_{\alpha}$ は $f$ に関するある積近傍に含まれ f $U_{\alpha}$

上で $\tilde{f}\circ\varphi_{\alpha}=f$ が成り立つ.
このとき, 定理 8.1 \mbox{\boldmath $\iota$}こおける同相写像 $\varphi$ : $X\rightarrow\tilde{X}$ を, 次を満たすよ
うに取れる :

(1) $ f=\tilde{f}\circ\varphi$ on $X$ ;

(2) $(f, h)=(\tilde{f},\tilde{h})0\varphi$ on $K$ .
上で現れた写像に対する積近傍は次のように定義されるものである.
定義 83. $V\subset U$ が写像 $g$ : $U\rightarrow R^{\ell}$ に関する積近傍であるとは,
$g(V)$ がある直方体 $I^{\ell}\subset R^{\ell}$ に一致して, ある $v\in g(V)$ に対して次
が成り立つときをいう:

$\bullet$ $g^{-1}(v)\cap V$ は $MCS$-空間である;
$\bullet$ 同相写像 $\psi$ : $(g^{-1}(v)\cap V)\times I^{\ell}\rightarrow V$ で, $ g\circ\psi$ が射影 $(g^{-1}(v)\cap$

$V)\times I^{\ell}\rightarrow I^{\ell}$ に一致するものが存在する.

今, $X^{n},\tilde{X}^{n}$ を曲率が $\kappa$ 以上の Alexandrov 空間, $U\subset X^{n},\tilde{U}\subset\tilde{X}^{n}$

は開集合, $g$ : $U\rightarrow R^{k}$ は $p\in U$ の近傍において \mbox{\boldmath $\epsilon$}-regular とする. 更に,
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$ dcH(U,\tilde{U})<\nu$ として, $\theta$ : $U\rightarrow\tilde{U}$ を $\nu$-近似とする. $g=Gof$ と書け
る. ここで $G$ は bi-Lipschitz 同相写像で, $f$ の各成分関数ゐは $X$ のコ

ンパクト集合 $A_{i,\alpha}$ からの距離関数を用いて (4.1) のように表現されて
いる. コンパクト集合 $\tilde{A}_{i,\alpha}$ $:=\overline{\theta(A_{i,\alpha})}\subset\tilde{X}^{n}$ からの距離関数を用いて,
ゐと同じ表現で $\tilde{f_{i}}$ を定めることにより, admissible 写像 $f=\tilde{U}\rightarrow R^{k}$

が定義される. $\nu$ が十分小さければ $\tilde{g}=Go\tilde{f}$ も \mbox{\boldmath $\epsilon$}/2-regular となるの
で, $\tilde{P}\in\tilde{U}$ を $\tilde{g}(\tilde{p})=g(p),$ $d(\theta(p),\tilde{p})<\tau(\nu),$ $\lim_{\nu\rightarrow 0}\tau(\nu)=0$ を満た
すように選べる. このとき次が成り立つ.

定理 8.4. $\nu=\nu(U,p, g)>0$ が十分小さいとき, $p$ と $\tilde{p}$ の近傍 $U_{1}(p)$ と
$\tilde{U}_{1}(\tilde{p})$ と同相写像 $\varphi$ : $U_{1}(p)\rightarrow\tilde{U}_{1}(\tilde{p})$ で, 次を満たすものが存在する:

(1) $\tilde{g}0\varphi=g$ ;

(2) $d(\varphi,\theta)<\tau(\nu)$ .
$U_{1}(p)$ は $\tilde{X}^{n}$ に依らず定めることができる.

定理 84は, $k$ に関する逆帰納法によって証明される. 第一段 $k=n$
の場合は, $f,\tilde{f}$ は局所的に bi-Lipschitz 同相になり容易である. 一般
の $k$ の場合, 帰納法の仮定から $g$ は $p$ において補足不可能であると
仮定出来る. $h,$ $gk+1$ を定理 6.2における関数とする. $\nu$-近似 $\theta$ を用
いて, $h,$ $gk+1$ から $\tilde{h},\tilde{g}k+1$ も定まる. $K_{\rho}(p)$ を $p$ の回りの $g$ に対する
regular近傍とし, $\tilde{p}$ の回りの $\tilde{g}$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ対する “regular近傍” $K_{\rho}(\tilde{p})$ も形式
的に同様に定義する.
ここでの問題点は, f が p\tilde において補足可能かも知れないという点で

ある (実際 $\tilde{X}$ がリーマン多様体ならば常にそうである). 従って, $K_{\rho}(\tilde{p})$

が $\tilde{p}$ の回りの regular近傍を与えるという保証はない.
任意の $ 0<\delta<\rho$ に対して, $K_{\rho}(p)\cap\{-\rho\leq g_{k+1}\leq-\delta\}$ の各点で

$(f, g_{k+1})$ が regular なので, 帰納法と張り合わせ定理 (尊敬版) により,
$\nu\delta>0$ が存在して, $\nu\leq\nu\delta$ のとき (従って $\tilde{X}$ は $\delta$ に依存する), 同
相写像 $\varphi$ : $K_{\rho}(p)\cap\{-\rho\leq g_{k+1}\leq-\delta\}\rightarrow K_{\rho}(\tilde{p})\cap\{-\rho\leq\tilde{g}k+1\leq-\delta\}$

で, $(\tilde{f},\tilde{g}k+1)0\varphi=(f, gk+1)$ をみたすものが存在する. 特に, $\Pi_{\rho}$ $:=$

$f^{-1}(f(p))\cap g_{k+1}^{-1}(-\rho)$ と $\tilde{\Pi}_{\rho}$ $:=f^{-1}(f(p))\cap\tilde{g}_{k+1}^{-1}(-\rho)$ は同相である.
ファイバー束定理から

$K_{\rho}(p)$ $\simeq$ $F_{p}\times B(f(p), \rho)$ , $F_{p}$ $:=f^{-1}(f(p))\cap\{g_{k+1}\geq-\rho\}$

$K_{\rho}(\tilde{p})$ $\simeq$
$\tilde{F}_{\overline{p}}\times B(\tilde{f}(\tilde{p}), \rho)$ , $\tilde{F}_{\overline{p}}$ $:=\tilde{f}^{-1}(\tilde{f}(\tilde{p}))\cap\{\tilde{g}_{k+1}\geq-\rho\}$ ,

が成り立つ. ここで, $K_{\rho}(p)$ は regular近傍なので, $F_{p}\simeq K(\Pi_{\rho})$ が成
り立つ. そこで問題となるのが,

問題 8.5. $\tilde{F}_{\tilde{p}}$ は $K(\tilde{\Pi}_{\rho})$ に同相か ?

もし, これが成り立てば, $K_{\rho}(p)\simeq K_{\rho}(\tilde{p})$ が成り立ち, $U_{1}(p)$ $:=K_{\rho}(p)$ ,
$\tilde{U}_{1}(\tilde{p})$ $:=K_{\rho}(\tilde{p})$ が定理 84の条件を満たすことが分かる. 問題 85を肯定
的に解くには $(\tilde{f},\tilde{g}_{k+1})$ が $\tilde{F}_{\overline{p}}-\{\tilde{p}\}$ 上で regularかどうか判定不可能なの
で, $\tilde{g}k+1$ のみを考察していたのでは不十分である. そこで $\hat{g}k+1:=d(\tilde{p}, \cdot)$

を考える. すると, $(\tilde{f},\hat{g}k+1)$ は [10] の意味で regular になる (注意 86参
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照). そこで [10] におけるファイバー束定理を適用することにより, 問
題 8.5を肯定的に解くことが出来る. こうして定理 8.4が証明される.

注意 8.6. 本稿における regular写像の定義は [11] による. [10] におけ
る regular写像の定義はもっと一般的なものである. 例えば典型的なも
のを挙げると, $f=(fi, )fk)$ : $X^{n}\rightarrow R^{k}$ がコンパクト集合 $A_{i}\subset X^{n}$

からの距離関数により, $f_{i}.(x)=d(Ai, x)$ と表されているとき, $f$ が

$p\in X^{n}$ において $(\epsilon$ , \mbox{\boldmath $\delta$} $)$ -regular であるとは, 次が成り立つ場合をいう:

(1) 任意の $1\leq i\neq j\leq k$ に対して, $\langle(fi)_{p}^{\prime}, (fj)_{p}^{\prime}\rangle<\delta$ ;

(2) $\Sigma_{p}^{\epsilon}$ $;=\{\xi\in\Sigma_{p}|(f_{i})_{p}^{\prime}(\xi)>\epsilon, 1\leq i\leq k\}$ は空でない.

ある任意に固定された $\epsilon>0$ に対して $\delta=\delta(\epsilon)>0$ が十分小さいとき,
単に $p$ において 7egular であるという. この定義の条件 (1) は定義 4.6
の条件より弱い.

定理 16の証明.
$\epsilon>0$ を十分小さく選んで, $d_{p}=d(p, \cdot)$ が $B(p, \epsilon)-\{p\}$ 上で regular で
あるように出来る。定理 66から、 $S(p, \epsilon)$ $:=\partial B(p, \epsilon)$ が $\Sigma_{p}$ に同相で
あることを示せば良い。

$\Sigma_{p}=\Sigma_{p}\times\{1\}\subset K(\Sigma_{p})$ と同一視する. 収束 $(\frac{1}{\epsilon}X^{n},p)\rightarrow(K(\Sigma_{p}), 0_{p})$ ,
$\epsilon\rightarrow 0$ , の下に, $S_{\epsilon}(p, 1)$ $:=S(p, 1;\frac{1}{\epsilon}X^{n})$ は $\Sigma_{p}$ に収束する. $\theta_{\epsilon}$ :
$B(p, 2;\frac{1}{\epsilon}X^{n})\rightarrow B(0_{p}, 2;K(\Sigma_{p}))$ を $\tau(\epsilon)$-近似とする. $f$ $:=d_{\text{。_{}p}},$ $f_{\epsilon}$ $:=$

$\frac{1}{\epsilon}d_{p}$ は各々 $\Sigma_{p},$ $S_{\epsilon}(p, 1)$ 上で regular なので, 定理 8.4から, $\Sigma_{p}$ の開被
覆 $\{U_{i}\}_{i=1}^{N}$ と $S_{\epsilon}(p, 1)$ の開被覆 $\{\tilde{U}_{i}.\}_{i=1}^{N}$ , それに同相写像 $\varphi_{i}$ : $U_{i}\rightarrow\tilde{U}_{i}$

で,
$\bullet f_{\epsilon}o\varphi_{i}=f$ ;
$\bullet d(\varphi_{i}, \theta|_{U_{j}})<\tau(\epsilon)$ ,

を満たすものが存在する. $\varphi_{i}$ は同相写像 $\Sigma_{p}\cap U_{i}\rightarrow S_{\epsilon}(p, 1)\cap\tilde{U}_{i}$ を導
く. 従って張り合わせ定理 8.1により, 同相写像 $\Sigma_{p}\rightarrow S(p, \epsilon)$ が得ら
れる. $\square $

定理 1.5の証明.

本質的に定理 16の証明と同じである. $ d_{GH}(X^{n},\tilde{X}^{n})<\nu$ とし, $\theta$ :
$X\rightarrow\tilde{X}$ を $\nu$-近似とする. $X$ を中心からの距離関数が regular であるよ
うな “regular 距離球” 達 $B_{i}=B(pr),$ $1\leq i\leq N$ , で覆っておく. $\tilde{X}$

の被覆 $\tilde{B}_{i}$. $=B(\theta(p_{i}), r_{i})$ を考える. 主定理 8.4と張り合わせ定理 8.1か
ら, 同相写像 $\varphi_{i}$ : $B_{i}\rightarrow\tilde{B}_{i}$ で, $d(\theta|B_{i}, \varphi_{i})<\tau(\nu)$ なるものが存在する.
最後に再び張り合わせ定理を用いて, 大域的同相写像 $\varphi$ : $X^{n}\rightarrow\tilde{X}^{n}$ が

得られる. $\square $

9. 最後に

安定性定理の証明や, 距離関数に対してモース理論を展開する観点
に立つと, [10] におけるより一般的な regularity の定義の方が使い易
い. 但し, この場合の regular近傍の性質 ([10]) は本稿の定理 6.2にお
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ける性質ほど良くない. (しかもこの regular 近傍の存在証明 ([10]) は難
解である). この点をもっと整備して, [10] の意味での reguflar写像に
対して, 定理 6.2に匹敵するような良い性質をもった regular近傍を構
成することは, 今後の大事な課題であろう.
最後に, 安定性定理における同相写像を Lipschitz 同相写像に置き換
える問題も重要な問題として残されていることを指摘しておきたい.
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1. 始めに

Alexandrov 空間には今だミステリアスな部分が多い. 例えば, 任意の
断面曲率 $\geq 1$ の閉リーマン多様体の Euclidean cone の頂点の近傍を局
所構造に持つ Alexandrov 空間が典型的に存在する. これは Alexandrov
空間の局所構造は正曲率リーマン多様体の大域構造を含んでいること
を意味する. つまり, Alexandrov 空間の局所構造が完全に分かる為に
は, 少なくとも正曲率多様体の分類が必要であり, これは現段階では
非常に難しい問題であろう. また一方で Alexandrov 空間の理解が深ま
れば, それに収束するリーマン多様体の列の一様な性質を理解するこ
とに繋がり, Gromov のコンパクト性定理から, 曲率が一様に下に有界
なリーマン多様体全体に共通な, 個々の多様体によらない性質を取り
出すことが可能となる. Alexandrov 空間の研究は解析における超関数
の理論の研究に類似している. 関数空間の研究は超関数の理論を整備
することによって進歩を遂げたが, それと同じことをリーマン多様体
の族と Alexandrov 空間についても言うことができる. また, Gromov
のコンパクト性は Rellich のコンパクト性を連想させるが, 最近の研究
で実際にこれらを結び付けることが可能となった.
本稿では Alexandrov 空間およびより一般の特異点を持つ空間上の

解析についての最近の研究 [59, 60, 62, 61, 101, 100] を解説する. ここ

では原論文の主張より強い仮定をおいて, その代わりに分かり易さに
主眼をおいて説明する. 例えば, この原稿を通じて Alexandrov 空間は
コンパクトで境界がないなどを仮定する. 以下に各章の概略を述べる.
いくつかの準備 (第 2章) の後, 最初の部分 (第 3章) では Alexandrov

空間の基本的な解析的構造を中心に, 論文 [59] の半分を解説する. 大
津氏と著者は共同で, Alexandrov 空間の非特異集合上に $C^{1}$ 微分構造,
およびそれに付随する $C^{0}$ リーマン計量を構成した ([81]). これにより
ソボレフ空間 $W^{1,p}$ およびエネルギー形式をリーマン多様体と同様に定
義することができる. 従って, ラプラシアンムが関数解析的に $L^{2}$ 空
間上の自己共役作用素として導入される. その後, G. Perelman はその
$C^{1}$ 構造が $\delta$-非特異集合 ( $\delta>0$ は十分小) の上で $DC$ 構造に拡張さ
れることを示し, リーマン計量が局所有界変動であることを証明した
([83]). ここで, $DC$ とは凸関数の差 (Difference of Convex functions)
の意味で, $DC$ 構造とは座標変換が $DC$ 関数であるような構造のこと
を言う. $DC$ 構造の下では $C^{\infty}$ 多様体と同様にテンソル計算が可能で
あり, $DC$ 座標を使ってラプラシアンを符号付きラドン測度として定
義できることが分かるが, これを $DC$ ラプラシアン $\triangle^{DC}$ と呼ぶこと
にする. この章のキーとなる主張は,「Alexandrov 空間上の任意の $W^{1,p}$

関数が $\delta$-特異集合の回りではゼロになるような $DC$ 関数で $W^{1,p}$ 近似
できる」 というものである. この結果として, エネルギー形式の正則性
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や, 特異集合の容量がゼロであることなどが分かる. さらに, $DC$ 構
造が $C^{\infty}$ 構造に拡張できることを証明する. この応用として, 関数解
析的ラプラシアンムと $DC$ ラプラシアン $\Delta^{DC}$ との間の関係を調べ
る. また, $C^{\infty}$ 構造を使って, エネルギー形式から定義されるカラテオ
ドリ距離が Alexandrov 空間上の元の距離に一致することを証明する.
次の第 4章では,「リッチ曲率が下に有界な測度距離空間」の概念を

定義し, そこから完備距離空間への写像空間の上の自然なエネルギー
汎関数を構成する. この「リッチ曲率が下に有界な測度距離空間」 は
桑江氏と著者の共同論文 $[60, 62]$ で導入されたが, そこでは Measure
Contraction Property of Bishop-Gromov type, 略して MCPBG をみた
す空間と呼んだ. これは Alexandrov 空間の拡張になっていて, 大雑把
に言えば, 与えられた測度に関して Bishop の不等式と Bishop-Gromov
型の不等式が成り立つことで定義する. K.-T. Sturm [109] は曲率が下
だけでなく上からも有界であるという条件に相当する測度についての
仮定の下で, $L^{2}$ 関数空間上のエネルギー汎関数を構成したが, 我々の
写像空間上のエネルギー汎関数の構成は Sturm の方法に基づいている.
この方法の長所は 2つあり, 一つはソースとターゲットの空間が微分構
造を持っ必要はないこと, 特にターゲットには完備距離空間であるこ
と以上に何の仮定も必要ないことである. もうーつはターゲットがア
ダマール空間 (つまり CAT $(O)$ ) の場合には $L^{2}$ 写像空間もアダマール
空間になり, エネルギー汎関数が凸であることが非常に初等的な議論
で簡単に分かることである. この結果として, Jost-Mayer の gradient
flow の構成 $[47, 69]$ を適用でき, Eells-Sampson 型の定理, つまり同
変写像の harmonic map flow の存在が得られる.
第 5章では, 測度付き Gromov-Hausdroff収束の下で, エネルギー汎

関数の列の収束性についての結果を解説する. エネルギー汎関数の収
束理論, つまり変分収束理論 (the theory of variational convergences)
において, 中心的な役割を果たすのは E. De Giorgi の $F$-収束の概念
([29] を参照) と, それにっつ \langle U. Mosco の研究 [71] である. 論文 [61]
では, これらの理論をエネルギー汎関数だけでなく関数空間の定義域
である測度距離空間自身も摂動する場合に拡張した. この章では [61]
の一部分を少し拡張した内容を解説する. 主定理は,「もし各 ball 上の
Poincar\’e の定数が一様に評価されたと仮定すると, 部分列を取ればエ
ネルギー汎関数が常に収束する」 というものある. この定理は非常に
一般的な設定の下で成り立つ. 実際, 測度の 2倍条件も必要なく, エネ
ルギー汎関数はエネルギー測度さえ持てば半ノルムであることも必要
ない. 特に, If 写像のエネルギー汎関数に対しても適用できる. この

定理の系として, 2倍条件なしでも Rellich 型の定理が得られることが
分かる. 本稿では, [61] で展開した線形作用素の位相的摂動論の拡張
と, そのスペクトル幾何的な応用については述べない. 興味のある方
は原論文 [61] を参照されたい. また, 本稿と [61] では線形な場合しか
扱わなかったが, 現在, 非線形への拡張が進行中である ([63]).
次の第 6章では、曲率 $\geq-1$ のコンパクトな $n$ 次元 Alexandrov 空間

の列 $X_{i}$ がコンパクト $n$次元 Alexandrov 空間 $X$ へ Gromov-Hausdorff
収束するとき, $X_{i}$ 上のエネルギー汎関数が $X$ 上のエネルギー汎関数へ
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収束することを証明する. 特に, $X_{i}$ の $k$ 番目の固有値が $X$ の $k$番目の
固有値へ収束することが分かる. また, 3,4章の結果として, Alexandrov
空間上に熱核が存在することを証明する. これにより加須栄氏と久村
氏のスペクトル収束の理論 $[53, 54]$ を Alexandrov 空間に適用できる.
以上により, 固定された次元をもつコンパクトな Alexandrov 空間全体
の集合の上では, スペクトル位相と Gromov-Hausdorff 位相が一致す
ることが分かる.
第 7章では, 正リッチ曲率を持つコンパクトなリーマン軌道体のラ
プラシアンの固有値に関する結果 ([100]) を解説する. 多様体にはない
リーマン軌道体の懸垂構造が, ラプラシアンの固有値と深く関わるこ
とが興味深い.
最後の章では Alexandrov 空間上の解析についての幾つかの間題お
よび予想を列挙する.

謝辞. この原稿を書くにあたって, 町頭氏と桑江氏には, 数学的な内容
から細かい語句の修正まで, 多大なご協力をいただいた. ここに感謝
の意を表する.

2. 準備

2.1. 一般的な記号の定義. $\ulcorner_{const_{\alpha,\beta,\ldots J}}$ で $\alpha,$
$\beta,$

$\ldots$ に従属するある非
負定数を表す. 特に $\ulcorner_{const}\lrcorner$ で, ある普遍的な定数を表す. $O_{\alpha,\beta},\ldots(\cdot)$ ,
$\theta_{\alpha,\beta},\ldots(\cdot)$ を $\alpha,$

$\beta,$
$\ldots$ に従属するある関数でそれぞれ

$\varlimsup_{t\rightarrow 0}|O_{\alpha,\beta},\ldots(t)/t|<+\infty$ , $\lim_{t\rightarrow 0}\theta_{\alpha\beta},\ldots(t)=0$

をみたすものとする. これらはランダウ記号のように使う. (例えば
2 const $=const,$ $\theta(t)+O(t)=\theta(t)$ など. )

2実数 $x,$ $y\in \mathbb{R}$ に対して $x\vee y$ $:=\max\{x, y\},$ $x\wedge y$ $:=\min\{x, y\}$ と
おく.
位相空間の部分集合 $A$ に対して, $A^{o}$ で $A$ の開核を, $\overline{A}$ で閉包を表

す. また, $A$ の特性関数 $I_{A}$ を次で定義する.

$I_{A}(x)$ $;=\left\{\begin{array}{l}1 ifx\in A,\\0 ifx\not\in A.\end{array}\right.$

2.2. 距離空間に関する基本概念. ここでは距離空間の Gromov-Hausdorff
収束や概等長写像などにっいて基本的な定義を述べる. この辺りのこ
とについては [39] を参照されたい.

(X, $dx$ ) と $(Y, dY)$ を距離空間, $\epsilon$ を正の実数とする. (必ずしも連続
とは限らない) 写像 $f$ : $X\rightarrow Y$ が $\epsilon$ -近似写像 (または \mbox{\boldmath $\epsilon$}-ハウスドルフ
近似写像) であるとは, 次の (i), (ii) が成り立っときを言う.

(i) 任意の 2点 $x,$ $y\in X$ に対して,

$|d_{X}(x,y)-d_{Y}(f(x), f(y))|<\epsilon$ .

(ii) $B(f(X), \epsilon)=Y$ が成り立つ. ここで, $B(A, r)$ は距離空間の部
分集合 $A$ の $r$-近傍とする.
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$X$ から $Y$ への $\theta(\epsilon)$ -近似写像が存在することと, $Y$ から $X$ への $\theta(\epsilon)-$

近似写像が存在することは同値であることが簡単に分かる.
写像 $f:X\rightarrow Y$ に対して,

Lip $(f);=x,y\in X,x\neq ys\iota\iota p\frac{d_{Y}(f(x),f(y))}{d_{X}(x,y)}(\leq\infty)$

(つまり最小のリップシッツ定数) とおく. $f$ がリップシッツ写像であ
ることの必要十分条件は Lip $(f)<\infty$ が成り立っことである. 全単射
$f$ : $X\rightarrow Y$ が $\epsilon$ -概等長写像であるとは,

$|\ln Lip(f)|+|\ln Lip(f^{-1})|\leq\epsilon$

であるときを言う. diam $X\leq D$ のとき, $\epsilon$-概等長写像 $f$ : $X\rightarrow Y$ は

$\theta_{D}(\epsilon)$ -近似写像になる. $X$ と $Y$ のリップシッツ距離を

$d_{Lip}(X, Y)$ $:=\inf$ { $\epsilon>0|\epsilon$-概等長写像 $f$ : $X\rightarrow Y$ が存在する}

で定義する.
距離空間が有限コンパクト (finitely compact) であるとは, その全て

の有界集合が相対コンパクトであると定義する. $X,$ $Xi(i=1,2, \ldots)$ を

有限コンパクトな距離空間とする. このとき, 列 $X_{i}$ が $X$ へ Gromov-
Hausdorff収束するとは, ある正の実数列 $\epsilon_{i}\backslash 0$ と $\epsilon_{i}$-近似ゐ: $X_{i}\rightarrow X$

が存在するときを言う. $p\in X,$ $p_{i}$. $\in X(i=1,2, \ldots)$ を取る. 点付き
空間の列 $(X_{i},p_{i})$ が (X, $p$ ) へ点付き Gromov-Hausdorff収束するとは,
任意の $r>0$ に対してある数列 $\epsilon_{i}\backslash 0,$ $r_{i}\backslash r$ と $f_{i}(p_{i})=p$ を満たす
ような $\epsilon_{i}$-近似写像 $f_{i}$ : $\overline{B}(p_{i}, r)\rightarrow\overline{B}(p, r)$ が存在する, と定義する.

$X$ を有限コンパクトな距離空間とする. 離散部分集合 $N\subset X$ が
$X$ の \mbox{\boldmath $\epsilon$}-ネットであるとは, $B(N, \epsilon)=X$ であるときを言う. 部分集合
$N\subset X$ が $\epsilon$ -離散であるとは, 任意の異なる 2点 $x,$ $y\in N$ に対して
$ dx(x, y)\geq\epsilon$ が成り立つことを言う. $\epsilon$-離散な部分集合 $N\subset X$ が極
大のとき, 即ち $N$ を含む $X$ の $\epsilon$-離散な部分集合が $N$ のみであると
き, $N$ は $X$ の \mbox{\boldmath $\epsilon$}-ネットになることが分かる. 正の実数の列 $\epsilon_{i}\backslash 0$ に

対して, $X$ の \mbox{\boldmath $\epsilon$}’-ネット $N_{i}$ を取ると, $N_{i}$ は $X$ へ Gromov-Hausdorff
収束する.

2.3. strainer と特異点. ここではこの原稿で使われる Alexandrov 空
間に関する基本的な定義や事実を復習する. より詳しい説明について
は山口氏, 大津氏の解説または [12, 98, 81] などを参照のこと.

$X$ を曲率 $\geq\kappa$ の $n$ 次元 Alexandrov 空間とし $dx$ をその距離関
数とする. $m\in \mathbb{N},$ $\delta>0$ に対して, 一点 $x\in X$ が $(m$ , \mbox{\boldmath $\delta$} $)$ -strained
とは, ある $2m$ 個の点の集合 $\{p_{i}\}_{i=\pm 1,\ldots,\pm m}\subset X$ が存在し, 任意の
$i,j=\pm 1,$

$\ldots,$
$\pm m$ に対して,

$\angle p_{i}xp_{j}->\left\{\begin{array}{l}\pi/2-\delta ifi\neq\pm j,\\\pi-\delta ifi=-j\end{array}\right.$

をみたすときを言う. ここで, $\angle p_{i}.xpj-$ は三角形 $\triangle p_{i}xpj$ の比較三角形
(つまり定曲率 $\kappa$ の完備単連結空間型の中の 3辺の長さが同じ三角形)
の $x$ に対応する頂点での角度を表す. このときの $\{pi\}i=\pm 1,\ldots,\pm m$ を $x$ に
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おける strainer と呼び, $\min_{i}dx(x,pi)$ を stminer $\{pi\}$ の長さという.
$(\uparrow n, \delta)$ -strained でない $X$ の点全体の集合を $S_{7n,\delta}$ とおく. これは $X$ の

閉集合でそのハウスドルフ次元が $m-1$ 以下であることが知られてい
る ([12] の 10.6を見よ). さらにもっと強く, 勝手な閉集合 $C\subset S_{m,\delta}$

は要素の個数が $\leq Oc,\delta(\epsilon^{1-m})$ の \mbox{\boldmath $\epsilon$}-ネットをもっことが証明されてい

る. $S_{\delta}$ $:=S_{n,\delta}$ のことを $\delta$ -特異集合, その元を $\delta$ -特異点と呼ぶ.
点 $x\in X$ が $X$ の特異点であるとは, $x$ における tangent cone $K_{x}$

がユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ に等長同型でない (つまり space of directions
$\Sigma_{x}$ が単位球面 $S^{n-1}$ に等長同型でない) ときを言う. 特異点全体の集
合を $Sx$ と書き, これを特異集合と呼ぶ. $ S_{X}=\bigcup_{\delta>0}S\delta$ が成り立つの
で, $Sx$ のハウスドルフ次元は $n-1$ 以下となり, さらに $S_{x}\backslash \partial X$ の

ハウスドルフ次元は $n-2$ 以下となることが分かる ([12, 81]). 特異集
合はそれほど単純な集合ではなく $X$ 上棚密になることもある ([81] の
\S 0を見よ). また, 非特異集合 $X\backslash Sx$ は凸集合である, つまり任意の
$X\backslash S_{X}$ の 2点を結ぶ最短測地線は $X\backslash S_{X}$ に含まれる ([12]).

$0<\delta\ll 1/n$ をみたす $\delta$ を一つ固定する. もし点 $x\in X$ が長さ
$\ell$ の strainer $\{pi\}i=\pm 1,\ldots,\pm n$ をもつ strained point であるならば, 写像
$\varphi(y)$ $:=(d_{X}(p_{i}, y))_{i=1,\ldots,n}$ と

$\overline{\varphi}(y)$ $;=(\frac{1}{\mathcal{H}^{n}(B(p_{i)}r))}\int_{B(p_{i},r)}d_{X}(y,z)\mathcal{H}^{n}(dz))_{i=1,\ldots,n}$

は十分小さい $r>0$ に対して $B(x, r)$ 上 $(\theta_{n}(\delta)+\theta_{n,\delta}(r/\ell))$-概等長であ
る ([12, 81]). 特に, $ X\backslash S\delta$ はリップシッツ多様体であることが分かる.

24. 測度空間上の $L^{p}$ 空間. 測度論の基本的な事柄は既知のものと仮
定する. ここでは $L^{p}$ 空間に関する記号を整理しておく.

*稿では, 測度空間 (measure space または measured space) とは, 正
値ラドン測度が付随した, 局所コンパクトで第 2可算公理をみたす距
離付け可能な位相空間と定義する. 以下, $X$ を測度空間で $mx$ をそ
の付随する正値ラドン測度とする. $X$ からある位相空間 $Y$ への写像
$u:X\rightarrow Y$ が $mx$ -可測であるとは, 任意のボレル集合 $B\subset Y$ に対し
て, $f^{-1}(B)$ が $mx$-可測集合であるときに言う. 実数 $p\geq 1$ に対して,
$L^{p}(X)=L^{p}(X;mx)$ を $mx$-可測かつ $p$乗可積分な $X$ 上の実数値関数
全体の集合とする. 関数 $u\in L^{p}(X)$ の $L^{p}$ ノルムを

$\Vert u\Vert_{L^{p}}$ $:=\Vert u\Vert_{L^{p}(X)}$ $;=(\int_{X}|u|^{p}d_{7}n_{X})^{1/p}$

で定義する. $ p=\infty$ のとき, $mx$-可測な $X$ 上の関数 $u$ に対して, $u$

の $L^{\infty}$ ノルムを

$\Vert u\Vert_{L^{\infty}}$ $:=\Vert u\Vert_{L^{\infty}(X)}$ $:=ess-\sup_{X}|u|$ $:=\inf\{a\geq 0||u|\leq am_{X}- a.e. \}$

と定義し, $L^{\infty}(X)$ を $L^{\infty}$ ノルムが有限な $X$ 上の $m_{X}$-可測関数全体
の集合とする. ここで, mx-a.e. は「測度 $mx$ に関して, ほとんど至
る所」の意味である. また, ほとんど至る所同じ値を取る $L^{p}(X)$ 内の
関数は同一視して考える, つまり, 厳密には If(X) はこのような同値
類全体の集合とする. すると, $ 1\leq p\leq\infty$ について, $L^{p}(X)$ は $IP$ ノ
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ルムに関して可分なバナッハ空間となる. $1/P+1/q=1$ とするとき,
$u\in L^{p}(X)$ と $v\in L^{q}(X)$ のペアリング積 $(u, v)$ を次で定義する.

$(u,v)$ $:=\int_{X}uvdm_{X}$ .

$p=q=2$ のとき, このペアリング積は $L^{2}$ 内積と呼ばれ, これにより
$L^{2}(X)$ は可分なヒルベルト空間となる.

25. 超関数微分. $\Omega\subset \mathbb{R}^{n}$ を開集合, $u$ : $\Omega\rightarrow \mathbb{R}$ を局所可積分関数
とする. $C_{0}^{\infty}(\Omega)$ を $C^{\infty}$ 関数 $f$ : $\Omega\rightarrow \mathbb{R}$ でそのサポート $suppf$ $:=$

$\overline{\{x\in\Omega|f(x)\neq 0\}}$ が $\Omega$ の中のコンパクト部分集合であるようなもの
全体の集合とする. $u$ の超関数の意味の導関数または弱導関数とは, 以
下で定義される線形汎関数 $D^{i}u:C_{0}^{\infty}(\Omega)\rightarrow \mathbb{R}$ のことを言う :

$D^{i}u(f)$ $:=-\int_{\Omega}\frac{\partial f}{\partial x^{i}}udx$ $(f\in C_{0}^{\infty}(\Omega), i=1, \ldots, n)$ .

ここで, $x^{i}$ は $\mathbb{R}^{n}$ の $i$番目の座標で, $dx$ は $\mathbb{R}^{n}$ 上のルベーグ測度である.
同様に $u:\Omega\rightarrow \mathbb{R}$ の超関数の意味の 2階偏導関数 $D^{(i,j)}u:C_{0}^{\infty}(\Omega)\rightarrow \mathbb{R}$

を以下で定義する.

$D^{(i,j)}u(f)$ $:=\int_{\Omega}\frac{\partial^{2}f}{\partial x^{i}\partial x^{j}}udx$ $(f\in C_{0}^{\infty}(\Omega), i,j=1, \ldots, n)$ .

以下, 超関魏微分に対しても普通の微分と同じ記号 $\frac{\partial u}{\partial x^{*}}$ $=D^{i}u,$ $\frac{\partial^{2}u}{\partial x:\partial x^{j}}$ $:=$

$D^{(i,j)}u$ などを使うことにする. 一般に, 超関数偏微分の可換性 :

$\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{i}\partial x^{j}}=\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{j}\partial x^{i}}$

が成り立っことが定義から直ちに分かる.

26. 有界変動関数. 有界変動関数については最近出版された本 [4] に詳
しく解説されている. ここでは基本的な事柄のみ述べる.

$\Omega\subset \mathbb{R}^{n}$ を開集合とする. 局所可積分関数 $u$ : $\Omega\rightarrow \mathbb{R}$ が局所有界
変動または $BV1$。$c$

であるとは, $\overline{U}\subset\Omega$ をみたす任意の開集合 $U$ に対
して,

$\sup\{\int_{U}udiv\varphi dx|\varphi\in C_{0}^{1}(U, \mathbb{R}^{n}),$ $|\varphi|\leq 1\}<\infty$

であるときを言う. ここで, $C_{0}^{1}(U, \mathbb{R}^{n})$ は $C^{1}$ 関数 $f$ : $U\rightarrow \mathbb{R}^{n}$ で

$suppf$ $:=\overline{\{x\in U|f(x)\neq 0\}}$ が $U$のコンパクト部分集合になる様な $f$

全体の集合とする. $\Omega$ 上の局所有界変動関数全体の集合を $BV_{1}$
。

$c(\Omega)$ と

書く. 任意の $u\in BV1$。$c(\Omega)$ に対して, $\Omega$ 上のある正値ラドン測度 $\mu_{u}$

と $\mu_{u}$-可測な関数 $\sigma_{u}$ : $\Omega\rightarrow \mathbb{R}^{n}$ が存在して, $|\sigma_{u}|=1g\iota_{u^{-}}a.e$ . かつ任意
の $\varphi\in C_{0}^{1}(\Omega, \mathbb{R}^{n})$ に対して,

$\int_{\Omega}udiv\varphi dx=-\int_{\Omega}\langle\varphi, \sigma_{u}\rangle d\mu_{u}$

が成り立っことが知られている. ここで, $\langle\cdot, \cdot\rangle$ は $\mathbb{R}^{n}$ のユークリッド
内積, $|\cdot|$ $:=\sqrt{\langle,\rangle}$ である. このラドン測度 $\mu_{u}$ を $u$ の変動測度と呼
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び $\Vert Du\Vert$ と書く. 上より特に, $\sigma_{u}=:(\sigma_{u}^{1}, \ldots, \sigma_{u}^{n})$ とおくと, $u$ の超関
数の意味の導関数は

$\frac{\partial u}{\partial x^{i}}=\sigma_{\iota\iota}^{i}\Vert Du\Vert$

である.

27. 凸関数と $DC$ 関数. $\Omega\subset \mathbb{R}^{n}$ を開集合とする. 関数 $u:\Omega\rightarrow \mathbb{R}$ が

凸であるとは, 任意の線分 $\gamma$ : $[0,1]\rightarrow\Omega$ と $t\in[0,1]$ に対して

$u(\gamma(t))\leq tu(\gamma(0))+(1-t)u(\gamma(1))$

をみたすときを言う. $u:\Omega\rightarrow \mathbb{R}$ が凸ならば局所リップシッツ連続で
あり, さらにもし $u$ が $C^{2}$ ならばそのヘッシアンは非負値の対称行列
である.
局所リップシッツ連続な関数 $u:\Omega\rightarrow \mathbb{R}$ が $DC$ 関数であるとは, 任

意の $ x\in\Omega$ に対して, $\Omega$ に含まれる $x$ のある近傍 $U$ 上で定義された
2つの凸関数 $v,$ $w$ が存在して, $U$ 上で $u=v-w$ と書けているときを
$\equiv$ う. 任意の $DC$ 関数 $u:\Omega\rightarrow \mathbb{R}$ はほとんど至る所全微分可能で, そ

の偏導関数募は $BV_{1}$
。$c$
関数になり, さらに超関数の意味の 2階偏導

関数 $\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{i}\partial x^{j}}$ は募の超関数の意味の偏導関数 (つまり累次微分) に一
致し, それは符号付きラドン測度となる. 超関数微分の一般的な性質
から, 以下の可換性が成り立つ :

$\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{i}\partial x^{j}}=\frac{\partial^{2}u}{\partial x^{j}\partial x^{i}}$ .

A. D. Alexandrov [1] の古典的な定理より, 任意の $DC$ 関数はほとん
ど至る所 Stolz の意味で 2階微分可能であることが, 良く知られてい
る. ここで, 「 $Stolz$ の意味で 2階微分可能」 とは, 2階のテイラー展開
が収束することを意味する.
局所リップシッツ写像 $u=(u1, \ldots, u_{m})$ : $U\rightarrow \mathbb{R}^{m}$ が $DC$ であると

は, 各座標関数 $u_{i}$ が $DC$ 関数であると定義する. $V\subset \mathbb{R}^{m}$ をもう一つ
の開集合とするとき, もし $u:U\rightarrow V$ と $v:V\rightarrow \mathbb{R}^{\ell}$ が両方とも $DC$

写像ならば, その合成 $v\circ u:U\rightarrow \mathbb{R}^{\ell}$ も $DC$ 写像になる.
$u$ を Alexandrov 空間 $X$ 上で (局所的に) 定義された局所リップシッ
ツ関数とする. この $u$ が凸関数であることを, $X$ 上の任意の測地線

$\gamma$ : $[0,1]\rightarrow X$ に対して, $ u\circ\gamma$ : $[0,1]\rightarrow \mathbb{R}$ が凸関数であると定義す
る. $u$ が $DC$ 関数であることも, 前と同様に, 局所的に 2つの凸関数
の差で表せることで定義する.

28. ディリクレ形式. リーマン多様体 $M$ 上の 2つの $W^{1,2}$ 関数 $u,$ $v$ に

対して,

$\mathcal{E}(u, v):=\int_{AM}\langle\nabla u, \nabla v\rangle_{M}dvo1_{M}$

とおく. ここで, $\nabla u$ は $u$ の弱い意味での微分 (勾配ペクトル場) ,
$\langle\cdot, \cdot\rangle_{M}$ はリーマン計量から決まる内積, $dvo1_{M}$ はリーマン計量から決
まる体積測度である. この双線形形式 $\mathcal{E}$ : $W^{1,2}(M)\times W^{1,2}(M)\rightarrow \mathbb{R}$ は

エネルギー形式と呼ばれるが, ディリクレ形式とはこのエネルギー形
式の概念の抽象化である. ここではディリクレ形式の基本的な定義を
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復習する. 詳しくは [35] を参照のこと. 関数解析のごく基本的な事柄
は既知のものとする.

$X$ を測度空間とする. $mx$ のサポートを以下で定義する.

snpp $mx:=\{x\in X|x$ の任意の開近傍 $U$ に対して

$m_{X}(U)>0$ が成り立っ}
$\bigwedge_{-7}$ $suppmx=X$ と仮定する, つまり, 任意の空でない開集合 $O\subset X$

に対して $mx(O)>0$ とする. 稠密な線形部分空間 $\mathcal{F}\subset L^{2}(X)$ 上で
定義された非負対称双線形形式 $\mathcal{E}$ : $\mathcal{F}\times \mathcal{F}\rightarrow \mathbb{R}$ を考える. つまり, 任
意の $u,$ $v\in \mathcal{F},$ $a,$

$b\in \mathbb{R}$ に対して, 次をみたすものを考える.

$\mathcal{E}(u, v)=\mathcal{E}(v, u)$ ,
$\mathcal{E}(au+bv,w)=a\mathcal{E}(u,w)+b\mathcal{E}(v,w)$ ,

$\mathcal{E}(u, u)\geq 0$ .
$u,$

$v\in \mathcal{F}$ に対して

$\mathcal{E}_{1}(u,v)$ $:=\mathcal{E}(u,v)+(u,v)$

とおくと, これは $\mathcal{F}$ 上の内積を与え, これから決まるノルムを $\mathcal{E}_{1}^{1/2}$ と

書く. $\mathcal{F}$ がノルム $\mathcal{E}_{1}^{1/2}$ に関して完備で (つまりヒルベルト空間にな
る), かつ任意の $u\in \mathcal{F}$ に対して

$u^{\#}$ $:=0\vee u\wedge 1\in \mathcal{F}$ , $\mathcal{E}(u^{\#},u^{\#})\leq \mathcal{E}(u,u)$

をみたすとき, 組 $(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ を $L^{2}(X)$ 上のディリクレ形式と呼ぶ.
$X$ 上の連続関数でそのサポートがコンパクトなもの全体の集合を

$C0(X)$ とおく. $L^{2}(X)$ 上のディリクレ形式 $(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ が正則であるとは,
$\mathcal{F}\cap Co(X)$ が $\mathcal{E}_{1}^{1/2}$ に関して $\mathcal{F}$ で稠密で, かつ $C0(X)$ で $\sup$ ノルム

に関しても稠密であるときを言う. $\mathcal{F}\cap Co(X)$ の部分集合 $C$ が special
standard core であるとは, 以下の 3つの条件をみたすときを言う.

(C.1) $C$ は $\mathcal{E}_{1}^{1/2}$ に関して $\mathcal{F}$ で稠密で, かつ $C_{0}(X)$ の稠密な部分代
数 (つまり和と積に関して閉じている) である.

(C.2) 任意のコンパクト部分集合 $K\subset X$ と, それを含むような任意
の相対コンパクトな開集合 $O\subset X$ に対して, $K$ 上では $u=1$
かつ $X\backslash O$ 上では $u=0$ をみたすようなある非負関数 $u\in C$

が存在する.
(C.3) 任意の $\epsilon>0$ に対して, ある $C^{\infty}$ 関数 $\phi_{\epsilon}$ : $\mathbb{R}\rightarrow[-\epsilon, \epsilon+1]$ が

存在して, 以下の $(a)-(c)$ をみたす.
(a) $t\in[0,1]$ のとき $\phi_{\epsilon}(t)=t$ .
(b) $s<t$ ならば $0\leq\phi_{\epsilon}(t)-\phi_{\epsilon}(s)\leq t-s$ .
(c) 任意の $u\in C$ に対して $\phi_{\epsilon}\circ u\in C$ .

(C.1) により, special standard core が存在すれば, ディリクレ形式は
正則である. $L^{2}(X)$ 上のディリクレ形式 $(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ が局所性をみたすと
は, $suppu$ と $suppv$ が互いに交わらず, 共にコンパクト集合である
ような任意の関数 $u,$ $v\in \mathcal{F}$ に対して, $\mathcal{E}(u,v)=0$ をみたすときを言
う. ここで $suppu$ は $u$ のサポートを表す. $L^{2}(X)$ 上のディリクレ形
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式 $(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ が強局所性をみたすとは, $s\iota\iota ppu$ と $suppv$ が共にコンパク
トで, $suppv$ のある近傍上で $u=const$ mx-a.e. をみたすような任意
の関数 $u,$

$v\in \mathcal{F}$ に対して, $\mathcal{E}(u, v)=0$ であるときを言う.
$L^{2}(X)$ 上のディリクレ形式 $(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ の生成作用素とは次で定義される

作用素 $A$ のことを言う. 先ず, $A$ の定義域 $\mathcal{D}(A)$ は次で与えられる.

$\mathcal{D}(A)$ $:=$ { $u\in \mathcal{F}|v\mapsto \mathcal{E}(u,$ $v)$ は $L^{2}$ 有界}.

リースの補題より, 任意の $u\in \mathcal{D}(A)$ に対して, ある $w\in L^{2}(X)$ が唯
一つ存在して, $\mathcal{E}(u, v)=(w, v)$ が任意の $v\in \mathcal{F}$ に対して成り立つ. こ

のとき, $Au:=w$ と定義する. すると, $\mathcal{D}(A)$ は $L^{2}(X)$ で稠密で, $\mathcal{F}$

でノルム $\mathcal{E}_{1}^{1/2}$ に関して稠密であり, しかも $A$ は $L^{2}(X)$ 上の非負自己
共役作用素であることが知られている.
ディリクレ形式に付随した, 集合の 1-容量 Cap $(\cdot)$ の概念を次で定義

する. 先ず, 開集合 $O\subset X$ に対して,

Cap $(O):=\inf$ { $\mathcal{E}1(u,$ $u)|u\in \mathcal{F}B>$っ $u\geq 1$ mx-a.e. on $O$ }
と定義し, 次に任意の部分集合 $B\subset X$ に対して,

Cap $(B)$ $:=\inf$ { $Cap(O)|O$ は $B$ を含む $X$ の開集合}

と定義する. 一般に, $mx$-可測集合 $B\subset X$ に対して, Cap $(B)\geq$

$mx(B)$ が成り立っ. また, $C$ を special standard core とするとき,
任意のコンパクト部分集合 $K\subset X$ に対して,

Cap$(K)=\inf$ { $\mathcal{E}_{1}(u,u)|u\in C,$ $u\geq 1$ on $K$ },

が成り立つ.
$(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ を正則ディリクレ形式とするとき, 任意の $u\in \mathcal{F}$ に対して,

ある関数 $\tilde{u}$ : $X\rightarrow \mathbb{R}$ と単調増加な $X$ の閉集合の列 $\{F_{k}\}_{k=1,2},\ldots$ が存
在して, $\lim {}_{k}Cap(X\backslash F_{k})=0$ かつ, 各 $k$ に対して制限司 $F_{k}$ は凡上
連続で, $\overline{u}=u$ mx-a.e. をみたす ([35] の Theorem 2.1.3). この関数 $\overline{u}$

を $u$ の quasi-continuous $mx$ -versio $7l$ と呼ぶ.
以下, $(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ を $L^{2}(X)$ 上の強局所正則ディリクレ形式とする. 任意

の $u,$
$v\in \mathcal{F}$ に対して, 次の (2.1),(2.2) をみたす符号つき有限ボレル測

度 $\mu(u,v)$ が存在する ([35] の Theorem 1.4.2).

(2.1) $\int_{X}\tilde{f}d\mu_{(u,v\rangle}=\mathcal{E}(uf,v)+\mathcal{E}(u,vf)-\mathcal{E}(uv, f)$ , $u,v,$ $f\in \mathcal{F}_{b}$ ,

(2.2) $\mathcal{E}(u,v)=\frac{1}{2}\mu_{(u,v\rangle}(X)$ , $u,v\in \mathcal{F}$ .

ここで, $\mathcal{F}_{b}$ $:=\mathcal{F}\cap L^{\infty}(X)$ とおき, $\overline{f}$ は $f$ の quasi-continuous mx-
version である. この $\mu(u,v\rangle$ を $u,$

$v\in \mathcal{F}$ に付随するエネルギー測度と
呼ぶ. $u=v$ のときは $\mu(u)$ $:=\mu(u,u\rangle$ と書くことにする.

2点 $x,$ $y\in X$ に対して,

$d_{\mathcal{E}}(x, y)$ $:=\sup\{u(y)-u(x)|u\in \mathcal{F}_{1oc}\cap C(X), \mu_{(u)}\leq m_{X}\}$

とおく. ここで p $\mathcal{F}\iota_{oc}$ は $\mathcal{F}$ の局所化を表す, つまり, $X$ 上の次の条
件をみたす関数 $u$ 全体の集合とする. 勝手な相対コンパクトな開集合
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$O\subset X$ に対して, ある関数 $v\in \mathcal{F}$ が存在して, $O$ 上で $u=v$ mx-a.e.
が成り立っ.
一般に $d\mathcal{E}$ : $X\times X\rightarrow[0, \infty]$ は擬距離になる, つまり対称性, 三角

不等式, $d_{\mathcal{E}}(x, x)=0$ をみたすが, $d_{\mathcal{E}}(x, y)=0$ だからといって $x=y$
とは限らない. $d_{\epsilon}$ をディリクレ形式 $(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ から導入されたカラテオド
リ距離関数 (Carath\’eodory distance function または intrinsic metric) と

呼ぶ. これに関しては $[104, 106]$ で詳しく調べられている.

3. ALEXANDROV 空間の解析的な構造

3.1. 位相空間上の 「構造」. 一般に Alexandrov 空間はある弱い意味で
の微分構造をもつが, それを正確に記述するには普通の多様体上の微
分構造の言葉だけでは表現できない. この章では多様体上の微分構造
の概念を一般化して, 位相空間上の一般的な 「構造」 についての定義
を与える.

3.1.1. F構造. 最初に, $\mathbb{R}^{n}$ の部分集合の間の写像のクラスを公理論的
に定めよう. $n\in \mathbb{N}$ に対して, 以下のような集合族 $\mathcal{F}$ を考える.

$\mathcal{F}=$ { $\mathcal{F}(U;A)|U\subset \mathbb{R}^{n}$ は開集合で $A\subset U$ は部分集合}

ただし,

(i) 各々の $\mathcal{F}(U;A)$ は $U$ から $\mathbb{R}^{n}$ への写像のクラスである.
(ii) もし $A\supset B$ ならば $\mathcal{F}(U;A)\subset \mathcal{F}(U;B)$ が成り立つ.
(iii) もし $u\in \mathcal{F}(U;A),$ $v\in \mathcal{F}(V,\cdot B),$ $u(U)\subset V$ ならば,

$v\circ u\in \mathcal{F}(U;A\cap u^{-1}(B))$

が成り立っ.
ここでは具体的に以下のものを考える.

クラス $C^{1}$ : $C^{1}(U;A)$ を $U$ から $\mathbb{R}^{n}$ への写像で, $A$ 上では $C^{1}$ , つ
まり $A$ 上で微分可能でその微分が $A$ 上で連続なもの全体のク
ラスとする.

クラス $DC:DC(U;A)$ を $U$ から $\mathbb{R}^{n}$ への写像で, ある $ A\subset O\subset$

$U$ をみたすような開集合 $O\subset \mathbb{R}^{n}$ 上で $DC$ であるもの全体の
クラスとする.

以下に多様体の微分構造を真似て定義をしよう. $X$ をパラコンパク
トなハウスドルフ空間, $Y\subset X$ を部分集合, 族 $\mathcal{F}$ を上の $(i)-(iii)$ を
みたすものとする. 組 $(U, \varphi)$ が $X$ の局所座標であるとは, $U\subset X$ が

開集合で, $\varphi$ が $U$ から $\mathbb{R}^{n}$ のある開集合への位相同型写像であるとき
をいう. $X$ の局所座標の部分族 $\mathcal{A}=\{(U, \varphi)\}$ が「Y $\subset X$ 上の F-ア

トラス」 であるとは, 次の (i), (ii) をみたすことで定義する.

(i) $Y\subset\bigcup_{(U,\varphi)\in \mathcal{A}}U$ が成り立っ.
(ii) $ U\cap V\neq\emptyset$ をみたす 2つの局所座標 $(U, \varphi),$ $(V, \psi)\in \mathcal{A}$ に対して,

$\psi 0\varphi^{-1}\in \mathcal{F}(\varphi(U\cap V);\varphi(U\cap V\cap Y))$ .
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$Y\subset X$ 上の 2つの $\mathcal{F}-$アトラス $\mathcal{A},$
$\mathcal{A}^{\prime}$ が同値であるとは, $\mathcal{A}\cup \mathcal{A}^{\prime}$

がまた $Y\subset X$ 上の $\mathcal{F}-$アトラスになることで定義する. 各同値類を
「 $Y\subset X$ 上の F構造」 と呼ぶ.
今, $Y=X$ と仮定しよう. このとき, $Y\subset X$ 上の F構造のことを

簡単に, $X$ 上の F構造と呼ぶことにする. もし $X$ 上に F構造が存
在するならば, $X$ は必然的に位相多様体になるが, このとき $X$ を $\mathcal{F}-$

多様体と呼ぶ. $\mathcal{F}$ $:=C^{1}$ に取ったときは, $\mathcal{F}$-多様体は普通の意味での
$C^{1}$ 微分可能多様体になる.

3.12. $C^{1}$構造と接空間. 前節の意味で, $Y\subset X$ 上に $C^{1}$ -構造が与えら
れたとする. このとき接ベクトルを定義しよう. 3つ組 $(U, \varphi, \xi)$ を考え
る. ここで, $(U, \varphi)$ は $C^{1}$構造に従属する局所座標で, $\xi$ は $\mathbb{R}^{n}$ のベク
トルである. 2つのそのような 3つ組 $(U, \varphi, \xi),$ $(V, \psi, \eta)$ が一点 $x\in Y$

において同値であるということを, $x\in U\cap V$ かっ任意の $j=1,$ $\ldots,$
$n$

に対して,

$\sum_{i=1}^{n}\xi^{\dot{\iota}}\frac{\partial y^{j}}{\partial x^{i}}=’\eta^{;}$

が成り立っことで定義する. ただし, $(x^{1}, \ldots, x^{n})$ $:=\varphi,$ $(y^{1}, \ldots, y^{n})$ $:=$

$\psi,$ $(\xi^{1}, \ldots, \xi^{n})$ $:=\xi,$ $(\eta^{1}, \ldots, \eta^{n})$ $:=\eta$ とおく. 点 $x\in Y$ において,
その同値類 $[(U, \varphi, \xi)]_{x}$ 全体の集合を $x$ における接空間 $T_{x}X$ と定義す
る. 明らかに, 接空間 $T_{x}X$ は $n$次元の $\mathbb{R}$ 上の線形空間の構造を持つ.
$TX$ $:=[I_{x\in Y}T_{x}X$ を接束と呼ぶ. 各局所座標 $(U, \varphi)$ に対して

$TU:=\{[(U, \varphi,\xi)]_{x}\in TX|x\in U, \xi\in \mathbb{R}^{n}\}$

は $U\times \mathbb{R}^{n}$ と同一視があるので, これにより $TX$ 上へ位相を導入する.
関数 $f$ : $X\rightarrow \mathbb{R}$ の一点 $x\in Y$ における微分 $df_{x}$ : $T_{x}X\rightarrow \mathbb{R}$ も微分多
様体と同様に定義する. $Y$ 上の連続なペクトル場, テンソル場, 微分
形式なども微分多様体と同様に定義できるが, この辺のことは 3.4章で
改めて定式化を与える.

3.2. Alexandrov 空間の構造. $X$ を $n$次元 Alexandrov 空間として,
$0<\delta\ll 1/n$ をみたす $\delta$ を固定する. 任意の点 $x\in X\backslash S_{\delta}$ のまわりに,
23章で定義した局所座標 $(U,\overline{\varphi})(U :=B(x, r))$ を取ることができる.
そのような局所座標 $(U,\overline{\varphi})$ 全体の族をアトラスとして, $X\backslash Sx\subset X$

上の $C^{1}$構造が決まり ([81]), さらに $X\backslash S_{\delta}\subset X$ 上の $DC$-構造がき
まる ([83]). このような構造のことを特異集合 $Sx$ の $DC^{1}$ -構造と呼ぶ
ことにする. $DC^{1}$-構造の一般的な定義は 3.4章で行なう. 今, $X\backslash S_{\delta}$

は $DC$-多様体になっていることに注意しよう. $X$ 上の $DC$ 関数で,
$X\backslash Sx$ 上では $C^{1}$ になっているようなもののクラスも $DC^{1}$ で表すこ
とにする. 一般に, $X$ の $DC^{1}$ 局所座標 $(U, \varphi)$ と関数 $u:U\rightarrow \mathbb{R}$ に対
して, $u$ が $DC^{1}$ であることと, $uo\varphi^{-1}$ : $\varphi(U)\rightarrow \mathbb{R}$ が $DC^{1}$ であるこ
とは同値である ([83] の第 3章).

[81] において, 以下を満たすような $X\backslash Sx$ 上の自然な $C^{0}-$ リーマン
計量 $g_{X}$ が定義された.
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$\bullet$

$g_{X}$ から決まる非特異集合 $X\backslash Sx$ 上の距離関数は $X$ 上の元々
の距離関数 $dx$ に一致する ([81]).

$\bullet$ 各点 $x\in X\backslash Sx$ において, tangent cone $K_{x}$ と接空間 $T_{x}X$ と

の間に等長的な自然な同一視がある ([81] の Lemma 3.6(1)).
$\bullet$ $u$ を $X$ 上のボレル可測な関数とするとき, リーマン計量から
決まる体積要素 $dvo1_{X}$ に関する積分 $\int_{X}udvolx$ は $n$次元ハウ
スドルフ測度 $\mathcal{H}^{n}$ に関する積分 $\int_{\lambda},$ $ud\mathcal{H}^{n}$ に一致する ([81] の
\S 7.1).

$\bullet$ リーマン計量 $g_{X}$ は $BV1$。$c$
である ([83] の \S 4.2).

$X$ 上のベクトル場 $V$ が $L_{1}^{1}$

。$c$

であるとは, 任意の $DC^{1}$ 局所座標
$(U, x^{1}, \ldots, x^{n})$ に対して, $V=\sum_{i=1}^{n}\xi^{i}\frac{\partial}{\partial x^{i}}$ で定義される関数 $\xi^{1},$

$\ldots,$
$\xi^{n}$

らが全て $L_{1oc}^{1}$ であると定義する. リーマン計量 $g_{X}$ に従属して, 勾配ベ
クトル場 $\nabla u$ の概念が, $u$が $X\backslash S\lambda^{\prime}$ 上で点別に微分可能なら点別に定
義されたベクトル場として, またより一般に弱い微分の意味で $X\backslash S_{\delta}$

上の $L_{1oc}^{1}$ ベクトル場として定義できる. $X\backslash S_{\lambda^{\prime}}$ 上の $L_{1oc}^{1}$ ベクトル場
$V$ が $L^{p}$ であるとは, その $g_{X}$ に関するノルム $|V|$ が $L^{p}$ 関数であると
き, つまり

$\Vert V\Vert_{L^{p}}$ $:=(\int_{X}|V|^{p}d\mathcal{H}^{n})^{1/p}<\infty$

のときをいう.
$p\geq 1$ に対して $W^{1,p}(X)$ を $X$ 上の $(1, p)-$ソボレフ空間, つまり弱い

微分の意味での勾配ベクトル場 $\nabla u$ が If になるような関数 $u\in L^{p}(X)$

全体の空間とする. 関数 $u\in W^{1,p}(X)$ の $W^{1,p}$ ノルム $\Vert u\Vert_{W^{1,p}}$ を次で
定義する.

$\Vert u\Vert_{W^{1.p}}$ $:=(\Vert u\Vert_{L^{p}}^{p}+\Vert\nabla u\Vert_{L^{p}}^{p})^{1/p}$ .
$p=2$ のとき, エネルギー形式 $\mathcal{E}$ を以下で定義する.

$\mathcal{E}(u, v)$ $:=\int_{X}\{\nabla u,$ $\nabla v\rangle$ $d\mathcal{H}^{n}$ , $u,$ $v\in W^{1,2}(X)$

ここで, $\langle\cdot, \cdot\rangle$ はリーマン計量 $g_{X}$ から導入される内積である. このとき,
$(\mathcal{E}, W^{1,2}(X))$ は強局所ディリクレ形式になることが簡単に確かめられ
る. しかしながら, 多様体などの場合と違って $(\mathcal{E}, W^{1,2}(X))$ の正則性
は明らかではない. これは $S_{\delta}$ という座標近傍の存在しない特異集合が
あるためである. 正則性は確率論的にはブラウン運動の path の連続性
の為に必要であることを注意しておく. この正則性については次の章
で証明する. $X$ の上のラプラシアン $\Delta$ をエネルギー形式 $(\mathcal{E}, W^{1,2}(X))$

の生成作用素として定義しておく.

33. 特異集合の回りのカットオフ関数の構成. この章では $X$ を曲率
$\geq\kappa$ のコンパクト $n$次元 Alexandrov 空間で境界を持たないと仮定す
る. この章の目標は以下の定理を証明することである.

定理 3.1. $1\leq p\leq 2$ のとき, 埋め込み

$DC_{0}^{1}(X\backslash S_{\delta})^{e}\rightarrow W^{1,p}(X)$

は稠密である.
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この定理を証明するには, $S_{\delta}$ のまわりのカットオフ関数を構成すれば
よい. カットオフ関数の構成の基礎となるアイデアは Chavel-Feldman
[16] および Li-Tian [64] による. ここに, Chavel-Feldman は余次元 2
の部分多様体のまわりにカットオフ関数を構成し, Li-Tian は代数多様
体の特異集合のまわりに同様の方法で構成した. それらの場合と違っ
て我々の場合では, $S_{\delta}$ の $r$-近傍の境界の面積を評価する方法がないの
で, より精密な議論が必要となる. 以下に証明に入っていこう.

$C$ を以下の性質を持つ $X$ のコンパクト部分集合とする.
$(*)$ 任意の $\epsilon>0$ に対して, ある $C$ の \mbox{\boldmath $\epsilon$}-ネット $N_{\epsilon}$ が存在して, そ
の元の個数が $\neq N_{\epsilon}\leq Oc(\epsilon^{2-n})$ をみたす.

ここで, $O_{C}(\cdot)$ の定義は \S 2.1を見よ. 任意の $\delta>0$ に対して $ C:=S\delta$

は上の性質をみたすことを注意する (\S 2.3を見よ).
自然数 $k$ を任意に取って固定する. $(*)$ より, 勝手な自然数 $i\geq k$ に

対して, $C$ の 3-(i+l)-ネット瓦で $\# Ni\leq Oc(3^{(i+1)(n-2)})$ をみたすも
のが取れる. $X$ の部分集合 $A_{i},$ $A_{i}^{\prime}$ を次のように定めよう.

$A_{i}$ $:=B(N_{i}, 3^{-i})\backslash B(N_{i}, 2\cdot 3^{-(i+1)})$ ,
$A_{i}^{\prime}$ $:=B(N_{i}, 2\cdot 3^{-(i+1)})\backslash B(N_{i+1},3^{-(i+1)})$ .

すると, $B(Ni., 2\cdot 3^{-(i+1)})\supset B(Ni+1,3^{-(i+1)})$ なので, 各 $i\ovalbox{\tt\small REJECT}$こついて $A_{i}$

と $A_{i}^{\prime}$ は互いに交わらず, かつ $\bigcup_{i\geq k}(Ai\cup A_{i}^{\prime})=B(Nk, 3^{-k})\backslash C$ をみ
たす.

補題 32. 2 $\cdot 3^{-(i+1)}\leq r\leq 3^{-i}$ をみたすような任意の $r>0$ と $i\geq k$

に対して,

$\mathcal{H}^{n-1}(\partial B(Nir))\leq O_{C,\kappa}(r)$ かつ $\mathcal{H}^{n}(B(Ni, r))\leq Oc_{\kappa}(r^{2})$

が成り立っ.

証明. Alexandrov の凸性から, $\mathcal{H}^{n-1}(\partial B(x, r))\leq O_{\kappa}(r^{n-1})$ が任意の
$x\in X,$ $r>0$ に対して成り立っ. 従って, 2 $\cdot 3^{-(i+1)}\leq r\leq 3^{-i}$ をみた
す任意の $r>0,$ $i\geq k$ に対して,

$\mathcal{H}^{n-1}(\partial B(N_{i},r))\leq\sum_{x\in N_{i}}\mathcal{H}^{n-1}(\partial B(x,r))$

$\leq\neq N_{i}\cdot O_{\kappa}(r^{n-1})$

$\leq O_{C,\kappa}(r)$ .

もう一つの不等式も同様に証明される. $\square $

次に, 一見当たり前そうな補題を述べるが, 実はこの証明はそれほ
ど明らかではない.

補題 33. $u:X\rightarrow \mathbb{R}$ を非負連続関数とすると, 任意の $i\geq k$ に対して,

$\int_{A_{i}}ud\mathcal{H}^{n}\leq const\int_{2\cdot 3^{-(i+1)}}^{3^{-i}}\int_{\partial B(N_{i},r)}ud\mathcal{H}^{n-1}dr$

が成り立っ.
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証明. この証明では, 全ての測地線は弧長でパラメータが付けられてい
ると仮定する. 自然数 $i\geq k$ を固定する. $\Gamma_{x}(x\in X)$ を $N_{i}$ から $x$ への

最短測地線全体の集合とする. 当然その長さは $dx$ (Ni, $x$ ) に等しい. 各々
の $x\in X$ に対して, $\Gamma_{x}$ から一つ測地線 $\gamma_{x}$ をとり, $d_{X}(N_{i}., x)\leq r$ を満
たす $r>0,$ $x\in X$ に対して, $\varphi_{r}(x):=\gamma_{x}(r)$ とおく. 2 $\cdot 3^{-(i+1)}\leq r_{1}<$

$r_{2}\leq 3^{-i}$ をみたす任意の $r_{1},$ $r_{2}$ に対して, 写像 $f_{r_{1},r_{2}}$ : $ A(N_{i}, r_{1}, r_{2})\rightarrow$

$\partial B(N_{i}., r_{1})\times[r_{1}, r_{2}]$ を

$f_{r_{1},r_{2}}(x);=(\varphi_{r_{1}}(x), d_{X}(x, N_{i}))$ , $x\in A(N_{i}, r_{1}, r_{2})$

で定義する. ここで, $A(Nrr)$ $:=B(Nr)\backslash B(Ni, r1)$ とおく. $X$

の任意の点の cut locus は $\mathcal{H}^{n}$-測度ゼロ (大津氏の解説の命題 4.11ま
たは [81] を参照の事) なので p $f_{r_{1},r_{2}}$ は $\mathcal{H}^{n}- a.e$ . 連続となる. また, $X$

の測地線は分岐しないので t $f_{r_{1},r_{2}}$ は単射である. 次を証明しよう.

主張 34. ある $\kappa$ にしかよらない定数 $L>0$ が存在して, $f_{r_{1},r_{2}}|A(N_{i},r_{1},r_{2})$。

は局所 L-expanding である. つま り, 任意の $x\in A(Nrr)$ に対し
て, $x$ のある近傍 $U$ が存在して, 任意の $y\in U$ に対して,

(3.1) $d_{X}(f_{r_{1},r_{2}}(x), f_{r_{1},r_{2}}(y))\geq Ld_{X}(x,y)$

が成り立っ.

証明. 勝手に点 $x\in A(N_{i}, r_{1}, r_{2})^{o}$ をとり固定し, $\delta_{x}$ $:=dx(\gamma_{x}(0),$ $N_{i}\backslash $

$\{\gamma_{x}(0)\})$ とおく. 与えられた $\epsilon\in(0, \delta_{x})$ に対して, $y\in A(Nrr)^{o}$

を $x$ に $\epsilon$ に比べて十分近くとる. すると, 最短測地線の極限はまた最
短測地線であることから, ある測地線 $\gamma\in\Gamma_{x}$ が存在して,

$\sup_{t}d_{X}(\gamma(t),\gamma_{y}(t))<\epsilon$

をみたす. $dx(\gamma(0), \gamma_{y}(O))<\delta_{x}$ より, $\gamma(0)=\gamma_{y}(0)$ が成り立っ.
今, もし $\gamma_{x}(0)\neq\gamma_{y}(0)$ ならば, $ dx(\gamma_{x}(0), \gamma(O))=dx(\gamma_{x}(0), \gamma_{y}(0))\geq$

$\delta_{x}$ が成り立ち, 従って Alexandrov の凸性により, $dx(\gamma_{x}(r1), \gamma(r1))\geq c_{x}$

が成り立つ. ここで, $c_{x}>0$ は $x$ に従属し, $yt$こは独立な定数である.
$\epsilon<c_{x}/2$ と仮定すると,

$d_{X}(f_{r_{1},r_{2}}(x), f_{r_{1},r_{2}}(y))\geq d_{X}(\gamma_{x}(r_{1}),\gamma_{y}(r_{1}))\geq c_{x}/2$

が成り立ち, 特にこのとき (3.1) を得る.
もし $\gamma_{x}(0)=\gamma_{y}(0)$ ならば, Alexandrov の凸性を三角形 $\triangle xy\gamma_{x}(0)$

に適用すれば, ある定数 $L>0$ に対して (3.1) が成り立っことが分か
る 口

補題の証明に戻ろう. $u$ は $X$ のコンパクト部分集合の上では一様連
続になるので, 任意の $\epsilon>0$ に対して, ある $\delta>0$ が存在して, もし
数列 2 $\cdot 3^{-(i+1)}=r_{1}<\cdots<r_{m}=3^{-i}$ が ma.$xj(rj+1-rj)\leq\delta$ をみたす
ならば, 任意の $j$ に対して $A(N_{i,j,j+1}rr)$ 上で

$|u-u\circ\varphi_{r_{j}}|<\epsilon$

が成り立つ. $d\mathcal{H}_{Z}^{n}$ を距離空間 $Z$ 上の $n$次元ハウスドルフ測度とする.
上の主張 3.4より, push-forward 測度 (fr3,r3+l)*HnA(N,,rj,rj+l)。の積空間
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$\partial B(N_{?}:, rj)\times[rj, rJ+1]$ 上のハウスドルフ測度 $\mathcal{H}_{\partial B(N_{i},r_{j})x[r_{j},r_{j+1}]}^{n}$ による

ラドンーニコディム微分は

$\frac{d(f_{r_{j},r_{j+1}})_{*}\mathcal{H}_{A(N_{i)}r_{j},r_{j+1})^{\circ}}^{n}}{d\mathcal{H}_{\partial B(N_{i},r_{j})\times[]}^{n}r_{j)}r_{j+1}}\leq L^{-n}$

を満たす. 従って,

$\int_{A_{i}}ud\mathcal{H}^{n}=\sum_{i}\int_{A(N_{i},r_{j},r_{j+1})}ud\mathcal{H}^{n}$

$\leq L^{-n}\sum_{j}\int_{\partial B(N_{*},r_{j})}(u+\epsilon)(r_{j+1}-r_{j})d\mathcal{H}^{n-1}$ .

この最後の式は $\delta\rightarrow 0$ とすると,

$L^{-n}\int_{2\cdot 3^{-(i+1)}}^{3^{-i}}\int_{\partial B(N_{i},r)}(u+\epsilon)d\mathcal{H}^{n-1}dr$

に収束する. $\epsilon>0$ は任意なので, これで補題が証明された. 口

関数 $\hat{\phi}_{k}$ : $[0, \infty$ ) $\rightarrow[0,1]$ を以下のように定義する.

$\epsilon:=3^{-k}/2$ , $\epsilon^{\prime}:=e^{-\epsilon^{-2}}$ ,

$\hat{\phi}_{k}(r)$
$;=\left\{\begin{array}{l}1 if\epsilon\leq r,\\((\frac{\frac{r}{2\epsilon})\epsilon}{\epsilon})^{\epsilon}(\frac{r}{\epsilon}-1)\epsilon if2\epsilon^{\prime}\leq r\leq\epsilon if\epsilon’\leq r\leq 2\epsilon^{\prime},\\0 if0\leq r\leq\epsilon’.\end{array}\right.$

さらに関数 $\phi k:X\rightarrow[0,1]$ を次で定義する.

$\phi_{k}(x)$ $:=\left\{\begin{array}{l}0 ifx\in C,\\\hat{\phi}_{k}(\frac{3^{-(i+1)}}{2}) ifx\in A_{i}^{\prime},\\\hat{\phi}_{k}(d_{X}(x,N_{i})-\frac{3^{-}}{2}) ifx\in A_{i},\\l ifx\in X\backslash B(N_{k},3^{-k}).\end{array}\right.$

明らかに $\phi_{k}$ は $DC$ 関数である. 補題 32と 3.3より, $1\leq P\leq 2$ に対
して,

$\Vert\nabla\phi_{k}\Vert_{L^{p}}^{p}\leq const\sum_{?.=k}^{\infty}\int_{2\cdot 3^{-(i+1)}}^{3^{-*}}\hat{\phi}_{k}^{\prime}$. $(r-\frac{3^{-i}}{2})^{p}\mathcal{H}^{n-1}(\partial B(N_{i},r))dr$

が成り立っ. この右辺を計算すると $ k\rightarrow\infty$ のときゼロに収束する
ことが分かる. さらに補題 3.2より, $q\geq 1$ に対して $ k\rightarrow\infty$ のとき
$\Vert 1-\phi k\Vert_{L^{q}}\rightarrow 0$ であることが分かる. この結果として以下を得る.

補題 3.5. $1\leq p\leq 2$ かつ $q\geq 1$ と仮定する.

(1) 任意の $u\in W^{1,p}(X)$ に対して,

$\lim_{k\rightarrow\infty}\Vert\nabla(\phi_{k}u)-\nabla u\Vert_{L^{p}}=0$
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が成り立っ.
(2) 任意の $u\in L^{q}(X)$ に対して,

$\lim_{k\rightarrow\infty}\Vert\phi_{k}u-u\Vert_{L^{q}}=0$

が成り立っ.
(3) 特に

$W_{0}^{1,p}(X\backslash C)=W^{1,p}(X)$

が成り立っ.

証明. (1) は
$\Vert\nabla(\phi_{k}u)-\nabla u\Vert_{L^{p}}\leq\Vert(1-\phi_{k})\nabla u\Vert_{L^{p}}+\Vert u\nabla\phi_{k}\Vert_{L^{p}}$

から従う.
(2) と (3) は直接的な帰結である. 口

定理 3.1の証明. $DC_{0}^{1}(X\backslash S_{\delta})\subset W^{1,p}(X)$ は明らかである. $C:=S_{\delta}$

とおくと, これは性質 $(*)$ をみたすことを思いだそう. 前に定義した
瓦に対して, $X_{\delta,k}$ $:=X\backslash \overline{B}(N_{k}, 3^{-k})$ は特異集合 $X_{\delta,k}\cap Sx$ の $DC^{1}$ 多
様体である. $X_{\delta,k}$ は有限個の $DC^{1}$ 局所座標で覆われるので, 標準的
な多様体上の軟化子による議論 (つまり各座標近傍上での軟化子を一
の分解で張り合わせる) から, 任意の $k$ に対して,

$W_{0}^{1,p}(X_{\delta,k})\subset\overline{DC_{0}^{1}(X\backslash S_{\delta})}^{W^{1,p}}$

が分かる. ここで, $\overline{A}^{W^{1,p}}$ は $A$ の $W^{1,p}$ ノルムに関する閉包を表す.
従って, 補題 35(3) から,

$W^{1,p}(X)=W_{0}^{1,p}(X\backslash S_{\delta})=\overline{\bigcup_{k}W_{0}^{1,p}(X_{\delta,k})}W^{1,p}\subset\overline{DC_{0}^{1}(X\backslash S_{\delta})}^{W^{1,p}}$

が成り立つ. これで定理が証明された. 口

以下に $X$ 上の関数の 「軟化」 の概念を定義しよう. $C^{\infty}$ 関数 $\rho_{n}$ :
$[0, \infty)\rightarrow[0, \infty)$ を $0$ のまわりでは定数で, $r\geq 1$ に対しては $\rho_{n}(r)=$

$0$ , さらに

$\int_{\mathbb{R}^{n}}\rho_{n}(|x|)dx=1$

をみたすように取る. 実数 $h\in(O, 1)$ に対して, 関数 $u\in L^{1}(X)$ の軟
化を

$u_{h}(x)$ $;=\frac{\int_{y\in X}\rho_{n}(d(x,y)/h)u(y)d\mathcal{H}^{n}}{\int_{y\in X}\rho_{n}(d(x,y)/h)d\mathcal{H}^{n}}$

で定義する. 明らかに $u_{h}$ は $DC$ 関数である. 関数

$X\ni x\mapsto>\int_{B(z,r)}d(x, y)\mathcal{H}^{n}(dy)$

が $X\backslash Sx$ 上 $C^{1}$ であることの証明と同様に, $u_{h}$ は $X\backslash Sx$ 上で $C^{1}$

になることが分かる ([81] の Lemma 5.1). つまり, 軟化 $uh$ は $DC^{1}$ で

ある. この軟化を使うことにより以下が証明される.
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補題 3.6. 埋め込み $DC^{1}(X)\subset C(X)$ は一様ノルムに関して稠密で
ある.

証明. 関数 $u\in C(X)$ を勝手に取って固定する. $u$ の連続係数を $\omega(u, r);=$

$s\iota p\{|u(x)-u(y)||x, y\in X, d(x, y)<r\}$ と定義する. $X$ のコンパ

クト性より, $r\rightarrow 0$ のとき $\omega(u, r)\rightarrow 0$ が成り立っ. $s\iota\iota pp\rho_{n}\subset[0,1]$

なので, 任意の $x\in X$ に対して

$|u_{l\iota}(x)-u(x)|\leq\omega(u, h)$

が得られる. 従って補題が成り立っ. 口

この補題と定理 3.1により, 以下が得られる.

定理 3.7 (エネルギー形式の正則性). $DC^{1}(X)$ は $X$ 上のエネルギー
形式 $(\mathcal{E}, W^{1,2}(X))$ の special standard core である. 特に $(\mathcal{E}, W^{1,2}(X))$

は強局所正則ディリクレ形式である.

以下の定理は Alexandrov 空間の特異集合 $S_{X}$ が, ポテンシャル論
の立場からは無視できることを意味する.

定理 3.8 (特異集合の概極性). $X$ の特異集合 $Sx$ の 1-容量はゼロで
ある.

証明. 定理 3.7から, $DC(X)$ はエネルギー形式 $(\mathcal{E}, W^{1,2}(X))$ の special
standard core になることに注意しよう. 従って任意の $\delta>0$ に対して,

Cap $(S_{\delta})=\inf\{\Vert u\Vert_{W^{1.2}}^{2}|u\in DC(X), u|s_{\delta}\geq 1\}$

$\leq\lim_{k\rightarrow\infty}\Vert 1-\phi_{k}\Vert_{W^{1,2}}^{2}=0$

が成り立つ. ここで $\phi_{k}$ は $ C:=S\delta$ に対して前に定義したものである.
これから定理が従う 口

3.4. $DC$ 構造の下でのテンソル解析. この章では Perelman [83] が導
入した $DC$ 構造の下でのテンソル解析を, 多様体論の復習も兼ねて丁
寧に解説する. 最終目標は発散公式 (命題 3.12) の証明である.
ここでは Alexandrov 空間より一般の設定で考えよう. $M$ を $n$次元の

パラコンパクトな位相多様体, $\mathcal{A}$ をその与えられたアトラス, $S\subset M$

を閉部分集合とする. 以下の条件を仮定する.

(i) $ U\cap V\neq\emptyset$ をみたす任意の 2つの局所座標 $(U, \varphi),$ $(V, \psi)\in \mathcal{A}$ に

対して, 座標変換 $\psi\circ\varphi^{-1}$ : $\varphi(U\cap V)\rightarrow\psi(U\cap V)$ は $DC$ 力\supset つ

$\varphi(U\cap V\backslash S)$ 上で $C^{1}$ である.
(ii) 任意の局所座標 $(U, \varphi)\in \mathcal{A}$ に対して, $\varphi(U\cap S)$ は $\mathcal{H}^{n-1}$ -測度
ゼロである. ( $\mathcal{H}^{k}$ は $k$ 次元ハウスドルフ測度.)

$DC^{1}$ で $M$ 上で局所的に定義された関数 $u$ で以下の条件を満たす
もののクラスを表すとする. 任意の局所座標 $(U, \varphi)\in \mathcal{A}$ に対して,

$\overline{u}$ $:=u\circ\varphi^{-1}$ がリップシッツ連続かつ $DC$ で, さらに $\varphi(U\backslash S)$ 上で
$C^{1}$ である.

$M$ 上の局所座標でアトラス $\mathcal{A}$ に適合するものを $DC^{1}$ 局所座標と呼
ぶことにする. 我々は上の (i),(ii) をみたすような多様体 $M$ のことを特
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異集合 $S$ をもつ $DC^{1}$ 多様体と呼ぶ. $0<\delta\ll 1/n$ のとき, Alexandrov
空間 $X$ の $\delta$-特異集合の補集合 $M:=X\backslash S_{\delta}$ は特異集合 $S:=S_{X}\cap M$

をもつ $DC^{1}$ 多様体になる.
以下, $M$ を特異集合 $S$ をもつ $DC^{1}$ 多様体とする. $BV^{0}$ を $M$ 上で

局所的に定義された以下の条件をみたす関数 $u$ のクラスとする. 任意
の $DC^{1}$ 局所座標 $(U, \varphi)$ に対して, 関数 $\overline{u}$ $:=u\circ\varphi^{-1}$ が有界かつ $BV$

で, さらに $\varphi(U\backslash S)$ 上では連続である.
$DC^{1}$ 関数の一階偏導関数は $BV^{0}$ 関数になる. 次が知られている

([4, 114, 83] を見よ).

補題 3.9 ($Vol$ ‘pert [114]). $M$ 上で (局所的に) 定義された任意の $BV^{0}$

関数 $u,$ $v$ に対して, 以下が成り立っ.
(1) 積 $uv$ は $BV^{0}$ 関数である.
(2) もし $u$ が定符号で, かつ回 $\geq const>0$ ならば, $1/u$ も $BV^{0}$

である.
(3) $BV^{0}$ 関数の超関数の意味の一階偏導関数はラドン測度になり,
次をみたす.

$\frac{\partial}{\partial x^{i}}(\overline{u}\overline{v})=\frac{\partial\overline{u}}{\partial x^{i}}\overline{v}+\overline{u}\frac{\partial\overline{v}}{\partial x^{i}}$ .

ここで, 任意の $DC^{1}$ 局所座標 $(U, \varphi)$ に対して, $\overline{u}$

$:=uo\varphi$ と
おく.

注意 3.10. 補題 39(3) を得るためには定義の条件 : 「
$\varphi(U\cap S)$ が $\mathcal{H}^{n-1_{-}}$

測度ゼロ」が不可欠である. 詳しくは [4] の \S \S 3.10などを参照の事.

次に $M$ 上のテンソル場の定義をする. 定義の方法は普通の超関数
テンソル場と同じ方法による. 2つの非負整数 $r,$ $s$ に対して, 3つ組
$(U, \varphi, (T_{a_{1}^{1}\ldots a_{s}^{r}}^{i\ldots i}))$ からなるある部分族 $\mathcal{T}$ で以下の $(i)-(iii)$ をみたすもの
を考える.

(i) 各 $(U, \varphi)$ は $DC^{1}$ 局所座標で,

$\cup\{U|(U,\varphi, (T_{a_{1}^{1}\ldots a_{s}^{r}}^{i\ldots i}))\in \mathcal{T}\}=M$

が成り立っ.
(ii) 任意の $ia=1,$ $\ldots,n$ に対して, $T_{a_{1}^{1}\ldots a_{s}^{r}}^{i\ldots i}$ は $\varphi(U\backslash S)$ 上の関数,
またはより一般に $\varphi(U)$ 上の超関数である.

(iii) $ U\cap V\neq\emptyset$ をみたす任意の $(U, \varphi, (T_{a_{1}^{1}\ldots a_{s}^{r}}^{i\ldots i})),$ $(V, \psi, (S_{b_{1}\ldots b_{s}}^{j_{1}\ldots j_{r}}))\in \mathcal{T}$

に対して,

$T_{a_{1}^{1}\ldots a_{\theta}^{r}}^{i\ldots i}=j,..\cdot..\cdot,j_{\Gamma}\sum_{b_{1}^{1},,b_{s}}S_{b_{1},\ldots,b_{s}}^{j_{1},\ldots,j_{\Gamma}}\frac{\partial x^{i_{1}}}{\partial y^{j_{1}}}$

... $\frac{\partial x^{i_{\Gamma}}}{\partial y^{j_{r}}}\frac{\partial y^{b_{1}}}{\partial x^{a_{1}}}$ ... $\frac{\partial y^{b_{s}}}{\partial x^{a_{s}}}$

が成り立っ. ここで,

$(x^{1}, \ldots, x^{n})=:\varphi$ and $(y^{1}, \ldots, y^{n})$ $:=\psi$

とおく.
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$(i)-(iii)$ をみたす 2つの族 $\mathcal{T}$ と $S$ が同値であるとは, $\mathcal{T}\cup S$ がまた
$(i)-(iii)$ をみたすときを言う. この同値関係に関する同値類 $[\mathcal{T}]$ として
$M$ 上の ( $ r\cdot$ , s)-テンソル場を定義する. 任意のテンソル場 $T=[\mathcal{T}]$ と任
意の $DC^{1}$ 局所座標 $(U, \varphi)$ に対して, $\{(U, \varphi, (T_{a}|a_{*}^{r}))\}\cup \mathcal{T}\in T$ をみ

たすような $(T_{a_{1}^{1}..a_{*}^{r}}^{i\ldots.i})$ が存在する. これを局所座標 $(U, \varphi)$ に関する $T$ の

成分と呼ぶ. しばしば $T_{a_{1}^{1}\ldots a_{s}^{r}}^{i\ldots i}$ と $ T_{a}^{i....\cdot i}|.a_{s}^{r_{\circ}}\varphi$ を同一視して考えることが
ある.
テンソル場が $BV^{0}$ (または $DC^{1},$ $RM$) であるとは, その成分が

$BV^{0}$ (それぞれ $DC^{1}$ , 符号つきラドン測度) であるときをいう. 以
下, テンソル場は全て $BV^{0},$ $DC^{1}$ , または $RM$ と仮定する.

$M$ 上のテンソル場丁, $S$ とスカラー $f(M$ 上の $BV^{0}$ 関数または符
号つきラドン測度) に対して, そのテンソル積 $T\otimes S$ , 和 $T+S$ , ス

カラー倍 $fT$ は普通の多様体と同様に定義する しかし, 測度と測度
の掛け算は出来ないので, テンソル積 $T\otimes S$ は $T$ か $S$ の少なくとも
一方が $BV^{0}$ でないと定義できない. 同様に, スカラー倍 $fT$ も $f$ か

$T$ の一方が $BV^{0}$ でないと定義できないことに注意しよう.
$M$ 上のベクトル場や $p$次微分形式 (つまりカレント) もテンソル場
を使って普通に定義できる. $M$ 上のベクトル場 $V=\sum_{i}\xi^{i}\frac{\partial}{\partial x^{l}}$ による

関数 $f$ の微分

$Vf$ $:=\sum_{i}\xi^{i}\frac{\partial f}{\partial x^{i}}$

はいつでも定義できる訳ではない. もし $f$ が $DC^{1}$ で $V$ が $RM$ なら
ば, 上は意味を持つ. また $f$ も $V$ も両方ともに $BV^{0}$ のときも, 上は
意味を持つ. この様な場合に限って $Vf$ を定義する.

2つの $BV^{0}$ ベクトル場 $V=\sum_{i}\xi^{i}$轟と $W=\sum_{i}\eta^{i}\frac{\partial}{\partial y^{\iota}}$ の交換子積

[V, $W$ ] $:=\sum_{i,j}(\xi^{j}\frac{\partial\eta^{i}}{\partial x^{j}}-\dot{\psi}\frac{\partial\xi^{i}}{\partial x^{j}})\frac{\partial}{\partial x^{j}}$

は $RM$ ベクトル場になる.
与えられた $(r, s)-$テンソル場 $T,$ $1$ 次微分形式 $\omega_{1},$ $\ldots,\omega_{r}$ , ペクトル

場 $V_{1},$
$\ldots,$

$V_{s}$ に対して, 以下の様な作用を定義する.

(3.2) $T(\omega_{1}, \ldots,\omega_{r}, V_{1}, \ldots, V_{s})$

$:=\sum_{i,.,.\cdot.\cdot.’ ia_{1}^{1},,a_{s}^{r}}T_{a_{1}^{1},\ldots,a_{s}^{r}}^{i,\ldots,i}w_{1i_{1}}\ldots w_{ri_{r}}\xi_{1}^{a_{1}}\ldots\xi_{s}^{a_{*}}$

ここで $w_{ij}$ は $\omega_{i}$ の成分で, $\xi_{i}^{j}$ は $V_{i}$ の成分とする. この作用は $T$ ,
$V..V_{s},$ $\omega,$

$\ldots,$
$\omega_{r}$ らの高々一つのみが $RM$ であるときにのみ定義

される.
逆に, $M$ 上の任意の $BV^{0}1$ 次微分形式 $\omega_{1},$ $\ldots$ , \mbox{\boldmath $\omega$}7、と任意の $BV^{0}$ ベ

クトル場防, . . . , $V_{s}$ に対して, $M$ 上の符号つきラドン測度

$T(\omega_{1}, . . .,\omega_{r}, V_{1}, . . . V_{s})$

が与えられて, これが $T,$ $\omega_{i},$
$V_{i}$ らに関して線形であるとき, 上式 (3.2)

をみたすようなテンソル場が一意的に決まる.
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$BV^{0}p$次微分形式 $\omega$ の外微分 $ d\omega$ は以下の式で定義されるが, これ
は $RM(p+1)$ 次微分形式である.

$d\omega(V_{0}, \ldots, V_{p})$
$:=\sum_{i}(-1)^{i}V_{i}(\omega(V_{0}, \ldots,\hat{V}_{i}, \ldots, V_{p}))$

$+\sum_{1:<j}(-1)^{i+j}\omega([V_{i}, V_{j}], V_{0}, \ldots,\hat{V}_{i}, \ldots,\hat{V}_{j}, \ldots, V_{p})$

ここで, $V0$ . $\cdot$ . , $V_{p}$ は任意の $BV^{0}$ ベクトル場とする. 特に, もし $\omega$ が
$DC^{1}$ ならば, 外微分 $ d\omega$ は $BV^{0}$ になる.

$M$ 上のベクトル場 $V$ の内部積 $iv$ は以下のように定義される. $(p+1)$

次微分形式 $\omega$ に対して, $(0,p)-$テンソル場 $ iv\omega$ が以下で定まる.

$i_{V}\omega(V_{1}, \ldots, V_{n})$ $:=\omega(V, V_{1}, \ldots, V_{p})$

ここで, $V_{1},$
$\ldots,$

$V_{p}$ は $M$ 上のベクトル場である. ただし, $iv^{\omega}(V1, \ldots, V_{p})$

は, $\omega,$ $V,$ $V_{1},$ . . . , $V_{p}$ らの内の高々–っが $RM$ であるときのみ定義され
ることに注意する.

$M$ 上の $BV^{0}$ ベクトル場 $V$ に関する $BV^{0}(0,p)-$テンソル場 $\omega$ の

リー微分 $ Lv\omega$ は以下の式により, $RM$ ( $0$ ,p)-テンソル場として定まる.

$(L_{V}\omega)(V_{1}, \ldots, V_{p})$ $:=V(\omega(V_{1}, \ldots, V_{p}))$

$-\sum_{i=1}^{p}\omega(V_{1}, \ldots, [V, V_{i}], \ldots, V_{p})$

ここで, $V_{1},$
$\ldots,$

$V_{p}$ は $BV^{0}$ ベクトル場. 計算により次が成り立つこと
が分かる.

(3.3) $L_{V}\omega=\left\{\begin{array}{l}i_{V}d\omega+di_{V}\omega (p\geq 1\text{のとき})\\i_{V}d\omega (p=0\text{のとき})\end{array}\right.$

部分集合 $N\subset M$ が $M$ の $m$ 次元 $DC^{1}$ 部分多様体であるとは, 任
意の点 $x\in N$ に対して, $x$ のまわりのある $DC^{1}$ 局所座標 $(U, \varphi)$ と $m$

次元平面 $L\subset \mathbb{R}^{n}$ が存在して, $\varphi(N\cap U)=L\cap U$ をみたすときを言う.
$M$ の $DC^{1}$ 部分多様体 $N$ 上には自然に $DC^{1}$ 構造が導入されるが, 特
異集合のハウスドルフ次元が $m-1$ より大きくなる可能性があり, $N$

上では補題 39(3) が成り立たず, テンソル計算がうまく行かない部分
が生じる. $(n-1)$ 次元の $DC^{1}$ 部分多様体を $DC^{1}$ 超曲面と呼ぶ. $M$

上の $(n-1)$ 次の微分形式 $\omega$ に対して, $DC^{1}$ 超曲面 $N$ の上に $(n-1)$

次微分形式 $\iota^{*}\omega$ が

$\iota^{*}\omega(V_{1}, \ldots, V_{n-1})$ $:=\omega(V_{1}, \ldots, V_{n-1})$

で定義される. ここで, $V_{1},$
$\ldots,$

$V_{n-1}$ は $N$ に接するベクトル場である.
多様体と全く同様に部分積分を使った計算から次の命題を証明できる.

命題 3.11 (ストークスの公式). $\Omega\subset M$ を $DC^{1}$ 超曲面で囲まれる向
き付け可能なコンパクトな領域とする. すると, 任意の $BV^{0}(n-1)$
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次微分形式 $\omega$ に対して,

$\int_{\Omega}d\omega=\int_{\partial\Omega}\iota^{*}\omega$ .

が成り立っ.

これ以降では, $M$ は $BV^{0}$ リーマン計量 $g=(g_{ij})$ を持つと仮定す
る. (つまり $g$ は対称正値な $BV^{0}(0,2)-$テンソル場. )Perelman [83]
は [81] で定義された Alexandrov 空間上の自然なリーマン計量が $BV^{0}$

であることを証明した. $G:=clet(gi.j)$ とおき,

$dvo1_{M}$ $:=\sqrt{G}dx^{1}\wedge\cdots\wedge dx^{n}$

を体積要素とする. すると, $dvo1_{AI}$ は $M$ 上の $BV^{0}n$ 次微分形式で
あり, $M$ が向き付け可能なときのみ大域的に定義される. また一方で
$dvo1_{M}$ を $M$ 上の正値ラドン測度と同一視できて, これは $M$ が向き付
け不可能なときでも大域的に定義される. Alexandrov 空間 $X$ に対し
ては $dvolx$ は $d\mathcal{H}^{n}$ と同一視される.

$M$ 上の $BV^{0}$ ペクトル場 $V=\sum_{i}\xi^{i}\frac{\partial}{\partial x^{i}}$ の $DC$ 発散 $div^{DC}V$ を

$div^{DC}V$ $:=L_{V}dvo1_{M}=\sum_{i}\frac{\partial}{\partial x^{i}}(\sqrt{G}\xi^{i})dx^{1}\wedge\cdots\wedge dx^{n}$

で定義する. これは体積要素と同様に, $M$ 上の符号つきラドン測度と
同一視することが出来る. $M$ が $C^{\infty}$ リーマン多様体のときは, $M$ 上
の $C^{\infty}$ ペクトル場 $V$ の普通の意味の発散 $divV$ に対して, $div^{DC}V=$

$(divV)dvolM$ が成り立つことを注意しよう. $M$ 上の $DC^{1}$ 関数 $u$ の

$DC$ ラプラシアン $\triangle^{DC}u$ を

$\Delta^{DC}u:=-div^{DC}\nabla u$ .
で定義する. これは一般に符号付きラドン測度である.

$\Omega\subset M$ を $DC^{1}$ 超曲面で囲まれるコンパクト部分集合とする. この.
とき, $\partial\Omega\cap S$ のハウスドルフ次元は $n-2$ 以下なので, $\partial\Omega$ に沿った
内向き法ベクトル場 $n$ は $\mathcal{H}^{n-2}- a.e$ . で定義出来る. $M$ のリーマン計量
$g$ から $\partial\Omega$ 上の $BV^{0}$ リーマン計量 $ g\partial\Omega$ が自然に導入される.

命題 3.12 (発散公式). $M$ 上の任意の $BV^{0}$ ベクトル場 $V$ に対して,

$\int_{\Omega}div^{DC}V=-\int_{\partial\Omega}\langle V)n\rangle dvo1_{\partial\Omega}$ ,

が成り立つ. ここで, \langle $\cdot,$

$\cdot$ } はリーマン計量 $g$ から導入される内積で
ある.

証明. この証明は $C^{\infty}$ 多様体の場合と全く同じである. つまりもし, $\Lambda/I$

が向き付け可能なら, (3.3) より $div^{DC}V=d(i_{V}\omega_{M})$ が成り立ち, さ
らに

\langle V, $n\rangle$ $dvo1_{\partial\Omega}=\langle V, n\rangle\iota^{*}(i_{n}dvo1_{M})=\iota^{*}(i_{V}dvo1_{M})$

を得る. 従って, ストークスの公式より発散公式を得る.
$M$ が向き付け不可能な場合は, $\Omega\subset M$ の向き付け可能な 2重被覆

$\hat{\Omega}\subset\hat{\Lambda^{\prime}}I$ をとれば, 上の議論より証明できる 口
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3.5. $C^{\infty}$ 構造. 次の定理は後の章で重要な役割を果たすことになる.

定理 3.13 ( $C^{\infty}$ 近似定理). $X$ を $n$次元 Alexandrov 空間で曲率 $\geq\kappa$ と
し, $0<\delta\ll 1/n$ と仮定する. $X$ の $\delta$ -特異点を含まないような任意の
コンパクト部分集合 $C\subset X$ に対して, $S_{\delta}$ と交わらないようなある $C$

の開近傍 $U$ が存在して, 以下の (1),(2) を満たす.

(1) $U$ 上 $DC^{1}$ 構造は $C^{\infty}$ 構造に拡張され, それに付随する $U$ 上
の $C^{\infty}$ リーマン計量 $\overline{g}\delta$ が存在して, それは $U\backslash Sx$ 上で

$|g_{X}-\tilde{g}_{\delta}|<\theta_{n,\kappa}(\delta)$

をみたす. ここで, $g_{X}$ は $X$ のリーマン計量で, $|\cdot|$ は $C^{0}$ ノ

ルム.
(2) 上の $C^{\infty}$ 構造は次の意味で一意である. 次元 $n$ にのみ従属す

るある $\epsilon_{n}>0$ が存在して, $U$ 上 $|g_{X}-\tilde{g}|<\epsilon_{n}$ を満たすような
$C^{\infty}$ リーマン計量 $\overline{g}$ を持つような $U$ 上の $C^{\infty}$ 構造は一つしか
ない.

証明. 先ず (1) を示す. この証明のためには, $C$ のある開近傍 $U$ から
ある $C^{\infty}$ リーマン多様体 $N$ への \mbox{\boldmath $\theta$}n,\kappa (\mbox{\boldmath $\delta$})概等長な $DC^{1}$ 同型写像 $f$ を
構成すれば良い. その本質的なアイディアは大津氏の論文 [78] による.
ここでは証明の概略のみを述べよう.

$\delta>0$ と $x\in X$ に対して, 長さが $\rho$ 以上の $x$ におけるある $(n, \delta)-$

strainer が存在するような $\rho>0$ の上限のことを, $x$ における $\delta$ -strain
radius と呼ぶ. 任意の $\delta>0$ に対して, コンパクト集合 $C\subset X\backslash S_{\delta}$

の上では, $\delta$-strain radius はある正の定数以上になることが簡単に分
かる. 与えられたコンパクト集合 $C\subset X\backslash S_{\delta}$ 上での $\delta$-strain radius
の下限を $\ell(>0)$ とおく. $0<r\ll\delta,$ $l$ なる $r$ を固定する. $C$ の 0.3r-
離散なネット $\{Pi\}$ をとり, 各 $Pi$ における長さが $\geq\ell$ の $(n$ , \mbox{\boldmath $\delta$} $)$-strainer
$\{pi\alpha\}_{\alpha=\pm 1,\ldots,\pm n}$ をとる. すると, $B(pi)r)$ から $U_{i}$ $:=f_{i}(B(pi, r))$ への

写像

$f_{i}(x)$ $:=(\frac{1}{\mathcal{H}^{n}(B(p_{i\alpha},r^{\prime}))}\int_{B(p_{i\alpha},r}$

り
$d_{X}(y, x)\mathcal{H}^{n}(dy))_{\alpha=1,\ldots,n}$

は $\theta_{n,\kappa}(\delta)$ -概等長な $DC^{1}$ 同型になる. ここで $0<r^{\prime}\ll r$ とする. この

$(U_{i}, f_{i})$ たちを張り合わせて, 定理の $N$ と $f$ を構成する. その張り合
わせのための写像を以下に作る. 等長写像 $F_{ij}$ : $U_{i}\rightarrow \mathbb{R}^{n}$ が存在して,
任意の $i,$ $j$ #こ対して

$B(pi, 0.9r)\cap B(pj, 0.9r)$ 上で $|Fijofi-fj|<\theta_{n,\kappa}(\delta)r$

$B(pi, 0.9r)\cap B(pj, 0.9r)$ 上 $\mathcal{H}^{n}- a.e$ . で $|dFijodfi-dfj|<\theta_{n,\kappa}(\delta)$

が成り立つ. Fi.j らは $F\circ F\circ F_{ij}=id$ をみたすとは限らないので,
これをみたすよう F馬らを改造しよう. $C^{\infty}$ 関数 $\phi$ : $[0, \infty$ ) $\rightarrow[0, \infty$ )
を $[0,1/2]$ 上で $\phi=1$ , $[1, \infty$ ) 上では $\phi=0$ , かつ $-4\leq\phi^{\prime}\leq 0$ を
みたすようにとる. $x\in U_{i}$ に対して, $\psi_{i}(x)$ $:=\phi(|x|/0.8r)$ とおく.
$\tilde{F}_{1j}$ $:=F1j,\tilde{F}_{j1}$ $:=\overline{F}_{1j}^{-1}$ と定義する. $j\geq 2$ のとき, 写 $\text{像_{}F}^{1}\sim 2j$ : $U_{2}\rightarrow \mathbb{R}^{n}$
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を, 任意の $x\in U_{2}$ に対して

$\tilde{F}_{2j}(x)$ $:=\psi_{1}0\tilde{F}_{21}(x)\cdot\tilde{F}_{1j}0\tilde{F}_{21}(x)+(1-\psi_{1}0\overline{F}_{21}(x))F_{2j}(x)$

で定義する. すると, $\overline{F}_{2j}$ は $\mathbb{R}^{n}$ の開集合の間の微分同相写像となる.
$\tilde{F}_{j2}$ $:=\overline{F}_{2j}^{-1}$ とおく. 定義から, $V_{i}$ $:=fi(B(pi, 0.4r))$ とおくと $\overline{F}_{12}(V1)$

上では $\tilde{F}_{2j}=\tilde{F}_{1j}\circ\tilde{F}_{21}$ が成り立っことが分かる. 他の $\tilde{F}_{ij}$ : $U_{i}\rightarrow \mathbb{R}^{n}$ も
同じ方法で帰納的に定義できるが, 詳細は省く.
直和 $\overline{N}$

$:=ui(V_{i}-\times\{i\})$ の 2つの要素 $(x, i)\in V_{i}\times\{i\},$ $(y,j)\in V_{j}\times\{j\}$

に対して, $y=F_{ij}(x)$ が成り立つとき, これらが同値であると定義す
る. この同値関係に関する $\tilde{N}$ の商空間を $N$ と定義し, $\pi$ : $\tilde{N}\rightarrow N$

を自然な射影とする. $\varphi_{i}$ : $\hat{V}_{i}$. $:=\pi(V_{i}\times\{i\})\rightarrow V_{i}$. を自然な同型写像
とすると, $N$ はアトラス $\{(\hat{V}i, \varphi i)\}i$ をもつ $C^{\infty}$ 多様体であり, 写像

$\overline{F}_{ij}$ : $V_{i}\rightarrow V_{j}$ はその座標変換になっている. $N$ の $C^{\infty}$ リーマン計量の
定義は省略する.
求める同型写像 $f$ : $U:=\bigcup_{i}B(pi0.4r)\rightarrow N$ は, 以下で定義される

写像 $f^{(i)}$ の帰納的極限として得られる.

$f^{(1)}(x):=f_{1}(x)$ ,

$f^{(2)}(x)$ $:=\psi_{1}\circ f^{(1)}(x)\cdot\tilde{F}_{12}\circ f^{(1)}(x)+(1-\psi_{1}\circ f^{(1)}(x))f_{2}(x)$ ,

(2) は [97] の結果から従う. 口

次は $X$ がリーマン多様体の時には良く知られている.

命題 3.14 (微分可能安定性). $n\in N$ と $\kappa\in \mathbb{R}$ を固定する. もし, 曲率
$\geq\kappa$ のコンパクトな $n$ 次元 Alexandrov 空間の列 $\{X_{i}\}_{i=1,2},\ldots$ が, ある

$\delta$ -特異点を持たないコンパクトな $n$ 次元 Alexandrov 空間へ収束した
とすると, 十分大きな $i$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ対して $X_{i}$ は $X$ に $C^{\infty}$ 微分同相になる. こ

こで, $0<\delta\ll 1/n$ とする.

証明. 命題の仮定の下で, [115] (または後で証明する定理 65) により,
十分大きな $i$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ対して $X_{i}$ は $X$ に \mbox{\boldmath $\theta$}n(\mbox{\boldmath $\delta$})-概等長であることが分かって
いる. これより命題は従う. 口

この命題の直接の結果として以下の球面定理の一種を得る. これは
[80] の定理の拡張である.

系 3.15 (微分可能球面定理). 自然数 $n$ にのみ従属するある定数 $\epsilon_{n}>0$

が存在して, 曲率 $\geq 1$ で $\mathcal{H}^{n}(X)\geq\omega_{n}-\epsilon_{n}$ をみたす様な任意の $n$ 次
元 Alexandrov 空間 $X$ は標準球面 $S^{n}$ に $C^{\infty}$ 微分同相である. ここで,
$\omega_{n}$ は $n$ 次元単位球面の体積である.

3.6. エネルギー形式と解析的構造との関係. この章では, $X$ をコンパ
クトな $n$ 次元 Alexandrov 空間で境界を持たないと仮定する. 最初に,
発散公式 (命題 3.12) と $C^{\infty}$ 近似定理 (定理 3.13) を使って, 以下を
証明する.
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定理 3.16 (グリーンの公式). 任意の $u\in DC_{0}^{1}(X\backslash S\delta)$ と $v\in DC^{1}(X)$

に対して,

$\int_{X}v\triangle^{DC}u=\mathcal{E}(u,v)$

が成り立っ.

証明. $u\in DC_{0}^{1}(X\backslash S\delta)$ と $v\in DC^{1}(X)$ を勝手にとって固定する. 定理
3.13を $C$ $:=suppu$ に対して適用すると, $C$ のある近傍 $U(U\subset x\backslash S\delta)$

の上に $C^{\infty}$ 構造が存在する. $C$ からの距離関数 $dx(C, \cdot)$ をある $C^{\infty}$ 関
数 $\rho$ : $[0, \infty$ ) $\rightarrow U$ で近似することが出来る. サードの定理を使うと,
$\rho$ のある正則値 $r>0$ が存在して, $\rho^{-1}(r)$ は $U$ の $C^{\infty}$ 閉超曲面になり,
$C\subset\rho^{-1}([0, r])\subset U$ が成り立つようにできる. 集合 $\Omega$ $:=\rho^{-1}([0, r])$

は $\delta$-特異点を含まず, その境界 $\partial\Omega=\rho^{-1}(r)$ は $ X\backslash S\delta$ の $DC^{1}$ 超曲面
である. 簡単な計算で次が分かる.

$v\triangle^{DC}u=$ {Vu, $\nabla v\rangle$ $dvo1_{X}-div^{DC}(v\nabla u)$ .

この両辺を $\Omega$ 上で積分して発散公式 (命題 3.12) を使うと, 最後の項は
消えて, 定理を得る 口

上の定理 3.16より直接以下を得る.

系 3.17. 関数列 $ui\in DC_{0}^{1}(X\backslash S_{\delta})$ がある関数 $u\in \mathcal{D}(\Delta)$ へ $W^{1,2}$ 収
束したとすると,

$\lim_{i\rightarrow\infty}\int_{X}v\triangle^{DC}u_{i}=\int_{X}v\Delta ud\mathcal{H}^{n}$

が任意の $v\in DC_{0}^{1}(X)$ に対して成り立っ.

$\partial X=\emptyset$ と仮定しているので, 定理 3.1より, 任意の $u\in \mathcal{D}(\triangle)$ に対
して上の系のような関数列 $ui$ はかならず存在する. 系 3.17より, 任意
の $u\in DC_{0}^{1}(X\backslash S_{\delta})\cap \mathcal{D}(\Delta)$ に対して, $\triangle^{DC}u=\triangle ud\mathcal{H}^{n}$ なので,

$\triangle u=-\frac{1}{\sqrt{\det g}}\sum_{i}\frac{\partial}{\partial x_{i}}(\xi^{i}\sqrt{\det g})$
$\mathcal{H}^{n}- a.e$ .

が得られる. しかしながら, $\mathcal{D}(\triangle)$ と $DC_{0}^{1}(X\backslash S\delta)$ は両方とも $W^{1,2}(X)$

で稠密あるにもかかわらず, その共通部分 $\mathcal{D}(\Delta)\cap DC_{0}^{1}(X\backslash S_{\delta})$ が非
自明な関数を含むかどうかは分からない. 関数 $u$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ対して $\Delta u$ を具体
的に計算する方法は存在しないが, 一方で $\triangle^{DC}u$ は局所座標から計算
できる. 系 3.17は計算できない $\triangle$ を計算できる $\triangle^{DC}$ で近似できるこ
とを意味している.
次にエネルギー形式と距離関数の関係ついての次の定理を証明する.

定理 3.18 (カラテオドリ距離の適合性). $X$ 上のエネルギー形式 $\mathcal{E}$ か

ら導入されるカラテオドリ距離関数 $d\mathcal{E}$ は $X$ 上で元の距離関数 $dx$ に

一致する.



142 塩谷隆

証明. 任意の 2点 $x,$ $y\in X$ を固定する. $d\mathcal{E}$ の定義を思い出すと,

$d_{\mathcal{E}}(x, y)=\sup\{u(y)-u(x)|u\in W_{1oc}^{1,2}(X)\cap C(X)$ ,
$|\nabla u|\leq 1\mathcal{H}^{n}- a.e$ . }

である. $x$ からの距離関数 $dx(x, \cdot)$ はリップシッツなので, $ dx(x, \cdot)\in$

$|/V_{1oc}^{1,2}(X)\cap C(X)$ であり, さらに $|\nabla d_{X}(x, \cdot)|\leq 1\mathcal{H}^{n}- a.e$ . だから,

$d_{\mathcal{E}}(x, y)\geq d_{X}(x, y)-d_{X}(x, x)=d_{X}(x, y)$ .

逆に, $|\nabla u|\leq 1\mathcal{H}^{n}- a.e$ . をみたす関数 $u\in W_{1oc}^{1,2}(X)\cap C(X)$ を

とる. $u(y)-u(x)\leq dx(x, y)$ を証明すれば十分である. 十分小さい
$\epsilon>0$ を固定すると, $dx(x, x_{\epsilon}),$ $ dx(y, y_{\epsilon})<\epsilon$ をみたすようなある 2点
$x_{\epsilon},$

$y_{\epsilon}\in X\backslash Sx$ を取ることができる. $x_{\epsilon}$ と $y_{\epsilon}$ を結ぶ最短測地線 $\gamma$ を

とる.
$\gamma\cap Sx=\emptyset$ なので, 定理 3.13により, ある $\gamma$ の近傍 $U$ の上に $C^{\infty}$

構造とそれに従属するリーマン計量 $\tilde{g}$ が存在して, $U\backslash S_{X}$ 上で

(3.4) $|g_{X}-\overline{g}|<\epsilon$

が成り立つ. [81] の Proposition 6.1より $\gamma$ は $C^{1}$ 曲線なので, $x_{\epsilon}$ か

ら $y_{\epsilon}$ へ結ぶような ( $\overline{g}l$こ関して) 弧張にパラメータを持つ $C^{\infty}$ 曲線
$c$ : $[0, P]\rightarrow U$ が存在して,

(3.5) $P=L(c)\leq(1+\theta(\epsilon))d_{X}(x_{\epsilon},y_{\epsilon})$

をみたす. 任意の $t\in[0, \ell]$ に対して, $\{E_{1}(t), \ldots, E_{n-1}(t),\dot{c}(t)\}$ が $\tilde{g}$

に関する $T_{c(t)}U$ の正規直交基底になるように, $c$ に沿った $C^{\infty}$ ベクト
$J$レ場 $E_{i}(t)(i=1, \ldots, n-1)$ を定めることができる. $I$ $:=(-\delta, \delta)^{n-1}$

$(\delta>0)$ とおくとき, $\delta$ を十分小さくとれば, 写像

$\varphi:I\times[0,l]\ni(x^{1}, \ldots,x^{n-1},t)\mapsto\exp_{c(t)}\sum_{i}x^{i}E_{i}(t)\in U$

が中への微分同相になり, さらに, 座標 $\varphi^{-1}=(x^{1}, \ldots, x^{n})(x^{n} :=t)$

に従属したリーマン計量の係数 $\tilde{g}ij$ が次をみたす.

(3.6) $|\tilde{g}_{ij}-\delta_{ij}|<\epsilon$ $()$
$\overline{u}$

$:=u\circ\varphi$ とおく. (3.4), (3.6) と $\sum_{i,j=1}^{n}g^{ij}\frac{\partial\overline{u}}{\partial x^{i}}\frac{\partial\overline{u}}{\partial x^{j}}=|\nabla u|^{2}\leq 1\mathcal{H}^{n}- a.e$ .
より,

$I\times[0, \ell]$ 上 $\mathcal{H}^{n}- a.e$ . で $|\frac{\partial\overline{u}}{\partial t}|\leq 1+\theta(\epsilon)$

$B\grave{\grave{>}}$成り $\underline{\backslash }L$っ. $\mathcal{H}^{n-1}- a.e$ . $z\in I$ に対して, $t\mapsto\overline{u}(z, t)$ は絶対連続で, その
$ f_{|5B|Jffl^{I}P\ovalbox{\tt\small REJECT}h\Xi\S 11,\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{味}}\backslash \cdot$での $i^{\prime}*\theta^{\backslash }J\frac{\partial\overline{u}}{\partial t}(z, t)$ に a.e. $t\in[0, p]$ で一致する (詳
し \langle $\ovalbox{\tt\small REJECT}h[32]$ の \S 4.9.2 Theorem $2(i)$ およびその証明を参照せよ). 従っ
て, $\mathcal{H}^{n-1}- a.e$ . $z\in I\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ $\lambda\backslash f$ して

$\overline{u}(z,\ell)-\overline{u}(z,0)\leq\int_{0}^{\ell}|\frac{\partial\overline{u}}{\partial t}|dt\leq(1+\theta(\epsilon))l$ .

これと (3.5) から
$u(y_{\epsilon})-u(x_{\epsilon})\leq(1+\theta(\epsilon))d_{X}(x_{\epsilon},y_{\epsilon})$ .
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$\epsilon\rightarrow 0$ とすると, 定理の証明が終る. $\square $

4. 非線形ソボレフ空間とエネルギー汎関数

4.1. エネルギー汎関数の構成. 局所コンパクトで可分な距離空間 (X, $dx$ )
で正値ラドン測度 $mx$ もったもの (言い替えると, 測度空間 (X, $mx$ )
で距離関数 $dx$ を持ったもの) を測度距離空間と呼ぶ. 以下に 「測度
距離空間のリッチ曲率が下に有界である」 という概念を定義しよう.

定義 4.1 (リッチ曲率が下に有界な測度距離空間). 自然数 $n\geq 2$ と実
数 $\kappa$ を固定する. $X$ を測度距離空間で $suppmx=X$ と仮定する. $X$

は次元 $n$ に関してリッチ曲率が $(n-1)\kappa$ 以上であるということを, あ
る写像の族 $\{\Phi_{t} : X\times X\rightarrow X\}_{t\in[0,1]}$ が存在して以下の $(i)-(iv)$ をみた
すことで定義する.

(i) 任意の 2点 $x,$ $y\in X$ に対して, 写像 $[0,1]\ni t\mapsto\Phi_{t}(x, y)\in X$

は $x$ から $y$ へ結ぶ最短測地線である. ここで, パラメータは $t$

は弧長に比例する.
(ii) 各 $t\in[0,1]$ に対して, 写像 $\Phi_{t}$ : $X\times X\rightarrow X$ は $mx\otimes mx$-可
測である.

(iii) 任意の点 $x\in X$ と実数 $t\in[0,1]$ を固定して, 任意の $y\in X$

に対して $f(y)$ $:=\Phi_{t}(x, y)$ とおく. このとき, push-forward 測
度 $f_{*}mx$ の $mx$ によるラドンーニコディム微分が次をみたす.

$\frac{d(f_{*}m_{X})}{dm_{X}}\leq(1+\theta_{n,\kappa}(d_{X}(x,y)))t^{-n}$

言い替えると, $mx$-可測な部分集合 $A\subset X$ に対して,

$m_{X}(f(A))\geq(1-\theta_{n,\kappa}(d_{X}(x,y)))t^{n}m_{X}(A)$

が成り立っ.
(iv) 任意の $x\in X$ と $r>0$ に対して,

$m_{X}(B(x,r))\leq(1+\theta_{n,\kappa}(r))r^{n}$

が成り立っ.

ある 2点 $x$ と $y$ を結ぶ最短測地線が複数本あるときには, $\Phi_{t}(x, y)$

の取り方は一意的でないことを注意する. 我々は常に $X$ に対して $\{\Phi_{t}\}$

を一つ固定して考える. 以下が成り立つ.
$\bullet$ もし $M$ が $n$次元完備リーマン多様体で (普通の意味での) リッ
チ曲率が $\geq(n-1)\kappa$ ならば, $M$ はリーマン計量から導入され
る体積測度と距離関数に関して, 定義 4.1の意味で, 次元 $n$ に

関してリッチ曲率が $\geq(n-1)\kappa$ となる. このとき, 上の $\theta_{n,\kappa}(\cdot)$

は具体的に求まる.
$\bullet$ もし $X$ が $n$次元 Alexandrov 空間で曲率が $\geq\kappa$ ならば, $X$ は

その距離関数 $dx$ と $n$次元ハウスドルフ測度 $\mathcal{H}^{n}$ に関して, 次
元 $n$ でリッチ曲率が $\geq(n-1)\kappa$ となる. $\{\Phi_{t}\}$ の可測性は [60]
の Proposition 6.1を見よ.
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この章ではこれ以降, $X$ を次元 $n$ に関してリッチ曲率が $(n-1)\kappa$

以上であると仮定し, $Y$ を完備距離空間, $d_{Y}$ をその距離関数とする.
簡単のため, $X$ はコンパクトであると仮定する. 実数 $p\geq 1$ と基点
$o\in Y$ を固定する.

定義 4.2 (写像空間). 以下のように写像空間を定義する.
$C^{Lip}(X, Y)$ $:=\{u:X\rightarrow Y|Lip(u)<\infty\}$ ,

(つまり, $X$ から $Y$ へのリップシッツ写像全体の集合)
$L^{p}(X, Y)$ $:=\{u:X\rightarrow Y|u$ は $rnx$-可測で

$x\mapsto dx(u(x), 0)^{p}$ は可積分}/\sim

ここで, $\sim$ は次で定義される同値関係: $u\sim v\Leftrightarrow mx- a.e$ . $x\in X$ に

対して $dx(u(x), v(x))=0$ .
2つの写像 $u,$ $v\in L^{p}(X, Y)$ の間の $L^{p}$ 距離を以下で定義する.

$d_{L^{p}}(u,v)$ $:=(\int_{X}d_{Y}(u(x),v(x))^{p}m_{X}(dx))^{1/p}$

すると, $(L^{p}(X, Y),$ $dL^{p}$ ) は完備距離空間になる. ここでは $X$ をコンパ
クトと仮定したので, 空間 $L^{p}(X, Y)$ は基点 $0\in Y$ の取り方によらず
に定まる.

$X$ 上の非負連続関数全体の集合を $C_{+}(X)$ とおく.

定義 43(近似エネルギー汎関数). 実数 $r>0$ と関数 $\varphi\in C_{+}(X)$ を固
定する. $\varphi$ に関する写像 $u\in L^{p}(X, Y)$ の $p$次の近似エネルギー $E_{\varphi}^{p,r}(u)$

を以下で定義する.

$E_{\varphi}^{p,r}(u)$ $:=\frac{1}{2r^{n}}\int_{X}\varphi(x)\int_{B(x,r)}(\frac{d_{Y}(u(x),u(y))}{d_{X}(x,y)})^{p}m_{X}(dy)m_{X}(dx)(\leq\infty)$

ここで, $B^{*}(x, r)$ $:=B(x, r)\backslash \{x\}$ とお $\langle$ .
$\mathcal{D}(E_{\varphi}^{p,r})$ $:=\{u\in L^{p}(X, Y)|E_{\varphi}^{p,r}(u)<\infty\}$

とおく.

注意 44. もし $Y$ がヒルベルト空間で, $p=2,$ $\varphi=1$ とおくなら
ば, $E_{\varphi}^{p,r}=E_{1}^{2,r}$ は 2次形式になる. 実際, 双線形形式 $\mathcal{E}^{r}$ : $\mathcal{D}(E_{1}^{2,r})\times$

$\mathcal{D}(E_{1}^{2,r})\rightarrow \mathbb{R}$ を

$\mathcal{E}^{r}(u, v)$ $;=\frac{1}{2r^{n}}\int_{0<d_{X}(x,y)<r}\frac{(u(x)-u(y),v(x)-v(y))}{d_{X}(x,y)^{2}}$

$m_{X}\otimes m_{X}$ (dxdy), $u,v\in \mathcal{D}(E_{1}^{2,r})$

で定義すると, $E_{1}^{2,r}(u)=\mathcal{E}^{r}(u, u)$ が成り立つ. ここで, $(\cdot, \cdot)$ は $Y$ の

内積.

写像 $u\in L^{p}(X, Y)$ のエネルギーは近似エネルギー $E_{\varphi}^{p,r}(u)$ の $r\rightarrow 0$

としたときの極限として定義するが, この収束の証明のために次の補
題が重要である.
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補題 4.5. $\varphi\in C_{+}(X)_{f}u\in L^{p}(X, Y),$ $0<r<R$ とする. 任意の $N\in \mathbb{N}$

と $[0,1]$ の任意の分割 $0=t_{0}<t_{1}<\cdots<t_{N}=1$ に対して,

(4.1) $E_{\varphi}^{p,r}(u)\leq(1+\theta_{n,\kappa}(R))\sum_{k=1}^{N}(t_{k}-t_{k-1})E_{\varphi_{r}}^{p,r(t_{k}-t_{k-1})}(u)$

が成り立つ. 特に, 任意の $N\in \mathbb{N}$ に対して,

(4.2) $E_{\varphi}^{p,\prime}(u)\leq(1+\theta_{n,\kappa}(R))E_{\varphi_{r}}^{p,r/N}(u)$

が成り立ち, さらに, 任意の $t\in[0,1]$ に対して,

(4.3) $E_{\varphi}^{p,r}(u)\leq(1+\theta_{n,\kappa}(R))(tE_{\varphi,}^{p,rt}(u)+(1-t)E_{\varphi_{r}}^{p,r(1-t)}(u))$

が成り立っ. ここで, $\varphi_{r}(x)$ $:=\varphi(x)+\omega(\varphi, r)(x)$ で,

$r\mapsto\omega(\varphi,r)(x)$
$:=s\iota\iota p,|\varphi(x)-\varphi(y)|y\in B(xr)$

は $\varphi$ の $x\in X$ における連続係数である.

証明. $w_{r}(x, y)$ $:=IB(x,r)(y)$ とおくと ( $IA(x)$ は 2.1で定義した特性関
数), $w_{r}$ は対称で,

(4.4) $w_{r}(x, y)\leq w_{tr}(x, \Phi_{t}(x, y))$

をみたす. 今, $m_{r}$ $:=r^{-n/2}mx$ ,

$X_{k}(x, y^{\prime});=\varphi(x)\{\frac{d_{Y}(u(\Phi_{t_{k-1}/t_{k}}(x,y^{\prime})),u(y^{\prime}))}{d_{X}(\Phi_{t_{k-1}/t_{k}}(x,y),y^{\prime})}\}^{p}w_{t_{k}r}(x, y^{\prime})$ ,

$F_{k}(x, y)$ $:=X_{k}(x, \Phi_{t_{k}}(x,y))$

とおくと,

$E_{\varphi}^{p,r}(u)\leq\frac{1}{2}\sum_{k=1}^{N}(t_{k}-t_{k-1})\int_{X}\varphi(x)\int_{X}F_{k}(x,y)m_{r}(dy)m_{r}(dx)$

が成り立っ. $x\in X$ を固定して $y^{\prime}$ $:=y^{\prime}(y)$ $:=\Phi_{t_{k}}(x, y)$ とおくと,

定義 4.1(iii) より, $m_{rt_{k}}(dy^{\prime})/m_{r}(dy)\geq\Theta t_{k}^{n/2}$ である. ここで $\Theta$ $:=$

$1+\theta_{n,\kappa}(R)$ とおく. 従って,

$\int_{X}\varphi(x)\int_{X}F_{k}(x,y)m_{r}(dy)m_{r}(dx)$

$\leq\Theta\int_{\lambda^{\prime}}\varphi(x)\int_{X}X_{k}(x,y^{\prime})m_{rt_{k}}(dy^{\prime})m_{rt_{k}}(dx)$
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を得る. $d(x, y^{\prime})<r$ ならば $\varphi(x)\leq\varphi_{r}(y^{\prime})$ であることと, (4.4) を使う
と, 以下を得る.

$E_{\varphi}^{p,r}(u)\leq\frac{}{2}\sum_{k=1}^{N}(t_{k}-t_{k-1})\int_{\lambda^{\prime}}\varphi(x)\int_{X}[\frac{d_{Y}(u(\Phi_{t_{k-1}/t_{k}}(x,y^{\prime})),u(y^{\prime}))}{d_{\Lambda^{\prime}}(\Phi_{t_{k-1}/t_{k}}(x,y),y^{\prime})}]^{p}$

$\times w_{t_{k}r}(x, y^{\prime})m_{t_{k^{\Gamma}}}(dy^{\prime})m_{t_{k}r}(dx)$ ,

$\leq\frac{\Theta^{2}}{2}\sum_{k=1}^{N}(t_{k}-t_{k-1})\int_{\lambda^{\prime}}\varphi_{r}(y^{\prime})\int_{X}[\frac{d_{Y}(u(\Phi_{1-t_{k-1}/t_{k}}(y^{\prime},x)),u(y^{\prime}))}{d_{X}(\Phi_{1-t_{k-1}/t_{k}}(y^{\prime},x),y^{\prime})}]^{p}$

$\times w_{(t_{k}-t_{k-1})r}(y^{\prime}, \Phi_{1-t_{k-1}/t_{k}}(y^{\prime}, x))m_{t_{k}r}(dx)m_{t_{k}r}(dy^{\prime})$ .

定義 4.1(iii) より, 上式は次の式で上から評価される.

$\frac{\Theta^{4}}{2}\sum_{k=1}^{N}(t_{k}-t_{k-1})\int_{X}\varphi_{r}(y^{\prime})\int_{X}[\frac{d_{Y}(u(x^{\prime}),u(y^{\prime}))}{d_{X}(x’,y^{\prime})}]^{p}$

$\times w_{(t_{k}-t_{k-1})r}(y^{\prime},x^{\prime})m_{(t_{k}-t_{k-1})r}(dx^{\prime})m_{(t_{k}-t_{k-1})r}(dy^{\prime})$ .

$=\Theta^{4}\sum_{k=1}^{N}(t_{k}-t_{k-1})E_{\varphi_{r}}^{p,r(t_{k}-t_{k-1})}(u)$ .

従って証明終り 口

前補題より以下が得られる.

補題 46. 任意の $\varphi\in C_{+}(X),$ $u\in L^{p}(X, Y)_{f}R>0_{f}r\in(0, R/2$ ] に
対して,

$E_{\varphi}^{p,R}(u)\leq(1+\theta_{n,\kappa}(R))E_{\varphi_{R}}^{p,r}(u)$

ここで E. De Giorgi が定義した $F$-収束の概念を少し復習しておこ
う. 詳しくは [29] を参照のこと. $(L, d_{L})$ を距離空間で, { $F^{r}$ : $ L\rightarrow$

$[0, \infty]\}_{r\in(0,\infty)}$ を与えられた関数の族とする. $r\rightarrow 0$ のときの $F^{r}$ の $\Gamma-$

下極限と $\Gamma$
- 上極限をそれぞれ以下に定義する. $u\in L$ に対して,

$\Gamma-\varliminf_{r\rightarrow 0}F^{r}(u)$ $:=\lim_{\epsilon\rightarrow 0_{r}}\varliminf_{\rightarrow 0^{v\in}}\inf_{B(u\epsilon)},F^{r}(v)$ ,

$\Gamma-\varlimsup_{r\rightarrow 0}F^{r}(u)$ $:=\lim_{\rightarrow 0r}\varlimsup_{\rightarrow 0v\in}\inf_{B(u\epsilon)},F^{r}(v)$ .

$\Gamma-\varliminf_{r\rightarrow 0}F^{r}$ と $\Gamma-\varlimsup_{r\rightarrow 0}F^{r}$ は $[0, \infty]$ に値を取るような $L$ 上の下半連
続関数である ([29] の Proposition 6.8). 次の性質が知られている ([29]
の Remark 4.1と Proposition 5.1):

$\Gamma-\varliminf_{r\rightarrow 0}F^{r}\leq\Gamma-\varlimsup_{r\rightarrow 0}F^{r}$ ,

$\Gamma-\varliminf_{r\rightarrow 0}F^{r}\leq\varliminf_{r\rightarrow 0}F^{r}$
,

F- $\varlimsup_{r\rightarrow 0}F^{r}\leq\overline{r\rightarrow 01i\iota n}F^{r}$ .
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ある $u\in L$ に対して,

$\Gamma-\varliminf_{r\rightarrow 0}F^{r}(u)=\Gamma-\varlimsup_{r\rightarrow 0}F^{r}(u)$

が成り立つとき, その値を $r\rightarrow 0$ のときの $F^{r}$ の $u$ における $F$ -極限と
呼び, $\Gamma-\lim_{r\rightarrow 0}F^{r}(u)$ で表す. もし, 各 $u\in L$ に対して, $F^{r}(u)$ が $r$

に関して単調ならば, $F^{r}$ の \Gamma 極限は常に存在する. もし, 各 $F^{r}$ が $L$

上で下半連続かっ各 $u\in L$ に対して $F^{r}(u)$ が $r\backslash 0$ に関して単調非
減少ならば, $F^{r}$ の \Gamma 極限は点別極限と一致する ([29] の Propositions
5.4, 5.7).
ここでは, $(L, dL):=(L^{p}(X, Y),$ $dL^{p}$ )

$,$

$F^{r}$
$:=E_{\varphi}^{p,r}$ で考える. $E^{p,r}$ $:=$

$E_{1}^{p,r}$ とおく (つまり $\varphi$ $:=1$ にとる).

補題 4.7. 任意の $\varphi\in C_{+}(X)_{f}u\in U(X, Y),$ $R>0$ に対して,

(4.5) $E_{\varphi}^{p,R}(u)\leq(1+\theta_{n,\kappa}(R))\cdot\Gamma-\varliminf_{r\rightarrow 0}E_{\varphi_{R}}^{p,r}(u)$

が成り立つ. 特に,

(4.6) $\varlimsup_{r\rightarrow 0}E^{p,r}(u)=\Gamma-\varliminf_{r\rightarrow 0}E^{p,r}(u)$ .

もし, $\Gamma-\varliminf_{r\rightarrow 0}E^{r}(u)<\infty$ を仮定すると,

(4.7) $\varlimsup_{r\rightarrow 0}E_{\varphi}^{p,r}(u)=\Gamma-\varliminf_{r\rightarrow 0}E_{\varphi}^{p,r}(u)$

が成り立っ.

証明. 補題 46より, 任意の $\epsilon>0$ に対して,

$\inf_{v\in B(u\epsilon)},E_{\varphi}^{p,R}(v)\leq\Theta\inf_{v\in B(u\epsilon)},E_{\varphi_{R}}^{p,r}(v)$ .

ここで, 前と同様に $\Theta:=1+\theta_{n,\kappa}(R)$ とおく. $r\rightarrow 0$ の後に $\epsilon\rightarrow 0$ と
すると, $E_{\varphi}^{p,R}$ は下半連続だから, (4.5) を得る. (4.5) で $\varphi:=1$ とおい
て $R\rightarrow 0$ とすると, (4.6) を得る.
最後に (4.7) を示す. $0<r<r_{0}<R$ と仮定する.

$a_{R}$
$:=\sup_{x\in X}\omega(\varphi,R)(x)$

( $\varphi$ の $X$ における連続係数) とおく. (4.5) と補題 4.6より,

$E_{\varphi}^{p,R}(u)\leq\Theta E_{\varphi_{R}}^{p,r_{0}}(u)\leq\Theta(E_{\varphi}^{p,r_{0}}(u)+a_{R}E^{p,r_{0}}(u))$

$\leq\Theta E_{\varphi}^{p,r_{0}}(u)+a_{R}\Theta^{2}\cdot\Gamma-\varliminf_{r\rightarrow 0}E^{p,r}(u)$ .

ここで, 最後の項が $r_{0}$ によらないことに注意して, (4.5) の証明の議
論を繰り返すと,

$E_{\varphi}^{p,R}(u)\leq\Theta\cdot\Gamma-\varliminf_{r\rightarrow 0}E_{\varphi}^{p,r}(u)+a_{R}\Theta^{2}\cdot\Gamma-\varliminf_{r\rightarrow 0}E^{p,r}(u)$ .

$R\rightarrow 0$ とすれば証明が終る. 口
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定義 4.8 (エネルギー汎関数とソボレフ空間). 補題 4.7から, $r\rightarrow 0$ に

おいて $E^{r}$ の $\Gamma$
- 極限と点別極限が同じであることが分かった. この共

通の極限を

(4.8) $E^{p}$
$:=\lim_{r\rightarrow 0}E^{p,r}=\Gamma-\lim_{r\rightarrow 0}E^{p,r}(\leq\infty)$

とおき, $L^{p}(X, Y)$ 上の $P$次エネルギー汎関数と呼ぶ.
$W^{1,p}(X, Y)$ $:=\mathcal{D}(E^{p})$ $:=\{u\in L^{p}(X, Y)|E^{p}(u)<\infty\}$

を $X$ から $Y$ への $p$次ソボレフ空間と呼ぶ. さらに, $\varphi\in C_{+}(X)$ を固
定するとき, 補題 4.7から, $W^{1,p}(X, Y)$ 上では $r\rightarrow 0$ において $E_{\varphi}^{r}$ の
$\Gamma$

- 極限と点別極限が同じであることが分かるので, この極限を
$E_{\varphi}^{p}(u)$ $:=\lim_{r\rightarrow 0}E_{\varphi}^{p,r}(u)=\Gamma-\lim_{r\rightarrow 0}E_{\varphi}^{p,r}(u)<\infty$ , $u\in W^{1,p}(X, Y)$

とおく.

$C^{Lip}(X, Y)\subset W^{1,p}(X, Y)$ かつ $1\leq p\leq p^{\prime}$ のとき $ W^{1,p^{\prime}}(X, Y)\subset$

$W^{1,p}(X, Y)$ であることが簡単に分かる. 次は定理 3.7の一種の拡張で
ある. 証明は略す.

定理 49. $Y$ がバナッハ空間と仮定すると, $(E^{p}, C^{Lip}(X, B))$ は $L^{p}(X, B)$

で閉拡張可能である. さらにもし $Y=\mathbb{R},$ $p=2$ ならば, その閉包
$(E^{p}, \mathcal{D}(E^{p}))$ は $L^{2}(X)$ 上の強局所正則ディリクレ形式になり, $C^{Lip}(X)$

はその special standard core である.

もし $X$ が Alexandrov空間のとき, 3章で導入したように, $X$ はそ
の a.e. $C^{0}$ リーマン構造から決まるソボレフ空間 $W^{1,p}(X)$ があるが,
次の定理でそれとここで定義したソボレフ空間との整合性について述
べる. 証明は略す.

定理 4.10. $X$ をコンパクトな $n$ 次元 Alexandrov 空間で, $mx$ $:=\mathcal{H}^{n}$

を $n$ 次元ハウスドルフ測度とする. このとき, 定義 4.8のソボレフ空
間 $W^{1,p}(X, \mathbb{R})$ と, 3.2章で導入された $X$ の $a.e.C^{0}$ リーマン構造か
ら決まるソボレフ空間 $W^{1,p}(X)$ は同じものである. さらに, 任意の
$\varphi\in C_{+}(X)$ と $u\in W^{1,p}(X)$ に対して,

$E_{\varphi}^{p}(u)=const_{n,p}\int_{X}|\nabla u(x)|^{p}\varphi(x)\mathcal{H}^{n}(dx)$

が成り立つ. ここで, $const_{n,p}$ はある正規化定数である.

写像 $u,$ $v\in L^{p}(X, Y)$ と点 $q\in Y$ に対して, $d_{Y}(u, q)$ : $ X\ni x\mapsto$

$d_{Y}(u(x), q)\in \mathbb{R}$ , かつ $d_{Y}(u, v)$ : $X\ni x\mapsto d_{Y}(u(x), u(y))\in \mathbb{R}$ と定義
する. 以下を得る.

補題 4.11 (縮小性). $\varphi\in C_{+}(X)$ を任意の関数とする.
(1) $(Y^{\prime}, d_{Y^{\prime}})$ をもう一つ別の完備距離空間とする. 任意の関数 $ u\in$

$W^{1,p}(X, Y)$ と $\psi\in C^{Lip}(Y, Y^{l})$ に対して, $\psi\circ u\in W^{1,p}(X, Y^{\prime})$

かつ

(4.9) $E_{\varphi}^{p}(\psi\circ u)^{1/p}\leq Lip(\psi)E_{\varphi}^{p}(u)^{1/p}$
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が成立する.
(2) 任意の $u,$ $v\in W^{1,p}(X, Y)$ に対して, $d_{Y}(u, v)\in\nu V^{1,p}(X, \mathbb{R})$ かっ

(4.10) $\{E_{\varphi}^{p}(d_{Y}(u,v))\}^{1/p}\leq\{E_{\varphi}^{p}(u)\}^{1/p}+\{E_{\varphi}^{p}(v)\}^{1/p}$

が成り立っ.
(3) 任意の $u,$ $v\in W_{b}^{1,p}(X, \mathbb{R})$ $:=W^{1,p}(X, \mathbb{R})\cap L^{\infty}(X)$ に対して,

$uv\in W_{b}^{1,p}(X, \mathbb{R})$ かつ

(4.11) $\{E_{\varphi}^{p}(uv)\}^{1/p}\leq\Vert v\Vert_{\infty}\{E_{\varphi}^{p}(u)\}^{1/p}+\Vert u\Vert_{\infty}\{E_{\varphi}^{p}(v)\}^{1/p}$

が成り立っ.
(4) 任意の $u\in W^{1,p}(X, \mathbb{R}),$ $v\in C^{Lip}(X, \mathbb{R})$ に対して,

$uv\in W^{1,p}(X, \mathbb{R})$ かつ

(4.12) $\{E_{\varphi}^{p}(uv)\}^{1/p}\leq\Vert v\Vert_{\infty}\{E_{\varphi}^{p}(u)\}^{1/p}+\Vert u\varphi\Vert_{L^{p}(X)}Lip(v)$

が成り立っ.

証明. (1): $0^{\prime}\in Y^{\prime}$ を基点とすると, 任意の $x,$ $y\in X$ に対して,

(4.13) $d_{Y^{\prime}}(\psi\circ u(x), 0^{\prime})=d_{Y^{\prime}}(\psi\circ u(x), \psi(0))\leq Lip(\psi)d_{Y}(u(x), 0)$ ,
(4.14) $d_{Y^{\prime}}(\psi ou(x),\psi ou(y))\leq Lip(’\psi)d_{Y}(u(x), u(y))$

が成り立つ. (4.13) より $\psi\circ u\in L^{p}(X, Y^{\prime}, 0^{\prime})$ を, (4.14) より $\psi\circ u\in$

$W^{1,p}(X, Y^{\prime}, 0^{\prime})$ と (4.9) を得る.
(2): 三角不等式より, 任意の $x,$ $y\in X$ に対して,

$d_{Y}(u(x),v(x))\leq d_{Y}(u(x), 0)+d_{Y}(v(x),0)$ ,
$|d_{Y}(u(x),v(x))-d_{Y}(u(y),v(y))|\leq d_{Y}(u(x),u(y))+d_{Y}(v(x),v(y))$

を得る. これらから (2) が証明される.
(3) と (4) はほぼ明らか 口

4.2. エネルギー測度とボアンカレの不等式.

定理 412 (エネルギー測度の存在). 任意の $u\in W^{1,p}(X, Y)$ に対して,
$X$ 上のある有限ボレル測度 $\mu_{(u)}^{p}$ が存在して, 任意の $\varphi\in C_{+}(X)$ に対
して,

$E_{\varphi}^{p}(u)=\frac{1}{2}\int_{X}\varphi(x)\mu_{(u)}^{p}(dx)$

が成り立っ.

証明. $u\in W^{1,p}(X, Y)$ を固定する. $\psi\in C(X)$ に対して, $I(u)(\psi)$ $:=$

$E_{\psi}+(u)-E\psi-(u)$ とおく. ここで, $\psi^{+}:=\max\{\psi, 0\},$ $\psi^{-}$ $:=\max\{-\psi, 0\}$

とおく. すると, $I(u)$ : $C(X)\rightarrow \mathbb{R}$ は正値線形汎関数になる. 従って,
$X$ 上の正値ラドン測度 $\mu_{(u)}^{p}$ が存在して, 任意の $\psi\in C(X)$ に対して

$I_{(u)}(\psi)=\frac{1}{2}\int_{X}\psi(x)\mu_{(u)}^{p}(dx)$

と表せる. $\varphi\in C^{+}(X)$ に対しては $I(u)(\varphi)=E_{\varphi}(u)$ なので, これで定
理が証明できた 口
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上の測度 $\mu_{(u)}^{p}$ のことを $u\in W^{1,p}(X, Y)$ のエネルギー測度と呼ぶ. も

し $X$ が Alexandrov 空間で $Y=\mathbb{R}$ の場合は, $d\mu_{(u)}^{p}=const_{r\downarrow,p}|\nabla u|^{p}d\mathcal{H}^{n}$

が成り立っ.

注意 4.13. (1) $u\in W^{1,p}(X, Y)$ のエネルギー測度 $\mu_{(u)}^{p}$ は測度 $mx$

に対して絶対連続かどうかは分からない. もし 1 $\leq p^{\prime}<p$ ,
$u\in W^{1,p}(X, Y)$ ならば $u\in\nu V^{1,p^{\prime}}(X, Y)$ かっ $\mu_{(u)}^{p^{\prime}}\ll mx$ が成

り立つ.
(2) [109] の Proposition 6.6の証明と同様の方法で, 次が証明でき

る. $u\in C^{Lip}(X, Y)$ に対して, $\mu_{(u)}^{p}\ll mx$ かつ $ d\mu_{(u)}^{p}/dm\leq$

$Lip_{X}(u)^{p}$ が成り立つ. さらに $u\in H^{1,p}(X, \mathbb{R})$
$:=\overline{C^{Lip}(X)}^{W^{1,p}}$

に対しても $\mu_{(u)}^{p}\ll m_{X}$ が成り立つ.

定理 4.14 (弱ボアンカレ不等式). $z\in X,$ $R>r>0$ と仮定する.

(1) 任意の $u\in W^{1,p}(X, Y)$ に対して,

$\int_{B(z,r)}\int_{B(z,r)}d_{Y}(u(x),u(y))^{p}m_{X}(dx)m_{X}(dy)$

$\leq const_{n,p,\kappa,R}r^{n+p}\int_{B(z,2r)}\mu_{(u)}^{p}(dx)$

が成り立っ.
(2) 任意の $u\in W^{1,p}(X, \mathbb{R})$ に対して,

(4.15) $\int_{B(z,r)}|u(x)-u_{z,r}|^{p}m_{X}(dx)\leq const_{n,p,\kappa,R}r^{p}m_{X}(B(z,R))\int_{B(z,2r)}\mu_{(u)}^{p}(dx)$

が成り立っ. ここで, $u_{r,z}$ $:=\frac{1}{m_{X}(B(z,r))}\int_{B(z,r)}u(x)m_{X}(dx)$ と

おく.

証明. (1): $z\in X,$ $R>r>0$ を固定する. すると, $ I_{B(z,r)}\leq\varphi$ かつ

$\varphi_{r}\leq I_{B(z,2}$りをみたすような関数 $\varphi\in C_{+}(X)$ が存在する. このとき補
題 47を使って,

$\int_{B(z,r)}\int_{B(z,r)}d_{Y}(u(x),u(y))^{p}m_{X}(dx)m_{X}(dy)$

$\leq\int_{X}\varphi(x)\int_{B(x,2r)}d_{Y}(u(x),u(y))^{p}m_{X}(dy)m_{X}(dx)$

$\leq\Theta(2r)^{p}(2r)^{n}E_{\varphi}^{p,2r}(u)\leq const_{n,p,\kappa,R}r^{n+p}E_{\varphi_{r}}^{p}(u)$

$\leq const_{n,p,\kappa,R}r^{n+p}\int_{X}\varphi_{r}d\mu_{(u)}^{p}$

$\leq const_{n,p,\kappa,R}r^{n+p}\int_{B(z,2r)}d\mu_{(u)}^{p}$ .

(2): ヘルダーの不等式より,

$|u(x)-u_{z,r}|^{p}\leq\frac{1}{m_{X}(B(z,r))}\int_{B(z,r)}|u(x)-u(y)|^{p}m_{X}(dy)$ .
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これと (1) から,

$\int_{B(z,r)}|u(x)-u_{z,r}|^{p}m_{X}(dx)\leq\frac{const_{n,\kappa,R}r^{n+p}}{m_{X}(B(z,r))}\int_{B(z,2r)}\mu_{(u)}^{p}’(dx)$ .

定義 4.1(iii) から,

$\frac{r^{n}}{m_{\lambda^{\prime}}(B(z,r\cdot))}\leq\Theta\frac{R^{n}}{m_{X}(B(z,R))}$ .

従って定理の証明終り. 口

4.3. コンパクト性定理. [55] の Theorem 1.13.1と同じ方法で以下が証
明できる. 証明は省く.

定理 4.15 (コンパクト性定理). $Y$ を有限コンパクトと仮定する. する
と, $W^{1,p}(X, Y)$ の If(X, $Y$ ) への埋め込みはコンパクトである. つま
り, 写像の列 $\{u_{i}\}_{i=1,2},\ldots\subset W^{1,p}(X, Y)$ がもし

$\sup_{i}(E^{p}(u_{i})+d_{L^{p}}(u_{i}, 0))<\infty$

をみたすならば, ある部分列 $\{j\}\subset\{i\}$ と写像 $u\in W^{1,p}(X, Y)$ が存
在して, $ i\rightarrow\infty$ のとき $d_{L^{p}}(uJ,u)\rightarrow 0$ が成り立っ.

$X$ 上のラプラシアンムを $L^{2}(X)$ 上のディリクレ形式 $(E^{2}, W^{1,2}(X, \mathbb{R}))$

の生成作用素として定義する. 上の定理と関数解析の結果から以下が
従う.

系 4.16. $X$ のラプラシアン $\Delta$ のスペクトルは離散的であり, それは
以下のような固有値の列である.

$ 0=\lambda_{0}<\lambda_{1}\leq\lambda_{2}\cdots\nearrow\infty$

さらに, レゾルペント作用素 $(\lambda-\triangle)^{-1}(\lambda\neq\lambda_{i})$ と生成作用素 $e^{-t\Delta}$

$(t>0)$ は全てコンパクト作用素である.

4.4. 同変写像の harmonic map flow. この章では, $[47, 69]$ の結果を
我々の場合に適用することによって, 同変写像の harmonic map flow
(または heat flow) を得る.
離散群 $\Gamma$ が測度空間 $X$ へ測度を保って properly discontinuous に作

用していて, さらに完備距離空間 $Y$ へ等長的に作用していると仮定す
る. つまり, 任意の $\gamma\in\Gamma$ に対して $\gamma_{*}mx=mx$ かつ $\gamma^{*}d=d$ で

あり, 任意のコンパクト部分集合 $K\subset X$ に対して, $ K\cap\gamma K\neq\emptyset$ を
みたす $\gamma\in\Gamma$ は有限個とする. (ここで, 作用は効果的でなくともよい
とする.) $mx/r$ を商空間 $ X/\Gamma$ の $mx$ から導入された測度とする. 次
を満たすボレル集合 $F\subset X$ (基本領域と呼ぶ) が存在すると仮定す
る: 射影 $\pi$ : $ X\rightarrow X/\Gamma$ の制限 $\pi|_{F}$ : $ F\rightarrow X/\Gamma$ は全単射かつ $\overline{F}=\overline{F^{o}}$.
$X$ が Alexandrov 空間で $\Gamma$ が $X$ へ等長的に作用している場合などは,
$\Gamma$ のディリクレ領域の境界を少し補正することでこの様な $F$ が得られ
る. 写像 $u:X\rightarrow Y$ が $\Gamma$ -同変であるとは, 任意の $x\in X,$ $\gamma\in\Gamma$ に対
して,

$u(\gamma x)=\gamma(u(x))$
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が成り立っことで定義する.

定義 4.17 (同変写像空間). 2つの $F$-同変な $mx$-可測写像 $u,$
$v:X\rightarrow Y$

に対して,

$d_{L_{\Gamma}^{p}}(u, v)$ $:=(\int_{X/\Gamma}d_{Y}(u(x), v(x))^{p}m_{X/\Gamma}(dx))^{1/p}$

とおく. ただし, $ X/\Gamma$ の点と $F$ の点を $\pi|\Gamma$ で同一視する. ある固定
された $mx$-可測写像ん: $X\rightarrow Y$ に対して,

$L_{\Gamma}^{p}(X, Y, f_{0})$ $:=\{u:X\rightarrow Y|u$ は $F$-同変な $mx$-可測写像で

$ d_{L_{\Gamma}^{p}},(u, fo)<\infty$ をみたす } $/\sim$

と定義する. ここで, $\sim$ は定義 4.2で定義した同値関係である. する
と, $(L_{\Gamma}^{p}(X, Y, f_{0}), d_{L_{\Gamma}^{p}}.)$ は完備距離空間になる.

以降, $X$ を (必ずしもコンパクトでない) 測度距離空間で次元 $n$ に

関してリッチ曲率 $\geq(n-1)\kappa$ と仮定する. このとき, 近似エネルギー
汎関数 $E^{p,r}$ : $L_{\Gamma}^{p}(X, Y, f_{0})\rightarrow[0, \infty]$ を, その定義式で $mx$ を $mx/r$ に

変更することで同様に定義する. これから, 前と同様に $p$次エネルギー
汎関数 $E^{p}$ : $L_{\Gamma}^{p}(X, Y, f_{0})\rightarrow[0, \infty]$ と $p$次ソボレフ空間 $W_{\Gamma}^{1,p}(X, Y, f_{0})$

が定義される.
以下, $p=2$ かつ $Y$ を (距離的) 完備なアダマール空間とする. つま

り, (距離構造が) 完備な測地的距離空間で, 以下の三角形の比較条件
をみたすものとする : 任意の 3点 $x,$ $y,$ $z\in Y$ と $x$ から $z$ への任意の最
短測地線 $c:[0,1]\rightarrow Y$ と任意の $t\in[0,1]$ に対して,

$d_{Y}(y, c(t))^{2}\leq(1-t)d_{Y}(x,y)^{2}+td_{Y}(y, z)^{2}-t(1-t)d_{Y}(x, z)^{2}$

をみたす.
$Y$ の与えられた 2点を結ぶ最短測地線は一意であることを注意する.
以下に良く知られた補題を証明する. より詳しくは [46] を参照の事.

補題 4.18. 任意の 2つの写像 $u,$ $v\in L_{\Gamma}^{2}(X, Y, f_{0})$ と点 $x\in Y$ に対し
て, $[0,1]\ni t\mapsto wt(x)\in Y$ を $u(x)$ から $v(x)$ へ結ぶ $Y$ の測地線とす
る. このとき, $[0,1]\ni t\mapsto w_{t}$ は $L_{\Gamma}^{2}(X, Y, fo)$ の中の $u$ から $v$ への最
短測地線である. さらに, $(L_{\Gamma}^{2}(X, Y, fo), d_{L_{\Gamma}^{2}})$ は完備アダマール空間に
なる.

証明. $w_{t}$ が $\Gamma$-同変かっ $mx$-可測であることは簡単に分かる. 最初の主
張は以下から従う.

$d_{L_{\Gamma}^{2}}(u, w_{t})^{2}=\int_{X/\Gamma}d_{Y}(u(x),w_{t}(x))^{2}m_{X/\Gamma}(dx)$

$=t^{2}\int_{X/\Gamma}d_{Y}(u(x),v(x))^{2}m_{X/\Gamma}(dx)=t^{2}d_{L_{\Gamma}^{2}}(u, v)^{2}$ .

次に三角形の比較条件を確かめる. 3つの写像 $u,$ $v,$ $w\in L_{\Gamma}^{2}(X, Y, f_{0})$

と測地線 $[0,1]\ni t\mapsto u_{t}\in L_{\Gamma}^{2}(X, Y, fo)$ を $u_{0}=u,$ $u_{1}=w$ をみたす
ようにとる. つまり, 任意の $x\in Y$ に対して, $t\mapsto u_{t}(x)$ は $u(x)$ か
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ら $w(x)$ への最短測地線である. すると, 任意の $x\in Y,$ $t\in[0,1]$ に

対して,

$d_{Y}(v(x), u_{t}(x))^{2}\leq(1-t)d_{Y}(u(x), v(x))^{2}+td_{Y}(v(x),w(x))^{2}$

$-t(1-t)d_{Y}(u(x), w(x))^{2}$ .
これを測度 $mx/r(dx)$ に関して積分すると,

$d_{L_{\Gamma}^{2}}(v, u_{t})^{2}\leq(1-t)d_{L_{\Gamma}^{2}}(u,v)^{2}+td_{L_{\Gamma}^{2}}(v,w)^{2}-t(1-t)d_{L_{\Gamma}^{2}}(u, w)^{2}$

従って補題が証明された 口

補題 4.19. エネルギー汎関数 $E^{2}$ : $L_{\Gamma}^{2}(X, Y, f_{0})\rightarrow[0, \infty]$ は下半連続
な凸関数である.

証明. F極限は常に下半連続なので, 下半連続性は明らか. 凸性を証明
しよう. 勝手な最短測地線 $[0,1]\ni t\mapsto u_{t}\in L_{\Gamma}^{2}(X, Y, f_{0})$ をとると,
任意の $x,$ $y\in X,$ $t\in[0,1]$ に対して,

$d_{Y}(u_{t}(x),u_{t}(y))^{2}\leq td_{Y}(u_{1}(x),u_{1}(y))^{2}+(1-t)d_{Y}(u_{0}(x),u_{0}(y))^{2}$

が成り立っことが, 三角形の比較条件から分かる (詳しくは [46] など
を見よ). これから, 近似エネルギー汎関数 $E^{2,r}$ の凸性を得る. 凸関
数の極限はまた凸関数なので, 補題が証明された 口

次にアダマール空間上の凸関数の勾配ベクトル場についての Jost [47]
と Mayer [69] の仕事を紹介しよう. ここでは証明なしで結果を述べる
だけにとどめる. $(L, d_{L})$ をアダマール空間で, $F:L\rightarrow[0, \infty]$ を下半
連続な凸関数とする. 各 $h>0$ に対して, 関数

$L\ni u\mapsto F(u)+\frac{1}{2h}d_{L}(u,v)^{2}$

の最小値を実現する点が存在する. それを $J_{h}(v)$ とおく. $u\in L$ から
出発する $F$ の勾配曲線が以下で定義される.

$T_{0}u:=u$ かつ $T_{t}u:=\lim_{n\rightarrow\infty}J_{t/n}^{n}(u)$ , $t\in(0, \infty)$ .

定理 4.20 (Jost-Mayer [47, 69]). (1) 写像

$[0, \infty)\times W\ni(t,u)\mapsto T_{t}u\in L$

は連続である. ここで $W:=\{u\in L|F(u)<\infty\}$ とおく.
(2) $\{Tt\}$ は半群の性質をみたす, つまり

$T_{s+t}=T_{s}\circ T_{t}$ $(s, t\geq 0)$ .
(3) $[0, \infty$ ) $\ni t\mapsto F(T_{t}u)$ は単調非増加な凸関数である.

注意 4.21. $X$ がリッチ曲率が下に有界な測度距離空間で $Y=\mathbb{R}$ のとき
は, $T_{t}=e^{-t\Delta}$ となり, $f(t, x):=T_{t}u(x)$ は熱方程式 $(\triangle+\frac{\partial}{\partial t})f(t, x)=0$

の解であることが分かる.

上の定理を我々の場合に適用すると以下が得られる.
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定理 4.22. $ mx(X/\Gamma)<\infty$ かつ $ Y/\Gamma$ がコンパクトと仮定する. この

とき, 任意の $F$ -同変写像 $u\in W_{\Gamma}^{1,2}(X, Y, f_{0})$ から出発する harmonic
map flow は $W_{\Gamma}^{1,2}(X, Y, f_{0})$ の中に解 $T_{t}u$ をもつ. さらに, $ t\rightarrow\infty$ のと

き, $W_{\Gamma}^{1,2}(X, Y, f_{0})$ の中で $T_{t}u$ はエネルギー最小の $\Gamma$ -同変写像へ $d_{L_{\Gamma}^{2-}}$

収束する.

5. 汎関数の収束

5.1. 測度付き Gromov-Hausdorff 収束. この章では, 深谷氏 [34] の
導入した測度距離空間の測度付き Gromov-Hausdorff 収束について基
本的な事実を証明する.
以降では $\mathcal{A}$ と $\mathcal{B}$ を任意の有向集合とする. コンパクト距離空間の

等長類全体の集合を $C$ とおき, コンパクト測度距離空間の同型類全体
の集合を $C\mathcal{M}$ で表す.

定義 5.1 (測度付き Gromov-HausdorfT 位相). 有向系 $\{X_{\alpha}\}_{\alpha\in \mathcal{A}}\subset C\mathcal{M}$

が空間 $X\in C\mathcal{M}$ へ測度付き Gromov-Hausdorff収束するとは, 以下が
成り立っときを言う. ゼロに収束する正の実数の有向系 $\{\epsilon_{\alpha}\}$ と $m_{X_{\alpha}}$ -可
測な $\epsilon_{\alpha}$-近似写像 $f_{\alpha}$ : $X_{\alpha}\rightarrow X$ が存在して, push-forward 測度 $f_{\alpha*}mx_{\alpha}$

が $m_{X}$ へ漠収束する. つまり, 任意の関数 $u\in C(X)$ に対して

(5.1) $\lim_{\alpha}\int_{X_{\alpha}}u\circ f_{\alpha}dm_{X_{\alpha}}=\int_{X}udm_{X}$

が成り立つ. ($C(X)$ は $X$ 上の実数値連続関数全体の集合.) この収束
から $C\mathcal{M}$ 上の位相が定義される. これを測度付き Gromov-Hausdorff
位相と呼ぶ.

注意 52. ここで, $\{X_{\alpha}\}$ を可算な空間列でなく有向系にしたのは, 位
相を定義するには可算列では不十分なためである.

命題 5.3. $C\mathcal{M}$ 上の測度付き Gromov-Hausdorff位相はハウスドルフ
である.

証明. 一つの有向系 $\{X_{\alpha}\}_{\alpha\in A}\subset C\mathcal{M}$ が, 2つの空間 $X,$ $X^{\prime}\in C\mathcal{M}$ の両
方へ測度付き Gromov-Hausdorff 収束したと仮定する. このとき, $X$

と $X^{\prime}$ が測度距離空間として同型であることを証明すれば良い. 今,
(5.1) をみたすような 2つの mX;可測な $\epsilon_{\alpha}$-近似 $f_{\alpha}$ : $X_{\alpha}\rightarrow X$ と $g_{\alpha}$ :

$r$ こ -
$X_{\alpha}\rightarrow X^{\prime}$ が存在する. ここで, $\epsilon_{\alpha}\backslash 0$ である. $3\epsilon_{\alpha}$-近似 $\hat{f}_{\alpha}$ : $X\rightarrow X_{\alpha}$

で, 任意の $x\in X$ に対して $d(f_{\alpha}\circ f_{\alpha}(x), x)<\epsilon_{\alpha}$ をみたし, 任意の
$x\in X_{\alpha}$ に対して $d(\hat{f}_{\alpha}\circ f_{\alpha}(x), x)<\epsilon_{\alpha}$ をみたすものが存在する. 写像
$h_{\alpha}$

$:=g_{\alpha}\circ\hat{f}_{\alpha}$ : $X\rightarrow X^{\prime}$ は $4\epsilon_{\alpha}$-近似である. さらに, 部分有向系を取り
直せば, $h_{\alpha}$ はある等長写像 $\iota$ : $X\rightarrow X^{\prime}$ へ収束する (詳しくは [39] の
3.6 Proposition を参照せよ). 次が成り立っ.

(5.2) $\lim_{\alpha}s\iota\iota pd(\iota\circ f_{\alpha}(x),g_{\alpha}(x))=0x\in X_{\alpha}$

$u\in C(X’)$ を任意の関数とする. $u$ の一様連続性と (5.2) から, 任意の
$\epsilon>0$ に対してある $\alpha_{\epsilon}\in \mathcal{A}$ が取れて, 任意の $\alpha\geq\alpha_{\epsilon}$ と $x\in X_{\alpha}$ に対
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して, $|u\circ\iota\circ f_{\alpha}(x)-u\circ g_{\alpha}(x)|<\epsilon$ が成り立つ. これより,

$\varlimsup_{\alpha}|\int_{\lambda_{\alpha}},uo\iota of_{\alpha}dm_{X_{\alpha}}-\int_{\lambda_{\alpha}^{\prime}}uog_{\alpha}d^{l}m_{\lambda_{\alpha}^{\prime}}|$

$\leq\epsilon\varlimsup_{\alpha}m_{X_{\alpha}}(X_{\alpha})\leq\epsilon m_{X}(X)$ .

故に,

$\int_{\lambda^{\prime\prime}}u\circ\iota dm=\lim_{\alpha}\int_{\lambda_{\alpha}^{\prime}}u\circ\iota\circ f_{\alpha}dm_{X_{\alpha}}$

$=\lim_{\alpha}\int_{X_{\alpha}}u\circ g_{\alpha}d^{i}m_{X_{\alpha}}=\int_{X^{\prime}}udm^{\prime}$

となり, これは $\iota_{*}m=m^{\prime}$ であることを意味する. 従って $X$ と $X^{\prime}$ は

測度距離空間として同型である. 口

$M>0$ に対して,

$C\mathcal{M}(M)$ $:=\{X\in C\mathcal{M}|m_{X}(X)\leq M\}$

とおく.

命題 5.4. 射影 $C\mathcal{M}(M)\rightarrow C$ は固有写像である. つまり, $C\mathcal{M}(M)$

の部分集合が Gromov-Hausdorff位相でコンパクトならば, 測度付き
Gromov-Hausdorff位相でもコンパクトになる.
証明. 有向系 $\{X_{\alpha}\}_{\alpha\in A}\subset C\mathcal{M}(M)$ がある空間 $X\in C$ へ Gromov-
Hausdorff 収束したとする. $X$ 上のある有限正値ボレル測度 $mx$ が存
在して, それに関して $X\in C\mathcal{M}(M)$ でかつ, $\{X_{\alpha}\}$ のある部分有向系
が $X$ へ測度付き Gromov-Hausdorff 収束することを証明すれば良い.

$\epsilon_{\alpha}$-近似写像 $f_{\alpha}$ : $X_{\alpha}\rightarrow X(\epsilon_{\alpha}\backslash 0)$ をとる. $f_{\alpha}$ がボレル可測な $2\epsilon_{\alpha}$-近
似で置き換えられることを示そう. 先ず, んの像が離散集合になるよ
うに $f_{\alpha}$ を少し変更することが出来る. 次に, それをさらに, んの像
の各点の逆像が $X_{\alpha}$ のボレル集合になるようにんを変更する. これを
するには, $X_{\alpha}$ を小さい直径をもつボレル集合たちに分割すれば良い.
これによって, んはボレル可測になる. 従って, 最初からんはボレル
可測であると仮定して良い. 各 $\alpha\in \mathcal{A}$ に対して, $f_{\alpha*}mx_{\alpha}$ は $X$ 上の
有限正値ボレル測度で, $\overline{1i\ln}_{\alpha}(f_{\alpha*}mx_{\alpha})(X)\leq M$ をみたしている. 従っ
て, 部分有向系に取り替えれば, $f_{\alpha*}mx_{\alpha}$ はある有限ボレル測度 $mx$

へ漠収束して, これは $mx(X)\leq M$ をみたす. これで命題が証明でき
た 口

5.2. 変分収束理論. ここでは E. De Giorgi, G. Dal Maso, U. Mosco らに
よって確立された変分収束理論 (the theory of variational convergences)
の測度付き Gromov-Hausdorfff収束の下での拡張 [61] について解説する.
以下において, $p\in[1, \infty]$ とし, $\{X_{\alpha}\}_{\alpha\in A}\subset C\mathcal{M}$ と $X\in C\mathcal{M}$ をそ

れぞれ与えられた有向系と空間とする.

定義 55( $L^{p}$ 収束). $u_{\alpha}\in L^{p}(X_{\alpha})$ なる関数の有向系 $\{u_{\alpha}\}_{\alpha\in \mathcal{A}}$ が関数
$u\in L^{p}(X)$ へ $L^{p}$ (強) 収束するということを, 次の条件 (i),(ii) が成り
立っことで定義する.
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(i) $X_{\alpha}$ が $X$ へ測度付き Gromov-Hausdorff 収束する.
(ii) $u$ へ $L^{p}$ 収束するようなある有向系 $\{\tilde{u}\beta\}\beta\in \mathcal{B}\subset C(s\iota\iota ppmx)$ が

存在して,

$\lim_{\beta}\varlimsup_{\alpha}\Vert\Phi_{\alpha}\tilde{u}_{\beta}-u_{\alpha}\Vert_{L^{p}(X_{\alpha})}=0$

が成り立つ. ここで, $f_{\alpha}$ : $X_{\alpha}\rightarrow X$ を (5.1) をみたす $\epsilon_{\alpha}$-近似
写像 $(\epsilon_{\alpha}\backslash 0)$ とするとき, $v\in C(suppmx)$ に対して, $\Phi_{\alpha}v:=$

$v\circ f_{\alpha}$ と定義する.
この収束から直和

$L^{p}(C\mathcal{M})$
$:=uX\in C\Lambda tL^{p}(X)$

の上に位相が定まる. それを $L^{p}$ (強) 位相と呼ぶ.

空間 If $(C\mathcal{M})$ を $C\mathcal{M}$ 上のバナッハ空間束のようなものと考えよう.
このとき, 位相の定義から明らかに, 射影 $L^{p}(C\mathcal{M})\rightarrow C\mathcal{M}$ は連続で
ある. 命題 53より, $I\nearrow(C\mathcal{M})$ はハウスドルフ空間であることが分かる
(詳しい証明は省略する).

定義 56( $U$ 弱収束). $u_{\alpha}\in L^{p}(X_{\alpha})$ なる有向系 $\{u_{\alpha}\}_{\alpha\in A}$ が関数 $ u\in$

$L^{p}(X)$ へ If 弱収束するということを次の (i),(ii) が成り立っことで定
義する.

(i) $X_{\alpha}$ が $X$ へ測度付き Gromov-Hausdroff 収束する.
(ii) $v_{\alpha}\in L^{q}(X_{\alpha})$ なる有向系 $\{v_{\alpha}\}_{\alpha\in A}$ が関数 $v\in L^{q}(X)$ へ $L^{q}$ 強収
束するならば,

(5.3) $\lim_{\alpha}(u_{\alpha},v_{\alpha})=(u,v)$

が成り立っ. ここで, $q\in[1, \infty]$ は $1/p+1/q=1$ で定義され
る数である.

この収束により If $(C\mathcal{M})$ 上に位相が定義されるが, これを $L^{p}$ 弱位相と
呼ぶ.

If $(C\mathcal{M})$ 上の弱位相もまたハウスドルフ位相になる. また, $L^{p}(C\mathcal{M})$

上強収束すれば弱収束する.
次にターゲットが距離空間の写像の場合へ拡張する. 以降において,

次を常に仮定する.

仮定 5.7. 有向系 $\{X_{\alpha}\}\subset C\mathcal{M}$ は空間 $X\in C\mathcal{M}$ へ測度付き Gromov-
Hausdorff 収束する.

次に $F$-収束の概念を拡張しよう. $\overline{\mathbb{R}}$

$:=\mathbb{R}\cup\{-\infty, \infty\}$ とおく.

定義 58( $F$-収束). 仮定 57の下で, 汎関数の有向系 $F_{\alpha}$ : $L^{p}(X_{\alpha})\rightarrow\overline{\mathbb{R}}$

$(\alpha\in \mathcal{A})$ が汎関数 $F:If(X)\rightarrow\overline{\mathbb{R}}$ へ $F$ -収束する, または $F$ が $\{F_{\alpha}\}_{\alpha\in A}$

の $\Gamma$極限であることを, 次の (F1) と (F2) で定義する.
(F1) もし, 有向系 $u_{\alpha}\in L^{p}(X_{\alpha})$ が写像 $u\in L^{p}(X)$ へ $L^{p}$ 収束する

ならば,
$F(u)\leq\varliminf_{\alpha}F_{\alpha}(u_{\alpha})$ .
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が成り立っ.
(F2) 任意の写像 $u\in L^{p}(X)$ に対して, ある有向系 $u_{\alpha}\in L^{p}(X_{\alpha})$ が

存在して, それは $u$ へ $L^{p}$ 収束して, かつ

$ F(u)=1i\iota nF_{\alpha}(u_{\alpha})\alpha$

をみたす.

もし汎関数の有向系 $F_{\alpha}$ : $L^{p}(X_{\alpha})\rightarrow\overline{\mathbb{R}}(\alpha\in \mathcal{A})$ が汎関数 $F$ :
$L^{p}(X)\rightarrow\overline{\mathbb{R}}$ へ $r$-収束するならば, $F$ は下半連続であることが分かって
いる. 従って, $L^{p}(X)(X\in C\mathcal{M})$ 上の汎関数全体の集合を考えてしま
うと, この上には $r$-収束からは位相が定まらない. 何故なら, もし $F$

が下半連続でないなら, 定値の汎関数有向系 $F_{\alpha}=F$ が自分自身 $F$ へ

$\Gamma$-収束しないからである. しかし, 下半連続全体の汎関数全体の集合
の上には $F$-収束から位相が定まる. それを $r$ -位相と呼ぶことにする.
次の補題は重要であるが, 証明は略す.

補題 59. 任意の汎関数の有向系 $F_{\alpha}$ : $L^{p}(X_{\alpha})\rightarrow\overline{\mathbb{R}}(\alpha\in \mathcal{A})$ は常に $\Gamma-$

収束する部分有向系をもっ.

任意に汎関数の有向系 $F_{\alpha}$ : $L^{p}(X_{\alpha})\rightarrow\overline{\mathbb{R}}(\alpha\in \mathcal{A})$ と汎関数 $F$ :
$L^{p}(X)\rightarrow\overline{\mathbb{R}}$ を与える. U. Mosco [71] ?は, 埋め込み $W^{1,2}\rightarrow L^{2}$ のコン

パクト性の概念の拡張として, 漸近的コンパクト性を定義した. $\rightarrow r$

ではそれをさらに拡張する.

定義 5.10 (漸近的コンパクト性). 仮定 5.7の下で, 有向系 $\{F_{\alpha}\}_{\alpha\in A}$ が

漸近的コンパクト (asymptotically compact) であるとは, $\varlimsup_{\alpha}(F_{\alpha}(u_{\alpha})+$

$\Vert u_{\alpha}\Vert L^{p})<\infty$ をみたすような任意の有向系 $u_{\alpha}\in L^{p}(X_{\alpha})$ に対して, そ
れが $U$ 収束部分有向系をもっときを言う.

定義 5.11. $F_{\alpha}$ が $F$ ヘコンパクトに収束するとは, $F_{\alpha}$ が $F$ へ $\Gamma$-収束
して, さらに $\{F_{\alpha}\}_{\alpha\in \mathcal{A}}$ が漸近的コンパクトであると定義する.

補題 59から直接に以下が得られる.

系 5.12. もし $\{F_{\alpha}\}_{\alpha\in A}$ が漸近的コンパクトならば, それはコンパク
ト収束する部分有向系をもつ.

固定されたヒルペルト空間上の関数列に対して U. Mosco [71] は重要
な収束概念を導入した. それは今日 Mosco 収束と呼ばれている. 我々
はその概念を拡張しよう.

定義 5.13 (Mosco 収束). 仮定 5.7の下で, 汎関数の有向系 $F_{\alpha}$ : If $(X_{\alpha})$

$\rightarrow \mathbb{R}(\alpha\in \mathcal{A})$ が $F$ : $L^{p}(X)\rightarrow \mathbb{R}$ へ Mosco 収束するということを, 定
義 58の (F2) と以下の (F1’) をみたすことで定義する.

(F1’) もし有向系 $u_{\alpha}\in L^{p}(X_{\alpha})$ が $u\in L^{p}(X)$ へ弱収束するならば,

$F(u)\leq\varliminf_{\alpha}F_{\alpha}(u_{\alpha})$ .

が成り立っ.
Mosco 収束は $L^{p}(X)(X\in C\mathcal{M})$ 上の下半連続汎関数全体の集合の上
に位相を定義するが, それを Mosco 位相と呼ぶ.
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明らかに Mosco 収束するならば $\Gamma$-収束する. Mosco 位相はハウス
ドルフになる. 汎関数の有向系が特に $L^{2}(X)$ 上の非負値対称形式の有
向系である場合, Mosco 収束, 対応する生成作用素 $A$ のグラフの収束,
半群 $e^{-tA}$ の強収束, レゾルベント $(\lambda-A)^{-1}$ の強収束, スペクトル測
度の強収束などは全て同値であることが [61] で証明されている. ここ

ではその詳細には触れないことにする.
次が簡単に分かる.

補題 5.14. 汎関数の有向系 $\{F_{\alpha}\}_{\alpha\in A}$ が漸近的コンパクトであると仮
定する. このとき以下の (1) $-(3)$ は互いに同値である.

(1) $\{F_{\alpha}\}_{\alpha\in A}$ が $F$ へ $\Gamma$ -収束する.
(2) $\{F_{\alpha}\}_{\alpha\in A}$ が $F$ へ Mosco 収束する.
(3) $\{F_{\alpha}\}_{\alpha\in A}$ が $F$ ヘコンパクト収束する.

5.3. ボアンカレの不等式と漸近的コンパクト性. $X\in C\mathcal{M}$ に対して,
次の条件を満たすような汎関数 $F:L^{p}(X)\rightarrow[0, \infty]$ を考えよう :

$(\mu)$ 各 $u\in \mathcal{D}(F)$ $:=\{u\in U(X)|F(u)<\infty\}$ に対してある有
限非負ボレル測度 $\mu(u)$ が定まっていて, $\frac{1}{2}\mu(u)(X)=F(u)$ をみ
たす.

例えば強局所正則ディリクレ形式は $(\mu)$ を満たす. この条件 $(\mu)$ を満
たす様な $F$ の全体の集合を $\mathcal{F}_{\mu}L^{p}(X)$ と書く.
与えられた列 $X_{i}\in C\mathcal{M}$ がある $X\in C\mathcal{M}$ へ測度付き Gromov-

Hausdorff 収束すると仮定する. 与えられた汎関数の列 $F_{i}\in \mathcal{F}_{\mu}L^{p}(X_{i})$

と定数 $c\geq 1$ に対して, 以下の条件を考える.
(P) ある $r_{0}>0$ が存在して, 任意の $r\in(0, r_{0}$ ], $i,$ $u\in \mathcal{D}(F_{i})$ に対

して, ある定数 $\overline{u}_{x,r}$ が存在して,

$\Vert u-\overline{u}_{x,r}\Vert_{L^{p}(B(x,r);m)}\leq const\cdot r(\int_{B(x,cr)}d\mu_{i(u)})^{1/p}$

が成り立っ. ここで, $\mu_{i}$ は $F_{i}$ に付随するボレル測度である.
もし $X_{i}$ が次元 $n$ でリッチ曲率が $\geq\kappa(n-1)$ かっ, $m_{X}(X_{i})\geq const>$

$0$ ならば, 定理 4.14(2) より $p$次のエネルギー汎関数に対して (P) が
成り立っ.

定義 5.15 (局所被覆位数). $S$ を局所コンパクト距離空間, $c\geq 1,$ $r>0$
を定数とする. $\{x_{\lambda}\}$ を $S$ の任意の離散部分集合で, $d(x_{\lambda}, x_{\lambda^{\prime}})\geq r$

$(\lambda\neq\lambda^{\prime})$ をみたすものとする. そのような $\{x\lambda\}$ を全て動かしたときの
$cr$-球体による被覆 $\{B(x\lambda cr)\}\lambda$ の最大位数, つまり球体の重なりの個
数の最大値を $K_{c,S}(r)$ とする. ある関数 $f(r)$ に対して, 任意の $r>0$
に対して $K_{c,S}(r)\leq f(r)$ であるときに, $S$ の $c$-局所位数は高々 $f(r)$

であると言う.

例 5.16. $\ell^{2}-$ノルムをもつ空間 $ Q:=[0,1]\times[0,1/2]\times\cdots\times[1,1/2^{n}]\times$

. . . を考える. これは無限次元コンパクト距離空間である. $Q$ の $c$-局
所被覆位数は高々 $O(r^{-\log_{2}(c+1)})$ であることを以下に示す. 先ず, $\mathbb{R}^{n}$

においては, 球体の体積を評価することにより $K_{c,\mathbb{R}^{n}}(r)\leq(c+1)^{n}$
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を得る. $Q_{n}$ $:=[0,1]\times[0,1/2]\times\cdots\times[1,1/2^{n}]\subset \mathbb{R}^{n}$ に対して,
$K_{c,Q_{n}}(r)\leq K_{c,\mathbb{R}^{n}}(r)\leq(c+1)^{n}$ が成り立っ. 普遍的な定数 $a>0$ が
存在して, $n\geq\log_{2}(1/r)+a$ のとき $K_{c,Q}(r)\leq a$ $K_{c,Q_{n}}(r)$ . 従って,
$K_{c,Q}(r)\leq O(r^{-\log_{2}(c+1)})$ を得る. もし $2^{p}>c+1$ ならば $Q$ は以下に
述べるの定理 5.17の条件をみたすことに注意する.

この章の目的は以下を証明することである.

定理 5.17 (漸近的コンパクト性定理). $c\geq 1$ を定数, $X$ の $c$-局所被覆
位数は高々 $o(r^{-p})$ と仮定する. 同じ定数 $c$ に対して条件 (P) を仮定
すると, 列 $\{F_{i}\}$ は漸近的コンパクトになる. 特に $\{F_{i}\}$ はコンパクト

収束するような部分列をもつ.

この定理の系として以下を得る.

系 5.18. $X\in C\mathcal{M},$ $F\in \mathcal{F}_{\mu},$ $c\geq 1$ とする. $X$ の $c$-局所被覆位数は
高々 $o(r^{-p})$ と仮定する. ある $r_{0}>0$ が存在して, 任意の $r\in(O, r_{0}$ ],
$u\in \mathcal{D}(F)$ に対して, ある定数 $\overline{u}_{x,r}$ が存在して,

$\Vert u-\overline{u}_{x,r}\Vert_{L^{p}(B(x,r);m)}\leq const\cdot r(\int_{B(x,cr)}d\mu_{(u)})^{1/p}$

が成り立っと仮定する. ここで, $\overline{u}_{xr}$ は $u_{f}x,$ $r$ \mbox{\boldmath $\iota$}このみ従属するある定
数である. このとき, 埋め込み $(\mathcal{D}(F), F_{1})\rightarrow U(X)$ はコンパクトに
なる, つまり, 関数列 $u_{i}\in L^{p}(X)$ が $\sup_{i}(\Vert u_{i}\Vert_{L^{p}}^{p}+F(u_{i}))<\infty$ をみ
たすならば, $\{u_{i}\}$ は $L^{p}$ 強収束する部分列を持つ.

注意 5.19. 論文 [61] の Lemma 5.5の証明にはギャップがある. ここで

は, 局所被覆位数の条件を加えることで, そのギャップを埋めている.
[61] の Lemma 5.5は本稿の補題 5.21に相当する. [61] の 5.2章の主
張は全て $X$ の局所被覆位数の条件の下で成り立ち, それを使っている
他の章の主張においては, 自動的に局所被覆位数の条件が成り立つの
で, そのままで正しい.

次の補題は標準的な議論により得られるので, 証明は省略する.

補題 5.20. もし, コンパクト距離空間の列畠がコンパクト距離空間
$S$ へ Gromov-Hausdorff収束するならば, 任意の $r>0$ に対して,

$\varlimsup_{i}K_{c,S_{i}}(r)\leq K_{c,S}(r)$ .

が成り立っ.

定理 5.17の証明. 以下, 定理の条件を仮定する. $rj\leq r_{0}$ なる実数列
$rj\backslash O,$ $j=1,2,$ $\ldots$ をとる. 任意の $i,$ $j$ #こ対して, $X_{i}$ の極大な $rj$ -離

散ネット $\{x^{i}j_{k}\}_{k=1}^{N_{j}^{i}}$ をとる. $\overline{u}^{i}jk$

$:=\overline{u}_{x_{jk}^{i},r_{j}}$
とおくと仮定 (P) より, 任意

の $i,$ $j,$ $k,$ $u\in \mathcal{D}(E_{i})$ に対して,

(5.4) $\int_{B(x_{jk}^{i},r_{j})}|u(x)-\overline{u}_{jk}^{i}|^{p}dx\leq const\cdot r_{j}^{p}\int_{B(x_{jk}^{i},cr_{j})}d\mu_{u}$
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が成り立つ. $U_{jk}^{i}$ $:=B(x_{jk}^{i}, rj)\backslash \bigcup_{l=1}^{k-1}B(x_{jl}^{i}, rj)$ とおく. $k\neq l$ のとき

$ U_{jk}^{i}\cap U_{j\downarrow}^{i}=\emptyset$ かつ $\bigcup_{k=1}^{N_{j}^{i}}U_{jk}^{i}=X_{i}$

. であることを注意する. 任意の
$u\in \mathcal{D}(E_{i})$ に対して, 関数 $\overline{u}_{\dot{J}}^{i}$ : $X_{i}\rightarrow \mathbb{R}$ を各 $U_{jk}^{i}$ 上で $\overline{u}_{j}^{i}$ $:=\overline{u}_{jk}^{i}$ と定
義する.

補題 5.21. 以下の (1),(2) をみたす様な正の数列 $\theta_{j}^{i}$ が存在する.

(1) linlj $\varlimsup_{i}\theta_{j}^{i}=0$ .
(2) 任意の $u\in \mathcal{D}(Ei)$ に対して,

$\Vert u-\overline{u}_{j}^{i}\Vert_{L^{p}(X)}\leq\theta_{j}^{i}E_{i}(u)^{1/p}$ .

証明. (5.4) より, 任意の $i,$ $j\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対して,

$\Vert u-\overline{u}_{j}^{i}\Vert_{L^{p}(X)}^{p}=\sum_{k=1}^{N_{j}^{i}}\int_{U_{jk}^{i}}|u(x)-\overline{u}_{jk}^{i}|^{p}dx\leq const\cdot r_{j}^{p}\sum_{k=1}^{N_{j}^{i}}\int_{B(x_{jk}^{i},cr_{j})}d\mu_{u}$

$\leq const\cdot\prime r_{j}^{p}K_{c,X_{i}}(r_{j})\int_{X_{1}}d\mu_{u}$ .

補題 5.20と仮定より, $\varlimsup_{i}K_{c,X_{i}}(rJ)\leq K_{c,X}(rj)\leq o(r_{j}^{-p})$ . $\theta_{j}^{i}$ $:=const$ .
$r^{p}jK_{C},x_{i}(rj)$ とおくと, 補題が得られる. 口

以下の議論の利便性をから次のような関数を導入しておく. $a<b$ ,
$x\in S\in C$ に対して, 関数 $L_{+}(x, a, b)$ : $S\rightarrow[0,1]$ と $L_{-}(x, a, b)$ : $ S\rightarrow$

$[0,1]$ を, 任意の $y\in S$ に対して

$L_{+}(x, a, b)(y)$ $:=(\frac{d_{S}(x,y)-a}{b-a})^{\#}$ , $L_{-}(x, a, b)(y)$ $:=(\frac{b-d_{S}(x,y)}{b-a}I^{\#}$

と定義する. すると, $L_{\pm}(x, a, b)$ は共にリップシッツ定数 $1/(b-a)$ 以
下のリップシッツ関数である.

$ui\in \mathcal{D}(Fi)$ を $\sup_{i}(Fi(ui)+\Vert ui\Vert L^{p})<\infty$ をみたす関数列とする. こ

のとき, 定理を証明するためには $\{ui\}$ が If 強収束する部分列を持っこ
とを証明すれば良い. (5.1) をみたす可測な $\epsilon$’-近似 $f_{i}$ : $X_{i}\rightarrow X(\epsilon_{i}\backslash 0)$

をとる. $ui$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ対して $X^{i}\dot{j}k$ と $U_{jk}^{i}(k=1, \ldots, N^{i}j)$ を前に定義したもの
とする. このとき, $j$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ従属して $\{i\}$ のある部分列 $I_{j}$ が存在して, 任
意の $k=1,$ $\ldots,$

$N^{i}j$ にたいして, 極限たち $Xjk$ $:=\lim_{i\in I_{j}}f_{i}(x_{jk}^{i}),$ $N_{j}$ $:=$

$\lim_{i\in I_{j}jjk}N^{i},$$c$ $:=\lim_{i\in I_{j}}\overline{u}_{jk}^{i}$ が全て同時に存在するようにできる. $I_{j}$ を
部分列に取り替えることにより, 全ての $i\in I_{j}$ について $N_{j}=N_{j}^{i}$. と仮定
して良い. さらに, 各 $i$ について $I_{j+1}\subset I_{j}$ と仮定して良いので, 対角線
論法を使うことにより, 全ての $I_{j}$ の共通の部分列を選ぶことが出来る.
以下 $i$ は全てこの部分列の元とする. $U_{jk}$ $:=B(x, r)\backslash \bigcup_{\ell=1}^{k-1}B(Xj\ell, rj)$

とおく. 任意の $\epsilon>0$ と $x\in X$ に対して, 次のように定義する.

$\chi_{B(x,r_{j})}^{\epsilon}=L_{-}(x, r_{j}-2\epsilon, r_{j}-\epsilon)$ : $X\rightarrow[0,1]$ ,

$\chi_{U_{jk}}^{\epsilon}$
$:=\chi_{B(x_{jk},r_{j})}^{\epsilon}\cdot\prod_{\ell=1}^{k-1}(1-\chi_{B(x_{j\ell)}r_{j})}^{\epsilon})$ : $X\rightarrow[0,1]$ .
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主張 5.22. 任意の $j=1,2,$ $\ldots,$ $k=1,$ $\ldots,$
$Nj$ に対して,

(5.5)
$\lim_{\epsilon\backslash 0}$ I $\chi_{U_{jk}}^{\epsilon}-I_{U_{jk}}\Vert_{L^{p}(X)}=0$ ,

(5.6) $\epsilon\backslash 01iim\lim_{i}\Vert\Phi_{i}\chi_{U_{jk}}^{\epsilon}-I_{U_{k}^{i}}\Vert_{L^{p}(X_{i})}=0$

が成り立っ. ここで, $\Phi_{i}$ はゐに対して定義 $5.5(ii)$ で定義されるもの
である.

証明. $A(x, r, R)$ $:=B(x, R)\backslash B(x, r)$ とおく.

$\{I_{U_{jk}}\neq\chi_{U_{jk}}^{\epsilon}\}\subset\bigcup_{\ell=1}^{N_{j}}A(x_{j\ell},r_{j}-2\epsilon,r_{j}-\epsilon)$

より以下が成り立っ.

$\Vert I_{U_{jk}}-\chi_{U_{jk}}^{\epsilon}\Vert_{L^{p}(X)}\leq\sum_{\ell=1}^{N_{j}}m_{X}(A(x_{j\ell},r_{j}-2\epsilon, r_{j}-\epsilon))$ .

これより (5.5) が従う.
$\epsilon>0$ を任意にとって固定し, $i$ を十分大とする. 任意の $y\in X_{i}$ ,

$P=1,$ $\ldots,$
$N_{j}$ に対して,

$|d(x_{j\ell}^{i}, f_{i}(y))-d(x_{j\ell}, y)|<\epsilon_{i}<\epsilon/2$ .

だから, $\{I_{U_{jk}^{i}}\neq\chi_{U_{jk}}^{\epsilon}\circ fi\}\subset\bigcup_{\ell=1}^{N_{j}}A_{\ell\epsilon}^{i}$ が成り立っ. ここで, $A_{\ell\epsilon}^{i}$ $:=$

$A(x^{i}r-3\epsilon, rJ-\epsilon/2)$ とおく. 従って,

$\Vert I_{U_{jk}^{i}}-\chi_{U_{jk}}^{\epsilon}of_{i}\Vert_{L^{p}(X_{i})}\leq\sum_{\ell=1}^{N_{j}}m_{X}(A_{\ell\epsilon}^{i})$ .

今,

$\varphi_{\ell\epsilon}$ $:=L_{-}(x_{j\ell}, r_{j}-\epsilon/4, r_{j}-\epsilon/8)\cdot L_{+}(x_{j\ell}, r_{j}-5\epsilon, r_{j}-4\epsilon)$ : $X\rightarrow[0,1]$

とおくと, 十分大きな $it$こ対して $ I_{A_{\ell\epsilon}^{i}}\leq\varphi\ell_{\epsilon}\circ$ ゐが成り立ち, 従って,

$\varlimsup_{i}m_{X}(A_{\ell\epsilon}^{i})\leq\varlimsup_{i}\int_{X_{i}}\varphi_{\ell\epsilon}of_{i}dm_{X_{i}}=\int_{X}\varphi_{l\epsilon}dm$ .

$\epsilon\rightarrow 0$ のとき上の右辺はゼロに収束する. これで主張が証明された. 口

$\overline{u}^{i}j$ は前に定義した関数とする. $X$ 上の 2つの関数を

$\overline{u}_{j}$
$:=\sum_{k=1}^{N_{j}}c_{jk}I_{U_{jk}}$ and $\tilde{u}_{j}^{\epsilon}$

$:=\sum_{k=1}^{N_{j}}c_{jk}\chi_{U_{jk}}^{\epsilon}$ .

で定義する.
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主張 5.23. 任意の $j=1,2,$ $\ldots$ に対して, 以下が成り立つ.

$\epsilon\backslash 01in1\Vert\overline{u}_{j}^{\epsilon}-’\overline{u}_{j}\Vert_{L^{p}(X)}=0$ ,

$\epsilon\backslash 0li\ln\varlimsup_{i}\Vert\Phi_{i}\tilde{u}_{j}^{\epsilon}-\overline{u}_{j}^{1:}\Vert_{L^{p}(X_{i})}=0$ .

従って $1i_{l}n\overline{u}^{i}=\overline{u}$ ( $L^{p}$ 強収束) が得られる.

証明. 主張 523は主張 5.22の直接の結果である 口

主張 5.24. 関数列 $\{\overline{u}j\}$ は $L^{p}(X)$ 上の $L^{p}$ ノルムに関するコーシー列
である.

証明. 主張 523から, 任意の $j,$ $j^{\prime}$ に対して,

$\Vert\overline{u}_{j}-\overline{u}_{j^{\prime}}\Vert_{L^{p}(X)}=\lim_{\epsilon\backslash 0}\Vert\tilde{u}_{j}^{\epsilon}-\tilde{u}_{j}^{\epsilon},\Vert_{L^{p}(X)}$

$=\lim_{\epsilon\backslash 0}1inui\Vert\Phi_{i}\tilde{u}_{j}^{\epsilon}-\Phi_{i}\tilde{u}_{j}^{\epsilon}\Vert_{L^{p}(X_{i})}$

$=\varlimsup_{i}\Vert\overline{u}_{j}^{i}-\overline{u}_{j}^{i}$ , I $L^{p}(X_{i})$

$\leq\varlimsup_{i}(\Vert\overline{u}_{j}^{i}-u_{i}\Vert_{L^{p}(X_{i})}$

$+\Vert u_{i}-\overline{u}_{j}^{i},$ $\Vert_{L^{p}(X_{i})}$ ).

補題 521より, $j,$ $ j^{\prime}\rightarrow\infty$ のとき上式右辺はゼロに収束する. これで
主張 524が証明された. 口

主張 524より, 極限 $u:=\lim\overline{u}\in L^{p}(X)$ が存在する. $u_{i}$ が $u$

へ $L^{p}$ 強収束することを以下に証明しよう. ある実数列 $\epsilon j\backslash 0$ が存在
して, $\lim_{j}\tilde{u}_{j}^{\epsilon_{j}}=u$ カ $>$っ

$\varlimsup_{j}\varlimsup_{i}\Vert\Phi_{i}\tilde{u}_{j}^{\epsilon_{j}}-u_{i}\Vert_{L^{p}(X_{i})}$

$\leq\overline{1itn}\varlimsup_{\epsilon j\backslash 0}\varlimsup_{i}\Vert\Phi_{i}\tilde{u}_{j}^{\epsilon}-u_{i}\Vert_{L^{p}(X_{i})}$

をみたす. 主張 5.23より, 上式の右辺は

$\leq\overline{linlj}\overline{ilinl}\Vert\overline{u}_{j}^{i}-u_{i}\Vert_{L^{p}(X_{i})}=0$

となる. これで目標の定理 5.17の証明が終った. 口

6. エネルギー汎関数の収束と熱核

6.1. エネルギー汎関数の収束. $n\in N$ に対して, $\mathcal{A}(\prime n)$ を曲率 $\geq-1$ の境
界をもたないコンパクトな $n$次元 Alexandrov 空間の等長同型類全体の
集合とする. 与えられた Alexandrov 空間の列 $X_{i}\in \mathcal{A}(n)(i=1,2, \ldots)$

が Alexandrov 空間 $X\in \mathcal{A}(n)$ へ Gromov-Hausdorff 収束したと仮定
する. 任意に固定された $p\geq 1$ に対して, $W^{1,p}(X_{i})=W^{1,p}(X_{i}, \mathbb{R})$ ,
$W^{1,p}(X)=W^{1,p}(X, \mathbb{R})$ 上の $P$次エネルギー汎関数をそれぞれ $E_{i}^{p},$ $E^{p}$

とおく. この章の主定理を以下に述べる.

定理 6.1. 上の仮定の下で, $(X_{i}, \mathcal{H}^{n})$ は (X, $\mathcal{H}^{n}$ ) へ測度付き Gromov-
Hausdorff収束して, $E_{i}^{p}$ は $E^{p}$ ヘコンパクト収束する.
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この定理の証明は後回しにして, 先にこの定理から得られる系を述
べる. $X\in \mathcal{A}(n)$ に対して,

$ 0=\lambda_{0}(X)<\lambda_{1}(X)\leq\lambda_{2}(X)\leq\cdots\nearrow\infty$

を $X$ のラプラシアンの固有値を順に並べたものとすると, 以下を得る.

系 6.2. 定理 6.1 と同じ仮定の下で, 任意の $k\in N$ に対して

(6.1) $\lim_{i\rightarrow\infty}\lambda_{k}(X_{i})=\lambda_{k}(X)$

が成り立っ. さらに, $\{u_{k}^{i}\}_{k=0,1},\ldots$ を $L^{2}(X_{i})$ の完全正規直交基底で, 各
$u_{k}^{i}$ は $\lambda_{k}(X_{i})$ に対応する $X_{i}$ 上のラプラシアンの固有関数とする. す

ると, {分をある部分列に取り替えると, $ i\rightarrow\infty$ のとき $u_{\dot{k}}^{i}$ は $\lambda_{k}(X)$

に対応する $X$ 上のラプラシアンのある固有関数 $u_{k}$ へ $L^{2}$ 強収束して,
$\{uk\}k=0,1,\ldots$ は $L^{2}(X)$ の完全正規直交基底になる.

証明. 定理 6.1を仮定して系を証明する. 最初に $k=1$ の場合を考え
よう. $\lambda_{1}(X)$ に対するラプラシアンの固有関数 $v1$ で $\Vert v1\Vert_{L^{2}}=1$ をみ

たすものをとる. すると, $\lambda_{1}(X)$ がレイリー商 $u\mapsto E^{2}(u)/\Vert u\Vert_{L^{2}}^{2}$ の最
小値であり, それが $\lambda_{1}(X)$ に対応する固有関数で実現されることより,
$E^{2}(v_{1})=\lambda_{1}(X)$ が成り立つ. 定義 58の (F2) より, ある $v_{1}^{i}\in W^{1,2}(Xi)$

が存在して, $ i\rightarrow\infty$ のとき $E_{i}^{2}(v_{1}^{i})\rightarrow E^{2}(v1)=\lambda 1(X)$ かつ $\Vert v^{i}i\Vert_{L^{2}}\rightarrow 1$

をみたす. 従って,

(6.2) $\lambda_{1}(X_{i})\leq\frac{E_{i}^{2}(v_{1}^{i})}{\Vert v_{i}||_{L^{2}}}\rightarrow\lambda_{1}(X)$ .

$u_{k}^{i,}$ を系の固有関数とすると, (6.2) より $E_{i}^{2}(u_{1}^{i})=\lambda_{1}(Xi)$ は一様に有
界なので, $\{E_{i}^{2}\}$ の漸近的コンパクト性より, $u_{1}^{i}$ は $L^{2}$ 強収束部分列
をもつ. その任意の $L^{2}$ 強収束部分列の極限 $u_{1}\in L^{2}(X)$ に対して,
$\Vert u1\Vert_{L^{2}}=1$ が成り立ち, さらに (F2), (6.2) より

$\lambda_{1}(X)\leq E^{2}(u_{1})\leq\varlimsup_{i\rightarrow\infty}E^{2}(u_{1}^{i})=\varlimsup_{i\rightarrow\infty}\lambda_{1}(X_{i})\leq\lambda_{1}(X)$ .

上式はどんな $\{u_{1}^{i}\}$ の収束部分列に対しても成り立つので, $\lambda_{1}(X_{i})\rightarrow$

$\lambda_{1}(X)$ が証明された. さらに上式より $u_{1}$ がレイリー商の最小値を取る
ことが分かるので, $u_{1}$ は $X$ 上のラプラシアンの固有値 $\lambda_{1}(X)$ に対応
する固有関数である.

$u_{2}^{i}$ に対しても同様の議論で, (6.1) が得られ, 部分列を取れば $u_{\dot{2}}^{i}$ は

$u_{1}$ に直交するある固有関数へ収束することが分かる. 以下, 帰納的に
全ての $k$ に対して証明される. 口

$A(n, D, v)$ を $X\in \mathcal{A}(n)$ で直径が diam(X) $\leq D$ で $n$次元ハウスド
ルフ測度が $\mathcal{H}^{n}(X)\geq v>0$ なる空間全体の集合とする. 以下が成り立
つことが分かる.

系 6.3. (1) $n,$ $k,$ $D,$ $v$ にのみ従属する定数 $const_{n,k,D,v}$ が存在して,
任意の $X\in \mathcal{A}(n, D, v)$ に対して

$\lambda_{k}(X)\leq const_{n,k,D,v}<\infty$

が成り立っ.
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(2) $n,$ $D,$ $v\ovalbox{\tt\small REJECT}$このみ従属する正の定数 $const_{n,D,v}$ が存在して, 任意の
$X\in A(n, D, v)$ に対して

$\lambda_{1}(X)\geq const_{n,D,v}>0$

が成り立っ.

証明. (1): $\mathcal{A}(n, D, v)$ は Gromov-Hausdorff位相に関してコンパクトで
ある. さらに, 上の系より $\lambda_{k}$ : $A(\prime n)\rightarrow \mathbb{R}$ は Gromov-Hausdorff 位相
に関して連続なので, 像 $\lambda_{k}(\mathcal{A}(\prime n, D, v))$ はコンパクト集合である. 従っ
て (1) が成り立っ.

(2): 任意の $X\in \mathcal{A}(n, D, v)$ に対して $\lambda_{1}(X)>0$ なので,
$\lambda_{1}(\mathcal{A}(n, D, v))$ のコンパクト性から $\lambda_{1}(\mathcal{A}(n, D, v))$ は $0$ を含まない.
従って (2) が成り立つ. 口

注意 64. 上の (2) はボアンカレの不等式からも証明できる.

定理 6.1を証明するために以下が必要である.

定理 6.5. 定理 6.1 と同じの仮定の下で, $0<\delta\ll 1/n$ をみたす任意
の $\delta$ に対して, ある $\epsilon_{i}$ -近似 $f\delta,i$ : $X\rightarrow X_{i}(\epsilon_{i}\backslash 0)$ とコンパクト部分
集合 $D_{\delta,i}\subset X\backslash S_{\delta}$ が存在して, 以下の (1) $-(3)$ をみたす.

(1) 制限ん,i : $D_{\delta,i}\rightarrow f_{\delta,i}(D\delta,i)$ は $\theta(\delta)$ -概等長写像である.
(2) $\bigcup_{i=1}^{\infty}D_{\delta,i}=X\backslash S_{\delta}$ .
(3) $1i\ln_{i\rightarrow\infty}\mathcal{H}^{n}(X_{i}\backslash f_{\delta,i}(D_{\delta,i}))=0$ .

証明の概略. $r$ と $t$ を $0<t\ll r$ をみたすような十分小さい数とする.
$X\backslash B(S\delta, r)$ の t-ネット $\{xj\}^{m}j=1$ をとる. すると, 各 $Xj$ において $\theta(\delta)-$

strainer $\{pjk\}_{k=\pm 1,\ldots,\pm n}$ が存在して, , $:=B(xj,$ $2t$, から. $j(Uj)\subset \mathbb{R}^{n}$

への写像 $\varphi j:=(dx(pjk, \cdot))_{k=1,\ldots,n}$ が $\theta(\delta)$-概等長になる. 近似 $X\rightarrow X_{i}$

により, 点 $Xj,$ $Pjk$ を全て $X_{i}$ 上の点に写し, それを $yj,$ $qjk$ とおく.
$i$ を十分大と仮定して, $V_{j}$ $:=B(yj,$ $5$のから $\psi j(Vj)\subset \mathbb{R}^{n}$ への写像
$\psi j$ $:=(dx(qjk, \cdot))_{k=1,\ldots n})$ も $\theta(\delta)$ -概等長と仮定して良い. $U_{j}^{\prime}$ $:=B(xj, t)$

とおく. リップシッツ写像 $xj$ : $X\rightarrow[0,1]$ を

$supp\chi_{j}\subset U_{j}$ , $\chi_{j}=1$ on $U_{j}^{\prime}$ , and
$X=\bigcup_{j}(supp\chi_{j})^{o}$

をみたすようにとることができる. 関数列 $f_{\delta,i}^{j}$ : $\bigcup_{\ell=1}^{j}U_{\ell}^{\prime}\rightarrow X_{i}$ を以下
のように帰納的に定義しよう.

$f_{\delta,i}^{1}$ $:=\psi_{1}^{-1}\circ\varphi_{1}$ : $U_{1}^{\prime}\rightarrow X_{i}$

かつ $j\geq 2$ に対して,

$f_{\delta,i}^{j}(x)$ $:=\left\{\begin{array}{l}f_{\delta,i}^{j-l}(x)\\\psi_{j}^{-l}\circ((1-\chi_{j})\psi_{j}of_{\delta,i}^{j-l}+\chi_{j}\varphi_{j})(x)\end{array}\right.$ $ifx\in ifx\in\bigcup_{\bigcup_{\ell=1}^{j}}j\ell_{U_{\ell}\cap U_{j}}=1U_{\ell}^{\prime}\backslash U_{j},$

.

すると, $i$ が $r$ #こ対して十分大きいとき, $f_{\delta,i}$ $:=f_{\delta,i}^{m}$ : $X\backslash B(S\delta, r)\rightarrow X_{i}$

が $\theta(\delta)$-概等長であることが証明される. 正の実数の列 $r_{i}$ をゆっくりと
ゼロに収束するようにとって, 定理の $\theta(\delta)$ -概等長写像をん,’ : $D_{\delta,i}$ $:=$

$X\backslash B(S\delta, r_{i}.)\rightarrow f\delta,i(D\delta,i)$ と定義すれば良い. 口
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定理 6.1の証明. 定理 6.5より, $(Xi)\mathcal{H}^{n})$ は (X, $\mathcal{H}^{n}$ ) へ測度付き Gromov-
Hausdor仔収束する. 定理 4.14, 5.17より, $\{E_{i}^{p}\}$ は漸近的にコンパク
トである. 従って補題 5.14より, $E_{i}^{p}$ が $E^{p}$ へ $\Gamma$-収束することを示せ
ば十分である.
先ず (F2) を証明する. 任意に $u\in W^{1,p}(X)$ を固定する. このとき,

ある $u_{i}\in W^{1,p}(X_{i})$ が存在して, $ i\rightarrow\infty$ のとき $u_{i}$ が $u$ へ $L^{p}$ 強収束し
て, $E_{i}^{p}(u_{i})\rightarrow E^{p}(u)$ なることを示せば良い. $\epsilon,$

$\delta>0$ を任意にとる. 定
理 3.1より, $u^{(\epsilon)}\in DC_{0}^{1}(X\backslash S\delta)$ が存在して, $\Vert u^{(\epsilon)}-u\Vert_{\nu V^{1,2}}<\epsilon$ をみた

す. $i$ が十分大きいとき, $u_{\delta,i}^{(\epsilon)}$ $:=u^{(\epsilon)}\circ f_{\delta,i}^{-.1}$ とおくと, これは $W^{1,2}(Xi)$

の要素であり,

$E_{i}^{p}(u_{\delta,i}^{(\epsilon)})=(1+\theta(\delta))E^{p}(u^{(\epsilon)})=(1+\theta(\delta))(E^{p}(u)+\theta(\epsilon))$

をみたす. 従って, $\delta\epsilon\rightarrow 0$ をうまく取れば, $ui$
$:=u_{\delta:,i}^{(\epsilon_{i})}$ が $u$ へ $L^{p}$

強収束して, $E_{i}^{p}(ui)\rightarrow E^{p}(u)$ が成り立つ. これで (F2) が証明された.
次に (F1) を証明する. $u_{i}\in W^{1,p}(X_{i})$ が $u\in L^{p}(X)$ へ $L^{p}$ 強収束した
と仮定する. このとき $ E^{p}(u)\leq$ 虹義 $E_{i}^{p}(u_{i})$ を示せば良い. $\delta>0$ とリッ
プシッツな境界を持つコンパクト集合 $\Omega\subset X\backslash S\delta$ を固定する. 十分大き
な $i$ に対して $\Omega\subset D_{\delta i}$ が成り立っことに注意する. $u\delta,i$

$:=u_{i}of\delta,i|\Omega$ は $i$

が大きいとき $W^{1,p}(\Omega)$ の要素であり, $\Vert u_{\delta,i}||_{W^{1,p}(\Omega)}\leq(1+\theta(\delta))\Vert u_{i}||_{W^{1.p}}$

は一様に有界である. 故に, 埋め込み $W^{1,p}(\Omega)c\rightarrow L^{p}(\Omega)$ のコンパク
ト性から, 部分列を取ると $ i\rightarrow\infty$ のとき $u\delta,i$ は $\Omega$ 上で If 強収束し,

$W^{1,p}$ 弱収束する. その極限を $u_{\delta}^{\Omega}$ とおくと,

$E^{p}(u_{\delta}^{\Omega})\leq\varliminf_{i}E^{p}(u_{\delta,i})\leq(1+\theta(\delta))\varliminf_{i}E_{i}^{p}(u_{i})$

が成り立つ. $\Omega\subset\Omega^{\prime}$ をみたす別のリップシッツな境界をもつコンパクト
集合 $\Omega^{\prime}\subset X\backslash S\delta$ をとり, またさらに部分列を取って同様の方法で $u_{\delta}^{\Omega^{\prime}}$ を
得る. すると, $u_{\delta}^{\Omega^{\prime}}$ は $u_{\delta}^{\Omega}$ の拡張である. 単調増加な列 $\Omega_{j}\nearrow X\backslash S\delta$ をと

ることにより, 対角線論法から $u_{\delta}^{\Omega_{j}}=u_{\delta}|_{\Omega_{j}}$ なる関数 $u\delta\in W^{1,p}(X)$ が

得られる. $u_{\delta}^{\Omega_{j}}$ は $u_{\delta}$ へ $L^{p}$ 弱収束して, $E^{p}(u_{\delta})\leq(1+\theta(\delta))\varliminf_{i}E_{i}^{p}(u_{i})$

が成り立っ. 正の実数の列 $\delta_{i}\backslash 0$ をとる. $W^{1,p}(X)\rightarrow L^{p}(X)$ のコ

ンパクト性 (定理 4.15) から u\mbox{\boldmath $\delta$}、はある $L^{p}$ 関数 $v$ に If 強収束して,
$E^{p}(v)\leq\varliminf_{i}E^{p}(u\delta_{i})$ をみたす. $v$ の構成法から, $ui$ は $v$ へ $L^{p}$ 弱収束
して, $E^{p}(v)\leq\varliminf_{i}E_{i}^{p}(ui)$ が成り立っことが分かる. 一方で $ui$ の If
強位相に関する極限は $u$ だったから, $u=v$ である. 証明終り. 口

62. 熱方程式と熱核の存在. ここでは $[105, 107]$ の結果を (証明なし
に) 使うことによって, Alexandrov 空間上の熱方程式の局所解のヘル
ダー連続性と熱核の存在性を示す.

$X$ をコンパクトな $n$次元 Alexandrov 空間とする. $[67, 105]$ に従っ
て $X$ 上の熱方程式とその局所解の定式化を行なう. $I\subset \mathbb{R}$ を開区間と
する. 関数 $u$ : $I\times X\ni(t, x)\mapsto u(t, x)\in \mathbb{R}$ で以下で定義されるノル
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ムが有限なもの全体の集合を $W^{1,2}(I\times X)$ とおく.

$\Vert u\Vert_{W^{1,2}(IxX)}^{2}=\int(\Vert u\Vert_{W^{1,2}(X)}^{2}+\Vert\frac{\partial}{\partial t}u\Vert_{W^{1,2}(X)}^{2}.)dt$

ここで, $\Vert\cdot\Vert_{\nu V^{1,2}(X)}$ \mbox{\boldmath $\iota$}は $\nu V^{1,2}(X)$ \sigma の $W^{1,2}$ ノルムで’ $\Vert\cdot\Vert_{\nu V^{1,2}(X)}$ . は $W^{1,2}(X)$

の双対空間 $W^{1,2}(X)^{*}$ のノルム, $\frac{\partial}{\partial\ell}u\in W^{1,2}(X)^{*}$ は $u$ の超関数微分
である. すると, $W^{1,2}(I\times X)$ は実ヒルベルト空間になる. $\mathbb{R}\times X$ 上
の直積測度を $d\underline{m}:=dt\otimes dm_{X}$ とおく. $O\subset X$ を開集合とするとき,
$W_{1oc}^{1,2}(I\times O)$ を $I\times O$ 上の $m$-可測な関数 $u$ で以下をみたすもの全
体の集合とする. $\overline{I}^{\prime}\subset I,\overline{O}^{\prime}\subset O$ をみたす任意の相対コンパクトな
部分集合 $I^{\prime}\subset \mathbb{R}$ と $O^{\prime}\subset O$ に対して, ある関数 $u\in W^{1,2}(I\times X)$

が存在して $I$ ‘ $\times O^{\prime}$ 上 $\underline{m}- a.e$ . $u=u^{\prime}$ が成り立つ. $W_{\coprod}^{1,2}(I\times O)$ を関
数 $u\in W^{1,2}(I\times X)$ で, ほとんど全ての $t\in I$ に対して関数 $u(t, \cdot)$

が $O$ でコンパクトサポートをもつようなもの全体の集合とする. 関数
$u\in W_{1oc}^{1,2}(I\times O)$ が熱方程式

$(\triangle+\frac{\partial}{\partial t})u=0$

の $I\times O$ 上での局所解であるとは, 任意の $\phi\in W_{\square }^{1,2}(I\times O)$ と $\overline{J}\subset I$

をみたす任意の相対コンパクトな区間 $J$ に対して,

$\int(\mathcal{E}(u, \phi)+(\frac{\partial}{\partial t}u,$ $\phi))dt=0$

が成り立っことと定義する. ここで, $(\frac{\partial}{\partial t}u, \phi)$ は $\frac{\partial}{\partial t}u(t, \cdot)\in W^{1,2}(X)^{*}$

と $\phi(t, \cdot)\in W^{1,2}(X)$ のペアリングである.

定理 66(放物型ハルナック不等式). $x_{0}\in X,$ $r>0,$ $t_{0}\in \mathbb{R}$ を任意に
とって固定する. すると, ( $t0-4r^{2}$ , to) $\times B(x_{0},2r)$ 上での熱方程式

$(\Delta+\frac{\partial}{\partial t})u(t, x)=0$

の非負に値をとる任意の局所解 $u(t, x)$ に対して,

$\sup_{(s,y)\in Q^{-}}u(s,y)\leq const_{X}\inf_{(s,y)\in Q+}u(s,y)$

が成り立っ. ここで, $Q^{-}:=(o0)\times B(x0, r)$ and $Q^{+}$ $;=$

( $t0-r^{2}$ , to) $\times B(x0, r)$ とおく.

証明. Bishop-Gromov の不等式により, 次の 2倍条件を得る.

– $\mathcal{H}^{n}(B(x, 2r))$

$\lim_{r\rightarrow 0}s\iota\iota px\in x\overline{\mathcal{H}^{n}(B(x,r))}<\infty$
.

これと, 弱ボアンカレの不等式 (定理 4.14), 定理 3.18, および [107]
の結果から定理 66が得られる. 口
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定理 6.7 (熱方程式の局所解のヘルダー連続性). (1) 熱方程式

$(\triangle+\frac{\partial}{\partial t})u(t, x)=0$

の任意の局所解 $u(t, x)$ は $\mathbb{R}\times X$ 上で局所ヘルダー連続である.
(2) $X$ 上のラプラシアン $\Delta$ の任意の固有関数は $X$ 上でヘルダー
連続になる.

証明. (1) は放物型ハルナック不等式を使った標準的な議論から証明さ
れる ([72] を見よ).

$f$ を $X$ のラプラシアンの固有値 $\lambda$ の固有関数とすると, 関数 $u(t, x):=$

$f(x)e^{-\lambda t}$ は熱方程式の解になる. 従って, (1) を使うと (2) が証明され
る 口

上の定理の (1) の正確な意味は, $u$ が局所ヘルダー連続な $dt\otimes d\mathcal{H}^{n}- a.e$ .
version をもつと言うことである. (2) についても同様.

定理 68(熱核の存在). $\mathcal{H}^{n}$ -可測な局所ヘルダー連続関数

$(0, \infty)\times X\times X\ni(t, x,y)-p_{X}(t,x,y)\in[0, \infty)$

が一意的に存在して以下の (1) $-(3)$ をみたす.

(1) 任意の $t>0,$ $u\in L^{2}(X),$ $\mathcal{H}^{n}- a.e$ . $x\in X$ に対して,

$e^{-t\Delta}u(x)=\int_{X}p_{X}(t,x,y)u(y)\mathcal{H}^{n}(dy)$ .

(2) 任意の $s,$ $t>0,$ $x,$ $y\in X$ に対して,

(2a) $p_{X}(t, x, y)=p_{X}(t, y, x)$ ,

(2b) $p_{X}(s+t, x, y)=\int_{X}p_{X}(s, x, z)p_{X}(t, z, y)\mathcal{H}^{n}(dz)$ ,

(2c) $p_{X}(t, x,y)>0$ .

(3) $ 0=\lambda 0<\lambda 1\leq\lambda_{2}\leq\cdots\nearrow\infty$ をラプラシアン $\Delta$ の固有値を並
べたもので, $\{\varphi_{i}\}_{i=0}^{\infty}$ を対応する固有関数から成る $L^{2}(X)$ の完
全正規直交基底とすると, 任意の $t>0,$ $x,$ $y\in X$ に対して以
下が成り立っ.

$p_{X}(t,x,y)=\sum_{i=0}^{\infty}e^{-\lambda_{i}}{}^{t}\varphi_{i}(x)\varphi_{i}(y)$

ここで, 上の収束は $(0, \infty)\times X\times X$ のコンパクト集合上で一
様である. (このような $\{\lambda_{i}\},$ $\{\varphi_{i}\}$ の存在は系 4.16より従う.)

証明. 証明は [109] の 7.4 Theorem と同様である. 任意に $t>0$ をとり
固定する. $r>0$ を $4r^{2}<t$ をみたすようにとる. $x0\in X$ に対して,
$Q_{r}(t, x_{0})$ $:=(t-r^{2}, t+r^{2})\times B(x0r)$ とおく. $f\in L^{2}(X)$ に対して,
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$u(s, x)$ $:=e^{-s\Delta}f^{+}(x)(\geq 0)$ は熱方程式の局所解である. 故に [105] の
Theorem 2.1 と半群 $e^{-t\Delta}$ の $L^{1}$ 縮小性から,

ess-$supB(x_{0},r)u(t, \cdot)\leq ess-\sup_{Q_{r}(t,x_{0})}u$

$\leq const_{X}\int_{Q_{2r}(t,x_{0})}u(s, x)\mathcal{H}^{n}(dx)ds$

$\leq const_{X}\int_{t-4r^{2}}^{t+4r^{2}}\Vert e^{-s\Delta}f^{+}\Vert_{L^{1}}ds$

$\leq const_{X}r^{2}\Vert f^{+}\Vert_{L^{1}}\leq const_{X}r^{2}\Vert f\Vert_{L^{1}}$ .

同様に, ess- $supB(x_{0},r)e^{-t\Delta}f^{-}\leq constxr^{2}\Vert f\Vert L^{1}$ だから,

$\Vert e^{-t\Delta}f\Vert_{L\infty(B(x_{0},r))}\leq ess- s\iota\iota p_{B(x_{0},r)}e^{-t\Delta}f^{+}+ess- s\iota\iota p_{B(x_{0)}r)}e^{-t\Delta}f^{-}$

$\leq const_{X}r^{2}\Vert f\Vert_{L^{1}}$ .

つまり, $T_{t}^{B(x_{0},r)}f$ $:=(e^{-t\Delta}f)|B(x_{0},r)$ と定義すると, $T_{t}^{B(x_{0},r)}$ : $ L^{1}(X)\rightarrow$

$L^{\infty}(B(x_{0}, r))$ は有界作用素である. 従って Dunford-Pettis の定理より,
密度関数が存在するのでそれを $p_{X}^{B(x_{0},r)}(t, x, y)$ とおく. これは $x,$ $y$ に

関して一様に有界で, 任意の $f\in L^{1}(X),$ $x\in B(x_{0}, r)$ に対して

$e^{-t\Delta}f(x)=\int_{X}p_{X}^{B(x_{0},r)}(t, x, y)f(y)\mathcal{H}^{n}(dy)$

をみたす. 今もう一つの球体 $B(x_{1}, r)$ に対して, 同じ方法で密度関数
$p_{X}^{B(x_{1},r)}(t, x, y)$ を得たとする. このとき, 任意の $x\in B(x0, r)\cap B(x1, r)$

をとると, 任意の $f\in L^{1}(X)$ に対して,

$\int_{X}p_{X}^{B(x_{0},r)}(t, x,y)f(y)\mathcal{H}^{n}(dy)=\int_{X}p_{X}^{B(x_{1},r)}(t,x,y)f(y)\mathcal{H}^{n}(dy)$

だから, $p_{X}^{B(x_{0},r)}(t, x, y)=p_{X}^{B(x_{1},r)}(t, x, y)\mathcal{H}^{n}- a.e$ . $y\in X$ が成り立っ.
従って, $X$ を半径 $r$ の有限個の球体で覆うことにより. 熱核 $p_{X}(t, x, y)$

が得られる. $e^{-t\triangle}$ の自己共役性から (2a) が成り立ち, $e^{-(s+t)\Delta}=e^{-s\Delta_{O}}$

$e^{-t\Delta}$ より (2b) が得られる. $(2c),(3)$ はリーマン多様体と同様の方法で
示せるので省略する ([15, 30] などを参照). 後は $p_{X}(t, x, y)$ の局所ヘ
ルダー連続性を示せば良い. 先ず, $(2a),(2b)$ から

$\int_{X}p_{X}(t,x, y)^{2}\mathcal{H}^{n}(dy)=\int_{X}p_{X}(t, x, y)p_{X}(t,y,x)\mathcal{H}^{n}(dy)$

$=p_{X}(2t,x,x)<\infty$ .

故に, 任意の $t>0$ と $\mathcal{H}^{n}- a.e$ . $x\in X$ に対して, $p_{X}(t, x, \cdot)\in L^{2}(X)$

である. $z\in X,$ $\epsilon>0$ に対して $f(x)$ $:=p_{X}(\epsilon, z, x)$ とおくと, $ t>\epsilon$ の

とき $u(t, x)=e^{-(t-\epsilon)\Delta}f(x)$ は熱方程式の解になる. さらに,

$u(t,x)=\int_{X}p_{X}(t-\epsilon,x, y)p_{X}(\epsilon, y, z)\mathcal{H}^{n}(dy)=p_{X}(t,x, z)$

つまり, $(0, \infty)\times X\ni(t, x)\mapsto p_{X}(t, x, z)\in \mathbb{R}$ は熱方程式の解なので,
定理 67(1) よりヘルダー連続になる 口
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次に加須栄氏と久村氏によるスペクトル距離 ([53, 54]) について説明
しよう. $X$ と $Y$ を共にコンパクトな Alexandrov 空間とする. $\epsilon>0$

に対して, 2つの $\mathcal{H}^{n}$-可測な写像 $f$ : $X\rightarrow Y$ と $h:Y\rightarrow X$ が \mbox{\boldmath $\epsilon$}-スペ

クトル近似であるとは,

$e^{-(t+1/t)}|p_{X}(t,x, y)-p_{Y}(t, f(x),$ $ f(y))|<\epsilon$ ,
$e^{-(t+1/t)}|p_{X}(t, h(z),$ $ h(w))-p_{Y}(t, z,w)|<\epsilon$

が任意の $t>0,$ $x,$ $y\in X,$ $z,$ $w\in Y$ に対して成り立っときを言う. $X$

と $Y$ のスペクトル距離 $d_{spec}(X, Y)$ を $\epsilon-$スペクトル近似 $f$ : $X\rightarrow Y$ と
$h$ : $Y\rightarrow X$ が共に存在するような $\epsilon>0$ の下限で定義する. ただし,
もしこのような $f$ または $h$ が存在しないときは, $d_{spec}(X, Y)$ $:=\infty$ と
定義する. スペクトル距離から導入される位相をスペクトル位相と呼
ぶ. [54] ではリーマン多様体についてのみ議論しているが, [54] のほ
とんど全ての結果が Alexandrov 空間でもそのまま成り立っことを注
意する. 定理 6.1 (系 62) から, 以下が証明できる. ここでは証明は
省く.

定理 6.9. 任意の $n\in \mathbb{N}$ について, $\mathcal{A}(n)$ 上でスペクトル位相と Gromov-
Hausdorff位相は一致する.

原論文 [101] では $\mathcal{A}(n)$ の Alexandrov 空間が境界をもたないことは
仮定していない. ここでは証明を簡単にするために仮定した.

注意 6.10. 定理 37, 3.18と弱ポァンカレ不等式 (定理 4.14) には様々
な応用がある. 実際 Alexandrov 空間に対して以下が成り立っことが
分かる.

$\bullet$ 熱核の Davies型のガウス評価が得られる ([30] を参照). これ
は Sturm の論文 [105] の Theorem 2.4より従う. さらにグリー
ン関数の評価も [9] の Theorem 1.3から得られる.

$\bullet$ 半群の強フェラー性が成り立っ. これは [109] の 7.6 Theorem と
同様に証明される.

$\bullet$ ここでは簡単のためコンパクトな Alexandrov 空間しか扱わな
かったが, 非コンパクトな Alexandrov 空間に対しても同様のこ
とが成り立っ (コンパクト性定理およびスペクトルの離散性を除
\langle ). [104] の結果を使うことにより, 非コンパクト Alexandrov
空間に対する, ある種のリューヴィル型の定理が得られる.

$\bullet$ 桑江氏の結果 [57] により, Alexandrov 空間上の劣調和関数に
対して強最大値原理が成り立っことが分かる.

$\bullet$ Ram\’irez の結果 $[90, 41]$ から, 熱核の短時間漸近公式が成り立
っことが分かる.

7. ラプラシアンの固有値と懸垂構造

次の結果が良く知られている : $n$次元閉リーマン多様体 $M$ のリッチ
曲率が $RicM\geq n-1(n\geq 2)$ のとき, $M$ のラプラシアンの第一固有値
は $\lambda_{1}\geq n$ をみたす (Lichnerowicz [66]). さらに等号成立は $M$ が単位
球面 $S^{n}$ に等長同型であることが必要十分である (Obata [75]). ここで
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はこれらの結果をリーマン軌道体 (Riemannian orbifold) に一般化す
ることを考える. このとき, 多様体の場合と違って, ラプラシアンの
$k$ 番目の固有値が軌道体の $k$ 階の懸垂構造を特徴付けることが分かる.
以下にリーマン軌道体の定義を与える.

定義 7.1 (リーマン軌道体). 距離空間 $X$ が $n$次元リーマン軌道体 (Rie-
mannian orbifold) であるとは, ある高々可算な $X$ の開被覆 $\{Ui\}$ およ

び, 各 $i$ に対して (必ずしも完備でない) $’|x$次元リーマン多様体 $\tilde{U}_{i}$ と,
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ へ効果的かつ等長に作用する有限群 $\Gamma_{i}$ が存在して, 以下の $(i)-(iv)$

が成り立っときを言う.
(i) $U_{i}$ らの有限個の共通部分はまた $\{U_{i}\}$ に入る.

(ii) 各 $\tilde{U}_{i}$ は凸である, つまり $\tilde{U}_{i}$ の任意の 2点を結ぶ最短測地線が
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の中に存在する.

(iii) 各 $i$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ対して, $U_{i}$ は商空間 $-/\Gamma$, に等長同型である. $\pi_{i}$ : $\tilde{U}_{i}\rightarrow$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を自然な射影とする.
(iv) もし $U_{i}\subset Uj$ ならば $\Gamma_{i}$ は $\Gamma_{j}$ の部分群であり, $\tilde{U}_{i}$ は $\tilde{U}_{j}$ に等
長的に埋め込まれた部分多様体で, $\iota_{ij}$ : $U_{i}$. $\rightarrow U_{j}$ を包含写像,
$\iota\sim i.j$ : $\tilde{U}_{i}\rightarrow\tilde{U}_{j}$ を埋め込みとすると,

$\pi_{j}0\iota_{i.j}=\iota_{i.j}0\pi_{i}\sim$

が成り立っ.
リーマン軌道体が good であるとは, リーマン多様体の properly dis-
continuous で効果的な等長群の作用の商空間で書けているときを言う.
リーマン軌道体が good でないとき bad と呼ぶ. $n$ 次元リーマン軌道
体 $X$ のリッチ曲率が $Ricx\geq\kappa(n-1)$ であるとは, 各 $\tilde{U}_{i}$ のリッチ曲
率が $Ricx\geq\kappa(n-1)$ であることを言う. 断面曲率についても同様に
定義する.

完備な $n$次元リーマン軌道体 $X$ の断面曲率が $\geq\kappa$ のとき, これは
$n$次元 Alexandrov 空間で曲率 $\geq\kappa$ となる.

$X$ を $n$ 次元リーマン軌道体とするとき以下が成り立つ. 任意の点
$p\in X$ に対して, ある $p$ の開近傍 $U_{p},$

$\mathbb{R}^{n}$ #こ微分同相な (完備でない)

n 次元凸リーマン多様体 0p’ 0p へ等長かつ効果的に作用する有限部分群
$\Gamma_{p}\subset O(n)$ が存在して, $U_{p}$ は $\tilde{U}_{p}/\Gamma_{p}$ に等長同型, かつ $p\in\pi_{p}(Fix(\Gamma_{p}))$

が成り立っ. ここで, $\pi_{p}$ : $\tilde{U}_{p}\rightarrow U_{p}$ は自然な射影で,

Fix $(\Gamma_{p}):=\{x\in\tilde{U}_{p}|$ 任意の $\gamma\in\Gamma_{p}$ に対して,

$\gamma x=x$ が成り立っ}

(固定点集合) とおく. このような $\Gamma_{p}$ は各 $p\in X$ に対して一意的に定
まり, $p$ における局所群と呼ばれる.

$X$ をコンパクトな $n$ 次元リーマン軌道体とする. このとき, $X$ は

Alexandrov 空間になる. 点 $p\in X$ が Alexandrov 空間としての特異点
であることと, 局所群 $\Gamma_{p}$ が非自明であることは必要十分条件である.
さらに非特異点全体の集合 $X\backslash Sx$ は (完備でない) リーマン多様体
である. 以下において, $X$ の局所群の固定点集合の余次元は常に 2以
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上であると仮定する. これは $X$ が Alexandrov 空間として境界を持た
ないことと同値である. $C_{0}^{\infty}(X\backslash Sx)$ を $X\backslash Sx$ 上でコンパクトなサ
ポートをもつ $C^{\infty}$ 関数全体の集合とする. $X$ の Alexandrov 空間とし
てのラプラシアンは $C_{0}^{\infty}(X\backslash Sx)$ 上の $C^{\infty}$ ラプラシアンの Friedrichs
拡張 ([91] などを見よ) に一致する. 系 4.16より, $\triangle$ は離散スペクト
ル $\{\lambda_{0}=0<\lambda_{1}\leq\lambda_{2}\leq\cdots\nearrow+\infty\}$ をもつ. この章では以下の定理を
証明する.

定理 7.2. $X$ をコンパクトな $n$ 次元リーマン軌道体で $n\geq 2$ かつリッ

チ曲率が $Ricx\geq n-1$ と仮定する. このとき以下の (1), (2) が成り
立っ.

(1) $\lambda_{1}\geq n$ である.
(2) $1\leq k\leq n$ をみたす任意の自然数 $k$ を固定する. このとき,

$\lambda_{k}=n$ が成り立つことと, $X$ がある good リーマン多様体
$ S^{n-k}/\Gamma$ の $k$ 階 spherical suspension susp $(S^{n-k}/\Gamma)$ に等長同型
であることが必要十分である. ここで, $S^{n-k}$ は $n-k$ 次元の
単位球面で, $\Gamma\subset O(n-k+1)$ は $S^{n-k}\subset \mathbb{R}^{n-k+1}$ に作用する
有限群である. 特に, $\lambda_{n}=n$ の必要十分条件は $X$ が単位球面
$S^{n}$ に等長同型であることである.

注意 7.3. (1) $E_{k}$ を $k$ 次 $\text{単^{}\backslash }t\backslash Z^{\prime}\uparrow\overline{T}F^{1J}$ として,

(7.1) $\Gamma_{k}$ $:=\{\left(\begin{array}{ll}A & 0\\0 & E_{k}\end{array}\right)|A\in\Gamma\}\subset O(n+1)$

とおくとき, susp $(S^{n-k}/\Gamma)$ は $S^{n}/\Gamma_{k}$ に等長同型である.
(2) $1\leq k\leq n\geq 2$ のとき, ある $n$ 次元 good リーマン軌道体

$S^{n}/\Gamma_{k}$ が存在して, $\lambda_{k}=n<\lambda_{k+1}$ をみたす. 実際, $(n-k)$

次元 good 軌道体 $ S^{n-k}/\Gamma$ で直径が $\pi$ より小さいものの $k$ 階
spherical suspension がそうである. ここで, $\Gamma\subset O(n-k+1)$

は有限部分群.

以下に定理の証明のために必要な補題を証明する. $X$ をコンパクト
な $n$次元リーマン軌道体で, $u$ を $X$ のラプラシアンムの固有値 $\lambda$ の

固有関数とする.

補題 74. 任意の点 $p\in X$ に対して, 関数 $\tilde{u}_{p}$ $:=u\circ\pi_{p}$ は $\tilde{U}_{p}$ 上で $C^{\infty}$

で, $\tilde{U}_{p}$ 上 $\Delta\tilde{u}_{p}=\lambda\tilde{u}_{p}$ をみたす.

証明. 定理 6.7(2) より, $\tilde{u}_{p}$ は $\tilde{U}_{p}$ 上で連続である. さらに, $\tilde{u}_{p}$ は $\overline{U}_{p}\backslash $

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 上 $C^{\infty}$ になる. $\Vert\tilde{u}_{p}\Vert_{W^{1,2}(\tilde{U}_{p})}=\neq\Gamma_{p}\cdot\Vert u\Vert_{W^{1.2}(U_{p}\backslash S_{X})}^{2}<\infty$ だから,

$\tilde{u}_{p}\in W^{1,2}(\tilde{U}_{p})$ となる. 任意の関数 $\varphi\in W_{0}^{1,2}(\overline{U}_{p})$ をとり固定する.

codim $\tilde{S}_{p}\geq 2$ より, 定理 3.1と同じ証明から $C_{0}^{\infty}(\tilde{U}_{p}\backslash \tilde{S}_{p})$ が $W_{0}^{1,2}(\tilde{U}_{p})$

において稠密であることが分かる. 故に, ある関数列 $\varphi_{i}\in C_{0}^{\infty}(\tilde{U}_{p}\backslash \tilde{S}_{p})$

が存在して, $ i\rightarrow\infty$ のとき $\Vert\varphi i^{-\varphi\Vert}W^{1,2}\rightarrow 0$ をみたす. グリーンの公
式より

$\int_{\overline{U}_{p}}\langle\nabla\tilde{u}_{p)}\nabla\varphi_{i}\rangle dvo1_{X}=\int_{\overline{U}_{p}}\varphi_{i}\Delta\tilde{u}_{p}dvo1_{X}$
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が成立する. ここで, $dvolx$ はリーマン計量から導入される体積測度
である. $ i\rightarrow\infty$ のとき, 上式左辺は $\int_{\overline{U}_{p}}\langle\nabla\tilde{u}_{p}, \nabla\varphi\rangle dvo1_{X}$ へ, 右辺は
$\lambda.\int_{\overline{U}_{p}}\tilde{u}_{p}\varphi dvolx$ へ収束する. 従って $\tilde{u}_{p}$ は A $\tilde{u}_{p}=\lambda\tilde{u}_{p}$ の弱解になる.

よって, $\tilde{u}_{p}$ は $\tilde{U}_{p}$ 上 $C^{\infty}$ になる ([361を参照). 口

注意 7.5. Y.-J. Chiang [25] は $X$ 上のソボレフ空間を $\Gamma_{p}$-同変な $C^{\infty}$

関数全体の集合の $W^{1,2}$ 閉包で定義した. 実はそれは我々の定義したソ
ボレフ空間 $W^{1,2}(X)$ $:=W^{1,2}(X\backslash Sx)$ と同じものになることが証明で
きる. これにより, 補題 7.4は [25] の Theorem 2.4からも証明される.

補題 7.6. 次が成立する.

$\int_{X\backslash S_{X}}\triangle(|\nabla u|^{2})dvo1_{X}=0$

証明. codim $Sx\geq 2$ より, $r>0$ に対して特異集合 $Sx$ の $C^{\infty}$ な境界
を持つある近傍 $U_{r}$ が存在して

$\lim_{r\rightarrow 0}vol(\partial U_{r})=0$
$B\backslash $っ

$\bigcap_{r>0}U_{r}=S_{X}$

をみたす. 補題 7.4から $|\nabla(|\nabla u|^{2})|$ が $X\backslash S_{\lambda^{\prime}}$ 上で有界であることが
分かる. $n$ を $U_{r}$ の $\partial U_{r}$ に沿った外側法ベクトル場とすると,

$|\int_{X\backslash U_{r}}\Delta(|\nabla u|^{2})dvo1_{X}|\leq\int_{\partial U_{r}}|\{\nabla(|\nabla u|^{2}),n\rangle|dvo1_{\partial U_{r}}$

$\leq vol(\partial U_{r})\sup_{X\backslash S_{X}}|\nabla(|\nabla u|^{2})|\rightarrow 0$
$(r\rightarrow 0)$

が成り立つ. 口

定理 7.2(1) の証明. 補題 76を使うことにより, 標準的な議論で証明
できる. 実際, Weitzenb\"ock の公式より, $\lambda_{1}$ の固有関数 $u$ は以下を
みたす.

$-\frac{1}{2}\triangle(|\nabla u|^{2})=|D^{2}u|^{2}-\{\nabla\triangle u,$ $\nabla u\rangle$ $+Ric_{X}(\nabla u, \nabla u)$

$\geq\lambda_{1}^{2}u^{2}/n+(n-1-\lambda_{1})|\nabla u|^{2}$

ここで, $Ricx\geq n-1$ を使った. 上式の両辺を $X\backslash S_{X}$ 上で積分する
と, 補題 76より左辺はゼロになる. 従って, $\Vert\nabla u\Vert_{L^{2}}^{2}=\lambda_{1}\Vert u\Vert_{L^{2}}^{2}$ から

$\lambda_{1}\geq n$ を得る. $\square $

以下において, $Ricx\geq n-1$ と仮定する. $1\leq k\leq n$ なる $k$ を固定
し, $\lambda_{k}=n$ と仮定する. $u$ を $\triangle$ の固有値 $n$ の固有関数とする.

補題 7.7. 任意の最短測地線 $\gamma$ : $[0, \ell]\rightarrow X$ に対して, 2つの数 $a=$
$a(\gamma)\in \mathbb{R}$ と $b=b(\gamma)\in[0,2\pi)$ が存在して, 任意の $t\in[0, \ell]$ に対して

$u\circ\gamma(t)=a\cos(t+b)$

が成り立っ.
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証明. $X\backslash Sx$ は凸集合なので, $\gamma$ へ収束するようなある最短測地線の
列 $\gamma_{i}$ : $[0, \ell_{i}]\rightarrow X\backslash Sx$ $(i=1,2, . . . )$ が存在する. [15] の III.4と同じ
議論により補題 76を使うと, ある $ai\in \mathbb{R}$ と $ b_{i}\in[0,2\pi$ ) が存在して,
任意の $t\in[0, \ell_{i}]$ に対して

$u\circ\gamma_{i}.(t)=a_{i}\cos(t+b_{i})$

が成り立っ. $u$ は連続なので, 任意の $t\in[0$ ,のに対して, $ i\rightarrow\infty$ の

とき $u\circ\gamma_{i}(t)$ は $u\circ\gamma(t)$ へ収束する. 部分列を取って, $a_{i}$ と $b_{i}$ がそれ
ぞれある $a\in \mathbb{R}\cup\{\pm\infty\}$ と $b\in[0,2\pi]$ へ収束すると仮定して良い. も
し $|a|=\infty$ ならば, $\cos(t_{0}+b)\neq 0$ をみたすある $t_{0}\in[0$ ,のを取ると

$|uo\gamma_{i}(t_{0})|=|a_{i}\cos(t_{0}+b_{i})|\rightarrow\infty$ $(i\rightarrow\infty)$

が成り立っが, これは $u$ の有界性に反する. 従って, $|a|<\infty$ である.
$u$ の連続性より補題が得られる. 口

補題 7.8. $p,$ $q\in X$ をそれぞれ $u$ の最大値と最小値を取る点とする.
このとき, $dx(p, q)=\pi,$ $u(p)=-u(q)$ かっ, 任意の $x\in X$ に対して,
$u(x)=u(p)\cos dx(p, x)$ が成り立っ.

証明. 関数 $\tilde{u}_{p}$ $:=u\circ\pi_{p}$ : $\tilde{U}_{p}\rightarrow \mathbb{R}$ は $\overline{p}$ において最大値を取るので,
$\nabla\overline{u}_{p}=0$ である. $\gamma$ を $p$ から出て弧長をパラメーターに持つ最短測地
線とする. $\gamma$ の $\tilde{U}_{p}$ へのリフト $\hat{\gamma}$ を取ると,

$(u\circ\gamma)^{\prime}(0)=(\tilde{u}_{p}\circ\hat{\gamma})^{\prime}(0)=\langle\nabla\tilde{u}_{p},\hat{\gamma}(0)\rangle=0$

が成り立ち, これと補題 7.7から

$uo\gamma(t)=u(p)\cos d_{X}(p,\gamma(t))$

が得られる. もし $\gamma$ が $P$ から $q$ へ結ぶとすると, 上と同じ議論から

$uo\gamma(t)=u(q)\cos(d_{X}(p, q)-t)$

が成り立っ. ここで, $\int_{X}udvolx=0$ より $u(p)>0>u(q)$ が成り立
つので, $ dx(p, q)=\pi$ かつ $u(p)=-u(q)$ を得る. $\square $

定理 7.2(2) の証明. $\lambda_{1}=.$ . . $=\lambda_{k}=n$ と仮定する. 各 $i=1,$ $\ldots,$
$k$

に対して $ui$ を $\lambda_{i}$ に対応する固有関数とする. $pi,$ $qi\in X$ をそれぞれ $ui$

の最大値と最小値を取る点とする. 補題 7.8より $ dx(p_{i}, qi)=\pi$ が成り
立ち, これと [11] の Theorem 1と 2から, $X$ が good リーマン軌道体
$S^{n}/\Gamma^{\prime}$ であることが分かる. ここで, $\Gamma^{\prime}\subset O(n+1)$ は $S^{n}\subset \mathbb{R}^{n+1}$ へ等
長に作用するある群である. $L$ を $\mathbb{R}^{n+1}$ の線形部分空間で, $\Gamma^{\prime}$ の各要素
が $L$ の点を固定すると仮定する. さらに, $L$ をこのようなものの中で極
大なものとする. 一般性を失うことなく $L=\{(0, \ldots, 0)\}\times \mathbb{R}^{\ell}\subset \mathbb{R}^{n+1}$

と仮定して良い. すると, $\Gamma^{\prime}=\Gamma\ell$ がある $\Gamma\in O(n-P+1)$ に対して成
り立つ. ここで, $\Gamma\ell$ は (7.1) で定義されたものである. 我々は $\ell\geq k$

を証明すれば良い. 射影 $\pi$ : $L\rightarrow L/\Gamma_{\ell}$ は等長写像であることに注意す
る. $\iota:=\pi^{-1}$ : $L/\Gamma\ell\rightarrow L$ とおくと, 補題 78より, 各 $i$ について $Pi$ と

$q_{i}$ は $(S^{n}\cap L)/\Gamma_{\ell}\subset X$ の対踪点である. 従って, $\xi_{i}$ $:=ui(pi)\iota(pi)\in L$

とおくと, $S^{n}\cap L$ 上で $ui\circ\pi=\langle\xi i,$ $\cdot$ } が成り立つ. ここで, \langle $\cdot,$

$\cdot$ } は $L$

上のユークリッド内積である. もし 2つの関数 $f,$ $ h\in\langle u..u\rangle$ が
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$(S^{n}\cap L)/\Gamma_{\ell}$ 上で一致するならば, $X$ 上で $f=h$ であることを注意す
る. 従って, $\prime ui$ は $\xi_{i}$ の双対と同一視できる. $\{ui\}i=1,\ldots,k$ は一次独立だ
から, $\{\xi i\}i=1,\ldots,k$ もそうである. これにより $\ell\geq k$ を得る.
次に逆を証明しよう. ある有限部分群 $\Gamma\subset O(n-k+1)(1\leq k\leq n)$

に対して, $X=$ susp $(S^{n-k}/\Gamma)=S^{?\iota}/\Gamma_{k}$ が good リ一マン軌道体で
あると仮定する. すると, $L$ $:=\{(0, \ldots, 0)\}\times \mathbb{R}^{k}\subset \mathbb{R}^{n+1}$ は等長的
に $\mathbb{R}^{n+1}/\Gamma_{k}$ へ埋め込まれている. $L$ の正規直交基底 $\{\xi_{i}\}_{i=1,\ldots,k}$ をと
ると, $Pi$ $:=\pi(\xi i),$ $qi$ $:=\pi(-\xi i)\in(S^{n}\cap L)/\Gamma_{k}\subset X$ である. ここで,

$\pi$ : $L\rightarrow L/\Gamma_{k}$ は等長な射影である. 各 $i$ に対して, $X$ が $p_{i},$ $q_{i}$ を頂点
とする spherical suspension あることに注意すると, $ui$ $:=\cos dx(pi, \cdot)$ ,
($i=1,$ $\ldots$ , 紛が一次独立な固有関数で, その固有値は全て $n$ であるこ
とが分かる. 口

8. 残された問題

ここでは未だ解かれていない幾つかの予想および問題を述べる.

8.1. Gromov-Hausdorff 収束に関する問題.

予想 8.1. 自然数 $n$ を固定する. $X_{i}\in \mathcal{A}(n)$ を Alexandrov 空間の列
で, $Y_{i}$ を有限コンパクトな完備距離空間の列とする. $X_{i}$ があるコンパ
クトな測度距離空間 $X$ へ測度付き Gromov-Hausdorff収束して, $Y_{i}$ が

ある有限コンパクトな距離空間へ Gromov-Hausdorff 収束するならば,
$L^{p}(X_{i}, Y_{i})$ 上の $p$次エネルギー汎関数 $E_{i}^{p}$ は $L^{p}(X, Y)$ 上の $p$次エネル
ギー汎関数ヘコンパクト収束する.

これは幾つかの間題を含んでいる.
一つは関数だけでなく写像に対するエネルギー汎関数の収束の定式

化である. これは桑江氏と著者とで現在考察中である ([63]).
もう一つは, 極限の次元が $n$ より小さくなる, つまり 「崩壊」が起

こるときの場合である. このときは例え $Y_{i}=Y=\mathbb{R}$ であってもエネ
ルギー汎関数の収束を証明するのは難しい. リッチ曲率が一様に下に
有界なリーマン多様体のときは Cheeger-Colding によって解かれてい
るが, 「$Li-Yau$ の gradient $estimate$」 を使っている. これについては予
想 86を参照のこと.

予想 8.2. 自然数 $n$ を固定する. $X_{i}$ を (コンパクトとは限らない) 曲率
$\geq-1$ の $n$次元 Alexandrov 空間で, $Y_{i}$ を有限コンパクトなアダマール
空間とする. $X_{i}$ がある測度距離空間 $X$ へ測度付き Gromov-Hausdorff
収束して, $Y_{i}$ がある有限コンパクトな距離空間へ Gromov-Hausdorff
収束すると仮定する. 離散群 $\Gamma$ が各 $X_{i}$ へ等長的かつ properly discon-
tinuous に作用して, 各渇へ等長的に作用しているとする. これから,
極限において $\Gamma$ の $X$ と $Y$ への等長的な作用が得られ, これは $X$ 上
の極限測度を保った作用になっている. このとき, $|/V_{\Gamma}^{1,2}(X_{i}, Y_{i}.)$ 上の

harmonic map flow $T_{t}^{i}$ が $W_{\Gamma}^{1,2}(X, Y)$ 上の harmonic map flow $T_{t}$ へ収
束する, つまり, 写像の列 $u_{i}\in W_{\Gamma}^{1,2}(X_{i}, Y_{i})$ が $u\in W_{\Gamma}^{1,2}(X, Y)$ へ $L^{2}$

収束するならば, 任意の $t>0$ に対して $T_{t}^{i}u_{i}$ は $T_{t}u$ へ $L^{2}$ 収束する.
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もし $Yi=Y=\mathbb{R}$ かつ $\Gamma$ が自明な場合には, harmonic map flow $T_{t}$

は半群 $e^{-t\triangle}$ に他ならないので, 上はエネルギー形式が Mosco 収束す
ることと同値である (定義 5.13の後の段落の文を参照). この場合で,
さらに $X_{i}$ が崩壊しないときや, $X_{i}$ がリッチ曲率 $\geq-(n-1)$ のリー
マン多様体のときには [61] で証明された. Yi., $Y,$ $\Gamma$ が一般のときは今
の所分かっていない. 上の予想より弱い (nonlinear) resolvent の収束
については現在進行中である ([63]).
多様体や測度の収束とエネルギー汎関数の変分収束に関しては, 物

理や確率論と関係して重要かつ興味深い研究が多数行なわれている. し
かしそれらは Alexandrov 空間とは直接関係なくこの原稿の範囲を越え
るので, ここでは述べない事にする. ただ, 一つコメントすると, 物
理的な観点からは曲率の (上または下からの) 一様な有界性は条件が
強過ぎて, 例えば曲率の $L^{p}$ ノルムの有界性などの方が興味深い (少
なくとも著者はそう思っている). これは曲率が爆発した極限に興味深
い特異性が現れるからである.

82. 正曲率空間とラプラシアンの固有値に関する問題. 次の予想は他
のものよりは証明するのが易しいと思われる.

予想 83. $\kappa\in \mathbb{R},$ $n\geq 2$ を定数とし, $X$ を $n$次元コンパクトリーマン
軌道体で断面曲率 $\geq\kappa$ かつ $Ricx\geq n-1$ とする. このとき, $\kappa,$ $n$ にの

み従属したある定数 $\epsilon(n, \kappa)>0$ が存在して, もしある $k(1\leq k\leq n)$

に対して $k$ 番目の固有値 $\lambda_{k}<n+\epsilon(n, \kappa)$ ならば $X$ はある good リー
マン軌道体 $ S^{n-k}/\Gamma$ の $k$ 回 spherical suspension susp $(S^{n-k}/\Gamma)$ に同相
である.

これは Croke [28] および Perelman [85] の結果の一般化である. こ

こでもし断面曲率の下限の条件がなければ, 上の予想は成り立たない.
実際リーマン多様体の場合でも反例が知られている. $[5, 77]$ を見よ.
以下は予想 83より難しい.

予想 8.4. $X$ をコンパクトな $n$ 次元 Alexandrov 空間で曲率 $\geq 1$ と
する.

(1) $\lambda_{1}\geq n$ である.
(2) $k$ を $1\leq k\leq n$ なる自然数とする. このとき, $\lambda_{k}=n$ であるこ

とと, $X$ が曲率 $\geq 1$ のあるコンパクトな $n-k$ 次元Alexandrov
空間 $Y$ の $k$ 回 spherical suspension susp $(S^{n-k}/\Gamma)$ に等長同型
であることは必要十分である.

(1) は Petrunin が $[88, 89]$ で解いたと主張しているが, Perelman
の非公開の定理などを使っていて, その証明は著者には未だ不透明で
ある.

8.3. Regularity に関する問題. Alexandrov 空間は位相多様体であっ
ても一般には曲率が一様に下に有界な $C^{\infty}$ 計量で Gromov-Hausdorff
近似できないことは分かっている ([48] を見よ). しかし次は期待で
きる.
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予想 8.5. 任意に与えられた $\epsilon>0$ に対して, 定理 3.13(1) の $C^{\infty}$ リー
マン計量 $\tilde{g}\delta$ をうまく選んで, その断面曲率が $ K_{\tilde{9}\delta}\geq\kappa-\epsilon$ を満たすよ
うにできる.

上の予想は色々な応用が考えられ非常に重要である. 例えば, 上を
仮定すると, Alexandrov 空間 $X$ 上の $X\backslash S_{\delta}$ を通る quasi-geodesic が
$C^{\infty}$ 計量の測地線で近似できることが分かるので, $X$ の接球面東上の
Liouville 測度の測地流による保存性が得られる. この保存性は今の所,
直接証明する手立ては見つかっていない.

予想 8.6. Alexandrov 空間のラプラシアンの固有関数はリップシッツ
連続である. そのリップシッツ定数は曲率の下限, 直径, 次元にのみ
依存する定数で上から評価される.

これはリーマン多様体のときは Li-Yau の gradient estimate [65] に
あたるものである. これが解ければ, 恐らく予想 8.1で $Yi=Y=\mathbb{R}$ の

場合は解けるであろうと思われる.
リップシッツ連続性は Petrunin が $[88, 89]$ で証明したと主張してい

るが, 前に述べた様にその証明ははっきりしない. ただし, 彼の評価で
はリップシッツ定数が Alexandrov 空間 $X$ のハウスドルフ測度 $\mathcal{H}^{n}(X)$

にも依存しているので, 予想 8.1にはまだ距離がある.
次の問題に関してはまだ何の手がかりもない.

予想 8.7. Alexandrov 空間からアダマール空間への同変写像の har-
monic map flow はホモトピーである.

8.4. 微分形式に関する問題. Alexandrov 空間上の微分形式に対して,
リップシッツ多様体と同様に $d$ や $\delta$ は定義できるが ([112] を見よ),
それ以上のことについては今の所ほとんど何も分かっていない. cone-
manifold 上の $L^{2}-$ ドラムコホモロジー, ホッジ理論, 交差ホモロジー,
指数定理, $\eta$-不変量などは Cheeger を始め現在でもさかんに研究され
ているが ([17, 18, 19, 20, 23, 73] などを参照), これらが Alexandrov
空間でも成り立つかどうかは興味深い. また曲率の下限の条件がこれ
らの不変量にどのように反映されるかは特に重要な問題であろう. も
し Perelman が証明したとされている Lipschitz stability (与えられ
た Alexandrov 空間に Gromov-Hausdorff 距離が十分近い同じ次元を
もつ Alexandrov空間は双リップシッツ同型である. ただし, これらの
Alexandrov 空間の曲率は全て $\geq-1$ と仮定する) はこれらを調べるの
に非常に有効であると考えられる.
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1. 序

1981年に, M. ベルジエは “Riemannian manifolds whose Ricci cur-
vature is bounded from below” というタイトルの下で大阪大学で一連
の講義を与え, また日本数学会で特別講演をおこなった $([B1])$ . そこ
では, グロモフハウスドルフ距離, リッチ曲率が下から押さえられた
リーマン多様体の族に対するプレコンパクト性定理, リッチ曲率が殆
ど非負のリーマン多様体の第 1 ベッチ数評価, 最良ソボレフ定数に関
する S. ギャロの仕事等が解説されている. また, この年の筑波大学で
のベルジェも参加した研究集会で, 塩浜勝博はリッチ曲率の条件下で次
の球面定理を述べた $([S1])$ : $M$ を $RicM\geq m-1,$ $ K_{A/f}\geq-\kappa$ をみた
す $m$ 次元完備リーマン多様体とする. その体積が ($m,$ $\kappa$ に関連して)
単位球面 $S_{1}^{m}$ の体積に近ければ, $M$ は球面に同相である.
それ以来リッチ曲率について多くの重要な進歩があったが, ここでは,

そのうち特に T. H. コールディング, J. チーガーコールディング等に
よる一連の重要な仕事の (基本的な部分を中心にして) 解説を試みる.
ここで扱う内容を概説する前に, S. B. マイヤースと S. ボホナーに

よる 1940年代の古典的な結果を想起しよう. マイヤース ([My]) は測
地線の第 2変分公式を用いて, $m$ 次元完備リーマン多様体 $M$ のリッチ
曲率が正定数 $k$ に対して $RicM\geq(m-1)k$ をみたせば, $M$ はコンパ

クトで, その直径 $d(M)$ は \mbox{\boldmath $\pi$}/恋を越えないことを示した. 普遍リー
マン被覆を考えることにより, $M$ の基本群が有限であることも分かる
(特に, 第 1 ベッチ数 $b_{1}(M)=0$ である). このアイデアはその後比較
定理として大きく発展し, ラウチベルジェクリンゲンバーグ等によ
る球面定理等で重要な役割を果たした.

科学研究費補助金 : 基盤研究 (B)(2) 課題番号 12440020による援助を受けている.
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特に, 断面曲率が下から定数で押さえられた完備リーマン多様体の場
合には, その測地 3角形の角をモデルの定曲率 (単連結) 空間形の同じ
辺長を持つ測地 3角形の角と比較するトポノゴフ比較定理があり, これ
を用いて距離関数の挙動を詳しく調べることができた. 例えば, グロー
ブ・塩浜 $([GroS])$ によって導入された距離関数の危点の概念は以後の
発展で基本的な役割を果たしたが, 危点の挙動を調べるのにトポノゴフ
比較定理が有用である.
リッチ曲率が下から押さえられている場合には, 距離関数を直接制御

することは容易ではなかった. ただし, 体積に関しては, 1960年代にすで
に R. L. ビショップによる比較定理があった $([BiCr])$ :R.icM $\geq(m-1)k$

をみたす完備リーマン多様体の距離球 $B_{R}(p|M)$ の体積は, 定曲率 $k$ の

単連結空間形の同じ半径の距離球の体積を超えない. この結果は J. ミ

ルナーにより, リッチ曲率非負のコンパクトリーマン多様体の基本群
が多項式増大度を持つことを示すのに用いられた $([M])$ . さらに, この
比較定理の M. グロモフによる同心距離球の体積に対する相対形不等
式は, 以後の発展で非常に有用であることが分かった ( $[G3]$ , また \S 2
を参照されたい).
他方, S. ボホナーは, リッチ曲率非負の $m$ 次元コンパクト・リーマン

多様体 $M$ の第 1 ベッチ数は, 不等式 $b_{1}(M)\leq m$ をみたし, 等号成立
は $M$ が平坦トーラスの一つに等長的であるとき, かつそのときに限る
ことを示した ([Bo], [YanoBo]). 実際, 以後ボホナーテクニックと呼
ばれた解析的な手法によって, 上の場合 $M$ の調和形式が平行になるこ
とを導いた. ラプラシアンの正の第 1固有値に関するリヒネロビッツ
小畠の定理もボホナーの公式の解析により得られる ([Licl, [Obl, \S 2を
参照されたい). さらに, この手法は広く数学の多くの分野での「消滅
定理」 に応用された.
また, ボホナーの解析的な手法は, 1970年代後半から始まる S.-T. ヤ

ウ達の, リッチ曲率の仮定の下での調和関数やラプラシアンの固有関
数に対する勾配評価や, 固有値評価でも基本的な役割を果たしている
$([CheY], [LiY], [SchY2], [Y1,2])$ .

1980年頃に M. グロモフは, リッチ曲率が殆ど非負のリーマン多
様体 $M$ の第 1 ベッチ数 $b_{1}(M)$ に対して次のような評価を与えた :
$\epsilon=\epsilon(m)>0$ が存在して, $m$ 次元コンパクト ・ リーマン多様体 $M$ が

$ d^{2}(M)RicM\geq-(m-1)\epsilon$ をみたせば $b_{1}(M)\leq m$ である (S. ギャロに
よる別証明がある). さらにグロモフは, $b_{1}(M)=m$ なら $M$ はトーラ
ス $T^{m}$ に同相になるであろうという予想を与えた ( $[G3]$ , [Ga 1] : これ
は $[B1]$ でも解説された).
さて) 曲率と多様体構造に関する最近の発展の中で, グロモフの与え

た影響は非常に大きい. 計量構造に関して自然な条件をみたす多様体
を全体として捕らえるために, グロモフはコンパクト距離空間の族に距
離を導入した. この概念はこの報告でも最も基本的な役割を果たすの
で, 定義を復習しておこう ( $[G3],$ $[F2]$ , [Sa 1] 等を参照). まず, 距離
空間 $Z$ の空でない部分集合 $X,$ $Y\subset Z$ に対する古典的なハウスドル
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フ距離 $d_{H}^{Z}(X, Y)$ は

(1.1) $\left\{d_{H}^{Z}(X,Y)=\inf\{\epsilon>0|\overline{B}_{\epsilon}(X)\supset Y\theta^{1}\text{っ}\overline{B}_{\epsilon}(Y)\supset X\}=\max\{s\iota\iota p_{x\in X}d(x,Y),\sup_{y\in Y}d(y,X)\}\right.$

で与えられた. ただし, $\overline{B}_{\epsilon}(X)$ $:=\{z\in Z|d(z, X)\leq\epsilon\}$ である. $d_{H}^{Z}$

をまた $d_{H}^{d}$ とも書く.
このとき, 族

$S\mathcal{U}\mathcal{B}(Z):=$ { $X\subset Z|X$ は空でないコンパクト部分集合}

にこの $d_{H}^{Z}$ を与えれば, $(S\mathcal{U}\mathcal{B}(Z), d_{H}^{Z})$ は距離空間となる. また, もし
$(Z, d)$ が完備 (コンパクト) ならば, $(S\mathcal{U}\mathcal{B}(Z), d_{H}^{Z})$ もまた完備 (コン
パクト) である. さて, グロモフはさらに一般に, 距離空間 $X,$ $Y$ の間
の距離を

$(1.2)\left\{\begin{array}{l}d_{GH}(X,Y)\cdot.=\inf\{d_{H}^{Z}(f(X),g(Y)\\\text{は距離を保っ等長埋め込み}\}\end{array}\right.$

で与えた. このとき, $d_{GH}$ は族 $\mathcal{M}\mathcal{E}\mathcal{T}:=$ {コンパクト距離空間の等長類}
上距離の公理をみたし, グロモフハウスドルフ距離と呼ばれる.
これと同値な定義の仕方を述べよう. 距離空間 $X,$ $Y$ の直和 $X\coprod Y$

上の距離 $\delta$ は, 包含写像 $X,$ $Y\rightarrow X\coprod Y$ が距離を保つ等長埋め込みの
とき, $X,$ $Y$ に適合しているという. 次は容易に確かめられる.

(1.3) $dcH(X, Y)$ $:=\inf$ { $d_{H}^{\delta}(X,$ $ Y)|\delta$ は $X\coprod Y$ 上の適合距離}.

次のバージョンは深谷による: 距離空間の間の (必ずしも連続とは
限らない) 写像 $f$ : $X\rightarrow Y$ は

(1.4) $\left\{|_{\frac{d}{B}}(f(x_{l}),f(x_{2}))-d(x_{l},x_{2}))|\epsilon(f(X))\supset Y<\epsilon,\right.$

$x_{1},$ $x_{2}\in X$ ,

をみたすとき, \mbox{\boldmath $\epsilon$}-ハウスドルフ近似と呼ばれる. 次に

(1.5) $\left\{\hat{d}_{GH}(X,Y)\cdot.=\inf\{\epsilon>0|\epsilon-\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash \text{ウスト^{}\backslash }J\text{レフ}E\text{似}f.\cdot X\rightarrow Y,Y^{\backslash }\rightarrow x^{\grave{l}}\text{カ存在する}\}\right.$

と定義すれば, $(2/3)d_{GH}\leq\hat{d}_{GH}\leq 2d_{GH}$ が成り立っ. よって, $\hat{d}cH$ は
$\mathcal{M}\mathcal{E}\mathcal{T}$ 上 $dcH$ と同じ位相を与えるので (ただし, $\hat{d}cH$ は 3角不等式
をみたさないが), 以下 $\hat{d}_{GH}(X, Y)$ の代わりに $dcH(X, Y)$ とも書く. ま

た, \mbox{\boldmath $\epsilon$}-ハウスドルフ近似 $f$ : $X\rightarrow Y$ があれば, $\hat{d}_{GH}(X, Y)<3\epsilon$ となる
ことを注意しておこう.

$\{\mathcal{M}\mathcal{E}\mathcal{T}, dGH\}$ のコンパクト性に関する基本的な性質として, グロモ
フは次のプレコンパクト性定理を示した $([G1,3])$ .
完備距離空間 $\{\mathcal{M}\mathcal{E}\mathcal{T}, d_{GH}\}$ の部分集合 $\mathcal{X}\subset \mathcal{M}ET$ は次の条件 (i),

(ii) をみたすとき, 一様コンパクトであるという :
(i) 正定数 $d$ が存在して, 任意の $X\in \mathcal{X}$ の直径 $d(X)$ は $d(X)\leq d$

をみたす.
(ii) 任意の $\epsilon>0$ に対して, 正整数 $K=K(\epsilon)$ が存在して, 任意の

$X\in \mathcal{X}$ はたかだか $K$ 個の元からなる $\epsilon$-網を持つ. ここで, $\{xi\}_{i=1}^{k}\subset X$
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は, 任意の $x\in X$ に対して $ d(x, xi)\leq\epsilon$ をみたす $Xi$ が取れるとき, す
なわち, $\bigcup_{i}\overline{B}_{\epsilon}(xi;X)=X$ をみたすとき, $X$ の \mbox{\boldmath $\epsilon$}-網と呼ばれた.

定理 1.1. 一様コンパクトな $\mathcal{X}\subset \mathcal{M}\mathcal{E}\mathcal{T}$ は距離 $d_{GH}$ に関してプレコ
ンパクトである. よって f その閉包 $\overline{\mathcal{X}}$ はコンパクトである.

証明は列 $\{X_{n}\}\subset \mathcal{X}$ が与えられたとき, あるコンパクト距離空間 $Z$

を構成して $X_{n}(n=1,2, \ldots)$ を $Z$ に等長的に埋め込み, $S\mathcal{U}\mathcal{B}(Z)$ がコ

ンパクトであることを用いる.
さて, リーマン幾何に戻り, リッチ曲率に関して多様体族
$S_{m}(d)$ $:=\{M|M$ は $m$ 次元コンパクトリーマン多様体で

$RicM\geq-(m-1),$ $d(M)\leq d$ をみたす} $(\subset \mathcal{M}\mathcal{E}\mathcal{T})$

を考える. グロモフはまた次を示した $([G2,3])$ .

定理 1.2. $S_{m}(d)$ は $\mathcal{M}\mathcal{E}\mathcal{T}$ で $dcH$ に関してプレコンパクトである.

証明はビショップ グロモフの体積比較定理を用いて一様コンパクト
性を示し, 定理 1.1を適用する (\S 2を参照).
コンパクトとは限らない距離空間の族を扱うときは, 次の点付きグロ

モフハウスドルフ距離の方が都合がよい:(X, $p$), $(Y, q)$ を基点付き
の距離空間とする. $\overline{B}_{r}(p;X)$ $:=\{x\in X|d(x, p)\leq r\}$ は $X$ の $p$ を中
心とする半径 $r$ の閉距離球であった. 次のように定義する :

$(1.6)\left\{d_{p,GH((X,(Y,q)).\cdot=\inf_{<\epsilon}\{\epsilon>0|X\coprod_{\subset}Yk\text{のロ}\#\not\in.\delta \text{が}\epsilon\not\in\delta(p,q),\overline{B}_{l/\epsilon}(p\cdot.X)\overline{B}_{\epsilon}((\coprod,\delta))}\text{およ}\backslash -(q\cdot.Y)\subset\overline{B}_{\epsilon}(X\cdot.(X\coprod Y,\delta))\text{をみ}\gamma_{\prime}.\text{す}\}\text{して_{}l/\epsilon}\right.$

すると前と同様に, リッチ曲率が下からある定数で押さえられた $m$ 次
元点付き完備リーマン多様体全体のなす族は, 距離 $d_{p,GH}$ に関してプ
レコンパクトになる. しかし, $S_{m}(d)$ の境界に属する距離空間 $X$ は,
一般にはリーマン多様体の構造を持つとは限らず, 特異点を許容し得
る. $X$ は弧長空間で, そのハウスドルフ次元は $m$ を超えないことは比
較的容易に示せるが, その構造を詳しく調べるのは困難な問題である.
しかし, これらのグロモフによるアイデアはリッチ曲率が下から有界な
多様体の族の研究を刺激し, その後の研究の一般的な指針を与えたと言
えよう.
なお, J. チーガーの有限性定理 $([C1,2])$ に始まる, 断面曲率の条件

をみたすリーマン多様体の族の研究は, グロモフハウスドルフ距離を
用いたコンパクト性や崩壊現象についての多くの研究により発展し, 詳
しいことが分かっている (深谷による優れた報告 $[F2]$ , またこのサー
ベイ研究会のアレキサンドロフ空間に関する報告や [BuGPe], [Pe 4] を
見られたい). また, リッチ曲率が有界で, 直径が上から, 単射半径が下
から押さえられた場合のコンパクト性についてはアンダーソンチー
ガーの研究がある $([AnC1,2])$ .
さて非負リッチ曲率多様体の研究で, 非コンパクトの場合には 1970

年代初めのチーガーグロモール ([CGr], [EscHe]) による分裂定理と呼
ばれる重要で美しい結果がある : もし, 非負リッチ曲率の完備リーマン
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多様体 $M$ が直線 $\gamma$ ( $\gamma$ 上の任意の 2点に対して最短線を与えるよう
な測地線) を含めば, $M$ は分裂する. すなわち, $M=R\times N$ とリーマ
ン直積の形に書ける.
この結果の証明では, 距離関数 (この場合はブーゼマン関数) のラプ

ラシアンの評価による劣調和性と最大値原理が重要な役割を果す. $r$

の手法は 20年後にアブレッシュ. グロモールによって, エクセス関数
$E_{pq}(x)$ $:=d(p, x)+d(q, x)-d(p, q)$ に対する評価を得るために改良さ
れた $([AbGr])$ . それによって非負リッチ曲率空間での距離関数の危点
の挙動が, 直径増大度に関する仮定の下に, 調べられた.

1990年代前半に G. ペレルマン $([Pe1])$ は, このエクセス関数の評
価とビショップ. グロモフの体積比較定理を用いた独創的な議論で, 冒
頭の塩浜の結果を断面曲率に関する仮定なしで導いた: $\epsilon=\epsilon(m)>0$

が存在して, $RicM\geq m-1$ である $m$次元完備リーマン多様体 $M$ の体
積が $volM\geq(1-\epsilon)volS_{1}^{m}$ をみたせば, $M$ は球面 $S^{m}$ に同相である.
以上で, コールディングの仕事が始まるまでのだいたいの様子につい
て述べた.

1990年代後半に始まる T. H. コールディングの研究, また彼と J. チー
ガーの共同研究によって多くの重要な問題が解決されることになる. ま

ず, コールディングはペレルマンの球面定理に関して, 幾何学的な側面で
の結果を得た $([Co1,2])$ . すなわち, $RicM\geq m-1$ の仮定の下で, $M$ の

体積 $volM$ は, グロモフ.ハウスドルフ距離 $d_{GH}(M, S_{1}^{m})$ が小さいときか
つそのときに限り, また $M$ の半径 rad $M(:=\min_{p\in M}\max_{x\in M}d(p, x))$

が $\pi=$ rad $S_{1}^{m}$ に近いときかつそのときにかぎり, 球面の体積 $\omega_{m}=$

$volS_{1}^{m}$ に近いことを示した (これらはアンダーソン, チーガー, ペレ
ルマン等によって予想されていた). 特に, この状況の下で, $M$ は球面
に同相になる.
これらの主張を示すのに, コールディングは $L^{2}$ 版トポノゴフ比較定

理を開発して距離関数の挙動を制御した. 上述のリッチ曲率が正で球
面に「近い」状況では, まず距離関数をラプラシアンの (第 1) 固有関
数で近似する. 次に, ボホナーの公式を用いて, 固有関数のヘッシアン
に関する $L^{2}$ の意味での評価を積分不等式の形で与える. さらに, これ
を単位接バンドル $UA/$[ (これは $M$ の測地線の集合とみなせる) 上の
積分不等式に転換する. これより, $M$ 上の測地線の挙動を, 単位球面上
の測地線の挙動と $L^{2}$ の意味で比較することができる. また, リッチ曲
率が $Ric_{M}\geq m-1$ をみたすコンパクト $m$ 次元リーマン多様体全体の
族上で, 体積汎関数はグロモフ. ハウスドルフ距離に関して球面で連続
となることが示された.
次に) コールディングはリッチ曲率が下から非正の定数で押さえられ
ている一般の場合には, 距離関数を (局所的に距離球に制限して) 調和
関数で近似し, 後は同様の議論を行うことにより, 一般の $L^{2}$ 版トポノ
ゴフ比較定理を得た $([Co3])$ . 実際, これらの結果の証明では, ビショッ
プ・グロモフの比較定理, 距離関数のラプラシアン評価, ヤウ等による
調和関数の勾配評価, ラプラシアンの固有値評価等のさまざまな手法が
用いられた.
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またこの手法を応用して, より一般に, リッチ曲率が下から押さえら
れたリーマン多様体の族上で体積汎関数のグロモフハウスドルフ距
離に関する連続性が示された (正確に $lh$ \S 4を見られたい). さらに, こ

れを用いて上に述べたグロモフの予想の証明が与えられた.
次に, チーガーコールディング ([CCo 1]) は先に触れたチーガー
グロモールの分裂定理を, 殆ど非負リッチ曲率の完備リーマン多様体列
の点付きグロモフハウスドルフ距離に関する極限空間の場合に拡張し
た. この場合, 近似のリーマン多様体に直線は存在せず, 先の質的な議
論を量的な評価の積み重ねに置きかえることになる. 再び, 近似のりー
マン多様体上 (ブーゼマン関数に対応する) 距離関数を調和関数 $b$ で

近似し, $b$ のヘッシアンを評価する. この場合, 最大値原理によってエ
クセスが非常に小さくなることを示し, これより $b$ のヘッシアンのノル
ムが $L^{2}$ の意味で小になることを評価する. これを, 測地線のなす空間
上の積分不等式に転換して, 考えている空間と直積 $X=R\times Z$ の間の
ハウスドルフ近似を構成することができる. 一般化された分裂定理を
応用して彼等は, グロモフの予想 $([G3])\ulcorner_{\epsilon=}\epsilon(m)>0$ が存在して,
$m$ 次元コンパクト・リーマン多様体 $M$ が $ d^{2}(M)Ric_{M}\geq-(m-1)\epsilon$

をみたせば, 基本群 $\pi_{1}(M)$ は殆ど幕零 (有限指数の罧零部分群をふ
くむ) である」 を解決した (深谷山口 ([FYa]) は断面曲率に対して

$ d^{2}(M)KAM\geq-\epsilon$ をみたすとき予想を示し, リッチ曲率の場合でも極限
空間で分裂定理等が示されれば予想が成立することを示していた).
さて, この報告の目的は比較定理の手法と, コールディングやチー

ガー達によって新しく開発された手法のうちの幾つかの基本的な考え
方に焦点を当てて解説することにある. \S 2では, リッチ曲率が下から押
さえられたリーマン多様体に対して, ビショップグロモフの体積比較
定理の応用, 距離関数のラプラシアンの評価, 最大値原理の応用, ボホ
ナーの公式, 調和関数の勾配評価等, 後で必要になる基本的な手法につ
いて述べる.

\S 3では, コールディングによる $L^{2}$ 版トポノゴフ比較定理の証明を
述べる. 最初に, リッチ曲率正の場合 (距離関数をラプラシアンの固有
関数によって近似することによって, 測地線にそっての距離関数の挙動
を球面の場合と $L^{2}$ の意味で比較する). 次に, リッチ曲率が下から非
負定数で押さえられている一般の場合 (調和関数を近似に用いて,「短
い」測地線にそっての距離関数の挙動をユークリッド空間の場合と $L^{2}$

の意味で比較する) を扱う.
\S 4では, \S 2, 3での準備の下で, コールデイングによる体積汎関数の

連続性の証明を述べる. 次に \S 5で, チーガーコールディングによる
一般化された分裂定理の証明を述べる. \S 3 –\S \S 5では, 彼等の証明の方
針にしたがっているが, 細部までできるだけ丁寧に述べることを心がけ
た. 断面曲率が下から押さえられている場合の幾何学的な着想や議論
に比べて, リッチ曲率の場合, 解析的な細かい議論を積み重ねることが
必要となるためである.
最後の \S 6では, 応用としてリッチ曲率が $RicM\geq m-1$ をみたす
リーマン多様体を扱う. 特に, $M$ が標準的な球面にグロモフハウス
ドルフ距離に関して近い条件を体積, 半径, ラプラシアンの固有値の言
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葉で述べ, この場合 $M$ は位相的には球面に (微分) 同相である事を示
す. これにより, 種々の球面定理を統一して述べることができ, 相互の
関係が理解できると思う.
次に, この報告で触れることができなかった点について述べておこ

う. まず, チーガーコールディングはこの分裂定理の手法を用いて,
さらにリッチ曲率が下に有界な多様体族とその極限空間の構造に関す
る組織的, 一般的な研究を行っている ([CCo2]). これについては殆ど
述べられなかったが, この方面, 特にラプラシアンの固有値と固有関数
の (測度付) グロモフ ハウスドルフ収束下で振る舞いについての深
谷予想 ([F2]) に関連して, 本書でも加須栄篤氏の解説 $([Kas2])$ があ
り参照されたい.
ただ, 上記と関連して次の結果 (安定性定理) は挙げておきたい : コ

ンパクト $m$ 次元リーマン多様体の列 $\{M_{i}\}$ が $RicAM_{i}\geq-(m-1)$ をみ
たし, 同じ $m$ 次元のコンパクトリーマン多様体 $\Lambda/I$ にグロモフハ
ウスドルフ収束したとする. このとき, 十分大きな $i$ に対して $M_{i}$ は $M$

に微分同相である.
なお、 [CCo 2] の I, II, III 部のそれぞれの序文と I の付録 A2には,

全体の概観の説明があり, まずそれらを読まれることを勧める.
また, コールディング ミニコッツィによるリッチ曲率が下から押さ

えられた空間上の調和関数に関する一連の仕事についても触れていな
い (文献として, $[CoMi1,2]$ だけ挙げておく).
リッチ曲率に関しては, より強い断面曲率の仮定の下で成り立つ結果

が必ずしも成り立たない (例えば, グロモフのべッチ数に関する有限
性定理 $[G2]$ や, 直径球面定理はリッチ曲率の場合は成立しない). こ

のため多くの例が構成されているが, 残念ながら殆ど割愛した ([An 1,
3, 5]) $[BeB],$ $[C3]$ , [CCo 1], [Me 1, 2, 3], [Ot 1], [Pe 2,3], [ShaYa 1, 2]
等を参照されたい).
リッチ曲率が下から押さえられた多様体を, ボホナーテクニック,

等周不等式を用いて調べる, ギャロ, ベラール等フランス学派の研究が
ある. それについては [Ga 1, 2], [Be 1, 2], [BeMey] を参照されたい. ま
た, リッチ曲率の変形による手法 ([Au], [Eh], [Ha], [Hu]) がある. な
お, 3次元以上の任意の多様体には, リッチ曲率が至る所負の完備リー
マン計量がはいり ([Lo]), したがって, リッチ曲率が上から押さえら
れた多様体は対象としては広すぎることを注意しておこう.
最後に, コールディング チーガーコールディングの仕事の解説と
してコールディング自身による [Co 4, 5], ギャロによる [Ga 3] がある.
また, 曲率と多様体構造に関する全般的な解説として $[B2]$ , [Gr], $[G$

$4,5],$ $[S2]$ を挙げておこう. 1997年には加須栄氏の招きでコールディン
グ氏が来日し, 一連の講義を行ったことを付け加えておく.

2. 準備

2.1. ここでは, $m$ 次元リーマン多様体 $M=(M, g)$ のリッチ曲率
に関する基本的な事実をまとめておく. 以下特に断らない限り, 多様体
は連結とする.
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定義 2.1. リーマン多様体 $(M, g)$ のリッチテンソル $RicM$ は $M$ 上の
ベクトル場 $X,$ $Y$ に対して

(2.1) $Ric_{M}(X, Y)$ $:=tr(Z\rightarrow R(Z, X)Y)$

で定義される. ここで) $R(X, Y)\nabla Z-\nabla Y\nabla xZ-\nabla[X,Y]Z$ は

$g$ のレビチビタ接続に関する曲率テンソルであり
$f$

リッチテンソルは
これを一度縮約して得られる. $u\in UM$ に対して) $\rho(u)=RicM(u, u)$

をリッチ曲率と呼ぶ. これは, $M$ の単位接束 $UA/$[ 上の滑らかな関数で
ある. 定数 $k$ に対して, $\rho(u)\geq k$ が任意の $u\in UM$ に対して成り立っ
とき $RicM\geq k$ と書き, リッチ曲率が下から $k$ で押さえられていると
いう.

さて, $\{ei\}_{i=1}^{m}$ を接空間 $T_{p}M$ の $e1=u$ をみたす正規直交基底とす
る. いま, $K_{M}(u, ei)$ で $\{u, ei\}$ により張られる $T_{p}M$ の断面の断面曲
率を表せば, $\rho(u)=\sum_{i=2}^{m}$ KM $(u, ei)$ と書ける. すなわち, リッチ曲率
$\rho(u)$ は, $u$ を含む $T_{p}M$ の断面の断面曲率の平均と考えられる. リッチ
テンソルが対称であること, またリッチ曲率がリッチテンソルを定める
ことは容易に分かる.
ここで, 正規座標系に関する計量テンソルのテイラー展開を用いた,

リッチ曲率の幾何学的な解釈を挙げておく (以下, この節で証明抜き
で述べる事実の証明は, 例えば, [BGauMa], [Bes], [CEb], [Cha 1, 2],
[GaHLa], [J], [Ka], [K], [Ot 2]], $[P1],$ $[SchY2]$ , [Sa 1] 等にある).

補題 2.2. $p\in M$ の周りの正規座標系 $\{x_{i}\}$ に関する計量テンソルの成
分を $(gij)$ とする. このとき f $u\in U_{p}M,$ $r\in R^{+}$ に対して

(2.2) $\det(g_{ij}(ru))=1-\frac{\rho(u)}{3}r^{2}+O(r^{3})$ .

いま, $\gamma_{u}$ を初期方向 $u\in U_{p}M$ の 7)測 zglJ地線とする. 指数写像 $\exp_{p}$ の $tu$

でのヤコビアンの絶対値は $\sqrt{\det(g_{ij}(tu))}$ で与えられた. よって

(23) $\theta(t, u)$ $:=\sqrt{\det(g_{ij}(tu))}t^{m-1}$

と置けば, $\theta(t, u)$ は $M$ の超曲面 $\exp_{p}\{tu|u\in U_{p}M\}$ の $\gamma_{u}(t)$ におけ
る体積要素を定める. また, 距離球 $B_{r}(p)(=B_{r}(p;M))$ $:=\{x\in M|$
$d(p, x)<r\}$ の体積は, $r$ が $p$ での $M$ の単射半径 $i_{p}(M)$ より小さいな
らば

(2.4) $volB_{r}(p)=\int_{0}^{r}dt\int_{U_{P}M}\theta(t, u)du$

により与えられる. ここで, (2.2) より

(2.5) $\left\{\theta(t,u)t^{m+}(t^{m+2})\lim\frac{=t^{m-l}-\frac{\rho(u)}{r6(p)}v_{\cap}^{m}(r)-vol_{B}}{r^{m+2}}\right.$

である. ただし, $v_{0}^{m}(r)$ は $R^{m}$ の半径 $r$ の距離球の体積, $\omega_{m-1}$ は $R^{m}$

の $(m-1)$ 次元単位球面 $S_{1}^{m-1}$ の体積を表す.
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これより, リッチ曲率は距離球の体積を制御すると思える. しかし,
この事実を正確に示すには, いわゆる比較定理の手法が必要になる. す
なわち, (単連結) 定曲率空間形をモデルの空間として取り, その距離
球の体積と比較することを考える.
いま, $\Lambda/I_{k}^{m}$ で定曲率 $k$ の $m$ 次元単連結完備リーマン多様体を表す. そ

のリッチ曲率は定数 $(m-1)k$ に等しい. また $\Lambda^{\prime}I_{k}^{m}$ では, $\theta$ は $\theta(t, u)=$

$s_{k}(t)^{m-1}$ で与えられる. ここで, $s_{k}(t)$ は微分方程式 $f^{\prime\prime}(t)+kf(t)=0$

の初期条件 $f(O)=0,$ $f^{\prime}(O)=1$ をみたす一意な解である. 例えば, $k<0$

ならば $sk(t)=\sinh\sqrt{|k|}t/\sqrt{|k|}$ となる.
また, $v_{k}^{m}(r)$ で $B_{r}(p;J/I_{k}^{m})$ の体積を表す. これは $M_{k}^{n\iota}$ の斉次性から

中心 $p$ に依らず, $v_{k}^{m}(r)=\omega_{m-1}\int_{0}^{r}sk(t)^{m-1}dt$ で与えられる.
次に, R. L. ビショップによる基本的な体積比較定理を述べる (特に,

大津氏の論説 [Ot 2], また $[BiCr]$ , [HKa], [Ka], [Sa 1] 等を参照された
い).

定理 23. $m$ 次元完備リーマン多様体 $M^{m}$ のリッチ曲率が $RicM\geq$

$(m-1)k$ をみたすとする. このとき, 任意の $u\in UM$ に対して

$f(t)$ $;=\frac{\theta(t,u)}{s_{k}(t)^{m-1}}$

で定義される関数は [ $0$ , to] で単調非増加である. ここで, $t_{0}$ は $ t\rightarrow$

$\theta(t, u)$ の最初の (正の) 零点であり, $\gamma_{u}$ に沿っての始点 $\gamma_{u}(0)$ の第 1
共役値に等しい. $\lim_{t\rightarrow 0}f(t)=1$ に注意して Z 特に $f(t)\leq 1$ , すなわち
次が成り立つ.

(2.6) $\theta(t, u)\leq s_{k}(t)^{m-1}$ , $t\in[0,t_{0}]$ .

さらに, $f(t)=1$ がある $t\in(0,$ to] に対して成立すれば, $f(s)\equiv 1$ が

すべての $s\in[0, t]$ に対して成り立ち, 接ベクトル $\dot{\gamma}_{u}(s)$ を含む $T_{\gamma_{u}(s)}M$

の任意の断面 $\sigma$ に対して $K_{M}(\sigma)\equiv k$ である.

比較定理がどのように使われるのかを見るために, 古典的な S. B. マ
イヤースの定理 ([My]) を再び挙げておく.

系 2.4. $m$ 次元完備リーマン多様体 $M^{m}$ のリッチ曲率が $RicM\geq(m-$

$1)k,$ $k>0$ をみたすとする. すると $M$ はコンパクトで, その直径 $d(M)$

は d(M)\leq \mbox{\boldmath $\pi$}/恋をみたす. また, $M$ の基本群 $\pi 1(M)$ は有限である.

証明. $\pi/\sqrt{k}$ は $sk(t)=(1/\sqrt{k})\sin\sqrt{k}t$ の最初の正の零点であるから,
(2.6) より $t_{0}\leq\pi/\sqrt{k}$ を得る. よって, 任意の正規測地線はパラメー
ターの値が $\pi/\sqrt{k}$ を超えれば始点の共役点を含み, 最短線にはなり得
ない. 特に, $d(M)\leq\pi/\sqrt{k}$ で, $M$ はコンパクトである. その普遍リー
マン被覆空間 $A/I\sim$ も完備で, リッチ曲率について同じ条件をみたし, し
たがってコンパクトになる. よって, $\pi 1(M)$ は有限である 口

系 2.5. 完備リーマン多様体 $M^{m}$ は $RicM\geq(m-1)k$ をみたすと
する. このとき, $volB_{r}(p;M)\leq v_{k}^{m}(r)(k>0$ なら $r\leq\pi/\sqrt{k}$ と

する) であり, 等号は $B_{r}(p;M)$ が空間形 $M_{k}^{m}$ の半径 $r$ の距離球に
等長的なとき, かつそのときに限り成立する. 特に $k>0$ の場合,
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$volM\leq v_{k}^{m}(\pi/\sqrt{k})=volS_{k}^{m}$ で, 等号は $M$ が半径 $1/\sqrt{k}$ の球面 $S_{k}^{m}$

に等長的なときかつ f そのときに限り成立する.

さて, ビショップ比較定理の次のバージョンは M. グロモフ $([G3]$ ,
[CGTa]) によるが, リッチ曲率が下から押さえられたリーマン多様体
を調べる際に非常に有用であることが分かる (証明は先に挙げた文献
を参照されたい).

定理 2.6. 定理 2.3と同じ仮定の下で, $r\rightarrow volB_{r}(p;M)/v_{k}^{m}(r)$ はすべ
ての $r\geq 0$ に対して単調非増加である. 特に J $0\leq r\leq R$ に対して

(2.7) $\frac{vo1B_{R}(p)}{v_{k}^{m}(r)}\leq\frac{vo1B_{R}(p)}{vo1B_{r}(p)}\leq\frac{v_{k}^{m}(R)}{v_{k}^{m}(r)}\leq\frac{v_{k}^{m}(R)}{vo1B_{r}(p)}$

系 2.7. 定理 2.3と同じ仮定の下で次が成り立つ : $s$ $:=d(x_{1}, x_{2})$ と
置く.

(2.8) $\frac{volB_{r_{3}}(p)-vo1B_{r_{2}}(p)}{vo1B_{r_{1}}(p)}\leq\frac{v_{k}^{m}(r_{3})-v_{k}^{m}(r_{2})}{v_{k}^{m}(r_{1})}$ $(r_{1}\leq r_{2}\leq r_{3})$ ,

(2.9) $\frac{vo1B_{r_{2}}(x_{2})}{vo1B_{r_{1}}(x_{1})}\geq\frac{v_{k}^{m}(r_{2})}{v_{k}^{m}(r_{1}+s)}$ $(r_{2}\leq r_{1}+s)$ ,

(2.10) $\frac{vo1B_{r_{2}}(x_{2})}{vo1B_{r_{1}}(x_{1})}\geq\frac{v_{k}^{m}(r_{2})}{v_{k}^{m}(s+r_{1})-v_{k}^{m}(s-r_{1})}$ $(s\geq r_{1}+r_{2})$ .

(2.8) は定理の証明と同様の方針で示されるが, $r_{1}=r_{2}=r,$ $r_{3}=R$

と置けば (2.7) が得られることを注意しておこう. (2.9) を見るには, 3
角不等式から $B_{r_{1}}(x_{1})\subset B_{r_{1}+s}(x_{2})$ に注意すればよい. また, (2.10) を
示すには次の様にすればよい : $B_{r_{1}}(x_{1})\subset B_{s+r_{1}}(x_{2})\backslash \overline{B}_{s-r_{1}}(x_{2})$ に注
意して, (2.8) より

$\frac{vo1B_{r_{2}}(x_{2})}{vo1B_{r_{1}}(x_{1})}\geq\frac{vo1B_{r_{2}}(x_{2})}{volB_{s+r_{1}}(x_{2})-vo1B_{s-r_{1}}(x_{2})}\geq\frac{v_{k}^{m}(r_{2})}{v_{k}^{m}(s+r_{1})-v_{k}^{m}(s-r_{1})}$

系 28. 定理 2.3の仮定の下で, $\{B_{r}(x_{i})\}_{i=1}^{N}$ を $B_{R}(p)$ に含まれる互い
に交わらない半径 $r$ の距離球の族とする. このとき,

(1) $N\leq v_{k}^{m}(2R)/v_{k}^{m}(r)$ .
(2) 任意の $q\in B_{R}(p)$ に対して, $q$ が $B_{4r}(x_{i})$ に含まれているよう

な $Xi$ の個数は $v_{k}^{m}(9r)/v_{k}^{m}(r)$ を超えない.

証明. (1) $volBR(p)\geq\sum volB_{r}(x_{i})$ で $B_{R}(p)\subset B_{2R}(x_{i})$ だから

$1\geq\sum\frac{vo1B_{r}(x_{i})}{vo1B_{R}(p)}\geq\sum\frac{vo1B_{r}(x_{i})}{vo1B_{2R}(x_{i}.)}\geq\frac{v_{k}^{m}(r)}{v_{k}^{m}(2R)}N$ .

(2) $\mathcal{I}^{\prime}$ $:=\{i\in I|q\in B_{4r}(xi)\}$ と置けば, 3角不等式から
$\bigcup_{i\in \mathcal{I}^{\prime}}B_{r}(xi)\subset B_{5r}(q)$ を得る. よって

$1\geq\sum_{\in \mathcal{I}^{\prime}}^{\cdot}\frac{vo1B_{r}(x_{i})}{vo1B_{5r}(q)}\geq\sum_{i\in \mathcal{I}^{\prime}}\frac{vo1B_{r}(x_{i})}{vo1B_{9r}(x_{i})}\geq\frac{v_{k}^{m}(r)}{v_{k}^{m}(9r)}\#\mathcal{I}^{\prime}$

であり, したがって $\#\mathcal{I}\leq v_{k}^{m}(9r)/v_{k}^{m}(r)$ である 口
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系 28(1) を用いて, グロモフのプレコンパクト性定理 (定理 12)
を証明することができる. 実際, 一様コンパクトの条件 (ii) を示せば
よい. 任意の $\epsilon>0$ に対して, $M\in S_{m}(d)$ 内に互いに交わらない距
離球 $\{B_{\frac{\epsilon}{2}}(x_{i})\}$ の極大族を取る. 系 28(1) よりその個数 $N$ は有限で,
一様に上から $v_{k}^{m}(d)/v_{k}^{m}(\epsilon/2)$ によって評価できる. 他方, 極大性から
$\{B_{\epsilon}(x_{i})\}_{i=1}^{N}$ は $M$ を被覆し, したがって $\{x_{i}\}_{i.=1}^{N}$ は $M$ の $\epsilon$-網を与える.
次に, リッチ曲率正の場合への応用 (\S 6で必要になる) について述べ

る. 以下の主張 (3) は G. ペレルマン $([Pe1])$ による.

系 2.9. $M$ は $7n$ 次元完備リーマン多様体で $RicM\geq m-1$ をみたす
ものとする. $\omega_{m}=volS_{1}^{m}(=v_{1}^{m}(\pi))$ であった.

(1) 任意の $\epsilon>0$ に対して f $\delta=\delta(\epsilon, m)>0$ が存在して $volM\geq$

$\omega_{m}-\delta$ ならば, 任意の $p\in M$ に対して $ d(p, q)\geq\pi-\epsilon$ をみたす点
$q\in M$ が取れる. すなわち, rad $ M(:=\min_{p\in M}\max_{x\in M}d(p, x))\geq\pi-\epsilon$ .

(2) 任意の $\epsilon>0$ に対して y $\delta=\delta(\epsilon, m)>0$ が存在して $p,$ $q\in M$

が $ d(p, q)\geq\pi-\delta$ をみたせば Z 任意の $x\in M$ に対して

$ d(p, x)+d(q, x)-d(p, q)\leq\epsilon$ .
(3) 任意の $c_{2}>c_{1}>1$ と $(c_{1}-1>)\epsilon>0$ に対して, 次の性質を

みたす $\delta=\delta(cc, \epsilon)>0$ が存在する: $p\in M$ と $0<R<\pi/C2$ に

対して, $volB_{c_{2}R}(p)\geq(1-\delta)v_{1}^{m}(c2R)$ であるとする. このとき, 任意
の $a\in B_{R}(p)$ に対して, $b\in B_{c_{2}R}(p)\backslash B_{c_{1}R}(p)$ と $\gamma\in\min(p, b)$ で,
$d(a, \gamma)\leq\epsilon R$ をみたすものが取れる. ここで, $\min(p, b)$ は $p$ から $b$ へ

の弧長を径数とする最短測地線の集合を表す.

証明. (1) $0<\delta<\omega_{m}-v_{1}^{m}(\pi-\epsilon)$ を取る. $M\subset B_{\pi-\epsilon}(p)$ とすれば,
定理 2.3より

$volM\leq volB_{\pi-\epsilon}(p)\leq v_{1}^{m}(\pi-\epsilon)<\omega_{m}-\delta$

で矛盾を得る.
(2) $\epsilon/2>\delta>0$ を $volA\delta<v_{1}^{m}(\epsilon/2)$ がみたされるように選ぶ. ここ

で, $A_{\delta}$ は $S_{1}^{m-1}\subset S_{1}^{m}$ を赤道とみなすとき領域 $\{a\in S_{1}^{m}|d(a, S_{1}^{m-1})<$

$\delta/2\}\subset S_{1}^{m}$ を表す. いま, $x\in M$ で $ d(p, x)+d(x, q)-d(p, q)>\epsilon$

をみたす点があったとする. すると, $r$ $:=d(p, x)-\epsilon/2>0$ , かつ
$0<s:=d(p, q)-r<d(x, q)-\epsilon/2$ である. また, $ d(p, q)=r+s\geq\pi-\delta$

に注意する. このとき, $ B_{\epsilon/2}(x)\cap(B_{r}(p)\cup B_{s}(q))=\emptyset$ であり, したがって

$1-\frac{v_{\rceil}^{m}(\epsilon/2)}{\omega_{m}}\geq\frac{vo1_{M-Vo[B_{e/2}(x)}}{vo1_{A1}}\geq\frac{volB_{r}(p)+vo1B_{s}(q)}{vo1_{AM}}$

$\geq\frac{v_{1}^{m}(r)+v_{1}^{m}(s)}{\omega_{m}}\geq 1-\frac{vo1A_{S}}{\omega_{m}}$

となり矛盾を得る (最後の不等式は簡単な球面幾何の演習問題である).
(3) $0<\delta<\epsilon^{m}(c_{2}^{m}-c_{1}^{m})/(c_{1}^{m}(c_{2}+1)^{m}+\epsilon^{m}(c_{2}^{m}-c_{1}^{m}))$ を選ぶ. い

ま, 点 $a\in B_{R}(p)$ で, 任意の $b\in B_{c_{2}R}(p)\backslash B_{c_{1}R}(p)$ に対して $p$ と $b$ を
結ぶどの最短測地線も $B_{\epsilon R}(a)$ と交わらないようなものが存在したとす
る. すると, ビショップグロモフの定理 (の証明) から

$\frac{volB_{c_{2}R}(p)-vo1B_{c_{1}R}(p)}{v_{1}^{m}(c_{2}R)-v_{1}^{m}(c_{1}R)}\leq\frac{volB_{c_{1}R}(p)\backslash B_{\epsilon R}(a)}{v_{1}^{m}(c_{1}R)}$
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が分かる. 他方, 再びビショップグロモフの定理から

$volB_{\epsilon R}(a)\geq\frac{v_{1}^{n\iota}(\epsilon R)}{v_{1}^{m}((c_{2}+1)R)}volB_{(c_{2}+1)R}(a)\geq\frac{v_{1}^{m}(\epsilon R)}{v_{1}^{m}((c_{2}+1)R)}volB_{c_{2}R}(p)$

であり, また $v_{1}^{m}(c1R)/v_{1}^{m}(c2R)\geq c_{1}^{m}/c_{2}^{m}$ である.
よって, 仮定の $volB_{c_{2}R}(p)\geq(1-\delta)v_{1}^{m}(c_{2}R)$ と上の事実, ビショッ

プ・グロモフの定理から

$1-\delta\frac{v_{1}^{m}(c_{2}R)}{v_{1}^{m}(c_{2}R)-v_{1}^{m}(c_{1}R)}\leq\frac{(1-\delta)v_{1}^{n}(c_{2}R)-v_{1}^{m}(c_{1}R)}{v_{1}^{m}(c_{2}R)-v_{1}^{m}(c_{1}R)}\leq\frac{vo1_{B_{cR}(p)}-vo1_{B_{c_{\rceil}R}(p)}}{v_{1}^{m}(c_{2}R)-v_{1}^{m}(c_{1}R)}$

$\leq\frac{Vo[B_{c_{1}R}(p)\backslash B_{\epsilon R}(a)}{v_{1}^{m}(c_{1}R)}\leq\frac{Vo[B_{c_{1}R}(p)}{v_{1}^{m}(c_{1}R)}$
一

$\frac{Vo[B_{c_{2}R}(p)}{v_{1}^{m}((c_{2}+1)R)}\frac{v_{1}^{m}(\epsilon R)}{v_{1}^{m}(c_{1}R)}$

$\leq 1-(1-\delta)\frac{v_{1}^{m}(\epsilon R)}{v_{1}^{m}(c_{1}R)}\frac{v_{1}^{m}(c_{2}R)}{v_{1}^{m}((c_{2}+1)R)}$

であり, これより

$\frac{v_{1}^{m}(\epsilon R)}{v_{1}^{m}(c_{1}R)}\leq\delta\{\frac{v_{1}^{m}((c_{2}+1)R)}{v_{1}^{m}(c_{2}R)-v_{1}^{m}(c_{1}R)}+\frac{v_{1}^{m}(\epsilon R)}{v_{1}^{m}(c_{1}R)}\}$

すなわち

1一 $\delta\{\frac{v_{1}^{m}(c_{1}R)v_{1}^{m}((c_{2}+1)R)}{v_{1}^{m}(\epsilon R)v_{1}^{m}(c_{2}R)-v_{1}^{m}(c_{1}R)}+1\}\leq\delta\{1+\frac{c_{1}^{m}(c_{2}+1)^{m}}{\epsilon^{m}(c_{2}^{m}-c_{1}^{m})}\}$

となり, これは $\delta$ の選び方に矛盾する 口

注意 2.10. 上の系 (2) で, $ d(M)=\pi$ と仮定すれば次が成り立っ: $p,$ $ q\in$

$M$ が $ d(p, q)=\pi$ をみたせば, $d(p, x)+d(x, q)=d(p, q)$ が任意の $x\in M$

に対して成り立っ. これより

$M=\overline{B}_{r}(p)\cup\overline{B}_{\pi-r}(q),$ $B_{r}(p)\cap B_{\pi-r}(q)=\emptyset(0<r<\pi)$

である. さらに, 体積比較定理 (の等号成立の場合) を用いて, $M$ が単位
球面 $S_{1}^{m}$ に等長的であることが示せる (チェンの最大直径定理 ([Che])).

ここで, リーマン多様体 $M$ 上の積分不等式を $M$ の最短測地線の空
間上の積分不等式に転換する, チーガーコールディングによる一般的
な方法について述べる ([CCo 1]). $M^{m}$ を $RicM\geq(m-1)k$ をみたす
リーマン多様体, $e$ を $M$ 上の正値可積関数とする. $A_{1},$ $A_{2}$ は $M$ の開
集合で, 任意の $y_{i}\in A_{i}(i=1,2)$ に対して, $y_{1}$ と $y_{2}$ を結ぶ最短測地線
$\gamma_{y_{1},y_{2}}$ はある開集合 $W$ に含まれているものとする. 以下

$\int_{A_{1}xA_{2}}dy_{1}dy_{2}\int_{0}^{d(y_{1},y2)}e(\gamma_{y_{1},y_{2}}(s))$ ゐ

を $\int_{W}ed\nu_{g}$ を用いて評価したい. 正確に云えば, $B\subset A_{1}\times A_{2}$ を
点対 $(y_{1}, y_{2})$ で $y_{1}$ から $y2$ へ唯一本の最短測地線が存在するような
ものから成る部分集合とし, $B$ 上の積分を考えるべきであるが, $B$ は
$A_{1}\times A_{2}$ と同じ測度を持つので, 以下 $B=A_{1}\times A_{2}$ として議論する.
$D$ $:=\sup\{d(y_{1}, y_{2})|yi\in A_{i}\}$ と置く. また, $v_{i}\in U_{y_{i}}M,$ $i=1,2$ に対
して

$I(y_{i}, v_{i}):=$ { $t|\gamma_{v_{i}}(t)\in A_{i+1}$ で, $\gamma_{v_{i}}|[0,$ $t]$ は最短測地線}\subset R
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と置く. ただし, $\gamma_{v_{i}}$ は初期方向 $v_{i}$ の測地線で, $A_{3}=A_{1}$ と考えるもの
とする. $D(AA)$ で $(yiv_{i})$ が $UAi$ を動くときの $I(y, v)$ の (1次
元) 測度の上限を表す.

定理 2.11. 上の状況で次が成り立っ : ある正定数 $c(m, k, D)$ が存在
して
(2.11)

$\left\{\int_{c}A_{1}xA_{2}dy_{l}dy_{2}\int_{(m,k,D)[D(A}o_{l}(\gamma_{y_{1},y_{2}}(s))ds\leq\iota_{e_{A_{2})vol(A_{l})+D(A_{2},A_{l})vol(A_{2})]/ed\nu_{g}}}W\right.$

証明. $(y\iota, y2)\in B,$ $l=d(y_{1}, y_{2})$ に対して

$E_{1}(y_{1},y_{2}):=\int_{l/2}^{l}e(\gamma_{y_{1},y_{2}}(s))ds$ , $E_{2}(y_{1}, y_{2}):=\int_{0}^{l/2}e(\gamma_{y_{1},y_{2}}(s))ds$

と置き, また $E=E_{1}+E_{2}$ とする. さて $y_{1}\in A_{1},$ $v_{1}\in U_{y_{1}}M$ を固定し
て, 測地線 $\gamma=\gamma_{v_{1}}$ を取れば, $\gamma$ に沿って $M$ の体積要素 $dM$ は曲座標
に関して $ds\wedge \mathcal{A}(s)$ の形に書ける (実際, $\mathcal{A}(s)=\theta(s, v_{1})dS^{m-1}$ であ

る). 対応してモデル空間で, $\underline{p}\in J/I_{k}^{m}$ に対して

$A_{k}(u)$ $:=vo1_{m-1}(\partial B_{u}(\underline{p}))=\omega_{m-1}s_{k}^{m-1}(u)$

と置く. このとき, ビショップ. グロモフの比較定理によって, $0\leq u\leq l$

に対して $\mathcal{A}(l)/\mathcal{A}(u)\leq A_{k}(l)/A_{k}(u)$ が成り立つ. よって

$E_{1}(y_{1},\gamma(l))\mathcal{A}(l)\leq c(m, k, D)\int_{l/2}^{l}e(\gamma(u))\mathcal{A}(u)du$ .

ただし, $c(m, k, D)$ $:=\sup_{l/2}A(l)/A_{k}(u)$ と置いた. この不等式の
両辺を $I(yv)$ 上積分して

$\int_{I(y_{1},v_{1})}E_{1}(y_{1}, \gamma(l))\mathcal{A}(l)dl\leq c(m, k, D)D(A_{1},A_{2})\int_{0}^{T(v_{1})}e(\gamma(u))\mathcal{A}(u)du$

を得る. ここで, $T(v1)$ は $t\in I(y1, v_{1})$ をみたす $t$ の値の上限である.
再び, $\{V1\in U_{y_{1}}M|I(y_{1}, v_{1})\neq\emptyset\}$ 上積分して

$\int_{A_{2}}E_{1}(y_{1},y_{2})dy_{2}\leq c(m, k, D)D(A_{1}, A_{2})\int_{W}ed\nu_{g}$ .

次に, 最後の不等式を $A_{1}$ 上積分する. $A_{1}$ と $A_{2}$ の役割を入れ替えて対
称な議論を行えば, $E_{2}$ に対する評価を得る. 両方の不等式を加えて

$\int_{A_{1}xA_{2}}E(y_{1)}y_{2})dy_{1}dy_{2}\leq C\int_{W}ed\nu_{g}$

を得る. ただし, $C=c(m, k, D)[D(AA)vol(A1)+D(AA)vol(A2)]$
で, これより (2.11) が従う. $\square $

この手法は命題 58で用いられる. また, 同様の考えで, $M$ 上の積
分不等式を単位接束 $UM$ 上の積分不等式に転換する手法がある (補題
3.6, 3.7を参照).
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2.2. リーマン多様体上の関数に作用するラプラシアンはリッチ曲率
と密接に関連するが, それについて復習する. 滑らかな関数 $f$ : $M\rightarrow R$

に対して, $\langle\nabla f, X\rangle=Xf$ によって定まる $M$ 上のベクトル場 $\nabla f$ を
$f$ の勾配ベクトル場と呼ぶ. 次に, $f$ のヘッシアン $D^{2}f$ (対称 2次共
変テンソル場) とラプラシアンム $f$ を

(2.12) $D^{2}f(X, Y)$ $;=$ $\langle\nabla_{X}\nabla f, Y\rangle$

(2.13) $\Delta f$ $:=$ $-trD^{2}f$

によって定義する 1. 局所座標系に関する表示はそれぞれ

$\nabla f=g^{ji}\nabla_{j}f\partial_{i},$ $D^{2}f=\nabla_{i}\nabla_{j}fdx^{i}\otimes dx^{j},$ $\triangle f$ $:=-g^{ij}\nabla_{i}\nabla_{j}f$

によって与えられる 2.
次に, 完備リーマン多様体 $M$ の一点 $p$ からの距離関数 $d_{p};d_{p}(x)$ $:=$

$d(p, x)$ にのみ依存する関数 $f$ のラプラシアンを考える. ここでも, $\theta$ が
再び現れる. $u\in UM$ に対して, $i(u)$ $:=\sup$ { $t>0|\gamma_{u}|[0,$ $t]$ は最短線}
と置 \langle . $i(u)$ が有限値なら, $\exp_{p}i(u)u,$ $u\in U_{p}M$ が $\gamma_{u}$ に沿っての $p$

の切断点である. また, $0<t<i(u),$ $u\in U_{p}M$ ならば $d_{p}$ は $\gamma_{u}(t)$ の近
傍で滑らかであり, 勾配ベクトルは $\nabla d_{p}(\gamma_{u}(t))=\dot{\gamma}_{u}(t)$ で与えられる
(特に, $\Vert\nabla d_{p}\Vert=1$ である).
さて, 実変数実数値 $C^{\infty}$ 級関数 $\phi$ に対して

(2.14) $\triangle(\phi\circ d_{p})(\gamma_{u}(t))=-\phi^{\prime\prime}(t)-\frac{\theta^{\prime}(t,u)}{\theta(t,u)}\phi^{\prime}(t)$

が成り立つ. ここで, $\theta^{\prime}$ は $t$ に関する微分を意味する. 特に

(2.15) $\triangle d_{p}(\gamma_{u}(t))=-\frac{\theta^{\prime}(t,u)}{\theta(t,u)}$

であり, モデル空間 $M_{k}^{m}$ の場合には $r:=d_{\overline{p}}$ と置いて

(2.16) $\Delta_{M_{k}^{m}}r=-(m-1)\frac{c_{k}(r)}{s_{k}(r)}$ $(c_{k}(r);=s_{k}^{\prime}(r))$

となることに注意する. これらは, 例えば第 2変分公式を用いて計算
できるが, 詳しくは先に挙げたテキストを参照されたい.

定理 2.12. $M^{m}$ は完備リーマン多様体で $RicM\geq(m-1)k$ をみたす
とし, $\phi(t)$ を滑らかな実変数実数値関数とする.

(1) $0<t<i(u))u\in U_{p}M$ に対して次が成り立っ $:\phi^{\prime}(t)\geq 0$ (resp. $\leq$

$0)$ ならば

(2.17) $\Delta(\phi\circ d_{p})(\gamma_{u}(t))\geq(resp$ . $\leq)\Delta_{M_{k}^{m}}(\phi\circ r)|_{r=t}$ .

右辺の項は初期方向 $u$ には依らず, $-\phi^{\prime\prime}(t)-(m-1)(c_{k}(t)/s_{k}(t))\phi^{\prime}(t)$

に等しい.

1ラプラシアンの定義で符号は著者により違う. ここでは, チーガーコールディ
ングのものと符号が逆になっている.

2総和に関するアインシュタインの規約に従い, 和の記号を省略している.
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(2) $\Omega\subset M$ を境界 $\partial\Omega$ を持つコンパクト領域, $ p\in M\backslash \Omega$ とし,
$\phi$ : $(0, +\infty)\rightarrow R$ は $\phi^{\prime}\geq 0$ (resp., $\leq 0$) をみたす滑らかな関数とする.
このとき $d_{p}$ が $\Omega$ で滑らかであれば

$\frac{1}{vol\Omega}/\Omega|\Delta(\phi od_{p})|d\nu_{g}\leq$

2 $\max_{x\in\Omega}\{-\Delta_{M_{k}^{m}}(\phi or)|_{r=d_{p}(x)}\}+\max_{p\in\partial\Omega}(\phi^{\prime}(d_{p}(x)))\frac{vo1_{m-1}\partial\Omega}{vo1\Omega}$

(resp.,
2 $\max_{x\in\Omega}\{\Delta_{M_{k}^{m}}(\phi or)|_{r=d_{p}(x)}\}+\max_{x\in\partial\Omega}(-\phi(d_{p}(x)))\frac{vo1_{m-1}\partial\Omega}{vo1\Omega})$

が成立する.

証明. 定理 23より $\{\theta(t, u)/s_{k}^{m-1}(t)\}^{\prime}\leq 0$ , すなわち, $\theta^{\prime}(t, u)/\theta(t, u)\leq$

$(m-1)(ck(t)/sk(t))$ が成り立っ. このとき, (1) は (2.14) からしたがう.
(2) $(\phi’\leq 0)$ を示すために, 実数値関数 $g$ に対して $g_{+}$ $:=\max(g, 0)$ ,

$g_{-}$ $:=\max(-g, 0)$ と置き,

$\int_{\Omega}|g|d\nu_{g}=2\int_{\Omega}g_{+}d\nu_{g}-\int_{\Omega}gd\nu_{g}\leq 2vol\Omega\max_{\Omega}g_{+}+|\int_{\Omega}gd\nu_{g}|$

に注意する. この不等式を $g=\Delta(\phi od_{p})$ に適用する. (1) とグリーン
の定理から, $\phi od_{p}|\Omega$ が最大値を取る点では $\Delta(\phi od_{p})\geq 0$ に注意して

$\int_{\Omega}|\triangle(\phi od_{p})|\leq|\int_{\Omega}\triangle(\phi\circ d_{p})|+2vol\Omega\max_{x\in\Omega}\{\triangle_{A\prime I_{k}^{m}}(\phi or)|_{r=d_{p}(x)}\}$

$\leq\int_{\partial\Omega}\Vert\nabla(\phi\circ d_{p})\Vert d\nu_{g}+2vol\Omega\max_{x\in\Omega}\{\triangle_{AI_{k}^{m}}(\phi\circ r)|_{r=d_{p}(x)}\leq$

$vo1_{m-1}\partial\Omega\max_{x\in\Omega}(-\phi^{\prime}(d_{p}(x)))+2vol\Omega\max_{x\in\Omega}\{\triangle_{AM_{k}^{m}}(\phi\circ r)|_{r=d_{p}(x)}\}$

であり, 証明が終わった. 口

さて, $d_{p}$ は $p$ の切断点 (cut point) では必ずしも微分可能ではな
かった. しかし, 上の結果 (1) は次の一般化された意味では切断点で
も成立する : $M$ 上の連続関数 $f$ と $x_{0}\in M$ に対して, $x_{0}$ の近傍 $U$

で定義された滑らかな関数 $g$ は, $g(xo)=f(xo)$ でありかつ $U$ 上で
$g\geq f$ をみたすとき, $x0$ で $f$ の上からのバリアであるという. 次に,
任意の $\epsilon>0$ に対して, $x0$ での $f$ の上からのバリア $f_{x_{0},\epsilon}$ が存在して
$\Delta f_{x_{0},\epsilon}(xo)\geq a-\epsilon$ をみたすとき, $f$ は $x0$ で $\triangle f(xo)\geq a$ をみたすと
いう. また, $\triangle f(x_{0})\leq a$ は, 上の意味で $\triangle(-f)(x_{0})\geq-a$ が成り立
つ場合をいう.
このとき, 定理 2.12 (1) は $\gamma_{u}(i(u))$ でも上のバリアの意味で成立する.

実際, 任意の十分小さな $\delta>0$ に対して, 関数 $g(x)=d_{\gamma_{u}(\delta)}(x)+\delta>0$

は $x0=\gamma_{u}(i(u))$ で $d_{p}$ の上からのバリアであり

$\Delta(\phi\circ g)(x_{0})=-\phi^{\prime\prime}(d_{\gamma_{u}(\delta)}(x_{0}))-\frac{\theta^{\prime}}{\theta}(i(u)-\delta,\dot{\gamma}_{u}(i(u)-\delta))\phi^{\prime}(d_{\gamma_{u}(\delta)}(x_{0}))$

が成り立つ. あとはビショップの比較定理を用いればよい.
例えば, $\phi$ を実数値 $C^{\infty}$ 関数で $\phi^{\prime}<0$ をみたすものとし, $\Delta_{A^{\prime}I_{k}^{m}}(\phi\circ$

$d_{\overline{p}})+b=0$ がある定数 $b$ に対して成立するとする. このとき, $M$ 上

$RicM\geq(m-1)k$ が成り立っとすれば

(2.18) $\Delta(\phi od_{p})\leq-b$

がバリアの意味で成立する.
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次のカラビによる最大値原理は重要であり (証明は例えば, [Bes],
[EscHe], [Sa 1] 等参照), 以下の多くの個所で現れる.

定理 2.13. $M$ を連結リーマン多様体, $f$ を $\Lambda/I$ 上の連続関数とする.
$f$ が劣調和, すなわち $\triangle f\leq 0$ が至る所バリアの意味で成立すれば, $f$

は定数関数でないかぎり最大値を取らない.

注意 2.14. (1) 最大値原理にはいろいろなバージョンがあり, P. ベー
ターセン ( $[P2]$ , [PW]) により用いられたものを与えておく : $RicM\geq$

$(m-1)k$ で, $u:M\rightarrow R$ は $\triangle u\leq g$ をみたすとする. ただし, $g$ は

非負関数. このとき $p>m/2$ に対して, $\Vert g\Vert$ $:=(\int_{AI}|g|^{p}d\nu_{g})^{1/p}$ を $g$

の $L^{p}$ ノルムとするとき

$u(x)\leq C(m, k, d(M),p)\Vert g\Vert_{p}+\frac{1}{vo1A/I}\int_{AM}ud\nu_{g}$ .

(2) 距離関数 $d_{p}$ には, 必ずしも微分可能でない点 (すなわち, $p$ の

切断点) があるので, 微積分の手法やラプラシアンの比較定理を適用
するとき, 正確には微分可能なもので近似する必要のある場合がある.
先のバリアによる近似もそうであるが, 軟化子を考えることもできる.
例えば, $\Omega$ をリーマン多様体 $\Lambda/I$ のコンパクト領域, $ p\in M\backslash \Omega$ とす
る. いま, $\phi$ : $R^{+}\rightarrow R$ は滑らかな単調増加関数とする. $\phi od_{p}$ を $\Omega$

上の関数とみなすとき, p の切断点では微分可能性は保証されない. ま
ず, カットオフ関数 $\rho$ : $[0, \infty$ ) $\rightarrow R^{+}$ で次をみたすものを取る :

$supp\rho\subset[0,2]$ , $\rho|[0,1/2]\equiv 1$ , $\omega_{m-1}\int_{0}^{\infty}\rho(t)t^{m-1}dt=v_{0}^{m}(1)$ .

次に, $\rho_{n}(t)$ $:=n^{m}\rho(nt)$ とすれば, $supp\rho_{n}\subset[0,2/n]$ である. さて,

$\phi_{p,n}(x)=\frac{1}{v_{0}^{m}(1)}\int_{M}\phi(d(p, y))\rho_{n}(d(y, x))dy$

と定義する. このとき, $\phi_{p,n}$ は $\Omega$ 上滑らかで, 任意の $\epsilon>0$ に対して
$n$ を十分大に取れば

$|\phi_{p,n}-\phi\circ d_{p}|<\epsilon$ , $\Vert\nabla\phi_{p,n}\Vert<\phi^{\prime}od_{p}+\epsilon$

をみたす. 例えば, $ x\in\Omega$ で第 2の不等式を示そう. $n$ を ( $2/n$ が $\Omega$

における $M$ の単射半径より小になるように) 十分大きく取り, 部分積
分を考えれば

$v_{0}^{m}(1)\nabla\phi_{p,n}(x)=\int_{M}\phi(d(p, y))\rho_{n}^{\prime}(d(y, x))\nabla d_{y}(x)dy$

$=-\int_{A/I}\phi(d(p, y))\rho_{n}^{\prime}(d(y, x))\tau_{x}^{y}(\nabla d_{x}(y))dy$

$=\int_{M}\phi^{\prime}(d(p, y))\rho_{n}(d(y, x))\tau_{x}^{y}(\nabla d_{p}(y))dy+\psi(\frac{1}{n}|\phi, M, \Omega)$

である. これより

$\Vert\nabla\phi_{pn})\Vert\leq\phi^{\prime}\circ d_{p}(x)+\psi(\frac{1}{n}|\phi,$ $M,\Omega)$

が成り立っ. ここで, $\tau_{x}^{y}$ は $y$ から $x$ への最短測地線に沿っての平行
移動であり, $\psi(\frac{1}{n}|\phi, M, \Omega)$ は与えられた $\phi,$ $M,$ $\Omega$ に対し, $ n\rightarrow\infty$ の

とき $\psi(\frac{1}{n}|\phi, M, \Omega)\rightarrow 0$ を意味する.
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さらに, $M$ のリッチ曲率が $RicM\geq(m-1)k$ をみたせば, 任意の
$\epsilon>0$ に対して $n$ を十分大に取るとき

$\triangle\phi_{p,n}\geq\triangle_{M_{k}^{m}}(\phi\circ r)|_{r=d(p,x)}-\epsilon$

もみたす. ただし, $r:=d_{\overline{p}}$ は $M_{k}^{m}$ での距離関数である. 実際, $ x\in\Omega$

で上の不等式を示すのに, $t\downarrow 0$ のとき $p$ の切断跡の補集合に収束する
コンパクト領域の増大列 $C_{t}$ を取る. $x$ の十分小さな近傍にコンパクト
な台を持つ任意の滑らかな非負関数 $f(f\leq 1)$ に対して, $n$ を十分大に
取れば

$v_{0}^{m}(1)/\Delta\phi_{p,n}fd\nu_{g}=v_{0}^{m}(1)\int_{y=\int))\triangle}\phi\prime f\phi_{p,n}\Delta fd\nu_{g}f_{\phi(d(p,y))\rho_{n}(d(X}^{I},xfdxdy$

$=\int\phi(d_{p}(y))dy\int\triangle_{x}(\rho_{n}od_{y})f(x)dx$

$=\int f(x)dx\int\phi(d_{p}(y))\Delta_{y}(\rho_{n}\circ d_{x})dy+\psi(\frac{1}{n}|\phi, M, \Omega)$

$=\int f(x)dx\int(\nabla_{y}(\phi\circ d_{p}), \nabla_{y}(\rho_{n}od_{x})\}dy+\psi(\frac{1}{n}|\phi, M, \Omega)$

$=\lim_{t\rightarrow 0}\int_{AM}f(x)dx\int_{C_{t}}\triangle_{y}(\phi\circ d_{p})\cdot\rho_{n}od_{x}dy$

$+\lim_{t\rightarrow 0}\int_{A/I}f(x)dx\int_{\partial C_{t}}\phi^{\prime}(d_{p}(y))\rho_{n}\circ d_{x}dy+\psi(\frac{1}{n}|\phi, M, \Omega)$

$\geq\int f(x)dx\int\triangle_{M_{k}^{m}}(\phi or)|_{r=d(p,x)}\rho_{n}od_{x}dy+\psi(\frac{1}{n}|\phi, M, \Omega)$

$=v_{0}^{m}(1)\triangle_{A/l_{k}^{m}}(\phi\circ r)|_{r=d(p,x)}\int_{M}f(x)dx+\psi(\frac{1}{n}|\phi, M, \Omega)$ .

したがって, 定理 2.12 (1) は 「$0\leq t\leq i(u)$」 で成り立ち, (2) の「 $d_{p}$

が $\Omega$ で滑らか」 という仮定は以下の議論で省いてよい.

再び最大値原理に戻り, 以下その応用例としてアブレッシュグロ
モールによるエクセス評価 ([AbrGr], $[C4]$ も参照) を挙げておこう.
まず, 次の準備から始める.

補題 2.15. モデル空間 $M_{k}^{m}$ 上で $r:=d_{p}$ を点 $p$ からの距離関数とし,
$R>0,$ $b>0$ を与える このとき, 滑らかな関数 $G:(0, R$] $\rightarrow(0, \infty)$

で、 次の $(i)-(iv)$ をみたすものがただひとつ存在する :
(i) $G>0$ $(0<r<R)$ , (ii) $G^{\prime}<0$ $(0<r<R)$ ,
(iii) $G(R)=0,$ $G^{\prime}(R)=0$ , (iv) $\triangle_{A/I_{k}^{m}}(Gor)+b=0$ .

証明. これを見るのに, まず方程式 (iv) は

$G^{\prime\prime}+(m-1)\frac{c_{k}(r)}{s_{k}(r)}G^{\prime}=b$ $(c_{k}(r) :=s_{k}^{\prime}(r))$

と同値であることに注意する. これを境界条件 (iii); $G(R)=G^{\prime}(R)=0$

の下で解いて, 次式で与えられる一意な解を得る :

(2.19) $G(r)=b\int^{R}dt\int^{R}\frac{s_{k}(s)^{m-1}}{s_{k}(t)^{m-1}}ds=b\int\int_{r\leq t<s\leq R}\frac{s_{k}(s)^{m-1}}{s_{k}(t)^{m-1}}dsdt$ ,

これが (i), (ii) をみたすことは明らかである 口

補題 2.16. $m$ 次元完備リーマン多様体 $M^{m}$ は $RicM\geq(m-1)k$ をみ
たすものとする. $\eta>0$ に対して, $u:BR+\eta(p)\rightarrow R$ を次をみたすリ
プシッツ関数とする :

6) $u\geq 0$ .
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(ii) $u(po)=0$ がある $po\in\overline{B}_{R}(p)$ に対して成立する.
(iii) dil $u$ $(:=\sup_{x\neq y}\frac{|u(a:)-u(y)|}{d(x,y)})\leq a$ .
(iv) 一般のバリアの意味で $\triangle u\geq-b$ .

このとき, $0<c<R$ に対して $u(p)\leq ac+G(c)$ が成り立つ.

証明. 任意に小さくできる $\epsilon>0$ に対して, $R$ の代わりに $ R+\epsilon$ から定
まる $G$ に対して主張を示せば十分である. これを矛盾により示す. す
なわち, ある $0<c<R$ に対して $u(p)\geq ac+G(c)>ac$ と仮定する.
このとき, $x\in\partial B_{c}(p)$ に対して (iii) より $u(x)\geq u(p)-ac\geq G(c)$ , す
なわち $u|\partial B_{c}(p)\geq(G\circ r)|\partial B_{c}(p)$ が成り立っ. ここで, $r=d_{p}$ と置い
た. 他方 (i) と $G$ の性質 (iii) から, $u|\partial B_{R+\epsilon}(p)\geq 0=(Gor)|\partial BR+\epsilon(p)$

である. まとめて,

$(G\circ r-u)|\partial B_{c}(p)\leq 0$ , $(G\circ r-u)|\partial B_{R+\epsilon}(p)\leq 0$

が成り立つ. 次に, (ii) と $G$ の性質 (i) より $(Gor-u)(p_{0})>0$ で

ある. もし, $d(p,po)\leq c$ なら (iii) より $u(p)\leq ac7$矛盾を得るから,
$p_{0}\in A:=BR+\epsilon(p)\backslash \overline{B}_{C}(p)$ である. よって, $(G\circ r-u)|\overline{A}$ は内点 $q\in A$ で

(狭義) 最大値を取る. 他方, (2.17) と (iv) から $\triangle(G\circ r-u)\leq-b+b=0$

が成り立っから, $G\circ r-u$ は劣調和関数であり, $q$ を含む $A$ の連結成
分上で最大値原理に矛盾する 口

さて, $p,$ $q\in M$ に対してエクセス関数 $E:=e_{p)q}$ を

(2.20) $E(x)=d(p, x)+d(q, x)-d(p, q)$

で与える. 次はエクセス関数の基本的な性質である.

補題 2.17. $M$ は $m$ 次元完備リーマン多様体で $RicM\geq(m-1)k$ を

みたすとする. エクセス関数 $E$ は次をみたす.

(i) $E(x)\geq 0$ .
$\ovalbox{\tt\small REJECT})$ $E|\gamma\equiv 0$ が任意の $\gamma\in\min(p, q)$ に対して成り立っ.
(iii) dil $E\leq 2$ .
(iv) $\triangle E\geq-(m-1)(\frac{c}{s}Ak(s_{1})+s_{k}c_{A}(s_{2}))\geq-2(m-1)_{s}^{c}\perp_{k}(s)$ , ただし,

$s1(x)$ $:=d(x,p),$ $s2(x)$ $:=d(x, q)$ , $s(x)$ $:=\min(s1(x), s2(x))$ と

置いた.

証明. (i) –(iii) は明らか. (iv) を見る. リッチ曲率の仮定の下で $\triangle r\geq$

$\triangle_{M_{k}^{m}}r$ であった. 定理 2.12から

$\triangle E\geq\triangle_{A/I_{k}^{m}}(d_{\overline{p}}+d_{\overline{q}})=-(m-1)(\frac{c_{k}\circ d_{\overline{p}}}{s_{k}\circ d_{\overline{p}}}+\frac{c_{k}\circ d_{\overline{q}}}{s_{k}od_{\overline{q}}})$ .

ここで, $s\rightarrow ck(s)/sk(s)$ が単調非増加関数であることに注意して定理
の主張がでる 口

さて, $h(x)$ $:=\min_{\gamma\in\min(p,q)}d(x, \gamma)$ と置く. もし, $h(x)=0$ なら

$E(x)=0$ であり, 3角不等式から $E(x)\leq 2h(x)$ が成り立つ. アブレッ
シュグロモール $([AbGr], [C4])$ は, リッチ曲率が下から押さえられ
た多様体で $h(x)/s(x)$ が小さいとき, この不等式を改良したエクセス
関数の評価を与え, 非負リッチ曲率の多様体の構造を調べるのに用い
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た. 方法は上の補助関数とラプラシアン比較定理, 最大値原理を用い
る. この考え方は \S 5, \S 6でも重要である.

命題 2.18. R.icM $\geq(m-1)k$ とすれば次が成り立っ.

(2.21) $E(x)\leq 2c+G(c)$ $(0<\forall c<h(x))$ .
ここで, $G$ は補題 2.1で $R=h(x)$ かつ $b:=2(m-1)ck(so)/sk(so)$ と
して定義されたものである. ただし, $so:=\min\{s(y)|y\in\overline{B}R+\eta(x)\}$ と
置いた. さらに, もし $h(x)<s(x)/2$ が成り立ち, $k\leq 0$ かつ $m\geq 2$

ならば

(2.22) $E(x)<8(\frac{h(x)^{m}}{s(x)})^{\frac{1}{m-1}}=8(\frac{h,(x)}{s(x)})^{\frac{1}{m-1}}h(x)$ .

証明. $\eta>0$ を十分小に取り, $s_{0}>s(x)/2$ としてよい. 補題 216を
$u:=E,$ $R:=h(x),$ $a:=2$ として, また $b$ は上のとおりとして適用する.
すると, $x$ から $\gamma$ に下ろした垂線の足は $E$ の零点で, $B_{R+\eta}(x)$ に含まれ
る. このとき, (2.21) は補題 2.16からしたがう. (2.22) を $k=0,$ $m>2$
の場合に示す. このときは $b=2(m-1)/s0$ で, (2.19) から

$G(c)=\frac{m-1}{ms_{0}}\{c^{2}+\frac{2}{m-2}R^{m}c^{2-m}-\frac{m}{m-2}R^{2}\}$ .

再び, 補題 2.16を $c:=(\frac{2h^{m}}{s})^{1/(m-1)}(x)$ と置いて $E$ に適用する. $h(x)<$

$s(x)/2$ より $c<R$ だから

$E(x)\leq 2c+G(c)<2c+\frac{2(m-1)}{m(m-2)s_{0}}R^{m}c^{2-m}$

$<2c+\frac{4(m-1)}{m(m-2)}\frac{h(x)^{m}}{s(x)}c^{2-m}$

$=2c+\frac{2(m-1)}{m(m-2)}c^{m-1}c^{2-m}<4c<8(\frac{h(x)^{m}}{s(x)})^{\frac{1}{m-1}}$

で証明が終わる 口

系 2.19. $M^{m}$ は $RicM\geq(m-1)k$ をみたす完備リーマン多様体とす
る. 正値連続関数 $\kappa$ : $[0, \infty]\rightarrow[0, \infty]$ で, $t\downarrow 0$ のとき $\kappa(t)\downarrow 0$ をみた
すものが存在して, 任意の $a,$ $b,$ $c\in M$ と $\gamma\in\min(b, c)$ に対して

(2.23) $d(a, b)+d(a, c)-d(b, c)\leq\kappa(\frac{d(a,\gamma)}{\min\{d(a,b),d(a,c)\}})d(a, \gamma)$

と書ける.

注意 2.20. (1) $M$ が非負断面曲率の完備リーマン多様体の場合は, ト
ポノゴフの比較定理を用いてエクセス関数に対してもっと良い評価が
得られる: すなわち, $E(x)\leq 2h(x)\frac{h(x)}{s(x)}$ が成り立っ.

(2) エクセス関数に対する最大値原理と同様にして示されるもので,
P. ペーターセン $([P2])$ により与えられたものを挙げてお \langle : $J/I^{m}$ は

完備で $RicM\geq(m-1)k$ をみたすとし, $\epsilon,$ $a>0,$ $p>m/2$ を与える.
このとき, $c=c(\epsilon, m, k,p, a)>0$ が存在して, $u$ : $B_{R}(p;M)\rightarrow[0, \infty]$

が

$u(p)\leq cG(R/2)$ , $\Vert\nabla u\Vert\leq a$ , $\Delta u\geq\phi$ (ただし, $\Vert\phi\Vert_{p}\leq c$)
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をみたせば, $s\iota p_{B_{R}(p)}u\leq\epsilon$ が成り立つ. ただし, $G$ は補題 2.15で
$k=0,$ $b=1$ として与えられたものである.

次に, リッチ曲率が下から押さえられている場合に, ディリクレ境界
条件に関する距離球のラプラシアンの第 1固有値の下からの評価につ
いて述べる. $M^{m}$ はコンパクト境界付リーマン多様体 (境界が空でも
よい) で, そのリッチ曲率が

$Ric_{M}\geq-(m-1)k$ $(k\geq 0)$

をみたすとする. $Po\in M,$ $R>0$ とし, $ d(Po, \partial M)\geq 5R(\partial M=\emptyset$ な
らば $d(M)\geq 2R)$ と仮定する. 次はリィシェーンによる $([LiSc])[LiY]$

参照).

定理 2.21. 上の仮定のもとで $B_{R}(p_{0})$ のディリクレ境界条件に関する
ラプラシアンの第 1固有値は次ををみたす :

(2.24) $\lambda_{1}(B_{R}(p_{0}))\geq(2R)^{-2}(1+\sqrt{k}R)^{2}\exp(-4m(1+\sqrt{k}R))$ .

証明. まず, $B_{R}(p_{0})$ 上定義されその境界で零となる任意の滑らかな関
数 $\phi$ に対して, 次のボアンカレ不等式を示す :

(2.25) $\int_{B_{R}(po)}|\phi|d\nu_{g}\leq c_{1}\int_{B_{R}(P0)}\Vert\nabla\phi\Vert d\nu_{g}$ .

ただし, $C1$ $:=R(1+\sqrt{k}R)^{-1}\exp(2m(1+\sqrt{k}R))$ と置いた.
$p_{1}\in\partial B_{2R}(p_{0})$ を選び (仮定からこの集合は空でない), $r:=d_{p_{1}}$ と置

く. ラプラシアンの比較定理から, バリアの意味で

$-\Delta r\leq(m-1)\frac{c_{-k}(r)}{s_{-k}(r)}\leq(m-1)\{\sqrt{k}+1/r\}$

である. また, $ B_{3R}(p1)\cap\partial M=\emptyset$ と $B_{R}(po)\subset B3R(p1)\backslash BR(p1)$ に注意
する. このとき, 任意の $\alpha>0$ に対して, $B_{R}(po)$ 上 a.e. で $\Vert\nabla r\Vert=1$

に注意して

$\triangle\exp(-\alpha r)=-\alpha\exp(-\alpha r)(\triangle r+\alpha)$

$\leq\alpha\exp(-\alpha r)\{(m-1)(1/R+\sqrt{k})-\alpha\}$

が成り立つ. よって, $\alpha$ $:=m(\sqrt{k}+1/R)$ と置けば, $B_{R}(po)$ 上 a.e. で

$\Delta\exp(-\alpha r)\leq-\alpha\exp(-3\alpha R)(\sqrt{k}+1/R)$

である. この両辺に $|\phi|$ を掛けて $B_{R}(p_{0})$ 上積分する. グリーンの公式
とコーシーシュワルツの不等式を用いて, 再び $\Vert\nabla r\Vert=1$ に注意す
れば

$\alpha(\sqrt{k}+1/R)\exp(-3\alpha R)\int_{B_{R}(po)}|\phi|d\nu_{g}\leq\alpha\int_{B_{R}(po)}\exp(-\alpha r)\Vert\nabla\phi\Vert d\nu_{g}$

を得る. $B_{R}(po)$ 上では $\exp(-\alpha r)\leq\exp(-\alpha R)$ だから, 上の不等式か
ら容易にポァンカレ不等式 (2.25) が従う.
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さて, ボアンカレ不等式で $|\phi|$ を $\phi^{2}$ で置き換えて, コーシーシュ
ワルツの不等式を用いれば

$\int_{B_{R}(po)}\phi^{2}d\nu_{g}\leq 2c_{1}\int_{B_{R}(po)}|\phi|\cdot\Vert\nabla\phi\Vert d\nu_{g}$

$\leq 2c_{1}\{.\int_{B_{R}(po)}|\phi|^{2}d\nu_{g}\}^{1/2}\{\int_{B_{R}(po)}\Vert\nabla\phi\Vert^{2}d\nu_{g}\}^{1/2}$

で, これよりレイリー商を考えることにより定理は容易に示される. $\square $

注意 222. (1) リッチ曲率が下から押さえられたリーマン多様体のラプ
ラシアンの固有値評価については多くが知られている. $RicM\geq(m-1)k$

をみたすコンパクト $m$ 次元リーマン多様体 $M$ に対して, 正の第 $i$ 固
有値 $\lambda_{i}(M)$ の上からの評価については $S$ . Y. チェンによる

$\lambda_{i}(M)\leq\lambda_{1}(B_{\frac{d(AI)}{2i}}(0;A/I_{k}^{m}))$

がある. ここで, 右辺はモデル空間の距離球でのディリクレ境界条件
に関するラプラシアンの第 1個有値である. $\lambda_{1}(M)$ の下からの評価に
ついては, S. ギャロの等周不等式による評価

$\lambda_{1}(M)\geq\frac{1}{4}$

’ $\lrcorner\lrcorner$

$\int_{0}^{d}2c_{k}^{m-1}(t)dt\}^{-2}$

やリィヤウの勾配評価による ( $k\leq 0$ の場合の)

$\lambda_{1}(M)\geq\frac{\pi^{2}}{d^{2}(\Lambda^{\prime}I)}\exp(-C_{m}\sqrt{(m-1)|k|}d(M))$

等がある. ただし, $C_{m}$ $:=\max\{\sqrt{2}, \sqrt{m-1}\}$ である.
また, 距離球のディリクレ境界条件に関する第 1{固有値の上からの

評価については, S. Yくチェンによる

$\lambda_{1}(B_{r}(p))\leq\lambda_{1}(B_{r}(0;M_{k}^{m}))$ ; $0<r<i_{p}(M)$

が知られている (詳しくは [Cha 1], [Che], [Ga 1], [Kas 1], [Linl, $[LiY]$

等を参照されたい).
(2) 上の定理の証明の手法で次も分かる : $p\in M^{m},$ $q\in\partial B_{2R}(p)$ で

あるとし, $\overline{B}_{4R}(p)$ 上 $RicM\geq-(m-1)k(k\geq 0)$ が成立するとする.
このとき, 正定数 $c(m, k, R)$ と $\overline{B}_{R}(p)$ 上の関数 $H$ を

(2.26) $\Delta H+1<0$ , $0<H\leq c(m, k, R)$ , $H\leq-c(m, k, R)\triangle H$

をみたすように取ることができる. 実際, $r:=d_{q}$ と置くと, ラプラシ
アンの比較定理から $\overline{B}_{R}(p)$ 上で

$\Delta r\geq-(m-1)\frac{c_{-k}}{s_{-k}}or\geq-(m-1)\sqrt{k}\coth 3\sqrt{k}R=:-C_{1}$ .

$\alpha>0$ に対して $\exp(-\alpha r)$ のラプラシアンを考えると

$\triangle\exp(-\alpha r)=-\alpha\exp(-\alpha r)(\triangle r+\alpha)\leq\alpha(C_{1}-\alpha)\exp(-\alpha r)$ .

そこで $\alpha=2C_{1}$ と取ると, $\overline{B}_{R}(p)$ 上で

$\Delta\exp(-2C_{1}r)\leq-2C_{1}^{2}\exp(-2C_{1}r)<-2C_{1}^{2}\exp(-6C_{1}R)=:-C_{2}$ .
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よって, $H$ $:=\exp(-2C_{1}r)/C_{2}$ と取れば良い.

2.3. まず, リーマン多様体 $M$ 上の滑らかな関数 $f$ の勾配ベクト
ル, ヘッシアン, ラプラシアンとリッチ曲率に関するボホナーの公式
を復習しよう :

(2.27) $-\frac{1}{2}\Delta\Vert\nabla f\Vert^{2}=\Vert D^{2}f\Vert^{2}+Ric_{M}(\nabla f, \nabla f)-\langle\nabla f, \nabla\triangle f\rangle$ .

ここで, $\nabla f,$ $D^{2}f,$ $\triangle f$ はそれぞれ, $f$ の勾配ベクトル, ヘッシアン, ラ
プラシアンを表した. この公式は, 共変微分の順序を変えると曲率テ
ンソルが現れるというテンソル解析における典型的な方法により示さ
れ (今の場合は縮約するのでリッチ曲率が現れる), どんな滑らかな関
数 $f$ に対しても適用される (演習として計算を実行してみるとよい).
一見形式的に見えるが, $f$ が幾何学的に意味がある関数の場合, この公
式は非常に有用である. 例として, よく知られたリヒネロビッツ小畠
の定理を挙げよう :

定理 223. $M$ を $RicM\geq m-1$ をみたす $m$ 次元完備リーマン多様
体, $\lambda_{1}(M)$ を関数に作用するラプラシアンの (正) の第 1固有値とす
る. このとき, $\lambda_{1}(M)\geq m$ であり, 等号成立は $M$ が半径 1の球面に
等長的, かつそのときに限る.

これを見るのに, ボホナーの公式 (2.27) を固有値 $\lambda_{1}$ $:=\lambda_{1}(M)$ に対
するラプラシアンの固有関数 $f$ に適用する. 次の分解

$\Vert D^{2}f\Vert^{2}=\Vert D^{2}f+\frac{\triangle f}{m}g\Vert^{2}+\frac{(\triangle f)^{2}}{m}$

が成り立つから

$-\frac{1}{2}\Delta\Vert\nabla f\Vert^{2}\geq\Vert D^{2}f+\frac{\lambda_{1}f}{m}g\Vert^{2}+\frac{\lambda_{1}^{2}}{m}f^{2}+\{(m-1)-\lambda_{1}\}\Vert\nabla f\Vert^{2}$

を得る. この不等式の両辺を $M$ 上積分して, グリーンの定理と

$\lambda_{1}=\int_{M}\Vert\nabla f\Vert^{2}d\nu_{g}/\int_{M}f^{2}d\nu_{g}$

に注意して求める不等式を得る. 等号成立のときは, $f$ のヘッシアン
は $D^{2}f=-fg$ をみたし, これより $M$ は $S^{m}(1)$ に等長的であること
が分かる. 口

ボホナーの公式を用いる結果で, 後から必要になるものを幾つか挙
げる. $M$ 上の関数 $f$ は $\Delta f=0$ をみたすとき, 調和関数と呼ばれた.
まず, リッチ曲率が下から押さえられた完備リーマン多様体 $M^{m}$ 上の
調和関数に対する, リィヤウ等による勾配評価について述べる. 次の
定理と証明は $[SchY2]$ を参考にした.

定理 2.24. $M$ を $RicM\geq-(m-1)k$ をみたす $m$ 次元完備リーマン多
様体とする (ただし, $m\geq 2,$ $k\geq 0$ ). $u$ を $M$ 上の正値調和関数とす
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ると, $p\in M,$ $a>0$ に対して

(2.28) $\frac{\Vert\nabla u\Vert}{u}\leq C(m)\frac{1+a\sqrt{k}}{a}$ ( $B_{a/2}(p)$ 上で)

が成り立つ. ここで, $C(m)$ は次元 $m$ のみに依存する正定数である.

証明. $\nabla u(x)\neq 0,$ $x\in B_{a}(p)$ と仮定してよい. まず, 次に注意する :

(2.29) $-\Vert\nabla u\Vert\triangle(\Vert\nabla u\Vert)+(m-1)k\Vert\nabla u\Vert^{2}\geq\frac{1}{m-1}\Vert\nabla(\Vert\nabla u\Vert)\Vert^{2}$ .

実際, (2.27) を $u$ に適用して, リッチ曲率に関する仮定から
$-\frac{1}{2}\Delta\Vert\nabla u\Vert^{2}=-\triangle(\Vert\nabla u\Vert)\Vert\nabla u\Vert+\langle\nabla\Vert\nabla u\Vert, \nabla\Vert\nabla u\Vert\rangle$

$\geq\Vert D^{2}u\Vert^{2}-(m-1)k\Vert\nabla u\Vert^{2}$

を得る. 他方, $\sum_{i=1}^{m}\lambda i=0,$ $\sum_{i=1}^{m}x_{i}^{2}=1$ ならば,

$\sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}^{2}\geq\frac{m}{m-1}\sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}^{2}x_{i}^{2}$

が成り立っことに注意しよう ( $\sum\lambda i=0,$ $\sum\lambda_{i}^{2}=1$ の下で, $\lambda_{1}^{2}$ の最大値
は $\frac{m-1}{m}$ であった). 特に, $\{\lambda_{i}\}_{i=1}^{m}$ をヘッシアン $D^{2}u(x)$ の固有値, $\{ei\}$ は

$\lambda_{i}$ に対する固有ベクトルからなる $T_{x}M$ の o.n. $b..Xi;=\langle ei, \nabla u/\Vert\nabla u\Vert\rangle$

として適用する. 定義より, $\sum\lambda i=0$ かつ $\Vert D^{2}u(x)\Vert=\sum\lambda_{i}^{2}$ であっ
た. そこで

$\Vert\nabla(\Vert\nabla u\Vert)\Vert^{2}=\sum_{i}(e_{i}(\Vert\nabla u\Vert))^{2}=\sum_{i}(D^{2}u(e_{i}, \nabla u/\Vert\nabla u\Vert))^{2}$

に注意して, 上の不等式から $\Vert D^{2}u\Vert^{2}\geq\frac{m}{m-1}\Vert\nabla(\Vert\nabla u\Vert)\Vert^{2}$ を得る. これ
らの不等式を合わせて (2.29) が得られる.
次に, $\phi$ $:=\Vert\nabla u\Vert/u$ と置いて

(2.30) $\triangle\phi\leq(m-1)k\phi+(2-\frac{2}{m-1})\frac{\langle\nabla\phi,\nabla u\rangle}{u}-\frac{1}{m-1}\phi^{3}$ .

を示す. 実際, まず

$\nabla\Vert\nabla u\Vert=u\nabla\phi+\phi\nabla u$ , $\triangle\Vert\nabla u\Vert=u\Delta\phi-2\langle\nabla\phi, \nabla u\rangle$

に注意する. このとき, (2.29) より

$=(u\Delta\emptyset\cdot||\nabla u||_{-2\emptyset,\nabla u\}\Vert\nabla u\Vert}^{|^{2}-\frac{1}{\langle\nabla m-1}\Vert\nabla(||\nabla u\Vert)||^{2}\geq}\Vert\nabla u\Vert\triangle(\Vert\nabla u\Vert)$

ここで, $\Vert\nabla(\Vert\nabla u\Vert)\Vert^{2}\geq\phi^{2}\Vert\nabla u\Vert^{2}+2\phi u\{\nabla\phi,$ $\nabla u\rangle$ に注意して整理すれ
ば, 求める不等式 (2.30) を得る.
さて, $r:=d_{p}$ は $p$ からの距離関数とし, $\overline{B}_{a}(p)$ 上で $F(x)$ $:=(a^{2}-$

$r(x)^{2})\phi(x)$ と置く. $F|\partial B_{a}\equiv 0$ であるから, $F$ は最大値を内点 $ x_{0}\in$

$B_{a}(p)$ で取る. このとき, $X0$ で

$(*)$ $\frac{1}{m-1}F^{2}-2C_{1}aF-C_{2}(1+\sqrt{k}a)^{2}a^{2}\leq 0$
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が成り立つ. ただし, $C_{1},$ $C_{2}$ は $m$ に依存する正定数である. これを見
るのに, $x0$ は $p$ の切断点でないとしてよい (切断点の場合は先の近似
の手法を用いよ). まず, $x0$ で
$($2.3 $1)$

$\{0\leq\Delta F=\phi\triangle(a^{2}-r^{2})0=\nabla F=\phi\nabla(a^{2}-r^{2})$ I $(a^{2}-r^{2})\Delta\phi-2\langle\nabla(a^{2}-r^{2}), \nabla\phi\rangle(a^{2}-r^{2})\nabla\phi$
,

が成り立っことに注意しよう. 次に, 距離関数のラプラシアンの比較
定理より (例えば $C=2m$ として)

$\Delta r^{2}=2r\Delta r-2\Vert\nabla r\Vert^{2}$

$\geq-2-2(m-1)r\frac{c_{-k}or}{s_{-k}or}\geq-2-2(m-1)(1+\sqrt{k}r)$

$\geq-C(1+\sqrt{k}r)$

を得る. よって, (2.30), (2.31) から $r\leq a$ に注意して

$(m-\phi+(2-\frac{2}{2m\frac{-r-12\phi)}{a^{2}-r}}\frac{(\nabla\phi)\nabla u\rangle}{2,2)+2\langle(\nabla r^{2}u}-\frac{1}{2^{-}m_{2}-1,\rangle\}}\phi^{3}\geq\triangle\phi=\frac{\frac{1)k1}{a_{1}^{2_{-}}r^{2}}}{a^{2}-r^{2}}\{\phi\triangle r^{2}-,\nabla r\geq\{-\phi\Delta(a\nabla(ar^{2}), \nabla\phi\}\}$

$\geq-A_{\{C(1+\sqrt{k}a)+\frac{8a^{2}}{a^{2}-r^{2}}\}}$ .

ここで, (2.31) とコーシーシュワルツの不等式から

$(a^{2}-r^{2})\frac{\langle\nabla\phi,\nabla u\rangle}{u}=\phi\frac{\{\nabla r^{2},\nabla u\rangle}{u}\leq 2\phi^{2}r\leq 2\phi^{2}a$

が成り立っ. 上の不等式を整理して, $r<a,$ $a^{2}/(a^{2}-r^{2})>1$ に注意
すれば, 点 $x0$ で

$\frac{F^{2}}{m-1}-2(2-\frac{2}{m-1})aF-\{(m-1)ka^{2}+C(1+\sqrt{k}a)+8\}a^{2}\leq 0$

を得るから, 求める不等式 $(*)$ が証明された. これより,

$F(x_{0})=\sup_{B_{a}(p)}F\leq C^{\prime}(m)a(1+\sqrt{k}a)$

である. 特に, $B_{a/2}(p)$ 上で

$\frac{3a^{2}}{4}\sup_{B_{a/2}(p)}\phi\leq C^{\prime}(m)a(1+\sqrt{k}a)$

が成立し、勾配評価の証明が完了した 口

系 2.25. $M$ は $m$ 次元完備リーマン多様体で $Ric_{M}\geq-(m-1)k,$ $k\geq 0$

をみたすとする. $u$ を $M$ の距離球 $B_{a}(p)$ 上の調和関数とすれば次が
成り立っ :

(2.32) $\sup_{B_{a/2}(p)}\Vert\nabla u\Vert\leq C(m)(\frac{1+\sqrt{k^{\wedge}}a}{a}IB_{a}(p)s\iota p|u|$ .

証明. 定理を $v$ $:=u+\sup_{B_{a}(p)}|u|+\epsilon$ に適用して $\epsilon\rightarrow 0$ とすればよ
い. 口
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これより特に, 非負リッチ曲率の完備リーマン多様体上では正値 (ま
たは有界な) 調和関数は定数であることが分かる. また, 計量のスゲー
リングを変えることにより次を得る :

系 2.26. $RicM\geq-(m-1)kR^{-2}(k\geq 0)$ であるとし, $u:B_{2R}(p)\rightarrow R$

を調和関数とすれば, 次が成り立っ :

(2.33) $B_{R}(p)s\iota p\Vert\nabla u\Vert\leq\frac{C(m,k)}{R}\sup_{B_{2R}(p)}|u|$ .

系 2.27 (ハルナックの不等式). $M$ は $RicM\geq-(m-1)k(k\geq 0)$ を
みたす $m$ 次元完備リーマン多様体とする. $u$ を $M$ の距離球 $B_{a}(p)$ 上
の正値調和関数とする. このとき, 次が成り立っ :

(2.34) $\sup u\leq C(m, a, k)$ $\inf$ $u$ .
$B_{a/4}(p)$

$B_{a/4}(p)$

証明. 任意の $y_{i}\in B_{a/4}(p),$ $i=1,2$ に対して, $y_{1}$ から $y_{2}$ への弧長を
径数とする最短測地線 $\gamma$ : $[0, l]\rightarrow M$ は 3角不等式より $B_{a/2}(p)$ に含
まれる. 定理より, $B_{a/2}(p)$ 上で $\Vert\nabla u\Vert/u\leq C(m,$ $a$ ,初であるから

$\log\frac{u(y_{2})}{u(y_{1})}=\int_{0}^{l}\frac{d}{dt}\log u(\gamma(t))dt\leq\int_{0}^{l}\frac{\Vert\nabla u(\gamma(t))\Vert}{u(\gamma(t))}dt\leq C(m, a, k)\frac{a}{2}$

が成り立ち, 主張がしたがう. 口

注意 2.28. (1) 上では, 調和関数の勾配評価について述べたが, ラプ
ラシアンの固有関数やより一般の楕円型偏微分方程式の解に対しても
ヤウ達による勾配評価がある : 例えば, $RicM\geq(m-1)k$ をみたすリー
マン多様体 $M^{m}$ のコンパクト領域 $\Omega\subset M$ で, ディリクレ (或いはノ
イマン) 境界条件をみたす方程式 $\Delta u=F(u)$ の解を $u$ とする. この

とき, $u$ の勾配のノルム $\Vert\nabla u\Vert$ を $m,$ $k,$ $u,$ $F(u)$ とその導関数 $F^{\prime}(u)$

の値を用いて評価することができる ( $[LiY]$ を参照).
(2) P. ペーターセンはコンパクトリーマン多様体 $M$ のラプラシ

アンの固有値 $\lambda$ の固有関数 $f$ に対して次の形の勾配評価を与えた $([P$

$2]):RicM\geq(m-1)k$ とすると

$|\nabla f(x)|\leq C(k, m, d(M), \lambda)\Vert f\Vert_{2}$

が成り立つ. 証明はボホナーの公式, 加藤の不等式を用いて反復法に
よる ([Be 2] も参照されたい).

次に, $Ric_{M}\geq-(m-1)$ をみたす完備リーマン多様体 $M^{m}$ の距離球
$B_{R}(p)$ 上のカットオフ関数 $\phi$ で, 次元 $m$ と $R$ のみに依存する正定数
$c(m, R)$ による一様な評価 $\Vert\nabla\phi\Vert,$ $|\triangle\phi|\leq c(m, R)$ をみたすものが構成
できることを示す. これは, チーガーコールディング ([CCo 3]) に

よるが, 例えば, 以下の距離球上で調和関数のヘッシアンの $L^{2}$ 評価を
行うときに有用である.

定理 2.29. 与えられた $R>0$ に対して, 次をみたす定数 $c(m, R)>0$

が存在する : $M$ は $RicM\geq-(m-1)$ なる $m$ 次元完備リーマン多様体
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で, $p\in M$ とする. このとき, 次をみたす滑らかな関数 $\phi$ : $M\rightarrow[0,1]$

を取ることができる.

(2.35) $\phi|B_{R/2}(p)\equiv 1$ , $s\iota\iota pp\phi\subset B_{R}(p)$ ,

(2.36) $\Vert\nabla\phi\Vert,$ $|\Delta\phi|\leq c(m, R)$ .

証明. 補題 2.15 $(k=-1)$ で, $R>0$ に対して $b=\delta(m, R)>0$ を

$G(R/2)=1$ が成り立つように選ぶ. $G:(0, \infty)\rightarrow(0, \infty)$ は $(0, R$] で
狭義単調減少で $G(R/2)=1,$ $G(R)=0$ であり, 次の微分方程式

(2.37) $ G^{\prime\prime}(r)+(m-1)\coth r\cdot G^{\prime}(r)=\delta$

をみたす. $r:=d_{p}$ と置くと, ラプラシアンの比較定理 (定理 2.12) から

$\triangle(G\circ r)\leq-G^{\prime\prime}(r)-(m-1)\coth rG^{\prime}(r)=-\delta$

である. いま, 関数 $k:\overline{B}R(p)\backslash B_{R/2}(p)\rightarrow R$ で, 条件

$\Delta k+\delta\equiv 0$ , $k|\partial B_{R/2}(p)\equiv 1$ , $k|\partial B_{R}(p)\equiv 0$

によって定まるものを取れば, $\Delta(G\circ r-k)\leq 0$ が成り立っから, 最
大値原理によって

(2.38) $0\leq Gor(x)\leq k(x)$ ( $\overline{B}R(p)\backslash B_{R/2}(p)$ 上で)

である. 他方, 補題 2.15と同様に

$K(s)$ $:=\int_{0}^{s}dt\int_{0}^{t}\frac{(\sinh u)^{m-1}}{(\sinh t)^{m-1}}du$

と置く. $K$ : $[0, \infty$ ) $\rightarrow[0, \infty$ ) は狭義単調増加関数で, $K(O)=K^{\prime}(O)=0$

であり

(2.39) $K^{\prime/}(s)+(m-1)\coth s\cdot K^{\prime}(s)=1$

をみたす. さて, $s:=d_{x},$ $X\in B_{R}(p)\backslash B_{R/2}(p)$ と置けば, 再びラプラ
シアンの評価 (定理 2.12) により $\Delta(K\circ s)\geq-1$ であり, これより
$\triangle(k-\delta Kos)\leq 0$ を得る. また, $\partial BR(p)$ 上で $k-\delta Kos<0$ が成
り立ち, $(k-\delta Kos)(x)=k(x)\geq 0$ である. よって, 最大値原理から

$k-\delta K\circ s$ は最大値を $\partial BE2(p)$ で取り, $s(y)\geq r(x)-R/2(y\in\partial BR/2(p))$

に注意すれば, 次が成り立つ.

(2.40) $1-\delta K(r(x)-R/2)\geq k(x)$ .
さて, $1=G(R/2)>1-\delta K(R/2)$ より, $\frac{1}{3}>\eta=\eta(m, R)>0$ を選
んで

$G(R(1+\eta)/2)>1-\delta K((1-\eta)R-R/2)$

をみたすようにできる. すると, (2.38) と (2.40) より

$\left\{0\leq k(x)\leq 1-\delta K((1-\eta)R-R/2)G(R(1+\eta)/2)\leq k(x)<1 . x\in B_{(l+\eta)R/2}(p)\backslash B_{R/2}(p)x\in B_{R}(p)\backslash B_{(l-\eta)R}(p)\right.$

が成り立っ. そこで, 滑らかな関数 $\psi$ : $[0,1]\rightarrow[0,1]$ を

$\psi|[G(R/2+\eta), 1]\equiv 1$ , $\psi|[0,1-\delta K((1-\eta)R-R/2)]\equiv 0$
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をみたすように選び,

(2.41) $\phi$ $:=\left\{\psi.ok1. \overline{B}_{R}(p)\backslash B_{R/2}(p)B_{R/2}(p)\text{て^{}\backslash }\text{上で}\right.$

と置く. 明らかに, $supp\phi\subset B_{R}(p)$ で, $supp\nabla\phi,$ $supp\triangle\phi$ は $\overline{B}(1-\eta)R(p)\backslash $

$B_{R(1+\eta)/2}(p)$ に含まれる. さらに, $\overline{B}_{R}(p)\backslash B_{R/2}(p)$ 上で

$\nabla\phi=\psi^{\prime}\nabla k$ , $\triangle\phi=-\psi^{\prime}\Vert\nabla k\Vert^{2}+\psi^{\prime}\delta$,

が成り立っ. このとき, 定理の主張はリィヤウの勾配評価 ( $[LiY]$ , 注
意 2.28 (1) 参照) を $k$ に適用すれことによって得られる. $\square $

次に, 定理 229の応用として, やはりコールディングによる調和関
数のヘッシアンの $L^{2}-$ノルムの評価を与えよう $([Co3])$ .
命題 2.30. $RicM\geq-(m-1)k,$ $k\geq 0$ と仮定する. $u$ を $B_{4}(p)$ 上定
義された調和関数とし, $c_{1}$ $:=\sup_{S_{4}(p)}|u|=\sup_{B_{4}(p)}$ と置く. この

とき次が成り立っ

(2.42) $\Vert D^{2}u\Vert_{2,B_{1}(p)}^{2}(;=\frac{1}{volB_{1}(p)}\int_{B_{-\cdot-}},$ $\Vert D^{2}u\Vert^{2}d\nu_{9})\leq C(m, k)c_{1}^{2}$ .

証明. 勾配評価により, $B_{2}(p)$ 上で $\Vert\nabla u\Vert^{2}\leq\overline{C}(m, k)c_{1}^{2}$ である. 他方,
ボホナーの公式とリッチ曲率に関する仮定より

(2.43) $\Vert D^{2}u\Vert^{2}\leq-\frac{1}{2}\triangle\Vert\nabla u\Vert^{2}+(m-1)k\Vert\nabla u\Vert^{2}$

を得る. いま, $\phi$ : $[0, \infty$ ) $\rightarrow[0,1]$ を定理 2.29で与えられた, $supp\phi\subset$

$B_{2}(p),$ $\phi|B_{1}(p)\equiv 1$ かつ $\Vert\nabla\phi\Vert,$ $|\Delta\phi|\leq C_{1}(m, k)$ をみたすカットオフ
関数とする. また,

$-\phi\Delta\Vert\nabla u\Vert^{2}=-\triangle\phi\Vert\nabla u\Vert^{2}+div\{\phi\nabla\Vert\nabla u\Vert^{2}-\Vert\nabla u\Vert^{2}\nabla\phi\}$

に注意する. (2.43) の両辺に $\phi\circ d_{p}$ を掛けて $B_{2}(p)$ 上積分して, グリー
ンの定理, 勾配評価, ビショップグロモフの比較定理を用いれば

$\int_{B_{1}(p)}\Vert D^{2}u\Vert^{2}d\nu_{9}\leq\int_{B_{2}(p)}\phi\Vert D^{2}u\Vert^{2}d\nu_{g}$

$\leq\int_{B_{2}(p)}\phi\{-\frac{1}{2}\triangle\Vert\nabla u\Vert^{2}+(m-1)k\Vert\nabla u\Vert^{2}\}d\nu_{g}$

$=\int_{B_{2}(p)}\Vert\nabla u\Vert^{2}\{-\frac{1}{2}\triangle\phi+(m-1)k\}d\nu_{g}$

$\leq\overline{C}c_{1}^{2}\int_{B_{2}(p)}\{\frac{1}{2}|\triangle\phi|+(m-1)k\}d\nu_{g}\leq\overline{C}_{1}(m, k)c_{1}^{2}\frac{v_{k}^{m}(2)}{v_{k}^{m}(1)}volB_{1}(p)$

を得て, これより定理の主張が従う. 口

3. $L^{2}$ 版トポノゴフ比較定理

この節では, TH. コールディング $([Co1,2])$ による, リッチ曲率が
下から押さえられた多様体に対するトポノゴフ比較定理の $L^{2}$ 版につ
いて述べる.
まず, リッチ曲率が下から正定数 $m-1$ で押さえられた $m$ 次元リー

マン多様体 $M$ の場合を考える. 単位球面 $S_{1}^{m}$ の場合, 距離関数 (の余
弦) がラプラシアンの正の第 1固有値 $m$ の固有関数であることに注意
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しよう. $M$ の直径が $\pi$ に近い場合には, 距離関数 (の余弦) を固有値
が殆ど $m$ に近いラプラシアンの固有関数で近似できることを示し, ボ

ホナーの公式を用いてそのヘッシアンの挙動を $L^{2}$ ノルムを用いた積分
不等式の形で与える. 最後に, これを単位接束ひM (長さ一定の測地
線の空間とみなして) 上の積分不等式に転換して, 距離関数に対する
$L^{2}$ 版比較定理 (定理 3.1) を得る. この結果のリッチ曲率正の多様体
への応用については \S 6を参照されたい.
次に, リッチ曲率が非負の定数で下から押さえられている一般の場

合を扱う. この場合は距離関数を局所的に調和関数で近似し, 後は上
と同様の方針で議論して, 十分近い 2点間の距離関数に関する $L^{2}$ 版
比較定理を得る.

3.1. リッチ曲率正の場合は, 球面の距離関数と比較するが, まず記
号を導入する. $f\in C^{0}(M),$ $l>0$ に対して $h_{f}(=hf,t)\in C^{0}(UM\times[0, l])$

を

(3.1) $h_{f}(v, t)$ $:=\frac{l}{\sin l}\{f(\gamma_{v}(0))\sin(l-t)+f(\gamma_{v}(l))\sin t\}$

によって定める. ここで, $\gamma_{u}$ は $\gamma_{u}(0)=\pi(u),\dot{\gamma}_{u}(0)=u$ をみたす正規
測地線であった. 同様に, $M$ 上のリプシッツ関数 $f\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対して, $UM\times R$

上殆ど至る所 (a e) で定義された関数 $g_{f}$ を

(3.2) $g_{f}(v, t)$ $:=f(\pi(v))\cos t+(\nabla f,$ $ v\rangle$ $\sin t$

で定める. $h_{f}(gf)$ は微分方程式

$\frac{\partial^{2}h_{f}}{\partial t^{2}}=-h_{f}$ $(resp.,$ $\frac{\partial^{2}g_{f}}{\partial t^{2}}=-g_{f})$

の境界条件 (resp., 初期条件)

$h_{f}(v, O)=f(\gamma_{v}(0)),$ $h_{f}(v, l)=f(\gamma_{v}(l))$

(resp., $g_{f}(v, O)=f(\pi(v)),$ $\frac{\partial}{\partial}Et(v, O)=(\nabla f, v\rangle)$

の一意な解として特徴付けられることを注意しよう. また, もし $f$ が

$D^{2}f+fg=0$ ( $g$ は計量テンソル) をみたせば, $h_{f}(v, t)=gf(v, t)=$

$f(\gamma_{v}(t))$ である.
次に, コンパクト・リーマン多様体 $N$ 上の関数の (正規化された)
ノルムを次で定める :

$\Vert f\Vert_{p}$
$:=(\frac{l}{vo1_{N}}\int_{N}|f|^{p}d\nu_{g})^{1}\sim p$

$\Vert f\Vert_{2,1}$
$;=(\frac{l}{Vo[N}\int_{N}|f|^{2}d\nu_{g}+\frac{l}{Vo[N}\int_{N}\Vert\nabla f\Vert^{2}d\nu_{g})^{\frac{1}{2}}$ .

このとき, 次のリッチ曲率正の場合の $L^{2}$ 版トポノゴフ比較定理を得る.

定理 3.1. 任意の $\epsilon>0$ と $0<l_{0}<\pi$ に対して, $\delta=\delta(\epsilon, m, l_{0})>0$ が

存在して次が成り立つ : $M$ を $RicM\geq m-1$ をみたす $m$ 次元閉リー
マン多様体とする. いま, $p,$ $q\in M$ で $ d(p)q)>\pi-\delta$ をみたすものが
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存在したと仮定する. このとき, $f$ $:=\cos d_{p},$ $h_{p}$ $:=hf,\iota(0<l\leq l_{0})$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ

対して

(3.3) $\frac{1}{lvo1U\Lambda/I}\int_{UM}d\nu_{G}\int_{0}^{l}|f(\gamma_{v}(t))-h_{p}(v, t)|^{2}dt<\epsilon$ ,

(3.4) $\frac{1}{lvo1UA/I}\int_{UM}d\nu_{G}\int_{0}^{l}|(fo\gamma_{v})^{\prime}(t)-\frac{\partial h_{p}}{\partial t}(v, t)|^{2}dt<\epsilon$ ,

が成り立っ. ただし, $G$ は単位接束 $U\Lambda/I$ 上の佐々木計量である.

証明の前に

$(f\circ\gamma_{v})^{\prime}(t)=-\sin d_{p}(\gamma_{v}(t))\cdot\langle\nabla d_{p},\dot{\gamma}_{v}(t)\rangle$ ,

および $UM$ のリュービル測度 $d\nu G$ は測地流で不変であることを注意
する. また, 単位球面 ( $S_{1}^{m}$ , go) の場合, $f=\cos d_{p}$ はラプラシアンの

正の第 1固有値 $m$ の固有関数であり, $\frac{\partial^{2}h_{f}}{\partial t^{2}}=-hf$ をみたす.
証明は 3つのステップに分けて行う. 以下, 簡単のため被積分項の
リーマン測度 $d\nu_{g},$ $d\nu_{G}$ 等は省く.
第 $\rceil$ 段. $\epsilon,$ $ k>0,0<l0<\pi$ を与える. 我々はまず, $\delta(>0)$ を $\epsilon,$ $m,$ $k,$ $l0$

に応じて十分小に取るとき, $f\in C^{3}(M)$ で条件 $\Vert f\Vert_{2}\leq k,$ $\Vert\Delta f-$

$ mf\Vert 2<\delta$ をみたすものに対しては, 主張の (3.3), (3.4) が成立するこ
とを示す. 方針はボホナーの公式を用いて, $f$ のヘッシアン $D^{2}f$ の $L^{2}$

ノルムを $f$ のラプラシアン $\triangle f$ を用いて評価する. まず, リッチ曲率
に関する仮定, グリーンの公式

$\int_{M}(\nabla\triangle f,$ $\nabla f\rangle$ $=\int_{M}|\triangle f|^{2},$ $\int_{AM}\Vert\nabla f\Vert^{2}=\int_{M}f\Delta f$

等に注意して, ボホナーの公式 (2.27) より

$\frac{l}{vo1_{A/I}}\int_{M}\{\Vert D^{2}f\Vert^{2}-\frac{(\Delta f)^{2}}{m}\}$

$=\frac{l}{vo1_{M}}\int_{A/f}\{\langle\nabla\Delta f, \nabla f\rangle-Ric_{M}(\nabla f, \nabla f)-\frac{(\Delta f)^{2}}{m}\}$

$\leq\leq\frac{m-1}{\ell_{1-\frac{M1}{m}}^{\iota Vo[}}\int_{A^{r}I}\{(\triangle f)^{2}-m\Vert\nabla f\Vert^{2}\}=\frac{m-1}{mvo1AM,+mk}\int_{A^{\gamma}I}\Delta\triangle f-mf))||\triangle f\Vert_{2}\Vert\Delta f-mf\Vert_{2}\leq\delta(\delta)(1-\frac{f(1}{m})$

である. 他方, $\Vert D^{2}f+$」$\Delta mg\Vert^{2}=\Vert D^{2}f\Vert^{2}-\frac{(\Delta f)^{2}}{m}$ だから

$(\frac{l}{vo1_{A/l}}\int_{AM}\Vert D^{2}f+fg\Vert^{2})^{\frac{1}{2}}\leq\Vert D^{2}f+_{m}^{\Delta}\lrcorner g\Vert_{2}+\Vert_{m}^{\Delta}\lrcorner g-fg\Vert_{2}$

$\leq\sqrt{(mk+\delta)\delta(1-\frac{1}{m})}+\frac{\delta}{\sqrt{m}}$

を得る. 次に, 上の評価を長さ $l$ の測地線の空間上の積分の評価に転
化する. 測地流 $\phi_{t}$ は $UJ/I$ のリュービル測度を不変にすることに注意
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し, 積分の順序変更をおこなって
$\frac{l}{lVo[UAM}\int_{UM}\int_{0}^{l}|(fo\gamma_{v})^{\prime\prime}(t)+f\circ\gamma_{v}(t)|^{2}dt$

$==\frac{\frac{1}{lvo1\Psi^{I}}\int_{0}^{l}}{\omega_{m-1}vo1M}\int^{dt},\int_{AI}UA/I|,(fo\gamma_{\phi_{t}v})^{\prime\prime}(0\int_{U_{p}AI}|(D^{2}f+fg\}^{+(fo\gamma_{\phi_{t}v})(0)|^{2}}(v,v)|^{2}$

$\leq\frac{l}{mVo[AM}\int_{M}\Vert D^{2}f+fg\Vert^{2}\leq\frac{1}{m}\{\sqrt{(mk+\delta)\delta(1-\frac{1}{m})}+\tau^{\delta}m\}^{2}$ .

ただし, 上で $T_{p}M$ 上の対称双一次形式 $\phi$ に対する不等式 $\int_{U_{p}M}|\phi(v, v)|^{2}\leq$

$(\omega_{m-1}/m)\Vert\phi_{p}\Vert^{2}$ を用いた. これはコーシーシュワルツの不等式と
$\int_{S^{m-1}}x_{i}^{2}=\omega_{m-1}/m$ から容易に得られる.
さて, $h(t)$ $:=f(\gamma_{v}(t))-hf(v, t),$ $h(O)=h(l)=0$ と置いて, ヴィル

ティンガーの不等式

$-\int_{0}^{l}h^{\prime\prime}(t)h(t)dt=\int_{0}^{l}h^{\prime}(t)^{2}dt\geq(\frac{\pi}{l})^{2}\int_{0}^{l}h(t)^{2}dt$

に注意する. $h^{\prime\prime}(t)=D^{2}f(\dot{\gamma}_{v}(t),\dot{\gamma}_{v}(t))+h_{f}(v, t)$ だから, 上の不等式
を $UA/I$ 上積 $k^{\backslash }$ して

$(\frac{\pi}{l})^{2}\frac{1}{\iota vo1UAM}\int_{UM}\int_{0}^{l}h(t)^{2}dt\leq\frac{l}{lVo[UM}\int_{UM}\int_{0}^{l}\{-h^{\prime\prime}(t)h(t)\}dt$

$=\frac{1}{lvo1UAM}\int_{UA/I}\{\int_{o^{l}0)}’+f(\gamma_{v}(t))\}h(t)dt\}$

$\leq\frac{l}{\iota vo1_{UM}}\int_{UhI}\int_{0}^{l}h(t)^{2}dt+(\frac{l}{lVo[UhM}\int_{UM}\int_{0}^{l}h(t)^{2}dt)^{\frac{1}{2}}\times$

$(\frac{l}{lVo[UAM}\int_{UAM}\int_{0}^{l}|(f\circ\gamma_{v})^{\prime}(t)+f(\gamma_{v}(t))|^{2})^{\frac{1}{2}}$

である. よって, $\delta$ を十分小にとることにより

$\frac{l}{\iota vo1_{Uh^{\prime}l}}\int_{UM}\int_{0}^{l}h(t)^{2}dt$

$\leq\frac{l}{\iota vo1_{UM}}((\frac{\pi}{l_{0}})^{2}-1)^{-2}\int_{UAM}\int_{0}^{l}|(f\circ\gamma_{v})^{\prime\prime}(t)+f(\gamma_{v}(t))|^{2}dt$

$\leq(\frac{\sqrt{\frac{(mk+\delta)\delta}{m}(1-\frac{1}{m})}+\frac{\delta}{m}}{(\frac{\pi}{0})^{2}-1})^{2}\leq\frac{\epsilon}{2}$

とできる. 同様にして

$\frac{1}{\leq\frac{UM1}{\iota vo1_{UA/I}}vo1}\int_{UM}\int o^{t}h^{\prime}(t)^{2}dt=-\frac{1}{(\frac{1U1}{\iota vo1_{UAM}}VOM}\int_{UA\prime I}\int_{\int_{UAM}\int_{UM}\int_{0}h(t)^{2}dt+}o^{l}h^{\prime\prime}(t)h(t)d\int_{0}h(t)^{2}dt)^{\frac{1t}{2}}\times$

$(\frac{l}{\iota vo1_{Uh\prime I}}\int_{UA/I}\int_{0}^{l}|(fo\gamma_{v})^{\prime\prime}(t)+f(\gamma_{v}(t))|)^{\frac{1}{2}}$

$\leq\frac{\epsilon}{2}+$ ( $\sqrt{}\frac{(mk+\delta)\delta}{m}$ 乙票-ml)+m-\mbox{\boldmath $\delta$}) $\sqrt{}$

2
$<\epsilon$

であり, (3.3), (3.4) が示された.
第 2段. ここでは次の事実を示す. 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta=$

$\delta(\epsilon, m)>0$ が存在して次をみたす: 点 $p,$ $q\in M$ は $ d(p, q)>\pi-\delta$

をみたすとし, $f(x)$ $:=\cos d(p, x)$ と置く. すると $g\in C^{\infty}(M)$ で

(3.5) $\Vert g\Vert_{2}\leq 1$ , $\Vert\triangle g-mg\Vert_{2}<\epsilon$ , $\Vert f-g\Vert_{2,1}<\epsilon$
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をみたすものが存在する. 証明の前に, m 次元単位球面では, 上の f(x)
はラプラシアンの正の第 1固有値 $m$ の固有関数であることを再び注
意しよう. 上では, 距離関数を固有関数で近似できることを主張して
いる.

1o 仮定から $ B_{7}.(p)\cap B_{\pi-\delta-r}(q)=\phi$ が $ 0<r<\pi-\delta$ に対して成り
立っことに注意して, ビショップグロモフの体積比較定理から

$\frac{v_{1}^{m}(r+\delta)}{v_{1}^{m}(\pi)}=\frac{v_{1}^{m}(\pi)-v_{1}^{m}(\pi-\delta-r)}{v_{1}^{m}(\pi)}$

$\geq\frac{vo1_{M-Vo[B_{\pi-\delta-r}(q)}}{Vo[M}\geq\frac{vo1_{B_{r}(p)}}{Vo[N1}\geq\frac{v_{1}^{m}(r)}{v_{1}^{m}(\pi)}$

$0<\delta<r-s$ に対して, $A_{s,r}(p)$ で円環面 $\{x\in M|s\leq d(p, x)\leq$

$r\}=\overline{B}_{r}(p)\backslash B_{s}(p)$ を表す. このとき上の不等式から

$\frac{v_{1}^{m}(r)-v_{1}^{m}(s+\delta)}{v_{1}^{m}(\pi)}\leq\frac{vo1A_{s,r}(p)}{vo1NI}\leq\frac{v_{1}^{m}(r+\delta)-v_{1}^{m}(s)}{v_{1}^{m}(\pi)}$

すなわち

$|\frac{vo1A_{s,r}(p)}{vo1\Lambda/[}-\frac{v_{1}^{m}(A_{s,r})}{v_{1}^{m}(\pi)}|\leq\frac{v_{1}^{m}(A_{r,r+\delta})+v_{1}^{m}(A_{s,s+\delta})}{v_{1}^{m}(\pi)}$

を得る. ここで, $v_{1}^{m}(A_{s,r})$ は $m$ 次元単位球面の円環面 $A_{s,r}(*)$ の体積
を表す.
このとき, 上で述べたこととリーマン積分の定義から次が成り立っ :

任意の $\epsilon 0>0$ に対して, $\delta=\delta(\epsilon_{0}, m)>0$ が存在して, $ d(p, q)>\pi-\delta$

ならば $f(x)$ $:=\cos d_{p}(x)$ に対して

(3.6) $\left\{m_{2^{-}}^{2}+\geq\Vert\nabla f\Vert_{2}^{2}|\frac{\Vert f\Vert_{2}^{2}||f\Vert l}{volM}\int_{M}\leq\min\{\underline{\epsilon}_{D}|\frac{l}{m,f|\underline{\epsilon}_{3}T^{l}\alpha}|<\epsilon_{0},\sqrt{3}^{-\sqrt{\frac{\epsilon}{3}0_{\sim}m3}\}}.\right.$

実際, これ等の不等式を見るのに, まず m 次元単位球面上では

$\Vert f\Vert_{2}^{2}=\frac{1}{m+1}$ , $\Vert\nabla f\Vert_{2}^{2}=\frac{m}{m+1}$ , $\int_{S^{m}}f=0$

が成り立っことに注意する. また系 29(2) とビショップ比較定理から,
集合 $\{y\in M|d(y,p)>\pi-\delta\}$ の体積は $\delta$ を十分小さく取ることによ
り幾らでも小さくできる. 例えば, $(3.6)_{1}$ を見るには, $[0, d(M)]$ の十
分細かな細分 $0=r0<r1<\cdots<rk=d(M)$ と小さな $\delta>0$ を取る.
すると

$\Vert f\Vert_{2}^{2}\approx\sum_{i}\int_{A_{r_{i},r_{i+1}}}\frac{\cos^{2}d_{p}}{Vo[AM}\approx\sum_{i}\cos^{2}r_{i}\frac{vo1_{A_{r_{i},r_{i+1}}(p)}}{vo1_{M}}$

$\approx\sum_{i}\cos^{2}r_{i}\frac{v_{1}^{m}(A_{r_{i\prime}r_{i+1}})}{v_{1}^{m}(\pi)}\approx\frac{1}{v_{1}^{m}(\pi)}\int_{S_{1}^{m}}\cos^{2}d_{*}=\frac{1}{m+1}$ .

他も同様である.
$2^{o}$ 次に, ラプラシアン $\Delta$ の固有値問題を考えて

$0=\lambda_{0}<\lambda_{1}\leq\lambda_{2}\leq\ldots$
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を, $\triangle$ の固有値を重複度まで込めて並べたものとする. リヒネロビッツ
の不等式より $\lambda_{1}\geq m$ である. いま t $\{cjj\}j=0,1,2,\ldots$ を $(L^{2}(M), d\nu_{g}/volM)$

の固有値 $\lambda_{j}$ に対応する固有関数からなる正規直交系とすれば, $f$ は

次のようにフーリエ級数展開される :

$f=\sum_{=1}^{\infty}\alpha jgjj+\alpha 0$ , ただし $\alpha 0=\frac{1}{vo1\Lambda I}\int_{M}f$ , $\alpha_{0}^{2}<\frac{\epsilon_{0}^{3}}{3m}$

よって, レイリー商を考えて (3.6) により

$m\leq\lambda_{1}\leq\frac{\Vert\nabla f\Vert_{2}^{2}}{\Vert f-\frac{1}{vo1_{AM}}\int_{AM}f\Vert_{2}^{2}}\leq\frac{m\Vert f\Vert_{2}^{2}+^{\epsilon_{3^{L}}^{3}}\lrcorner}{\Vert f\Vert_{2^{-\frac{\epsilon}{3}L}}^{2^{3}}m}<m+\epsilon_{0}$ .

ここで, $\epsilon 0>0$ は $\epsilon 0+\frac{2}{3}\epsilon_{0}^{2}+\overline{3}\overline{m}\epsilon_{A}^{3}<\frac{1}{m+1}$ が成立するように, 十分小さく
取った. そこで $\mu=m+\epsilon_{0}$ と取れば, 我々は関数 $ g=\sum_{m\leq\lambda_{j}\leq\mu}\alpha jgj\in$

$C^{\infty}(M)$ を考えることができる. $\Vert g\Vert_{2}^{2}\leq\Vert f\Vert_{2}^{2}<1$ に注意すると

$\Vert\triangle g-mg\Vert_{2}^{2}=\sum_{m\leq\lambda_{j}\leq\mu}(m-\lambda_{j})^{2}\alpha_{j}^{2}<\epsilon_{0}^{2}$
.

他方, $\Vert g-f\Vert_{2}^{2}<\epsilon_{0}^{2}$ である. 実際, $\mu$ の定義と (3.6) に注意して

$\sum_{=}^{\infty}j--1\lambda_{j}\alpha_{j}^{2}=\frac{1}{vo1_{M},m\sum}$$\int_{\infty,\underline{\epsilon}_{3j=1}^{3}}Mf\Delta f\alpha+m\alpha_{0}^{2}+\alpha_{j}^{2}\leq=\frac{1}{vo1_{M},+m}\int_{\sum\frac{2\epsilon}{3}1}M\Vert\nabla f||^{2}\leq 3j=1j\infty\alpha^{2}.\epsilon_{3}^{3}n+\frac{m}{Vo[A^{r}I}\int_{A^{\prime}I}f^{2}$

よって, $\epsilon 0\sum_{\lambda_{j}>\mu}\alpha^{2}j\leq\sum_{j=1}^{\infty}(\lambda j-m)\alpha^{2}j\leq\underline{2}\epsilon^{3}$」
$3^{1}$ であり, したがって

$\Vert f-g\Vert_{2}^{2}\leq\sum_{\lambda_{j}>\mu}\alpha_{j}^{2}+\alpha_{0}^{2}<\epsilon_{0}^{2}$
.

同様にして

$\sum_{\lambda_{j}>\mu}\lambda_{j}\alpha_{j}^{2}\leq\frac{2}{3}\epsilon_{0}^{3}+m\sum_{\lambda_{j}>\mu}\alpha_{j}^{2}-\sum_{\lambda_{j}\leq\mu}(\lambda_{j}-m)\alpha_{j}^{2}\leq m\epsilon_{0}^{2}$

であり, 結局

$\Vert\nabla f-\nabla g\Vert_{2}^{2}=\frac{1}{vo1M}\int_{A/f}(f-g)\Delta(f-g)=\sum_{\lambda_{j}>\mu}\lambda_{j}\alpha_{j}^{2}\leq\epsilon_{0}^{2}$

を得る. これで第 2段の証明が完了した (一般に, $f=\cos d_{p}$ には微
分可能でない点があるので, 正確には注意 2.14 (2) を参照).
第 3段. 任意の $\epsilon,$ $k>0$ と $l_{0}\in(0,\pi)$ に対して, $\delta=\delta(\epsilon, m, l_{0}, k)>0$

が存在して次をみたす: $M$ 上のリプシッツ関数 $f$ が $g\in C^{3}(M)$ に

よって

$\Vert g\Vert_{2}\leq k$ , $\Vert\Delta g-mg\Vert_{2}<\delta$ , $\Vert f-g\Vert_{2,1}<\delta$
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をみたすように近似されたとすれば, 任意の $0<l\leq l_{0}$ に対して

(3.7) $\frac{1}{lvo1UJ/I}\int_{UA/I}/0l|f(\gamma_{v}(t))-h_{f,l}(v, t)|^{2}dt<\epsilon$ ,

(3.8) $\frac{1}{lvo1U\Lambda/I}\int_{U\Lambda I}\int_{0}^{l}|(fo\gamma_{v})^{\prime}(t)-\frac{\partial h_{f,l}}{\partial t}(v, t)|^{2}dt<\epsilon$

が成り立っ.
主張を確かめるのに, 近似により $f\in C^{1}(M)$ としてよい. 以下の

議論では, $(M, d\nu_{g}/volM)$ と ( $UM\times[0,$ $l],$ $dtdvc/(lvol$ UM)) に関する
$L^{2}$ ノルムを考えるが, 積分で測度の記号は省略する. すると

$\Vert f(\gamma_{v}(t))-h_{f}(v, t)\Vert_{2}$

$\leq\Vert(f-g)(\gamma_{v}(t))\Vert_{2}+\Vert g(\gamma_{v}(t))-h_{g}(v,t)\Vert_{2}+\Vert(h_{g}-h_{f})(v, t)\Vert_{2}$

$\leq\Vert f-g\Vert_{2}(1+\frac{2\sqrt{2}}{\sin l_{0}})+2L^{\epsilon}<\sqrt{\epsilon}$ .

実際, まず第 1段の議論より, $\Vert g(\gamma_{v}(t))-h_{g}$ ( $v$ , t)\Vert 2< 夢としてよい.
次に, 測地流は $UJ/I$ 上のリュービル測度を不変にし, $\Vert(f-g)(\gamma_{v}(t))\Vert_{2}\leq$

$\Vert f-g\Vert 2$ を得る. また

$\Vert(h_{g}-h_{f})(v,t)\Vert_{2}\leq\Vert\frac{\sin(l-t)}{\sin l}(f-g)(\gamma_{v}(0))\Vert_{2}+\Vert\frac{\sin t}{\sin l}(f-g)(\gamma_{v}(l))\Vert_{2}$

$\leq 2\Vert f-g\Vert_{2}\{\frac{1}{l}\int_{0}^{l}\frac{\sin^{2}}{\sin^{\sim}}\frac{t}{l}dt\}^{\frac{1}{2}}\leq 2\Vert f-g\Vert_{2}\sqrt{1+\frac{1}{\sin^{2}l_{0}}}$

である. 同様にして (3.8) を得るが, この場合は

$\frac{\partial h_{f}}{\partial t}(v, t)=-f(\gamma_{v}(0))\sin t+\frac{1-\cos l}{\sin l}f(\gamma_{v}(0))\cos t$

$+\frac{1}{l}\int_{0)}^{\iota_{\langle\nabla f(\gamma_{v}(s))\dot{\gamma}_{v}(s)\rangle ds\cdot\frac{l}{\sin l}\cos t}}$

で, したがって

$\Vert\frac{\partial(h_{f}-h_{g})}{\partial t}(v, t)\Vert_{2}\leq(1+\frac{1-\cos l_{0}}{\sin l_{0}})\Vert f-g\Vert_{2}+\frac{l_{0}}{\sin l_{0}}\Vert\nabla(f-g)\Vert_{2}$

となることに注意されたい. これで, 第 3段の証明が終わった.
定理 3.1の証明は $f=\cos od_{p}$ および $k=1$ とおいて, 第 1段から

第 3段を順次適用すればよい. 口

上の議論を少し変えることにより, 定理 3.1の局所版を得る.

定理 32. $\epsilon>0$ と $l_{0}\in(0, \pi)$ を与える. このとき, $\delta=\delta(\epsilon, l0, m)$

が存在して次をみたす : $M$ は $m$ 次元閉リーマン多様体で $RicM\geq$

$m-1$ をみたし, かつ $ d(p, q)>\pi-\delta$ である点 $p,$ $q\in M$ が存在し
たとする. いま有限個の $A_{i}\subset Ul\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\prime}I$ で, ある $0<ri\leq l_{0}$ に対して
$B_{i}=\pi^{-1}(B_{r_{i}}(\pi(A_{i}))$ が互いに交わらないようなものが与えられたとす
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る このとき, $f=d,,$ $h_{p,r_{i}}$ $:=h_{f^{r_{i}}}$, に対して

(3.9) $\sum_{i}\frac{1}{r_{i}vo1UM}\int_{A_{i}}\int_{0}^{r_{i}}|f(\gamma_{v}(t))-h_{p,r_{i}}(v, t)|^{2}dt<\epsilon$ ,

(3.10) $\sum_{i}\frac{1}{r_{i}vo1UA/I}\int_{A_{i}}\int_{0}^{r_{i}}|(f\circ\gamma_{v})^{\prime}(t))-\frac{\partial h_{p,r_{i}}}{\partial t}|^{2}dt<\epsilon$ .

実際, 定理 3.1の証明の第 1段の最後の議論を $v\in A_{i}$ として, $h_{i}(t)=$

$fo\gamma_{v}(t)-h_{f)r_{i}}(v, t)$ に適用して

$\frac{1}{r_{*}Vo1UAM}\int_{A_{i}}\int_{0}^{r_{i}}h_{i}(t)^{2}dt$

$\leq\frac{((\frac{\pi}{t1})^{2}-1)^{-2}}{r_{i}Vo[UA\prime I}\int_{A_{i}}\int_{0}^{r_{i}}|(fo\gamma_{v})^{\prime\prime}(t)+fo\gamma_{v}(t)|^{2}$

$\leq\frac{((\frac{r}{\iota_{\cap}})^{2}-1)^{-2}}{mVo[M}\int_{\pi(B_{i})}\Vert D^{2}f+fg\Vert^{2}$ .

これらの不等式を $i$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ関して加えれば, 第 1段の仮定をみたす $f$ に対
しては (3.9), (3.10) が成り立っことが分かる. 同様に, 第 3段の議論
も局所化できる. 口

また, $f=\cos d_{p}$ に対して, $h_{f}$ の代わりに (3.2) で与えられた

$g_{f}(v,t)=f(\pi(v))\cos t+\langle\nabla f,v\rangle\sin t$

を考えれば次が成り立つ.

定理 3.3. 前定理と同じ状況で次を得る :

(3.11) $\sum_{i}\frac{1}{r_{i}^{3}vo1UM}\int_{A_{i}}\int_{0}^{r_{i}}|f(\gamma_{v}(t))-g_{f}(v, t)|^{2}dt<\epsilon$ ,

(3.12) $\sum_{i}\frac{1}{r_{i}vo1\text{ひ}i\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\prime}I}\int_{A_{i}}\int_{0}^{r_{i}}|(fo\gamma_{v})^{\prime}(t\rangle$
$-\frac{\partial g_{f}}{\partial t}|^{2}dt<\epsilon$ .

証明. (3.11) は, (3.12) を $t$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ関して積分することによって得られる.
(3.12) を示すのに, まず $s\in[0, \epsilon ri]$ に対して, $|f|,$ $\Vert\nabla f\Vert\leq 1$ より

$|f\circ\gamma_{v}(s)-h_{f,r_{i}}(v, s)|<\epsilon(2l_{0}+1)$

であることに注意する. 次に, 定理 3.2の $\delta$ を十分小に取ることによ
り

$,$
$(3.10)$ から

$\sum_{i}\frac{1}{r_{i}vo1\text{ひ}A^{\prime}I}\int_{\pi^{-1}(B_{er_{i}}(\pi(A_{i})))}\int_{0}^{\epsilon r_{i}}|(fo\gamma_{v})^{\prime}(t)-\frac{\partial h_{f,r_{i}}}{\partial t}(v, t)|^{2}dt<\epsilon^{2}$

を得る. よって, 任意の $i$ に対して $Si\in[0, \epsilon ri]$ で

$\sum_{i}\frac{1}{vo1UA/[}\int_{\pi^{-1}(B_{er_{i}}(\pi(A_{i})))}|(fo\gamma_{v})^{\prime}(s_{i})-\frac{\partial h_{f,r_{i}}}{\partial t}(v, s_{i})|^{2}<\epsilon$

をみたすものが存在する. 以下の議論は簡略化して述べるが, 「殆ど
すべての」は全空間の体積に較べて任意に小さくできる体積を持つ部
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分集合を除いて成り立っことを意味する. すると, 殆どすべての $ v\in$

$\pi^{-1}(B_{\epsilon r_{i}}(\pi(A_{i})))$ に対して, $f\circ\gamma_{v}$ と $h_{f}$ は $s_{i}$ で殆ど等しい値と方向
微分を持つ. よって, これらは $t=0$ でも殆ど等しい微分を持ち, $h_{f}$

と $gf$ も殆どすべての $v\in A_{i}$ に対して $t=0$ で同じ値と殆ど等しい
微分を持つ. $h_{f,f}g$ の定義に戻れば, 殆どすべての $v\in A_{i}$ に対して,
$\frac{\partial g_{f}}{\partial t}\frac{\partial h_{f}}{\partial t}$ は $0\leq t\leq r_{i}$ で殆ど等しい値を持つ. よって

$\sum_{i}\frac{1}{r_{i}vo1UA/[}\int_{A_{i}}.\int_{0}^{r_{i}}|\frac{\partial g_{f}}{\partial t}(v, t)-\frac{\partial h_{f,r_{i}}}{\partial t}(v, t)|^{2}dt<\psi_{2}(\epsilon|m)$ .

定理はこの不等式と (3.10) から従う (なお, 注意 3.13を参照された
い). 口

3.2. 次に, リッチ曲率が非負の定数で下から押さえられている場
合の, 距離関数に関する $L^{2}$ 版比較定理を述べる (定理 3.10 $-$ 定理
3.12を見よ). この場合は, 距離関数を局所的に調和関数で近似する方
針を採る. この比較定理は次節の体積の連続性で本質的に用いられる
が, 距離関数を調和関数で近似するという考え方は \S 5でも重要であ
る. 以下, 次の状況で考える.
$R>0,$ $\Lambda\geq 0$ を与える. $M$ を $m$ 次元完備リーマン多様体で $RicM\geq$

$-(m-1)\Lambda R^{-2}$ をみたすものとし, $d(p, q)>2R$ をみたす 2点 $p,$ $q\in M$

が存在すると仮定する. $b^{+}$ $:=d_{q}-d_{q}(p)$ と置き, その挙動を $UM$ 上
の積分不等式の形で評価する. まず, $b^{+}$ を距離球上同じ境界値を取る
調和関数で近似することを考える.
補題 34. $0<\delta\leq 1/2$ と $y\in B_{R}(p)$ に対して, $b$ を $B_{2\delta R}(y)$ 上の調和
関数で, 境界上司 $S_{2\delta R}(y)=b^{+}|S2\delta R(y)$ をみたすものとする. このと
き, 正定数 $C=C(R, \Lambda, m)$ が存在して

(3.13) $\Vert b-b^{+}\Vert_{2,1,B_{2\delta R}(y)}^{2}\leq\frac{\delta RC}{volB_{2\delta R}(y)}\int_{B_{2\delta R}(y)}|\Delta b^{+}|$

が成り立っ.

証明. $\Vert b-b^{+}\Vert_{2,1}^{2}=\Vert b-b^{+}\Vert_{2}^{2}+\Vert\nabla b-\nabla b^{+}\Vert_{2}^{2}$ であった. さて, $b-b^{+}$ を評
価する際, $b^{+}=d_{q}-d(q, y)$ としても最初のものと定数の差しかないない
から取り直す. すると, $z\in B_{2\delta R}(y)$ に対して, $|b^{+}(z)|\leq d(z,y)\leq 2\delta R$

で, したがって最大値原理から, $\sup_{B_{2\delta R}(y)}|b|\leq\sup_{B_{2\delta R}(y)}|b^{+}|\leq 2\delta R$

である. 故に

$volB_{2\delta R}(y)\Vert\nabla b-\nabla b^{+}\Vert_{2,B_{2\delta R}(y)}^{2}=\int_{B_{2\delta R}(y)}(b-b^{+})\Delta(b-b^{+})$

$=-\int_{4\leq\delta RB_{2\delta R(y)}}(b-b^{+})\Delta b^{+}\leq\sup_{B_{2\delta R}(y)}|b-b^{+}|\int_{B_{2\delta R}}|\Delta b^{+}|f_{|\Delta b^{+}|}$.
ここで, 正確には距離関数 $b^{+}$ は滑らかでない点があるので, 滑らか
な関数で近似して議論する必要がある (注意 2. 14 (2) 参照). 他方,
$B_{2\delta R}(y)$ 上でラプラシアンのディリクレ境界条件 $(d(p, q)>2R$ より
$ S_{2\delta R}(y)\neq\emptyset$ に注意) に関する第 1固有値を $\lambda_{1}$ とすれば

$\lambda_{1}\Vert b-b^{+}\Vert_{2,B_{2\delta R}(y)}^{2}\leq\Vert\nabla(b-b^{+})\Vert_{2,B_{2\delta R}(y)}^{2}$
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である. ここで, リィシェーンの固有値評価 (定理 221) より, 正定
数 $C*:=C*(R, \Lambda, m)$ が存在して $\lambda_{1}\geq C*$ であるから

$\Vert b-b^{+}\Vert_{2,1,B_{2\delta R}(y)}^{2}\leq(1+\frac{1}{\lambda_{1}})\Vert\nabla(b-b^{+})\Vert_{2,B_{2\delta R}(y)}^{2}$

$\leq\frac{\delta RC}{volB_{2\delta R}(y)}\int_{B_{2\delta R}(y)}|\triangle b^{+}|$

が成り立ち, (3.13) が示された. $\square $

次に, $b^{+}=d_{q}-d(p, q)$ に対して $\int_{B_{R}(p)}|\triangle b^{+}|d\nu_{g}/vo1BR(p)$ を, 定
理 2.12 (2) で $\phi(t)=t,$ $\Omega=\overline{B}_{R}(p)$ としたものを用いて評価する.
$q\not\in B_{R}(p)$ であった. ビショップ グロモフの比較定理と $\cosh t/\sinh t\leq$

$(1+t)/t(t\geq 0)$ に注意して

(3.14) $\left\{\leq 2(m-\leq 2(m-\frac{l}{\leq 2(mvolB_{R}(p)}\int_{-}B_{R}d\nu_{g}1)\frac{\sqrt{\Lambda}+}{R}\frac{\frac{\frac{vol_{m- 1}\partial B_{R}(p)}{vol_{m-1}\partial B_{R}(*volB_{R}(p)}M_{-AR^{-2}}^{m})}{sinh^{m- 1\sqrt{\Lambda}}v_{-\Lambda R^{-2}}^{m}(R)\leq}}{\int_{0}^{\sqrt{\Lambda}}sinh^{m-1}s’ ds}\frac{C_{1}(m,\Lambda)}{R}1)\frac{s_{-AR}-2(R)c_{-\Lambda R}-2(R)}{\frac\Lambda+\sqrt{\Lambda}+s_{-\Lambda R}-2(R),R}l)\frac{(p)c_{-AR^{-2(R)}}|\Delta b^{+}|}{}+.\right.$

これを (3.13) に適用すれば, 補題 34より

$\Vert b-b^{+}\Vert_{2,1,B_{2\delta R}(y)}^{2}\leq C_{2}(R, m, \Lambda)\delta$

の形の評価を得る.
次に, 調和関数に対するヘッシアン評価 (命題 230) を $b$ に適用す

れば, 次が成立する (実際, $\sup_{B_{8\delta R}(y)}|b|\leq 8\delta R$ に注意して, スケール
を変更して命題 230を適用すればよい).

補題 3.5. $RicM\geq-(m-1)\Lambda R^{-2}$ で, $p,$ $q\in M$ は $d(p, q)>2R$ を
みたすとする. $0<\delta\leq\frac{1}{8}$ と $y\in B_{R}(p)$ に対し, $b$ を $B_{8\delta R}(y)$ 上
の $b|\partial B8\delta R(y)=b^{+}|\partial B8\delta R(y)$ をみたす調和関数とする. このとき,
$C=C(\Lambda, m)>0$ が存在して, $b$ のヘッシアンの $L^{2}$ ノルムに対して

(3.15) $\Vert D^{2}$ 司|22,B8\mbox{\boldmath $\delta$}R(yy) $\leq\frac{C}{\delta^{2}R^{2}}$

が成立する.

次の補題は $M$ 上の一般の関数 $f$ の方向微分の挙動を, $f$ のヘッシ
アンの $L^{2}$ ノルムを用いて, ひM 上の積分不等式の形で評価する方法を
与える.

補題 36. $M$ を完備リーマン多様体とし, $r>0$ を与える. すると,
任意の $f\in C^{\infty}(M),$ $0\leq t\leq l$ と $x\in M$ に対して

(3.16) $\{\frac{1}{\leq\frac{UB_{r}(x)2l}{vo1B_{r}(x)}vol}\int_{UB_{r}(x)}|(f\circ\gamma_{v})^{\prime}(t)-\frac{f(\gamma_{v}(l))-f(\gamma_{v}(0))}{l}|\int_{B_{r+l}(x)}\Vert D^{2}f\Vert$

.
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$\equiv- pf$明. まず最初に

$|_{\int_{0}^{t}\frac{o_{\partial^{2}}\gamma}{\partial\tau^{2}}(f\circ\gamma_{v})\frac{)\partial^{2}1}{\partial\tau^{2}}(f\circ\gamma_{v})d\tau ds|}^{(f_{v})^{\prime}(t)-\frac{f(\gamma_{v}(l))-f(\gamma_{v}(0)}{d\tau-\frac{1}{l}\int_{0}^{l}\int_{0}^{s}\iota}=}\leq 2\int_{0}^{l}|\frac{\partial^{2}}{\partial\tau^{2}}(fo\gamma_{v})|d\tau$

に注意する. 再び, リュービル測度が測地流で不変であることを想起
して $UB_{r}(x)$ 上積分すれば

$\frac{1}{volUB_{r}(x)}\int_{UB_{r}(x)}|(f\circ\gamma_{v})^{\prime}(t)-\frac{f(\gamma_{v}(l))-f(\gamma_{v}(0))}{l}|$

$\leq\frac{2}{volUB_{r}(x)}\int_{0}^{l}\int_{UB_{r}(x)}|\frac{\partial^{2}}{\partial\tau^{2}}(fo\gamma_{v})|d\tau\leq\frac{2l}{volB_{r}(x)}\int_{B,.+\downarrow(x)}\Vert D^{2}f\Vert$

を得る. 口

次の補題も, 同様に直接の計算で確かめられる.

補題 37. 前定理と同じ仮定の下で, $f\in C^{\infty}(M)$ と $M$ 上のリプシッ
ツ関数 $g$ で $\Vert f-g\Vert 2,1,B_{r+l}(x)<\epsilon volB_{r}(x)/volB_{r+l}(x)$ をみたすものが
与えられたとせよ. $f$ が

$\frac{1}{volB_{r}(x)}\int_{B_{r+l}(x)}$ Il $D^{2}f\Vert<\frac{\epsilon}{l}$

をみたせば, 任意の $0<t<l$ に対して

(3.17) $\frac{1}{volUB_{r}(x)}\int_{UB_{r}(x)}|.(g\circ\gamma_{v})^{\prime}(t)-\frac{g(\gamma_{v}(l))-g(\gamma_{v}(0))}{l}|<4\epsilon$

が成り立っ.

さて, 一般化されたトポノゴフの比較定理を得るために, $B_{R}(p)$ 内
に互いに交わらない $R$ に較べて十分小さな半径 $\delta R$ の距離球を密に取
る. これらの距離球上で, 前のように距離関数を調和関数で近似して
そのヘッシアン評価を行う. 補題 34で見たように, 小さい距離球で
考えないと調和関数による良い近似が得られないためである. そのた
め, この場合は 「短い」測地線に沿っての距離関数の挙動を, ユーク
リッド空間のそれと $L^{2}$ の意味で比較することになる. 最初に, 次を準
備する.

補題 3.8. $0<\delta<\frac{1}{8},$ $R>0,$ $D>1,$ $\Lambda\geq 0$ を与える. $RicM\geq-(m-$
$1)\Lambda R^{-2}$ とする. $P\in M$ に対して, $f$ を $B_{R}(p)$ 上のリプシッツ関数
で $\Vert f\Vert 1,B_{R}(p)\leq K$ をみたすものとする. このとき, 有限個の距離球
$B_{8\delta R}(x_{i})\subset B_{R}(p)$ と, $R$ と $\delta$ に依存しない正整数 $\lambda=\lambda(\Lambda,m)$ が存在
して次をみたす :

(1) 任意の $q\in B_{R}(p)$ に対して, $q\in B_{2\delta R}(x_{i})$ をみたす $x_{i}$ はたか
だか $\lambda$ 個である.

(2) $vol(\bigcup_{i}B_{\delta R}(x_{i}))>(\frac{v_{-\Lambda}^{m}(R-8\delta R)}{v_{-\Lambda}^{m}(R)}-\frac{\lambda}{D})volB_{R}(p)$ .
(3) $\Vert f\Vert_{1,B_{2\delta R}(x_{i})}<DK$ .
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証明. スケールを代えて $R=1$ としてよい. $B_{1-8\delta}(p)$ に含まれる, 互
いに交わらない半径 $\delta/2$ の距離球の極大な族 $\{B\delta/2(xi)\}_{i.=1}^{N}$ を取る. (1)
は系 28(2) からしたがう. 実際,

$\lambda=\int_{0}^{\frac{9\delta\sqrt{\Lambda}}{2}}\sinh^{m-1}tdt/\int_{0}^{\frac{\delta\Gamma\Lambda}{2}}\sinh^{m-1}tdt$

と取ればよい. この $\lambda$ は $\delta$ に関して単調増加であることに注意しよう.
容易に, $B_{1-8\delta}(p)\subset\bigcup_{i}B\delta(x_{i})$ が 3角不等式と極大性から分かる.
さて, $I:=\{i|\Vert f\Vert_{1,B_{2\delta}(x_{i})}\geq DK\}$ と置けば

$K\lambda volB_{1}(p)\geq\lambda\int_{B_{1}(p)}|f|\geq\sum_{i\in I}\int_{B_{2\delta}(x_{i})}|f|$

$\geq DK\sum_{i\in I}volB_{2\delta}(x_{i})\geq DKvol(\bigcup_{i\in I}B_{\delta}(x_{i}))$

すなわち

$\frac{\lambda}{D}volB_{1}(p)\geq vol(\bigcup_{i.\in I}B_{\delta}(x_{i}))$

である. 他方, $i\not\in I$ ならば

$vol(\bigcup_{i\not\in I}B_{\delta}(x_{i}))\geq volB_{1-8\delta}(p)-vol(\bigcup_{i\in I}B_{\delta}(x_{i}))$

$\geq\{\frac{vo1B_{1-8\delta}(p)}{vo1B_{1}(p)}-\frac{\lambda}{D}\}volB_{1}(p)\geq\{\frac{v_{-A}^{m}(1-8\delta)}{v_{-\Lambda}^{m}(1)}-\frac{\lambda}{D}\}volB_{1}(p)$ .

これより, $\{x_{i}|i\not\in I\}$ を中心とする距離球の族を考えれば, (2), (3) が
したがう 口

以上の議論をまとめて, 次の主補題を得る.

補題 3.9. $R>0$ , A $\geq 0$ を与える. $RicM\geq-(m-1)\Lambda R^{-2}$ とし,
$p,$ $q\in M$ は $d(p, q)>2R$ をみたすとする. 前と同様に, $b^{+}=d_{q}-d(p, q)$

と置く. すると, 任意の $\epsilon>0$ に対して $\delta=\delta(\epsilon, \Lambda, m)>0$ , 有限個の
距離球 $B_{8\delta R}(xi)\subset B_{R}(p),$ $B_{8\delta R}(xi)$ 上定義された調和関数 $b_{i}$ で, 次を
みたすものが存在する:

(1) $vol(\bigcup_{i}B_{\delta R}(x_{i}))\geq(1-\epsilon)volB_{R}(p)$ .
(2) $\Vert b_{i}-b^{+}\Vert_{2,1,B_{2\delta R}(x..)}^{2}<\epsilon(1+R^{2})$ .
(3) $\Vert D^{2}b_{i}\Vert_{2,B_{2\delta R}(x_{i})}^{2}<\frac{\epsilon}{\delta^{2}R^{2}}$

証明. 再び $R=1$ としてよい. まず, (3.14) より $\Vert\triangle b^{+}\Vert_{1,B_{1}(p)}\leq C_{1}=$

$C_{1}(\Lambda, m)$ である. 前補題 38を $f=\triangle b^{+},$ $K=C1$ として適用して, 任
意の $D>1,0<\delta_{1}(<\frac{1}{8})$ に対して, 有限個の距離球 $B_{8\delta_{1}}(yj)\subset B_{1}(p)$

を選んで補題 38(1) と

$\{\frac{vo1(\bigcup_{1}j}{vo1B_{2\delta_{1}}(y_{j})}\int_{B_{2\delta_{1}}(y_{j})}|\triangle C_{1}B_{\delta_{1}}(y_{j}))>(\frac{v_{-\Lambda}^{m}(1-8\delta_{1})}{b^{+}\leq Dv_{\frac{m}{1}\Lambda}(1)}-\frac{\lambda}{D})volB_{1}(p)$

,

をみたすようにできる. $\delta_{1}$ を十分小に, $D$ を十分大に取ることにより
(1) を得る. 次に各 $j$ に対して, $B_{8\delta_{1}}(yj)$ 上で $b_{j}|S8\delta_{1}(yj)=b^{+}|S8\delta_{1}(yj)$
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をみたす調和関数 $b_{j}$ を取る. このとき, 補題 34, 35より

$\left\{\frac{||b_{j}-b^{+}\Vert 1}{volB_{2\delta_{1}}(y_{j})}\int^{2,l,B_{2\delta_{1}}(y_{j})}B_{2\delta_{1}}(y_{j})\Vert D^{2}b_{j}\Vert^{2}<\frac{C_{2}(\Lambda,m)}{\delta_{1}^{2}}2<\delta_{l}DC_{l}C,\right.$

が成り立つ. そこで各 $j$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ対して, 再び前補題を $B_{\delta_{1}}(yj)$ 上の関数
$|bj-b^{+}|^{2}+\Vert\nabla bj-\nabla b^{+}\Vert^{2}$ と $\Vert D^{2}bj\Vert^{2}$ に, $R,$ $\delta$ をそれぞれ $\delta\delta$ と考
えて適用する. $\delta=\delta_{1}\delta_{2}$ と置く. すると, 有限個の距離球 $\{B2\delta(xi)\}$ を
選んで, 任意の $i$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ対して $B_{8\delta}(x_{i})\subset B_{\delta_{1}}(yj)$ なる $j$ が存在するよう
に, また任意の $D_{1}>1$ に対して

$\left\{\frac{vol(\bigcup_{l}iB_{\delta}||b_{i^{-b^{+}||}}}{vol_{B_{2\delta}(x_{i})}}\int^{)}2lB_{2\delta}(x_{i}2(,x_{i}))\geq B_{2\delta}(x_{i})|_{|\frac{C_{l}l}{\delta^{2}}C_{2}(\Lambda,m)D_{l}\delta_{2}^{2}}^{C}(\frac{v_{-\Lambda}^{m}(1-8\delta_{2})}{D^{2}b_{i}^{-}\Vert^{2}<<\delta_{l}D_{l}Dv^{m_{\Lambda}}(1)}-\frac{\lambda}{D_{1}})vol(\cup jB_{\delta_{1}}(y_{j})),\right.$

をみたすようにできる. $D,$ $D1$ を十分大に, $\delta\delta$ を十分小に取るこ
とによって, $\{B\delta(xi)\}$ は補題の主張 (1), (2), (3) をみたすことが分か
る 口

上の補題を用いて, 目的の $L^{2}$ 版トポノゴフ比較定理を以下の 3つ
の形で与えよう.

定理 3.10. $R>0,$ $\Lambda\geq 0$ を与える. $RicM\geq-(m-1)\Lambda R^{-2}$ とし,
$p_{)}q\in M$ は $d(p, q)>2R$ をみたすとする. $b^{+}$ $:=d_{q}-d_{q}(p)$ と置く. こ

のとき, 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta=\delta(\epsilon, \Lambda, m)>0$ と有限個の距離球
$B_{\delta R}(x_{i})\subset B_{R}(p)$ が存在して, 任意の $i$ と $0\leq ri\leq\delta R$ に対して次を
みたす :
(3.18) $vol(\bigcup_{i}B_{\delta R}(x_{i}))>(1-\epsilon)volB_{R}(p)$ ,

(3.19) $\left\{\frac{l}{volUB_{\delta R}(x_{i})}\int_{UB_{\delta R}(x_{i})}\{|(b^{+}\frac{o\gamma_{v})^{\prime}(r_{i})-b^{+}(\gamma_{v}(\delta R))-b^{+}(\gamma_{v}(0))}{\delta R}|<\epsilon\sqrt{R^{2}+1}.\right.$

証明. $\{B\delta R(x_{i})\}$ は補題 39のものとする. (3.18) は明らか. 補題 39
(2), (3) とビショップグロモフの定理から

$\{\Vert_{D^{2}b_{i}\Vert_{2B_{2\delta R}(x_{i})}\leq L^{\epsilon}}^{b_{i}-b^{+},\Vert_{2,1,B_{2\delta R}(x_{i})}<.\sqrt{\epsilon(R^{2}+1)}\frac{v_{-1}^{m}(2\delta\sqrt{\Lambda})}{v_{-1}^{m}(\delta\sqrt{\Lambda})}\frac{vo1B_{\delta R}(x_{i})}{vo1B_{2\delta R}(x:)}}\delta R$

補題 37を, $f=big=b^{+},$ $r=l=\delta R$ に適用して

$\frac{1}{volB_{\delta R}(x_{i})}\int_{B_{2\delta R}(x_{i})}\Vert D^{2}b_{i}\Vert\leq\frac{v_{-1}^{m}(2\delta\sqrt{\Lambda})\sqrt{\epsilon}}{v_{-1}^{m}(\delta\sqrt{\Lambda})\delta R}$

に注意すれば

$\frac{1}{volUB_{\delta R}(x_{i})}\int_{UB_{\delta R}(x_{i})}|(b^{+}o\gamma_{v})^{\prime}(t)-\frac{b^{+}(\gamma_{v}(\delta R))-b^{+}(\gamma_{v}(0))}{\delta R}|$

$<4\sqrt{\epsilon(R^{2}+1)}\frac{v_{-1}^{m}(2\delta\sqrt{\Lambda})}{v_{-1}^{m}(\delta\sqrt{\Lambda})}$
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を得る. $\epsilon$ を取り直せば (3.19) がしたがう. $\square $

定理 3.11. $R>0,$ $\Lambda\geq 0$ を与える. $RicM\geq-(m-1)\Lambda R^{-2}$ とする.
$p,$ $q\in M$ は $d(p, q)>2R$ をみたすとし, $b^{+}$ $:=d_{q}-d_{q}(p)$ と置く. この

とき, 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta=\delta(\epsilon, \Lambda, m)>0$ と $\mu=\mu(R, \Lambda, m)>0$

が存在して, 任意の $0\leq r\leq\delta R$ に対して

(3.20) $\left\{\frac{l}{volUB_{R}(p)}\int_{UB_{R}(p)}|(b^{+}o\gamma-\frac{vb^{+}(\gamma_{v}(\delta R))-b^{+}(\gamma_{v}(0)))^{\prime}(r)}{\delta R}|<\epsilon\mu,\right.$

(3.21) $\left\{\frac{l}{volUB_{R}(p)}\int_{UB_{R}(p)}|(b^{+}(\gamma_{v}(\prime r))-\frac{r}{\delta R,-}b_{v}(\delta R))\frac{\delta R-r+(\gamma}{\delta R}b^{+}(\gamma_{v}(0))|<\epsilon\mu r\right.$

が成り立っ.

証明. 第 2の不等式は第 1の不等式を $[0, r]$ 上積分して得られる. 次に

$|(b^{+}o\gamma_{v})^{\prime}(r)-\frac{b^{+}(\gamma_{v}(\delta R))-b^{+}(\gamma_{v}(0))}{\delta R}|\leq 2$

に注意して

(3.20) の左辺 $\leq\frac{2}{volUB_{R}(p)}\{vol(UBR(p))-vol(\bigcup_{i}UB\delta R(x_{i}))\}$

$+\frac{1}{volUB_{R}(p)}\int_{\bigcup_{i}UB_{\delta R}(x_{i})}|(b^{+}o\gamma_{v})^{\prime}(r)-\frac{b^{+}(\gamma_{v}(\delta R))-b^{+}(\gamma_{v}(0))}{\delta R}|$

$\leq 2\epsilon+\lambda\epsilon\sqrt{1+R^{2}}$

が成り立っ. ただし, $\lambda$ は補題 38で与えられたもので, $\mu=2+$
\lambda $\sqrt{}$「嫁\mbox{\boldmath $\delta$} と置いた. 口

定理 3.12. $R>0,$ $\Lambda\geq 0$ を与える. R.icM $\geq-(m-1)\Lambda R^{-2}$ とする.
$p,$ $q\in M$ は $d(p, q)>2R$ をみたすとし $b^{+}:=d_{q}-d_{q}(p)$ と置く. このと
き, 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta=\delta(\epsilon, \Lambda, m)>0$ と $\mu=\mu(R, \Lambda, m)>0$

が存在して, 任意の $0\leq r\leq\delta R$ に対して

(3.22) $\frac{1}{volUB_{R}(p)}\int_{UB_{R}(p)}|(b^{+}o\gamma_{v})^{\prime}(r)-\langle v, \nabla b^{+}\rangle|<\epsilon\mu$ ,

(3.23) $\left\{\begin{array}{l}\frac{l}{volUB_{R}(p)}\int_{UB_{R}(p)}|b^{+}(\gamma_{v}(r))-b^{+}(\gamma_{v}(0))\\-\langle v,\nabla b^{+}\rangle r|<\epsilon r\mu\end{array}\right.$

が成り立っ.

証明. 前と同様に, 第 2の不等式は第 1の不等式を $[0, r]$ 上積分して得
られる. 次に, (3.22) を示すには次の 2つの不等式

$\{\frac{\frac{1}{vo1UB_{R}(p)1}}{vo1UB_{R}(p)}\int_{UB_{R}(p)}\int_{UB_{R}(p)}|_{-(b^{+}o\gamma_{v})(0)1<\epsilon\mu}^{(b^{+}\circ\gamma_{v})^{\prime}(r)-\frac{b^{+}(\gamma_{u}(\delta R))-b^{+}(\gamma_{v}(0))}{+\frac{b^{+}(\gamma_{v}(\delta R))-b^{+}(\gamma_{v}(0))\delta R1}{\delta R}}<\epsilon\mu}$

を加えて, $(b^{+}o\gamma_{v})^{\prime}(0)=\langle v, \nabla b^{+}\rangle$ に注意すればよい 口
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注意 3.13. 以上の比較定理は積分の形で与えられているので, 実際に
使うときにはさらに工夫を要する. 一般に, ある性質 $\mathcal{P}$ が集合 $A$ の

$\epsilon$ 殆どすべての点で成り立っとは, $\mathcal{P}$ が成立する $A$ の点の集合 $P$ が

$volP\geq(1-\epsilon)volA$ をみたすときをいう ($vol(A\backslash P)<\epsilon volP$ といっ

ても同じである).
特に, $A$ が $Ric_{M}\geq-(m-1),$ $d(M)\leq D$ をみたす $m$ 次元コンパ
クトリーマン多様体 $M$ (或いは, 同じリッチ曲率の条件をみたす完
備リーマン多様体の距離球 $B_{r}(p))$ の場合は, ビショップグロモフの
定理から次が成り立っ : 任意の $\eta>0$ に対して, $\epsilon>0$ が存在して性
質 $\mathcal{P}$ が $\epsilon$ 殆どすべての点で成り立てば, $P$ は $\eta$稠密である (すなわ
ち, 任意の $x\in M$ に対し $ d(p, x)<\eta$ なる $\mathcal{P}$ をみたす点 $P$ がある).
実際, もし $B_{\eta}(p)\subset M\backslash P$ ならば

$\frac{v_{-1}^{m}(\eta)}{v_{-1}^{m}(D)}\leq\frac{vo1B_{\eta}(p)}{vo1AI}\leq\frac{vo1(A/I\backslash P)}{vo1M}\leq 1-\frac{vo1P}{vo1M}\leq\epsilon$

だから, $\eta$ に対し $\epsilon<v_{-1}^{m}(\eta)/v_{-1}^{m}(D)$ と取ればよい.
また, $M$ 上の関数 $u$ が $\Vert u\Vert^{2}$ $:=\frac{1}{vo1M}\int_{M}u^{2}d\nu_{g}\leq\delta$ をみたすとす

る. $P_{\epsilon}$ $:=\{x\in M||u(x)|<\epsilon\}$ と置く. すると

$\delta\geq\frac{1}{vo11M}\int_{M\backslash P_{e}}u^{2}d\nu_{g}\geq\epsilon^{2}(1-\frac{vo1P_{\epsilon}}{vo1M})$

で, $|u(x)|<\epsilon$ が $\frac{\delta}{\epsilon^{2}}$ 揃どすべての点で成り立つ. 特に, 任意の $\eta>0$

に対して $\delta>0$ を十分小に取ることができれば, $|u(x)|<\epsilon$ をみたす
点は $\eta$ -稠密となる (補題 44, 45, 59, 66等を参照).

4. 体積の連続性とその応用

リーマン多様体の列がグロモフハウスドルフ距離に関して収束す
るとき, 幾何学的不変量がどのように振る舞うかを調べることは基本
的に重要な問題である. 例えば, 直径や半径は, コンパクト距離空間
のなす族上の汎関数とみたとき, グロモフハウスドルフ距離に関し
て連続であることは容易に分かる. また, 体積 (汎関数) は族

$\mathcal{M}_{m,d,v}$ $:=\{(M,g)||KM|\leq 1,$ $d(M)\leq d,$ $volM\geq v$ をみたす

$m$ 次元コンパクト・リーマン多様体}

上一様連続である. 実際, グロモフのコンパクト性定理より $\mathcal{M}_{m,d,v}$ は

リプッシツ距離に関してコンパクトであった.
他方, 体積 (ハウスドルフ測度) 汎関数は, 一般にはコンパクト距離空

間のなす族上連続ではない. 例えば, $R^{2}$ 内で点 $(\frac{k}{n}, 0)$ と点 $(\frac{2k+1}{2n}, \not\subset 3)$ ,

点 $(\frac{2k+1}{2n}, L32n)$ と点 $(\frac{k+1}{n},0)(k=0, \ldots, n-1)$ を次々に結んで得られる折
れ線に誘導距離を導入した $A/I_{n}$ は, $x$ 軸上の単位区間 $M=[0,1]\times\{0\}$ に

ハウスドルフ距離に関して収束する. しかし, $volJ/I_{n}=2,$ $volM=1$ で
ある. また, $\dim M>1$ のコンパクト・リーマン多様体 $M$ の \mbox{\boldmath $\epsilon$}-網 $N$ を

取る. $N$ の任意の 2点を $M$ の最短測地線で結んで得られる $M$ の部分集
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合 $G$ の -nl-管状近傍 $A/I_{n}$ $:=T_{\frac{\iota}{n}}(G)$ を考える. すると, $ d_{GH}(M, M_{n})\leq\epsilon$

であるが, $limvo[M=0$ である.
さて, 定数 $\Lambda\geq 0,$ $d>0$ に対して, $Ri_{C}M$. $\geq-(m-1)A,$ $d(M_{n})\leq d$

をみたす $m$ 次元コンパクトリーマン多様体の列 $\{M_{n}\}$ が与えられ
たとする. いま, $\Lambda/I_{n}$ が $m$ 次元コンパクトリーマン多様体 $M$ にグ
ロモフハウスドルフ距離に関して収束したとする. 以下この節では,
$VolA/I_{n}\rightarrow VolM$ であることを示そう. この事実は M. アンダーソン
J. チーガーによって予想され, TH. コールディング $([C_{0}1,2])$ によっ
て示された. 以下で, 重要な応用を持っ.

定理 4.1. 正定数 $r$ を固定する. このとき体積汎関数は, $Ri_{C}M\geq-(m-$

1) をみたすすべての完備 $m$ 次元リーマン多様体 $M$ のすべての半径 $r$

の距離球の族上で, グロモフハウスドルフ距離に関して連続である.

証明における議論の中心の部分は次の主補題である :

補題 42. 任意の $\epsilon>0$ に対して, $R=R(\epsilon, m)>1,$ $\Lambda=\Lambda(\epsilon, m)>$

$0,$ $\delta=\delta(\epsilon, m)>0$ が存在して次が成立する : $M$ を $RiCM\geq-(m-1)\Lambda$

をみたす $m$ 次元完備リーマン多様体, $p\in M$ とする.
$ d_{GH}(BR(p;M), BR(0;R^{m}))<\delta$ ならば $|V01B1(p;M)-v^{m}0(1)|<\epsilon$ で

ある.

ここで, $v_{0}^{m}(1)$ は $B_{1}(0;R^{m})$ の体積であった. まず, 上の補題を仮
定して定理の証明を行う. 最初に, 上の補題から成り立つ事実を挙げ
る. 次の系 43は補題 42の半径 $R$ を十分大に取らなくても, $\Lambda,$

$\delta$ を
十分小に取り直せば, $R=1$ としてよいことを主張している.

系 43. 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\Lambda=\Lambda(\epsilon, m)>0,$ $\delta=\delta(\epsilon, m)>0$ が存
在して次が成り立つ: $M$ を $Ri_{C}M\geq-(m_{-1)\Lambda}$ をみたす $m$ 次元完備
リーマン多様体とする. $p\in M$ に対して, $d_{GH}(B1(p;M), B1(0;R^{m}))<$

$\delta$ であれば $|Vo$ ] $ B1(p;M)-v^{m}0(1)|<\epsilon$ である.

これを示すのに, まず補題 4.2の $R=R(\frac{\epsilon}{2}, m),$ $\Lambda=\Lambda(\frac{\epsilon}{2}, m),$ $\delta=$

$\delta(\frac{\epsilon}{2}, m)$ を取る. また, $(1>)\nu>0$ を $v^{m}0(1-R\nu)>v^{m}0(1)-\frac{\epsilon}{4}$ を
みたすように選ぶ. さて, $R^{m}$ 内に (閉包が) 互いに交わらない有限
個の距離球 $B_{r_{j}}(\overline{X}j)\subset B_{1-R\nu}(0)(0<rj<\nu/2)$ を $\sum_{j}v_{0}^{m}(rj)>$

$v^{m}0(1)-\epsilon/2$ をみたすように取る. $\mu$ $:=m$ ]$n\{rj\}(<\nu/2)$ と置く. いま,
$dcH(B1(p), B1(0))<\mu\delta/R$ と仮定する. もし, $Xj\in B1-R\nu/2(p)$ ならば
$B_{Rr_{j}}(Xj)\subset B_{1}(p)$ に注意しよう. さて $\delta>0$ に対して, $B_{1-\frac{R\nu}{2}}(p;M)$

に含まれる有限個の互いに交わらない距離球 $B_{r_{j}}(Xj)$ で

$ d_{GH}(B_{Rr_{j}}(x_{j};M), B_{Rr_{j}}(\overline{x}_{j};R^{m}))<\mu\delta$

をみたすものを取ることができる. いま $\delta$ を十分小さく取り, 各 $j$ #こ
対して補題 42をスケールを変えて ( $rj$ 倍する. その際, リッチ曲率
の仮定が成り立っていることに注意せよ) 適用することによって

$\epsilon r^{m}$

$v_{0}^{m}(r_{j})-\frac{j}{2}<volB_{r_{j}}(x_{j})$
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が成り立っているとしてよい. $\sum_{j}r_{j}^{m}<1$ に注意して, $j$ に関して和
を取れば

$v_{0}^{m}(1)-\epsilon<\sum_{j}v_{0}^{m}(r_{j})-\frac{\epsilon}{2}\sum_{j}r_{j}^{m}<\sum_{j}volB_{r_{j}}(x_{j})<volB_{1}(p)\leq v_{-\Lambda}^{m}(1)$

を得る. 最後の不等式を示すのに, $RicM\geq-(m-1)\Lambda$ のもとでビ
ショップ比較定理を用いた. 最後に, A をさらに十分小に取り直して系
の主張が得られる. 口

次に, 系 4.2を用いて定理 4.1を示そう. $M$ は $RicM\geq-(m-1)$
をみたすとし

$volB_{r}(p;M)=\lim_{\delta\rightarrow}\inf_{0}\{\sum_{j}v_{-1}^{m}(r_{j})|B_{r}(p;M)\subset\cup B_{r_{j}}(x_{j}),$ $r_{j}\leq\delta\}$

であることに注意しよう. $\epsilon>0$ に対して, $B,$ $(p;M)$ を $\sum_{j}v_{-1}^{m}(rj)<$

$\frac{\epsilon}{2}+volB_{r}(p;M)$ をみたす有限個の距離球 $B_{r_{j}}(xJ)$ で被覆する. 次に,
$\delta_{0}>0$ を $\sum_{j}v_{-1}^{m}(rj+2\delta 0)<\frac{\epsilon}{2}+\sum_{j}v_{-1}^{m}(rj)$ をみたすように選ぶ.
さて, $RicN\geq-(m-1)$ をみたすある $m$ 次元完備リーマン多様体

$N$ と $q\in N$ に対して, $dcH(B_{r}(p;M), B_{r}(q;N))<\delta_{0}$ が成り立っとす
る. すると, $\overline{X}j\in B_{r}(q;N)$ を選んで $B_{r}(q;N)\subset\bigcup_{j}B_{r_{j}+2\delta_{0}}(\overline{x}J)$ とでき
る. このとき, ビショップの比較定理より

$volB_{r}(q;N)\leq\sum_{j}volB_{r_{j}+2\delta_{0}}(\overline{x}_{j})\leq\sum_{j}v_{-1}^{m}(r_{j}+2\delta_{0})$

$<\sum_{j}v_{-1}^{m}(r_{j})+\frac{\epsilon}{2}<volB_{r}(p;M)+\epsilon$

が成り立っことが分かる.
次に, 逆の不等式 $volB_{r}(p;M)-\epsilon\leq volB_{r}(q;N)$ を示そう. こちら
に系 43を用いる.
まず, 有限個の互いに交わらない距離球 $B_{r_{j}}(xj)\subset B_{r}(p;M)$ で

$\left\{0<r_{j}<\delta,d_{GH}(B_{r_{j}}(x_{j}\cdot.M),B_{r}(o|R^{m}))<\delta r_{j}/2(1+\epsilon)^{-l}\Sigma v^{m}(r_{j})\leq volB_{r}(p\cdot.M^{j})\leq\sum_{j}v_{0}^{m}(r_{j})+\epsilon(1-\epsilon)/2\right.$

をみたすものを取る. ただし, $\delta=\delta(\frac{\epsilon v_{0}^{m}(1)}{2vo1B_{r}(p;AI)},$ $m)$ は系 4.3で与えら

れたものである. 次に, 系 43の $\Lambda=\Lambda(\frac{\epsilon v_{\cap}^{m}(1)}{2vo1B_{r}(p;A1)},$ $m)$ を $\Lambda<\min r^{2}j$

となるように取る. もし $d_{GH}(B_{r}(p;M), B_{r}(q;N))$ が十分小であれば,
互いに交わらない距離球 $B_{r_{j}}(\overline{X}j)\subset N$ を $d_{GH}(B_{r_{j}}(\overline{X}j), B_{r_{j}}(0))<\delta rj$

となるように選べる. そこで, 系 43をスケーリングを変えて ( $rj$ 倍
する. その際, リッチ曲率の仮定が成り立っていることに注意せよ) 適
用して

$volB_{r_{j}}(\overline{x}_{j})-v_{0}^{m}(r_{j})\geq-\frac{\epsilon v_{0}^{m}(r_{j})}{2vo1B_{r}(p;A/[)}$

を得る. $i$ について加えれば

$volB_{r}(q;N)\geq\sum_{j}volB_{r_{j}}(\overline{x}_{j})\geq\sum_{j}v_{0}^{m}(r_{j})\{1-\frac{\epsilon}{2volB_{r}(p;M)}\}$

$\geq volB_{r}(p;M)-\frac{\epsilon(1-\epsilon)}{2}-\frac{\epsilon(1+\epsilon)}{2}\geq volB_{r}(p;M)-\epsilon$
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となる. よって, 補題 4.2を仮定して定理 4.1の証明が終わった. 口

そこで, 補題 4.2の証明に移る. 大体の方針を述べると, $L^{1}$ の意味
で殆ど等長写像になるハウスドルフ近似 $\Phi$ : $B_{1}(p)\rightarrow B_{1+\epsilon_{1}}(0;R^{m})$ を
構成し, $\Phi(B1(p))\cap B_{1}(0)$ が $B_{1}(0)$ の体積の殆ど全部を占めることを
示す. 以下, 3つの段階に分けて示す.
第 $\rceil$ 段. まず, 任意の $\epsilon_{1}>0$ に対して \mbox{\boldmath $\epsilon$}1-ハウスドルフ近似 $\Phi$ :
$B_{1}(p)\rightarrow B_{1+\epsilon_{1}}(0)(\subset R^{m})$ を構成する. $\{ej\}_{j}^{m}=1$ を $R^{m}$ の標準基底とす
る. $R\gg 1,0<\delta\ll 1$ に対して, 補題 42の仮定から, $e^{R}j\in B_{R}(p)$ を

$ dcH(Rej, ej)<\delta$ をみたすように選ぶ. さて, $b^{+}j$ : $M\rightarrow R$ を

(4.1) $b_{j}^{+}(x)$ $:=d(e_{j}^{R}, x)-d(e_{j}^{R},p)$

と定義すれば, これらはリプシッツ関数で, 殆ど至る所 $\Vert\nabla b^{+}j\Vert=1$ を

みたす. 次に

(4.2) $\Phi$ $:=(b_{1}^{+}, \ldots, b_{m}^{+})$

と置けば, $\Phi$ : $M\rightarrow R^{m}$ はリプシッツ定数 $\leq\sqrt{m}$ のリプシッツ写像
である. 仮定から, $x,$ $y\in B_{1}(p)$ に対して $|d(x, y)-d(\overline{x},\overline{y})|<2\delta$ をみ
たす $\overline{x},\overline{y}\in B_{1+2\delta}(0)$ が選べて, $R\gg 1$ に注意すれば

$|d(e_{j}^{R},x)-d(e_{j}^{R}, y)|\approx|d(Re_{j},\overline{x})-d(Re_{j},\overline{y})|\approx|\overline{x}_{j}-\overline{y}_{j}|$

を得る. よって, $R$ を十分大に $\delta$ を小に取れば, 容易に $\Phi$ が \mbox{\boldmath $\epsilon$}1-ハウ
スドルフ近似を与えること, すなわち

$|d(\Phi(x), \Phi(y))-d(x, y)|<\epsilon_{1},$ $B_{1+\epsilon}(0)\subset B_{\epsilon_{1}}(\Phi(B_{1}(p)))$

をみたすことが分かる. 特に, 任意の $\overline{x}\in B_{1}(0)$ に対して $B_{r}(\overline{x})$ が
$B_{1}(0)$ に含まれていて $\Phi(\overline{B}_{1}(p))$ と交わらなければ, $r<\epsilon_{1}$ である.
次に, 微分 $D\Phi_{x}$ : $T_{x}M\rightarrow R^{m}$ が, $B_{1}(p)$ 上 $L^{1}$ の意味で殆ど等長

的であることを見よう. 次が成り立っが, その証明で $L^{2}$ 版トポノゴフ
比較定理を用いる.

補題 44. 任意の $\epsilon_{2}>0$ に対して $R=R(\epsilon_{2}, m)>1,$ $\delta=\delta(\epsilon_{2}, m)>0$

が存在して, $RicM\geq-(m-1),$ $ dH(BR(p), BR(0))<\delta$ ならば, $il\neq i_{2}$

に対して

(4.3) $\frac{1}{volB_{1}(p)}\int_{B_{1}(p)}|(\nabla b_{j_{1}}^{+},$ $\nabla b_{j_{2}}^{+}\rangle$ $|<\epsilon_{2}$

が成り立っ. 特に,

(4.4) $\frac{1}{volUB_{1}(p)}\int_{UB_{1}(p)}|\Vert D\Phi(v)\Vert-1|<\epsilon_{2}$

としてよい.

証明. まず, 定理 3.11を ( $ b^{+}j(\gamma_{v})^{\prime}(0)=\langle\nabla b^{+}j’ v\rangle$ に注意して, $R=$
$1,$ $\Lambda=1$ として適用する. 任意の� $>0$ に対して $l=l(\overline{\epsilon}, m)>0$ が存
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在して, 各 $j$ に対し次式が成立する :

(4.5) $\frac{1}{volUB_{1}(p)}\int_{UB_{1}(p)}|\langle\nabla b_{j}^{+}, v\rangle-\frac{b_{j}^{+}(\gamma_{v}(l))-b_{j}^{+}(\gamma_{v}(0))}{l}|<\overline{\epsilon}$.

$0<\theta<\frac{\pi}{2}$ とし, $i_{1}$ を固定して $C_{\theta}$ $:=\{v\in UB_{1}(p)|\angle(v, \nabla b_{j_{1}}^{+})<\theta\}$ と

置く. $v\in C_{\theta}$ なら $\langle v, \nabla b_{j_{1}}^{+}\rangle>\cos\theta$ だから, $v\in C_{\theta}$ に対して

$|1-|\frac{b_{j_{1}}^{+}(\gamma_{v}(l))-b_{j_{\rceil}}^{+}(\gamma_{v}(0))}{l}||\leq$

$(1-\cos\theta)+|\{\nabla b_{j}^{+},v\rangle-|\frac{b_{j_{1}}^{+}(\gamma_{v}(l))-b_{j_{1}}^{+}(\gamma_{v}(0))}{l}||$

である. これを $C_{\theta}$ 上積分して, (4.5) (の積分領域を $C_{\theta}$ に制限したも
の) を適用すれば

(4.6) $\{\frac{1}{\leq(1-volUB_{1}(p)}\int_{\theta\cos)\frac{\left|1- & lC\right|}{vo1UB_{1}(p)}+\overline{\epsilon}}c_{\theta}\frac{b_{j_{1}}^{+}(\gamma_{v}(l))-b_{j_{1}}^{+}(\gamma_{v}(0))}{l}||$

を得る. 他方, $\Phi$ は $\epsilon 1$ ( $=\psi$ ( $\delta+\frac{1}{R}|$ m))-ハウスドルフ近似であるから,
$j_{1}\neq j_{2}$ に対して

(4.7)
$\frac{1}{volUB_{1}(p)}\{\int_{C_{\theta}}|\frac{b_{j_{1}}^{+}(\gamma_{v}(l))-b_{j_{1}}^{+}(\gamma_{v}(0))}{l}|^{2}+\int_{C_{\theta}}|\frac{b_{j_{2}}^{+}(\gamma_{v}(l))-b_{j_{2}}^{+}(\gamma_{v}(0))}{l}|^{2}\}$

$\leq\frac{1}{vo1_{UB_{1}(p)}}\int_{C_{\theta}}\Vert\frac{\Phi(\gamma_{v}(l))-\Phi(\gamma_{v}(0))}{l}\Vert^{2}\leq\frac{vo1C_{\theta}}{vo1UB_{1}(p)}(1+\epsilon_{l}\lrcorner)^{2}$

である. $v\in C_{\theta}$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ $\lambda\backslash f$ し, 単位球面の距離に関する 3角不等式と余弦公
式から

$|\langle\nabla b_{j_{2}}^{+}, v\rangle|\geq|\{\nabla b_{j_{2}}^{+},$ $\nabla b_{j_{1}}^{+}\rangle$ $|\cos\theta-\sin\angle(\nabla b_{j_{2}}^{+}, \nabla b_{j_{1}}^{+})\sin\theta$

$\geq|\langle\nabla b_{j_{2}}^{+}, \nabla b_{j_{1}}^{+}\rangle|\cos\theta-\sin\theta$

に注意する. 上の不等式を前と同様に $C_{\theta}$ 上積分して, (4.5) を用いれば

$\frac{\cos\theta v_{1}^{m-1}(\theta)}{\leq\frac{1}{vo1_{UB_{1}(p)}}vo1UB_{1}(p)}\int_{B_{1}(p)}|\{\nabla b_{j_{2}}^{+},$

$\nabla b_{j_{1}}^{+}\rangle|-\sin\theta\frac{vo1C_{\theta}}{vo1UB_{1}(p,(p)\int_{C_{\theta}}(}\int_{C_{\theta}}|(\nabla b_{j_{2}}^{+},v\rangle$

$|\leq\overline{\epsilon}+\frac{1}{vo1_{UB_{1}}}\frac{b_{j}^{+}(\gamma_{v}(l))-b_{jo}^{+}(\gamma_{v}(0))}{l}|$

を得る. ただし, $volC\theta=v_{1}^{m-1}(\theta)volB1(p)$ に注意されたい. したがって

(4.8) $\{\frac{\cos\theta}{vo1UB_{1}(p)}\int_{\frac{\sin\theta}{v_{1}^{m-1}(\pi)}+}B_{1}(p)|\langle\nabla b_{j_{2}}^{+}, \nabla b_{j_{1}}^{+}\rangle|\leq\frac{\epsilon 2}{v_{1}^{m-1}(\theta)}+\frac{1}{v_{1}^{m-1}(\theta)}\frac{1}{vo1UB_{1}(p)}\int_{C_{\theta}}|\frac{b_{j_{2}}^{+}(\gamma_{v}(l))-b_{j_{2}}^{+}(\gamma_{v}(0))}{l}|$

である. さて, $|b^{+}j(\gamma_{v}(l))-b^{+}j(\gamma_{v}(0))|\leq l$ に注意する. すると, コー

シー. シュワルツの不等式, (4.6), $(4,7)$ を用いて, すぐ前の不等式 (4.8)
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の右辺の最後の項は次のように評価されることが分かる :

$\frac{1}{vo1_{UB_{1}(p)}}\int_{C_{\theta}}|\frac{b_{j_{2}}^{+}(\gamma_{v}(l))-b_{j_{2}}^{+}(\gamma_{v}(0))}{l}|$

$\leq\sqrt{\frac{vo1C_{\theta}}{vo1UB_{1}(p)}}\{\frac{1}{volUB_{1}(p)}\int_{C_{\theta}}|\frac{b_{j_{2}}^{+}(\gamma_{v}(l))-b_{j_{2}}^{+}(\gamma_{v}(0))}{l}|^{2}\}^{\frac{1}{2}}$

$\leq\sqrt{\frac{vo1C_{\theta}}{vo1UB_{1}(p)}}\{\frac{(1+^{e_{I}}\lrcorner)^{2}vo1C_{\theta}}{vo1UB_{1}(p)}-\frac{1}{volUB_{1}(p)}\int_{C_{\theta}}|\frac{b_{j_{1}}^{+}(\gamma_{v}(l))-b_{j_{1}}^{+}(\gamma_{U}(0))}{l}|^{2}\}^{\frac{1}{2}}$

$\leq\sqrt{\frac{vo1Co}{vo1UB_{1}(p)}}\{\frac{vo1C_{\theta}}{vo1UB_{1}(p)}((\epsilon_{l}\lrcorner)^{2}+2^{\lrcorner}\epsilon_{l})+$

$\frac{1}{volUB_{1}(p)}\int_{C_{\theta}}|1-|\frac{b_{j_{1}}^{+}(\gamma_{v}(l))-b_{j_{1}}^{+}(\gamma_{v}(0))}{\iota}|||1+|\frac{b_{j_{1}}^{+}(\gamma_{v}(l))-b_{j_{1}}^{+}(\gamma_{v}(0))}{l}||\}^{\frac{1}{2}}$

$\leq\frac{v_{1}^{m-1}(\theta)}{v_{1}^{m-1}(\pi)}\{2\overline{\epsilon}\frac{v_{1}^{m-1}(\pi)}{v_{1}^{m-1}(\theta)}+\{(\epsilon_{l}\lrcorner)^{2}+2^{\lrcorner}\epsilon_{l}+2(1-\cos\theta)\}\}^{\frac{1}{2}}$ .

以上の議論をまとめて, (4.3) の左辺は, (4.8) と最後の不等式でまず
$\theta$ を小に, 次に $\overline{\epsilon}$ を小に, 最後に $R$ を十分大 $\delta$ を十分小に取って $\epsilon_{1}$ を
十分小にすることにより, 幾らでも小さくすることが可能である. こ

かれでら’し (4.3) が示せた. (4.4) は (4.3) と
${}^{t}D\Phi(v)D\Phi(v)=[\langle\nabla b_{i}^{+}, \nabla b_{j}^{+}\rangle]\square $

からしたがう

第 2段. (4.2) で定義された写像 $\Phi$ : $B_{1}(p)\rightarrow B_{1+\epsilon_{1}}(0)$ に対して

(4.9) $vol(\Phi(B_{1}(p)))\leq volB_{1}(p)$

が $\det D\Phi_{x}\leq|\nabla b_{1}^{+}|\cdots|\nabla b_{m}^{+}|\leq 1$ (a.e.) より成立する. 以下, 我々は
任意の $\epsilon>0$ に対して, もし $R$ が十分大で $\Lambda,$

$\delta$ が十分小ならば

(4.10) $vol(B_{1}(0)\backslash \Phi(B_{1}(p)))<\epsilon$

とできることを示す. このとき, 補題 4.2は
$v_{0}^{m}(1)+\epsilon\geq v_{-\Lambda}^{m}(1)\geq volB_{1}(p)\geq vol(\Phi(B_{1}(p)))$

$\geq volB_{1}(0)-vol(B_{1}(0)\backslash \Phi(B_{1}(p)))\geq v_{0}^{m}(1)-\epsilon$

よりしたがう. (4.9) を示すのにまず次の準備を行う. 任意の $\epsilon>0$ に

対し, $\epsilon_{3}>0$ を十分小に取って $vol(B_{1}(0)\backslash B_{1-2\epsilon_{3}}(0))<\epsilon$ と仮定し
てよい. $A$ $:=B_{1}(0)\backslash \Phi(\overline{B}1(p)),$ $A1$ $:=B_{1-2\epsilon_{3}}(0)\backslash \Phi(\overline{B}_{1}(p))$ と置く.
$vol(A\backslash A_{1})<\epsilon$ より, (4.9) を示すには, $R,$ $\Lambda,$

$\delta$ を適当に選んで $volA_{1}$

が幾らでも小さく出来ることを示せばよい. 方針を大雑把に述べると,
$A_{1}$ の主要部を十分小さな (都合のよい性質を持つ) 距離球の族で覆い,
単位接束をこの族の和集合へ制限したものの部分集合 $C_{1/4}$ を次の性質
を持つように構成する : その体積は $volA_{1}$ に比較して定数倍以上あり,
$v\in C_{1/4}$ に対しては

$\Vert D\Phi(v)-\frac{\Phi(\gamma_{v}(r_{i}))-\Phi(\gamma_{v}(0))}{r_{i}}\Vert>\frac{1}{4}$

が成り立つ. この不等式を $C_{1/4}$ 上積分して, $L^{2}$ 版比較定理 (定理 3.12)
を用いて $volC_{1/4}$ が小になることを示す (技術的には大分煩雑になる).
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さて, $\Phi$ が $\epsilon_{1}$ $(0<\epsilon_{1}< \simeq 2)$-ハウスドルフ近似だから, $\overline{x}\in A_{1}$ に対
して, $\overline{y}\in\Phi(B1(p))$ で $d(\overline{x},\overline{y})<\epsilon 1$ をみたすものが取れる. $\overline{y}\in B_{1}(0)$

である. 次に, $volC>\frac{1}{2}volA1$ をみたすコンパクト集合 $C\subset A_{1}$ と,
$C$ の次の意味で極大な有限被覆 $\{B_{r_{i}}(p_{i})(\subset A_{1})\}_{i=1}^{k}$ を選ぶ : $(A_{1}\supset$

$)B_{s}(p_{i})\supset B_{r_{i}}(p_{i})$ ならば $r_{i}=s$ となる. ここで, $\epsilon_{1}$ の定義と $r_{i}<\epsilon_{1}$

から $ S_{r_{i}}(p_{i})\cap\Phi(\overline{B}_{1}(p))\neq\emptyset$ に注意しよう (ここでの $\epsilon_{1}$ は定理 3.12の
$\delta(\epsilon, \Lambda, m)$ より小としてよい).
さて, 上の $\{1, \ldots, k\}$ から部分集合 $I_{k}$ を次の操作によって選ぶ :

$r1\geq r2\geq\cdots\geq rk$ と仮定してよい. $I_{1}=\{1\}$ から始めて, $ I_{1}\subset\cdots\subset$

$I_{k},$ $I_{i}\subset\{1, \ldots, i\}$ を帰納的に, 条件

$i+1\in I_{i+1}\Leftrightarrow B_{3\sqrt{m}r_{i+1}}(p_{i+1})\cap B_{3\sqrt{m}r_{j}}(p_{j})=\emptyset(\forall j\in I_{i})$

によって定義する. すると, A を十分小に選ぶことによって次が成り
立っ :

(4.11) $ S_{r_{i}}(p_{i})\cap\Phi(\overline{B}_{1}(p))\neq\emptyset$ ,

(4.12) $\{B3\sqrt{m}r_{i}(pi)\},\in I_{k}$ は互いに交わらない,

(4.13)
$C\subset\bigcup_{i\in I_{k}}B_{9\sqrt{m}r_{i}}(p_{i})$

かつ $\sum_{i\in I_{k}}v_{0}^{m}(r_{i})\geq\frac{vo1A_{1}}{3(9\sqrt{m})^{m}}$

さて, もうひとっ補題を準備する. $X$ : $B_{1}(p)\rightarrow R^{m}$ を $\Vert X\Vert\equiv 1$ み
たす関数とする. $B\subset B1(p)$ と $\theta>0$ に対して

$C_{\theta,B}$ $:=\{v\in UB|\Vert D\Phi(v)-X(\pi(v))\Vert<2\sin(\theta/2)\}$

と置く. このとき, 次が成り立っ.

補題 45. 任意の $\epsilon>0$ に対して, $R=R(\epsilon, m, \theta)>1,$ $\delta=\delta(\epsilon, m, \theta)>$

$0$ が存在して, $RicM\geq-(m-1),$ $ d_{H}(B_{R}(p), B_{R}(0))<\delta$ ならば

(4.14) $\frac{vo1C_{\theta,B}}{vo1UB_{1}(p)}\geq\frac{v_{1}^{m-1}(\theta/2)vo1B}{v_{1}^{m-1}(\pi)vo1B_{1}(p)}-\epsilon$

が成り立っ.

証明. 主張の幾何学的な意味は難しくないが, 証明は技術的には煩雑に
なる. $\epsilon 4>0$ に対して

$E$ $:=\{q\in B_{1}(p)||\Vert D\Phi(v)\Vert-1|<\epsilon_{4};\forall v\in U_{q}M\}$

と置く. まず, $E$ は $B_{1}(p)$ で体積の殆どの部分を占めること見よう (注
意 3.13参照). $\Vert D\Phi\Vert\leq\sqrt{m}$ だから, $\delta_{1}=\delta_{1}(m, \epsilon_{4})(=\epsilon_{4}/(2\sqrt{m}))>0$

が存在して, $v_{0}\in U_{x}M,$ $x\in B_{1}(p)$ に対して団 $D\Phi(v_{0})\Vert-1|\geq\epsilon_{4}$ なら
ば, $v\in B_{\delta_{1}}(v_{0};U_{x}M)$ に対して

$|\Vert D\Phi(v)\Vert-1|>\frac{\epsilon_{4}}{2}$
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が成り立つ. すると補題 4.4から, 任意の $\epsilon_{2}>0$ に対して $R>1,$ $\delta>0$

が存在し, $ d_{H}(BR(p), BR(0))<\delta$ ならば

$A\epsilon_{2}v_{1}m-1(\delta_{1})vol(B_{1}(p)\backslash E)\leq\int_{UB_{1}(p)\backslash D}|\Vert D\Phi\Vert-1|$

$\leq\epsilon_{2}\omega_{m}$ vol $B_{1}(p)$

を得る. ただし, $D:=\{v\in UB1(p)||\Vert D\Phi\Vert-1|<\epsilon 4\}$ と置いた. こ

のとき, 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta>0$ を十分小に $R>1$ を十分大に
取ることによって, $\frac{vo1E}{vo1B_{1}(p)}>1-\epsilon$ とできる. 特に, $B\subset B_{1}(p)$ に対

して

$\frac{vo1B\cap E}{vo1B_{1}(p)}\geq\frac{vo1B}{vo1B_{1}(p)}-\epsilon$

である. 次に, $v,$ $w\in U_{q}M,$ $q\in E$ に対して次式が成り立っ :
$|\langle v,w\rangle-\langle D\Phi(v), D\Phi(w)\rangle|<3\epsilon_{4}$ .

よって, $T_{q}M$ の o.n. $b$ . $\{E_{i}\}$ を取り, 与えられた $X=(a_{1}, \ldots, a_{m})$ ,
$\sum_{i}a_{i}^{2}=1$ に対して $Z=\sum_{i=1}^{m}a_{i}D\Phi(E_{i})$ と置けば, $\Vert Z-X\Vert<\psi(\epsilon_{4}|$

m) をみたす. 次に

$\tilde{C}_{\theta,B\cap E}$ $:=\{v\in U(B\cap E)|\angle(D\Phi(v), Z(\pi(v)))<\theta\}$

と置く. いま, $\epsilon_{4}>0$ を小に取り $\psi(\epsilon_{4}|m, \theta)>0$ を適当に選べば

$\tilde{C}_{\theta-\psi(\epsilon_{4}|m,\theta),B\cap E}\subset C_{\theta,B}$

をみたすようにできる. このとき

$\frac{vo1C_{\theta,B}}{vo1UB_{1}(p)}\geq\frac{vol\tilde{C}_{\theta-\cdot\psi(\epsilon_{4}|m,\theta),B\cap E}}{vo1UB_{1}(p)}\geq\frac{v_{1}^{m-1}(\theta-\psi(\epsilon_{4}|m,\theta))}{v_{1}^{m-1}(\pi)}\frac{vo1B\cap E}{vo1B_{1}(p)}$

である. したがって, $m,$
$\theta$ に応じて $\epsilon 4$ を小に取り, さらに $\delta$ を小に

$R>1$ を大に取ることにより

$\frac{vo1C_{\theta,B}}{vo1UB_{1}(p)}\geq\frac{v_{1}^{m-1}(\theta/2)vo1B}{v_{1}^{m-1}(\pi)vo1B_{1}(p)}-\epsilon$

とできる. これで, 補題 4.5の証明が完了した. 口

第 3段. 以上の準備の下で, 目的の $volA_{1}$ が十分小さいことを示
す. そのため, 各 $i\in I_{k}$ に対して, (4.11) より $yi\in S_{r_{i}}(p_{i})\cap\Phi(\overline{B}_{1}(p))$

と $\Phi(x_{i})=y_{i}$ をみたす $x_{i}\in\overline{B}_{1}(p)$ を選ぶ. $\Phi$ はリプシッツ定数 $\leq\sqrt{m}$

のリプシッツ写像だから

$\Phi(B2’\dot{\tau}^{(x_{i}))\subset B(y_{i})}m2\underline{r}_{\dot{A}}\subset B_{\rightarrow}3r\cdot(p_{i})2$

で, ビショップグロモフの不等式から

$\sum\frac{vo1Br\dot{\gamma}_{m}(x_{i})\overline{2}}{vo1B_{1}(p)}\geq\sum\frac{vo1Br\dot{\tau}_{m}(x_{i})\overline{2}}{vo1B_{2}(x_{i})}\geq\sum\frac{v_{-\Lambda}^{m}(\frac{r}{2\sqrt{m}})}{v_{-\Lambda}^{m}(2)}$

である. さて, $\theta>0$ と $i\in Ik$ に対して

$C_{\theta}^{i}$ $:=\{v\in UB2r\dot{\neq}m(x_{\dot{\tau}}.)|\Vert D\Phi(v)+\nabla d_{p_{i}}(\Phi(\pi(v)))\Vert<2\sin\frac{\theta}{2}\}$
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と置けば, (4.12) からこれらは互いに交わらない. $C_{\theta}$ $:=\bigcup_{i\in I_{k}}C_{\theta}^{i}$ と

する.
次に, $B:=\cup iI_{k_{2m}}Br\cdot(x_{i})$ と置き, $X$ を $X|B2\neq^{r}m(x_{i}):=-\nabla d_{p_{i}}$ を

みたすように取れば, $C_{\theta}=C\theta,B$ と書けることに注意しよう. 補題 45
と (4.13) により, 任意の $\epsilon>0$ に対してさらに A を十分小に取れば

さて, $x\in B_{r_{i}/(2\cap m}(xi),$ $i\in Ik$ に対して, $ri/2<d(pi, \Phi(x))<3ri/2$

に注意すれば $\Phi(x)-ri\nabla d_{p_{i}}(\Phi(x))\in B_{r_{i}/2}(pi)$ である.
次に, $v\in\bigcup_{i\in I_{k}}UB_{r_{i}/(2\sqrt m\urcorner}(x_{i})$ とする. $\Phi(x_{i})=y_{i}(\in\overline{A}_{1}),$ $\Phi(p)=0$

より
$d(p, \pi(v))\leq d(p, x_{i})+\frac{r}{2\sqrt{m}}\leq d(0, y_{i})+r\perp+\epsilon_{1}\overline{2}\sqrt{m}^{-}$

$\leq 1-2\epsilon_{3}+\frac{r}{2\sqrt{m}}+\epsilon_{3}<1-\underline{\epsilon}_{2}A$

で, $\gamma_{v}(ri)\in B_{1}(p)$ となる. したがって,

$B_{r_{i}}(p_{i})\cap\Phi(\overline{B}_{1}(p))=\emptyset,$ $-r_{i}\nabla d_{p_{i}}(\Phi(\pi(v)))+\Phi(\gamma_{v}(0))\in Br_{\dot{A}}(p_{i})2$

に注意して, $i\in I_{k}$ ならば

$\Vert-r_{i}\nabla d_{p_{i}}(\Phi(\pi(v)))+\Phi(\gamma_{v}(0))-\Phi(\gamma_{v}(r_{i}))\Vert>\frac{r_{i}}{2}$

すなわち

$\Vert\nabla d_{p_{i}}(\Phi(\pi(v)))+\frac{\Phi(\gamma_{v}(r_{i}))-\Phi(\gamma_{v}(0))}{r_{i}}\Vert>\frac{1}{2}$

が成り立っ. 他方, $v\in C_{\theta}$ に対しては

$\Vert D\Phi(v)+\nabla d_{p_{i}}(\Phi(\pi(v)))\Vert<2\sin\frac{\theta}{2}\leq\theta$

であった. したがって, 例えば $\theta=1/4$ と取れば, $v\in C_{1/4}$ に対して

(4.16) $\Vert D\Phi(v)-\frac{\Phi(\gamma_{v}(r_{i}))-\Phi(\gamma_{v}(0))}{r_{i}}\Vert>\frac{1}{4}$

である. よって, (4.15), (4.16) より

$C(m, \Lambda)\frac{v_{1}^{m-1}(1/8)}{v_{1}^{m-1}(\pi)}volA_{1}-\epsilon\leq\frac{vo1C_{14}}{vo1UB_{1}(p)}$

$\leq\frac{4}{volUB_{1}(p)}\int_{C_{1/4}}\Vert D\Phi(v)-\frac{\Phi(\gamma_{v}(r_{i}))-\Phi(\gamma_{v}(0))}{r_{i}}\Vert$

$\leq\frac{4}{volUB_{1}(p)}\int_{UB_{1}(p)}\Vert D\Phi(v)-\frac{\Phi(\gamma_{v}(r_{i}))-\Phi(\gamma_{v}(0))}{r_{i}}\Vert<C_{1}(m, \Lambda)\epsilon$

が成り立つ. ここで, 最後の不等式を導くのに定理 3.12を用いた. こ

れより, $volA_{1}<\psi(\epsilon|m, \Lambda)$ (左辺は $\epsilon\rightarrow 0$ のとき $\psi(\epsilon|m, \Lambda)\rightarrow 0$

を意味する) であり, 補題 42の証明が完了した. 口
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特に, グロモフハウスドルフ距離に関して球面に近い場合は次を
得る.

系 46. 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta=\delta(\epsilon, m)$ が存在して次が成立する :
$RicM\geq(m-1)$ をみたす $m(\geq 2)$ 次元完備リーマン多様体 $M$ に対し
て, $ d_{H}(M, S^{m})\leq\delta$ ならば $\omega_{m}\geq volM\geq\omega_{m}-\epsilon$ である.

定理 4.1は応用上も大事である. まず, 無限遠接錐に関する応用を挙
げる. $(M, g)$ は非コンパクトな完備リーマン多様体とし, そのスケー
ルを変えた点付リーマン多用体の列 $\{(M,p, r^{-2}jg)\}$ (ただし, $ rj\uparrow\infty$ )
を考える. この列が, 点付グロモフハウスドルフ距離に関してある
弧長空間 $M_{\infty}$ に収束するとき, $M_{\infty}$ は $M$ の無限遠接錐であるという.
もし, $M$ が非負のリッチ曲率を持てば, グロモフのプレコンパクト性
定理より, $(M,p, r_{j}^{-2}g)$ は収束する部分列を持つ. しかし, 無限遠接
錐の一意性は一般に成り立たない.

定理 4.7. $M$ をリッチ曲率非負の $m$ 次元完備リーマン多様体とする.
もし, $M$ のある無限遠接錐払。が $R^{m}$ に等長的ならば, $M$ 自身 $R^{m}$

に等長的である.

証明. 列 $\{(M,p, gi=r_{i}^{-2}g)\}$ が $d_{GH}$ に関して $(R^{m}, 0)$ に収束したとす
る. 定理 4.1より

$\lim_{i\rightarrow\infty}\frac{vol(B_{r_{*}}(p;g))}{r_{i}^{m}}=\lim_{i}vol(B_{1}(p;g_{i}))=v_{0}^{m}(1)$ .

いま, $f(r)$ $:=vol(B_{r}(p))/r^{m}$ と置く. $(M, g_{i})$ が再び非負リッチ曲率多
様体であることに注意して, ビショップ・グロモフの定理を用いれば,
$f(r)$ は単調非増加で $f(r)\leq v_{0}^{m}(1)$ であることが分かる. 他方, 上よ
り $\lim f(r_{i})=v_{0}^{m}(1)$ . よって, $f\equiv v_{0}^{m}(1)$ で, $M$ は $R^{m}$ に等長的であ
る (系 2.5). $\square $

注意 48. (1) 体積の連続性については, 定理 4.1の状況で極限空間
$X=\lim Mi$ が崩壊しない場合 (すなわち, ある $v>0$ が存在して
$volM_{i}\geq v$ が成り立つ場合) には, $X$ に $m$ 次元ハウスドルフ測度を
与えれば体積の連続性が成り立っ. また, $k$ 次元リーマン多様体 $M^{k}$

に崩壊する場合でも, $k$ 次元ハウスドルフ容量に関しては連続性が成
り立つ ([CCo 2,3] を参照).

(2) $\{A/I_{i}^{m}\}$ は $Ric_{M}\geq-(m-1)$ をみたす $m$ 次元リーマン多様体の
列で, 滑らかな $m$ 次元多様体 $M$ にグロモフハウスドルフ距離に関
して収束したとする. 体積の連続性から, 十分小さな半径の $\Lambda M_{i}$ の距
離球の体積は, 十分大きな各 $i\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対して殆ど極大である (同じ半径の
$R^{m}$ の距離球の体積に殆ど等しい). これと, \S 6で述べるペレルマンの
結果 (補題 6.3) を用いて, コールディングは次を示した $([Co3])$ : 上
の状況で $\epsilon=\epsilon(M)>0$ が存在して, 十分大きな各 $i$ と任意の $p\in M$

に対して, $\pi_{1}(B_{\epsilon}(p|A/I_{i}))$ の自然な包含写像による像は $\pi_{1}(\Lambda/I_{i})$ で自明
となる (深谷山口の予想 [FYa]).

(3) 連続性の定理の逆として, リッチ曲率の仮定の下に十分小さな
距離球の体積が同じ半径のユークリッド距離球の体積に近ければ, それ
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らのグロモフハウスドルフ距離も近いことを示せる (定理 6.19参照
$)$ .

(4) 連続性の応用として, コールディング $([Co3])$ はさらに序で
述べたグロモフ予想を証明した : $\epsilon=\epsilon(m)>0$ が存在して, $m$ 次元コ
ンパクトリーマン多様体 $M$ が $ d^{2}(M)RicM\geq-(m-1)\epsilon$ をみたし,
$b_{1}(M)=m$ ならば $M$ はトーラス $T^{m}$ に (微分) 同相である.

リチ曲率が下に有界な多様体族とその極限

5. 極限空間での分裂定理

最初に, チーガーグロモールの分裂定理 ([CGr]) を復習しよう. 完
備リーマン多様体 $M$ の正規測地線 $\gamma$ : $R\rightarrow M$ は, $d(\gamma(s), \gamma(t))=$

$|t-s|(\forall s, t\in R)$ をみたすとき直線と呼ばれる. すなわち, $\gamma$ の任意
の 2点に対して, これらを端点とする $\gamma$ の部分はこれら 2点を結ぶ最
短線であり, また $M$ が直線を許容すればコンパクトとはなり得ない.
直線は, もっと一般に完備弧長空間でも同様に定義される. チーガー
グロモールの分裂定理は次を主張する :
定理 5.1. $M$ をリッチ曲率非負の $m$ 次元完備リーマン多様体とする.
$M$ が直線を含めば分裂する. すなわち, $(m-1)$ 次元の完備リッチ曲
率非負のリーマン多様体 $N$ が存在して, $M$ はリーマン直積 $R\times N$ に

等長的である.

証明について簡単に触れる. $t\geq 0$ に対し, $\gamma^{+}(t)$ $:=\gamma(t),\gamma^{-}(t)$ $:=$

$\gamma(-t)$ により与えられた $\gamma(0)$ を始点とする 2つの半直線 $\gamma^{\pm}$ を取り,
それらのブーゼマン関数 $ b\pm$ , すなわち,

(5.1) $b_{\pm}(q)$ $:=_{t\rightarrow+\text{科}\infty}(t-d(q, \gamma^{\pm}(t)))$

を考える. リッチ曲率非負の仮定に注意して, 距離関数のラプラシア
ンに関する比較定理 (定理 2.12) から, $ b\pm$ は劣調和関数となる (正
確には距離関数は可微分でない点があるので, ここではバリアによる
近似の弱い意味で云っている. しかし最大値原理は成り立つ. \S 2のエ
クセス評価の議論参照). 3角不等式から $b_{+}+b_{-}\leq 0$ で, $\gamma$ 上では
$b_{+}+b_{-}=0$ だから最大値原理により $b_{-}\equiv-b_{+}$ を得る. 次に, $ b\pm$ が
調和関数であることを見よう. $p\in M$ を中心とする (半径十分小の)
距離球を考え, $h_{\pm}$ をその境界上で $b^{\pm}$ に一致する $B$ 上の調和関数と
する. 最大値原理を劣調和関数 $ b_{\pm}-h\pm$ に適用して, $b\pm\leq h^{\pm}$ を得る.
$0=b_{+}+b_{-}\leq h_{+}+h_{-}$ に注意して, もう一度最大値原理を $h_{+}+h_{-}$

に適用すれば, 境界で最大値 $0$ を取るから $h_{+}+h_{-}=b_{+}+b_{-}=0$ , し
たがって $b_{+}=h_{+},$ $b_{-}=h_{-}$ を得る. よって $ b\pm$ も調和関数となり, 特
に滑らかである.
他方, 距離関数の性質より $\Vert\nabla b\pm\Vert\equiv 1$ も成り立っ. これより, ボホ
ナーの公式に注意すれば

$0=-\frac{1}{2}\Delta\Vert\nabla b_{\pm}\Vert^{2}=\Vert D^{2}b_{\pm}\Vert^{2}+Ric_{M}(\nabla b_{\pm}, \nabla b_{\pm})-\{\nabla b_{\pm}, \nabla\Delta b_{\pm}\}\geq 0$

で, $D^{2}b\pm\equiv 0$ となる. すなわち, $ b\pm$ のレペルは全測地的である. $\nabla b\pm$

の流れを $\varphi_{s}$ とし, $\Phi(s, x)$ $:=\varphi_{s}(x),$ $x\in N$ $:=(b\pm)^{-1}(0)$ と置けば,
$\Phi$ : $R\times N\rightarrow M$ は等長写像となることを示すことができる. 口
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この定理の応用として, チーガーグロモールは非負リッチ曲率を
許容するコンパクト多様体 $M$ の基本群 $G$ $:=\pi_{1}(M,p)$ は殆ど結晶群
であること示した ([CGr]). すなわち, $G$ の有限正規部分群 $H$ が存在
して $G/H$ が結晶群 (ユークリッド空間の運動群の一様離散部分群) に

同型である. 証明は $M$ の普遍被覆空間に上の分裂定理を適用すれば
よい.

さてチーガーコールディング ([CCo 1]) は, この分裂定理を殆ど
非負リッチ曲率の完備リーマン多様体の列の点付きグロモフハウス
ドルフ距離に関する極限空間の場合に拡張した. それについて以下述
べるが, 先の質的な議論を量的な評価で置き換えることが必要となる.
以下, $m$ 次元リーマン多様体 $M$ で次の状況を考える. (非常に離れ

た) 2点 $q^{-},$ $q^{+}\in M$ を取り, エクセス関数

(5.2) $E(x)=d(q^{-}, x)+d(q^{+}, x)-d(q^{-}, q^{+})$

を考える. また, $s^{-}(x)$ $:=d(x, q^{-}),$ $s^{+}(x)$ $:=d(x, q^{+}),$ $s(x)$ $:=\min(s^{-}(x)$ ,
$s^{+}(x))$ と置く. 次がこの節の主要な主張である.

定理 52. 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\tau=\tau(\epsilon, m)>0$ と $L=L(\epsilon, m)>1$

が存在して次が成立する : $p\in M$ と $R>0$ に対して

(5.3) $\left\{s(p)\geq LR,E(p)\leq\tau RRic_{AM}\geq-(m-1)\tau R^{-2}(B_{2LR}(p)\text{上で})\right.$

が成り立つならば, 距離空間 $Z$ と $p\in X$ $:=R\times Z$ が存在して, グロ
モフ ハウスドルフ距離 $dcH$ に関して

$d_{GH}(B_{R}(p;M), B_{R}(\underline{p};X))\leq\epsilon R$

が成立する.

注意 5.3. 直線を含む断面曲率非負の完備リーマン多様体に対する分裂
定理は V.I. トポノゴフにより与えられた ([T]). 証明は 3角形の比較
定理による幾何学的議論で出来る : この場合, ブーゼマン関数 $ b\pm$ は凸
関数となる. 他方 f 3角不等式から $b_{+}+b_{-}\leq 0$ で, 凸関数 $b_{+}+b_{-}$ は

上に有界となる. これより $b++b_{-}\equiv 0$ となり, $ b\pm$ はアフィン関数で
あり, そのレベルは全測地的となる. この証明法は曲率が $0$ 以上のア
レキサンドロフ空間の場合にも原則として適用される.

以下, 定理 52の証明をいくつかの段階に分けて行う.
第 $\rceil$ 段 (エクセス関数の評価).

3角不等式から $E(x)\geq 0,$ $di1E(:=\sup_{x,y)}!(x)-BU)\leq 2$ である. ま

た, リッチ曲率に関する仮定 $RicM\geq-(m-1)\tau$ の下で, 距離関数の
ラプラシアン評価から

(5.4) $\triangle E\geq-(m-1)\{\frac{c_{-\tau}(s^{-})}{s_{-\tau}(s^{-})}+\frac{c_{-\tau}(s^{+})}{s_{-\tau}(s^{+})}\}$

が (一般のバリア意味で) 成り立つ. $c_{-\tau}(s)/s_{-\tau}(s)$ は $s$ に関して単調
減少であることを注意しておこう.
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命題 5.4. 任意の $\epsilon>0$ に対し, $\tau=\tau(\epsilon, m)>0,$ $L=L(\epsilon, m)>1$ が

存在し, $p\in M$ と $R>0$ に対して (5.のが成立すれば

(5.5) $\sup E\leq\epsilon R$

$B_{R}(p)$

が成り立つ.

証明. 証明の際, 計量のスケールを定数倍して $R=1$ の場合を考えれ
ば十分である. $x\in B_{1}(p)\backslash \{p\}$ とする. 十分小さな $a>0$ に対して,
$B_{1+a}(x)\backslash \{x\}$ 上で定義された関数 $G=Gor,$ $r=d_{x}$ を考える. ここ

で, $G:(0,1+a$ ] $\rightarrow(0, \infty)$ は補題 2.15で与えられたものである. 今
の場合, $R=1+a$ かつ

(5.6) $s_{0}$ $:=\min\{s(z)|z\in\overline{B}_{1+a}(x)\}$

と置いて, $b$ を $b>2(m-1)\frac{c_{-\tau}(s_{0})}{s_{-\tau}(so)}$ をみたすように選ぶ. すると, 対

応する $G$ に対しては, (5.4) と $G$ の性質より

(5.7) $\left\{\frac{\partial G}{\triangle(\partial r}<0(0<r<1+a),G(1+a)=0E-G)>0(B_{l+a}(x)\backslash \{x\}_{-}b\text{て^{、}})\right.$

が成り立つ. よって, 任意の $1>c>0$ に対して, 最大 (小) 値原理か
ら $E-G$ は $B_{1+a}(x)\backslash B_{c}(x)$ の内点で最小値を取ることはない.
さて, 仮定の $\tau$ を $0<\tau<G(1)$ をみたすように選べば, $d(x,p)<1$

だから $(E-G)(p)\leq\tau-G(p)<\tau-G(1)<0$ であることが分かる.
以下, 円環面 $\overline{B}_{1+a}(x)\backslash B_{c}(x),$ $0<c<d(p, x)$ 上で関数 $E-G$ を考え
る. これは $\partial B1+a(x)$ で最小値を取ることはない. 実際, $p$ はこの円環
面の内点で $E(p)-G(p)<0$ をみたすが, $z\in\partial B1+a(x)$ に対しては,
$E(z)\geq 0,$ $d(p, x)<1$ に注意して

$(E-G)(z)-(E-G)(p)\geq G(p)-E(p)>0$

が成り立つからである.
以下, これより $E(x)\leq 2c+G(c)$ が従うことを見よう. 実際, そ

うでなければある $z\in\partial B_{c}(x)$ が存在して, dil $E\leq 2$ に注意すれば,
$E(z)\geq E(x)-2c>G(c)=G(z)$ となる. $E(p)-G(p)<0$ であった
から, $E-G$ は $\partial B_{c}(x)$ で最小値を取り得ないことになる. 前の議論
と合わせると $E-G$ は $\overline{B}_{1+a}(x)\backslash B_{c}(x)$ の境界で最小値を取り得ない
ので, これは最大 (小) 値原理に矛盾する.
さて命題の証明に戻り, $\epsilon>0$ を任意に与える. $ E(p)<\tau$ だから,

十分小さな $\eta_{0}>0$ を選び $d(p, x)\leq\eta_{0}$ ならば $ E(x)\leq 2\tau<\epsilon$ とできる.
他方, $ d(p, x)>\eta_{0}\rightarrow$ ならば上の議論で $c=\eta_{0}$ と置いて, $E(x)\leq 2\eta_{0}+$

$G(\eta_{0})$ を得る. ここで, $c_{-\tau}(s_{0})/s_{-\tau}(s_{0})=\sqrt{\tau}\cosh(\sqrt{\tau}s_{0})/\sinh(\sqrt{\tau}s_{0})$

であった. よって, 定義から $G(\eta_{0})$ (同じことだが, $b$ 或いは, $(m-$

$1)c_{-\tau}(s_{0})/s_{-\tau}(s_{0}))$ は $\tau$ を十分小にし, 次に so(同じことだが $L$ ) を十
分大にすることによりいくらでも小さくできる 口

このようなエクセス評価は, 最初アブレッシュマイヤーにより考
察された (\S \S 22参照). 以下, $\tau<1$ とする. 特に, リッチ曲率は一様
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に下から押さえられているとして良い.
第 2段 (距離関数の調和関数による近似).
距離関数 $b^{\pm}(x)$ $:=d(x, q^{\pm})-d(p, q^{\pm})$ を距離球 $B_{R}(p)$ に制限して,

例えば $b^{+}$ を $b|\partial BR(p)=b^{+}|\partial BR(p)$ をみたす調和関数 $b$ で近似する
ことを考える. 以下, $R$ に対して $\tau,$

$L^{-1}$ を十分小に取ることにより, $b$

のヘッシアン $D^{2}b$ が $L^{2}$ ノルムに関していくらでも小さくできること
を示したい. まず次に注意する.

補題 5.5. 命題 54の状況で考えるとき次が成り立つ :
(5.8) $|b-b^{+}|\leq\psi(\tau, L^{-1}|m)R$ . ( $BR(p)$ 上で)
ここで, $7n,$ $\tau,$

$L$ に依存する正定数 $\psi(\tau, L^{-1}|m)$ は, 次元 $m$ を固定す
るとき, $\tau,$

$L^{-1}\downarrow 0$ ならば $\psi(\tau, L^{-1}|m)\downarrow 0$ であることを意味する.

証明. 再び $R=1$ として良い. ラプラシアンの比較定理から

$\triangle b^{\pm}\geq-(m-1)\frac{c_{\tau}}{s_{\tau}}od_{q}\pm\geq-(m-1)\frac{c_{\tau}}{s_{\tau}}(L)=:-\psi(\tau, L^{-1}|m)$

が成り立っ. $\overline{B}_{1}(p)$ 上の補助関数 $H$ を $\triangle H+1<0,$ $c(m)\geq H>0$ を
みたすように取る (注意 2.22参照). すると

(5.9) $\Delta(-b^{+}+b+\psi H)\leq\psi(\triangle H+1)<0$

で, 最大値原理より $-b^{+}+b+\psi H\leq\psi H(1)$ , すなわち, $ b^{+}-b\geq-c(m)\psi$

を得る. $b^{+}(x)+b^{-}(x)=E(x)-E(p)$ であったから, 命題 54より
$B_{1}(p)$ 上で, $-\tau<b^{+}(x)+b^{-}(x)<\epsilon$ である.
同様にして, $\triangle(-b^{-}-b+\psi H)<0$ であり, したがって最大値原理

より

$-b^{-}-b+\psi H\leq-\min\{(b^{+}+b^{-})|\partial B_{1}(p)\}+c(m)\psi$ .
これより, $ b+b^{-}>-\tau-c(m)\psi$ で, $ b^{+}+b^{-}>-\tau$ に注意すれば

$ b^{+}-b=b^{+}+b^{-}-(b+b^{-})<\epsilon+\tau+c(m)\psi$

が成り立ち, 証明が終わる 口

さて, 定理 2.12を $\phi(t)=t,$ $\Omega=B_{R}(p)$ として, $d_{q}+$ に適用 (正確
には注意 2.14 (2) を参照) すれば

$\int_{B_{R}(p)}|\Delta b^{+}|d\nu_{g}\leq 2\max_{x\in B_{R}(p)}\{-\triangle_{M_{\tau R^{-2}}^{m}}r|_{r=d_{q+}(x)}\}volB_{R}(p)$

$+vo1_{m-1}\partial B_{R}(p)$

$r$ こ $\leftarrow$を得る. ここで, ビショップグロモフ体積比較定理に注意して
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すなわち,

(5.10) $\frac{1}{volB_{R}(p)}\int_{B_{R}(p)}|\triangle b^{+}|d\nu_{g}\leq\frac{c_{2}(m)}{R}$

が成立する.

補題 56. 命題 54の状況で考えるとき次が成り立つ :

(5.11) $\frac{1}{volB_{R}(p)}\int_{B_{R}(p)}\Vert\nabla(b-b^{+})\Vert^{2}d\nu_{g}\leq\psi(\tau, L^{-1}|m)$ .

証明. グリーンの公式より

$\int_{B_{R}(p)}\Vert\nabla(b-b^{+})\Vert^{2}d\nu_{g}=\int_{B_{R}(p)}\triangle(b-b^{+})$ . $(b-b^{+})d\nu_{9}$

$\leq R\psi\int_{B_{R}(p)}|\Delta b^{+}|d\nu_{g}\leq c_{2}(m)\psi\cdot volB_{R}(p)$

で, これより主張がしたがう. 口

以上の準備の下に, 第 2段の目的のヘツシアンの $L^{2}$ ノルムの評価
を得る.

命題 57. 命題 54の状況で考えるとき次が成り立つ.

(5.12) $\frac{1}{volB_{R/2}(p)}\int_{B_{R/2}(p)}\Vert D^{2}b\Vert^{2}d\nu_{g}\leq\frac{\psi(\tau,L^{-1}|m)}{R^{2}}$ .

証明. 計量のスケーリングにより $R=1$ としてよい. ボホナーの公式
を調和関数 $b$ に適用して

$\frac{1}{2}\triangle\Vert\nabla b\Vert^{2}=-\Vert D^{2}b\Vert^{2}-Ric_{M}(\nabla b, \nabla b)$

$\leq-\Vert D^{2}b\Vert^{2}+(m-1)\tau\Vert\nabla b\Vert^{2}$ .
ここで $\phi$ を定理 2.18で与えられたカットオフ関数とし, 上の不等式
の両辺に $\phi$ をかけて

$\phi\Vert D^{2}b\Vert^{2}\leq(m-1)\tau\phi\Vert\nabla b\Vert^{2}-\frac{1}{2}\phi\triangle\Vert\nabla b\Vert^{2}$

となる. ここで, 次の式に注意する.

$\left\{-\phi\Delta||\nabla b||^{2}-\triangle\phi||\nabla b||^{2}\Vert\nabla b\Vert^{2} =div\{\phi(\Vert\nabla b\Vert^{2})-||\nabla b\Vert^{2}\nabla\phi\}-\triangle\phi||\nabla b||^{2}=\langle\nabla(b\frac{\nabla}{\nabla}b_{+}),\nabla b\}+(\nabla(b-b_{+}),\nabla b_{+}\rangle+||\nabla b_{+}\Vert^{2}\leq|\triangle\phi|\Vert(b-b_{+})||(\Vert\nabla b(x)\Vert+1)-\triangle\phi(a.e’.).\right.$

また, リィヤウの勾配評価 (定理 2.24) により, $\sup\{\Vert\nabla b(x)\Vert;x\in$

$B_{\frac{1}{2}}(p)\}\leq c(m)$ である. これらと補題 56, グリーンの公式, コーシー

シュワルツの不等式に注意して

$\int_{B}.\Vert D^{2}b\Vert^{2}\leq\int_{B_{1}(p)}\phi\Vert D^{2}b\Vert^{2}i^{(p)}$

$\leq\int_{B_{1}(p)}\{(m-1)\tau\phi\Vert\nabla b\Vert^{2}-\frac{1}{2}\phi\Delta\Vert\nabla b\Vert^{2}\}$

$\leq\tau c_{1}(m)volB_{1}(p)-\frac{1}{2}\int_{B_{1}(p)}\triangle\phi\Vert\nabla b\Vert^{2}$

$\leq\tau c_{1}(m)volB_{1}(p)+c_{2}(m)\int_{B_{1}(p)}\Vert\nabla(b-b_{+})\Vert-\frac{1}{2}\int_{B_{1}(p)}\triangle\phi$

$\leq\psi(\tau, L^{-1}|m)volB_{1}(p)$ .
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ここで, $\int_{B_{1}(p)}\triangle\phi=0$ を用いた. $RicM\geq-(m-1)$ としてよかったから,
ビショップ グロモフの体積比較定理より $volB_{1}(p)\leq c3(m)volB_{1/2}(p)$

に注意して, 命題の証明が終わる 口

以下, $R=2R_{1}$ と置くことにより, 命題 54の仮定 (5.5) が $R=2R_{1}$

に対して成り立つときは, コーシーシュワルツの不等式に注意して

(5.13) $\left\{\frac{|b-b^{+}|l}{\frac{volB_{R_{1}l}(p)}{volB_{R_{1}}(p)}}\int^{\leq}B_{R_{1}}(p)||\nabla(b-b^{+}\tau,L^{-l}|m\int_{B_{R_{1}}(p)}||D^{2}b||\leq\frac{\psi(\tau,L^{-1}|m)1)\Vert\leq\psi((B_{R_{1}}}{R_{1}}\psi(\tau,L^{-l}|m)R(p)\downarrow \text{て^{}\backslash }\backslash ),\right.$

が成立しているとしてよい. 以下, (5.13) の各式の右辺を, 共通の $\delta_{1}$

によって表す. このとき $R_{1}$ に対して, $\delta_{1}$ は $\tau,$
$L^{-1}$ を十分少に取るこ

とにより, いくらでも小さくできることを注意しよう.
第 3段 (測地線に沿っての挙動).
次に積分評価 $(5.13)_{3}$ に, コールディングの方法 (定理 2.11) を,

$A_{1}=A2=B_{R}(p),$ $W=B_{2R}(p),$ $D(AA)=D(A_{2}, A_{1})=2R$ として
適用して, これを測地線の空間における積分評価に転換しよう. 次が
成立する.

命題 5.8. $B_{4R}(p)$ 上で $RicM\geq-(m-1)\tau R^{-2}$ であり

(5.14) $\frac{1}{volB_{2R}(p)}\int_{B_{2R}(p)}\Vert D^{2}b\Vert d\nu_{g}\leq\delta_{1}$

が成り立つならば

(5.15) $\left\{\frac{l}{\leq c(m,\tau(volB_{R}(p))^{2}}\int_{R}B_{R}(p)\times B_{R}(p)dy_{l}dy_{2}\int_{0}^{l}\Vert D^{2}b\Vert\circ\gamma_{y_{1}y_{2}}(s)ds)\delta_{l}.\right.$

ただし, $l:=d(y1, y2)$ と置いた.

さて, $y1,$ $y2\in BR(p)$ を固定して, $y1$ と $y2$ を結ぶ弧長を径数とする
最短測地線 $\gamma_{y\iota y_{2}}$ を取り

(5.16) $\mathcal{U}(s)=\mathcal{U}(s;y_{1}, y_{2})$ $:=b(\gamma_{y_{1}y2}(s))$

と置く. このとき, $\mathcal{U}^{\prime}(s)=\langle\nabla b,\dot{\gamma}_{y_{1}y_{2}}(s)\rangle$ であり, ヘッシアンの定義
から $D^{2}b(\dot{\gamma}_{y_{1}y_{2}},\dot{\gamma}_{y_{1},y_{2}})=\mathcal{U}^{\prime\prime}(s)$ が成り立つ. すると, (5.15) を

$\frac{1}{(volB_{R}(p))^{2}}\int_{B_{R}(p)xB_{R}(p)}dy_{1}dy_{2}\int_{0}^{l}|\mathcal{U}^{\prime\prime}(s)|ds\leq c(m, \tau, R)\delta_{1}$

の形に書くことができる (定理 2.11の前の注意を参照されたい).
$b^{+}$ は本質的には点 $q^{+}$ からの距離関数であった. $\epsilon>0,$ $y_{1}\in B_{R}(p)$

に対して, $D_{\epsilon}(y1)$ で次をみたすような点 $y2\in B_{R}(p)$ の集合を表す : た
だ一つの最短測地線 $\gamma_{y_{1}y_{2}}$ が存在して, $[0, l](l:=d(y_{1}, y_{2}))$ の殆どすべ
ての $s$ に対して $\gamma_{y_{1}y_{2}}(s)$ で $\nabla b^{+}$ が一意に定まって

(5.17) $\left\{\int_{<\epsilon}\int_{0}||\nabla b-\nabla b^{+}\Vert\circ\gamma_{y_{1}y_{2}}(s)ds<\epsilon\Vert\nabla b(y_{2})-\nabla b^{+}(y_{2})||(t^{|\mathcal{U}^{\prime\prime}(s)|ds<\epsilon}l\right.$
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が成り立っ. さて

$Q_{\epsilon}$ $:=\{y_{1}\in B_{R}(p)|\Vert\nabla b(y_{1})-\nabla b_{+}(y_{1})\Vert<\epsilon$ ,
$volD_{\epsilon}(y_{1})\geq(1-\epsilon)volB_{R}(p)\}$

と置けば, 次が成立する.

補題 5.9. 任意の $\epsilon>0$ に対して ( $=\zeta(\epsilon, m, \tau, R)>0$ が存在して,
$0<\delta_{1}$ <(が ( $R_{1}=2R$ と置いた)(5.13) で成立すれば

(5.18) $vol(Q_{\epsilon})\geq(1-\epsilon)volB_{R}(p)$

である.

実際, 体積の計算を実行すれば, 仮定から $vol(B_{R}(p)\backslash Q_{\epsilon})\leq\epsilon volB_{R}(p)$

が成り立っことが分かる (補題 3.13を参照).
そこで, $\mathcal{U}_{+}(s):=b^{+}(\gamma_{y_{1}y_{2}}(s))$ と置けば, (5.17)2から

(5.19) $\int_{0}^{l}|\mathcal{U}^{\prime}(s)-\mathcal{U}_{+}^{\prime}(s)|ds<\epsilon$

が $y2\in D_{\epsilon}(y1)$ に対して成り立っ.
以上の準備の下で, $B_{R}(p)\subset M$ の距離構造を ( $Z$ をうまく選んで)
リーマン直積 $X=R\times Z$ の距離球のそれと比較することができる.
第 4段 (直積空間の距離構造).
まず, リーマン直積 $X=R\times Z$ の距離の基本的性質を復習してお

こう : 次はピタゴラスの定理である.

(5.20) $\{d_{X}((r_{1}, z_{1}),$ $(r_{2}, z_{2}))=\sqrt{(r_{2}-r_{1})^{2}+d_{Z}^{2}(z_{1},z_{2})}=:\rho(r_{1},r_{2},d_{Z}(z_{1},z_{2}))$

.
また, 3角不等式

$\rho(r_{1}, r_{3},v_{1}+v_{2})\leq\rho(r_{1}, r_{2}, v_{1})+\rho(r_{2}, r_{3}, v_{2})$

が成り立ち, $r_{2}$ を適当に選ぶと等号が成立する. さて, $\underline{r}$ : $ R\times Z\rightarrow$

$R,$ $\underline{\pi}$ : $R\times Z\rightarrow Z$ を標準的な射影とする. いま, $\underline{x}_{i},\underline{y}_{i}\in R\times Z(i=$

$1,2)$ は $\underline{\pi}(\underline{x}_{1})=\underline{\pi}(\underline{y}1),\underline{\pi}(\underline{x}_{2})=\underline{\pi}(\underline{y}_{2})$ をみたすとする. このとき,

(5.21)

と書ける. さて, $Z$ はリーマン多様体であるとし, $\gamma(s)=(\underline{r}(s),\underline{c}(s)),$ $ 0\leq$

$s\leq l$ を $X=R\times Z$ の弧長を径数とする測地線とする. $\underline{\theta}(s)$ $:=$

$\angle(\underline{\dot{\gamma}}(s), \frac{\partial}{\partial r})$ は定数であり, $\underline{r},$

$\underline{\theta}$ は測地線に沿って

(5.22) $\left\{\frac{r}{c}((s))=r_{0}+(r_{l}-r)_{\frac{\mathcal{U}}{(}+}\frac{s}{l}=\cdot.(s)(=(s\cdot.r_{0},r_{l},l))o^{\frac{\gamma}{s}}\underline{\theta}(s)=\underline{\mathcal{U}}_{+}(s)=^{\underline{r}_{L^{\frac{0}{l}}\Delta}}r\underline{\theta}s)=\cdot._{0}^{\frac{\mathcal{U}}{(r}+},r_{l},l)\right.$

をみたす. ただし, $r0=\underline{r}(0),$ $r\iota=\underline{r}(l)$ と置いた. $\underline{r},\underline{\theta}$ は $l$ と境界条
件 $r_{0},$ $r_{l}$ のみに依存し, $Z$ 上のリーマン計量には依らないことを注意
しよう.
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さて, $\underline{\prime x}\in X$ とし, $\underline{x}_{2}$ ’ $\underline{y}_{2}\in X=R\times Z$ は $d(\underline{x}_{2}’\underline{y}_{2})=\underline{r}(y2)-\underline{r}(x2)$

をみたすとする. つまり, これらは同じ直線 $R$ 上にあるとする. $\underline{\lambda}$ を
$\underline{x}_{2}$ と

$\underline{y}_{2}$
を結ぶ最短測地線とし, $\underline{l}(s)$ $:=d(\underline{x}, \underline{\lambda}(s))$ と置く. すると

$\underline{l}(s)=\sqrt{(s+a)^{2}+b^{2}}$ , $\underline{l}^{\prime}(s)=\frac{s+a}{\underline{l}(s)}$

が成り立っ. ただし, $a:=\underline{r}(\underline{x}_{2})-\underline{r}(\underline{x})$ と置き, $b$ は $a^{2}+b^{2}=\underline{l}(0)^{2}$

から定まる. また, $d=d(\underline{x}_{2},\underline{y}_{2})=\underline{r}(y2)-\underline{r}(x2)$ に対して

(5.23) $\underline{l}(d)=Q(\underline{r}(\underline{x}),\underline{r}(\underline{x}),\underline{r}(\underline{x}_{2}),\underline{r}(\underline{y}_{2}),\underline{l}(0))$

と書ける.
第 5段 (距離構造の比較).
さて、 $M$ の 2点 $y_{1},$ $y_{2}\in B_{R}(p)$ を結ぶ測地線 $\gamma_{y_{1}y_{2}}$ に沿って定義さ

れた先の $\mathcal{U},\mathcal{U}_{+}$ に戻る. モデルの空間 $X$ で, 対応する微分方程式

$\underline{\mathcal{U}}^{\prime\prime}(s)=0$ , $\underline{\mathcal{U}}(0)=b(y_{1}),\underline{\mathcal{U}}^{\prime}(0)=(\nabla b(y_{1}),\dot{\gamma}_{y_{1}y_{2}}(0))\rangle$ $=:\alpha$

を考えれば, これは容易に解けて $\underline{\mathcal{U}}(s)=b(y_{1})+\alpha s$ である. また

(5.24) $\underline{\mathcal{U}}(s)=\underline{\mathcal{U}}(s;b^{+}(y_{1}), b^{+}(y_{2}))$ $:=b^{+}(y_{1})+\frac{b^{+}(y_{2})-b^{+}(y_{1})}{l}s$

と置き, 以下 $\mathcal{U}$ および $\mathcal{U}_{+}$ をそれぞれ $\underline{\mathcal{U}},\underline{\mathcal{U}}_{+}$ と比較する.

補題 5.10. $B_{2R}(p)$ 上で $|b-b_{+}|<\epsilon$ が成り立っとする. このとき,
$y2\in D_{\epsilon}(y1)$ に対して

(5.25) $|\mathcal{U}_{+}(s)-\underline{\mathcal{U}}_{+}(s)|\leq 2\epsilon s+4\epsilon\leq 4(R+1)\epsilon$ ,
(5.26) $\int_{0}^{l}|\mathcal{U}_{+}^{\prime}(s)-\underline{\mathcal{U}}_{+}^{\prime}(s)|ds\leq 3\epsilon+2\epsilon l\leq(4R+3)\epsilon$

が成立する. ただし, $l=d(y_{1}, y_{2})$ と置いた.

証明. $\mathcal{U}(0)=\underline{\mathcal{U}}(0)$ と $\mathcal{U}^{\prime}(0)=\underline{\mathcal{U}}^{\prime}(0)=\underline{\mathcal{U}}^{\prime}(s)$ に注意して (5.17) から

$|\mathcal{U}^{\prime}(s)-\underline{\mathcal{U}}^{\prime}(s)|\leq\int_{0}^{s}|\mathcal{U}^{\prime\prime}(s)|ds\leq\epsilon$ ,
$|\mathcal{U}(s)-\underline{\mathcal{U}}(s)|\leq\int_{0}^{s}|\mathcal{U}^{\prime}(s)-\underline{\mathcal{U}}^{\prime}(s)|ds\leq\epsilon s$

であり, 特に

$|\mathcal{U}(l)-\underline{\mathcal{U}}(l)|=|b(y_{2})-b(y_{1})-\alpha l|\leq\epsilon l$ ,

すなわち

(5.27) $|\frac{b(y_{2})-b(y_{1})}{l}-\langle\nabla b(y_{1}),\dot{\gamma}_{y_{1}y_{2}}(0)\rangle|<\epsilon$

を得る. これより, $|b-b_{+}|<\epsilon$ に注意して

$|\mathcal{U}_{+}(s)-\underline{\mathcal{U}}_{+}(s)|\leq|\mathcal{U}_{+}(s)-\mathcal{U}(s)|+|\mathcal{U}(s)-\underline{\mathcal{U}}(s)|+|\underline{\mathcal{U}}(s)-\underline{\mathcal{U}}_{+}(s)|$

$\leq\epsilon(s+1)+|b(y_{1})-b^{+}(y_{1})|+|\frac{b^{+}(y_{2})-b^{+}(y_{1})}{l}-\langle\nabla b(y_{1}),\dot{\gamma}_{y_{1}y_{2}}(0))\rangle|s$

$\leq 2\epsilon s+4\epsilon$
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がしたがう. 同様にして
$\int_{0}^{l}|\mathcal{U}_{+}^{\prime}(s)-\underline{\mathcal{U}}^{\prime}(s)|ds$

$\leq\int_{0}^{l}|\mathcal{U}_{+}^{\prime}(s)-\mathcal{U}^{\prime}(s)|ds+\int_{0}^{l}|\mathcal{U}^{\prime}(s)-\underline{\mathcal{U}}^{\prime}(s)|ds+\int_{0}^{l}|\underline{\mathcal{U}}^{\prime}(s)-\underline{\mathcal{U}^{\prime}}(s)|ds$

$\leq 2\epsilon l+3\epsilon$

が成り立ち, 補題が示された. 口

上の議論の中で, また

(5.28) $|\mathcal{U}^{\prime}(s)-\underline{\mathcal{U}}^{\prime}(s)|\leq\epsilon$ , $|\underline{\mathcal{U}}^{\prime}(s)-\underline{\mathcal{U}^{\prime}}(s)|\leq\epsilon+2\frac{\epsilon}{l}$

も示されている. さらに, 任意の $y_{1}\in Q_{\epsilon}$ を固定するとき, $(5.17)3$ と
上の注意より, $y_{2}\in D_{\epsilon}(y_{1})$ に対して

(5.29) $|\mathcal{U}_{+}^{\prime}(l;y_{1}, y_{2})-\underline{\mathcal{U}}_{+}^{\prime}(l;b_{+}(y_{1}), b_{+}(y_{2}))|<3\epsilon+\frac{2\epsilon}{l}(l=d(y_{1}, y_{2}))$

である. よって, $vol(BR(p)\backslash D_{\epsilon}(y1))<\epsilon vol(BR(p))$ に注意して

(5.30) $\left\{\frac{l}{<2\epsilon(5Rvol_{B_{R}(p)}}\int_{+1)}z\in B_{R}(p)l|\mathcal{U}_{+}^{\prime}(l\cdot.y_{l},z)-\underline{\mathcal{U}}_{+}^{\prime}(l\cdot.b^{+}(y_{l}),b^{+}(z))|dz\right.$

を得る.
次に, $x1,$ $y1,$ $x2,$ $y2\in B_{R}(p)$ で, $b^{+}(y1)-b^{+}(x1)=d(x1)y1)$ と

$b^{+}(y2)-b^{+}(x2)=d(x2, y2)$ をみたすものが与えられたとき, $d(y1, y2)$

と $Q(b^{+}(x_{1})$ ,
$b^{+}(y_{1}),$ $b^{+}(x_{2}),$ $b^{+}(y_{2}),$ $d(x_{1}, x_{2}))$ を比較しよう. 次の補題が距離の比較
に関する本質的な主張である.

補題 511. 任意の $\epsilon_{1}>0$ に対し, ( $=\zeta(\epsilon_{1}, m, \tau, L, R_{1})>0$ が存在し
て (5.13) が $ 0<\delta 1<\zeta$ に対して成り立てば

(5.31) $|d(y_{1}, y_{2})-Q(b^{+}(x_{1}), b^{+}(y_{1}),$ $b^{+}(x_{2}),$ $b^{+}(y_{2}),$ $d(x_{1}, x_{2}))|<\epsilon_{1}$

が $b^{+}(yi)-b^{+}(xi)=d(xiyi)(i=1,2)$ をみたす任意の $xx,$ $ y1y2\in$

$B_{R_{1}}(p)$ に対して成立する.

証明. $x_{1}=y_{1}=:x$ の場合に主張を示せば十分である. (5.17) の $\epsilon>0$

を以下 $\epsilon_{2}>0$ と書いて任意に与える. これは $\delta_{1}>0$ を十分小さく取
ればいくらでも小さくできることを注意する. $\lambda=\gamma_{x_{2}y_{2}}$ として, まず
$x\in Q_{\epsilon_{2}},$ $\lambda\subset D_{\epsilon_{2}}(x)$ の特別の場合を考える. $l(s)$ $:=d(x, \lambda(s)),$ $d$ $:=$

$d(x2, y2)$ と置く. いま, $\theta(l(s);x, \lambda(s))$ を

(5.32) $\cos\theta(l(s);x, \lambda(s))=\mathcal{U}_{+}^{\prime}(l(s);x, \lambda(s))$

で定義する. 他方

$\underline{\mathcal{U}}_{+}^{\prime}(s)=\cos\Theta(b^{+}(x), b^{+}(\lambda(s)),$ $l(s))=\frac{b^{+}(\lambda(s))-b^{+}(x)}{l(s)}=\frac{s+a}{l(s)}$

に注意する. ただし, $a$ $:=b^{+}(x2)-b^{+}(x)$ と書いた. すると, (5.28)
から

(5.33) $l(s)|\cos\theta(l(s);x, \lambda(s))-\frac{s+a}{l(s)}|<l(s)(3\epsilon_{2}+\frac{\epsilon_{2}}{l(s)})$



242 酒井隆

が任意の $0\leq s\leq d\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対して成立する.
さて, モデル空間の $R\times Z$ で点 $\underline{x},$

$\underline{x}_{2},\underline{y}_{2}$
を

$\left\{\frac{r}{d}(_{\underline{\frac{x}{x}}})=b^{+}(x),\underline{r}(\frac{x}{\underline r}2)=b^{+}(x_{2})_{\frac{r}{d}}()=b^{+}(y_{2})(.2\underline{y}_{2})=d=(\underline{y}_{2})-\underline{r}(\underline{x}_{2})^{\frac{y_{2}}{(\underline{x}}},\underline{\prime x}_{2})=l(0)\right.$

をみたすように取る. $\underline{\lambda}$ を $\underline{x}_{2}$ と
$\underline{y}_{2}$
を結ぶ $R$ 方向の測地線とし, $\underline{l}(s)$ $:=$

$d(\underline{x}, \underline{\lambda}(s))$ と置く. $\underline{l}(0)=l(0)=dM(x, x2)$ であり, また

$\underline{l}(s)=\sqrt{(s+a)^{2}+b^{2}}$ , $\underline{l}^{\prime}(s)=\frac{s+a}{\underline{l}(s)}(a^{2}+b^{2}=l(0)^{2})$

である. さらに

$l(d)=d_{M}(x, y_{2})$ , $\underline{l}(d)=Q(b^{+}(x), b^{+}(x),$ $b^{+}(x_{2}),$ $b^{+}(y_{2}),$ $d_{M}(x, x_{2}))$

に注意しよう. 第 1変分公式から
$l^{\prime}(s)=\cos\theta(l(s);x, \lambda(s))$ , $\underline{l}^{\prime}(s)=\cos\Theta(b_{+}(x), b_{+}(\lambda(s)),\underline{l}(s))$

が成立する. すると (5.33) から
$|l(s)l^{\prime}(s)-\underline{l}(s)\underline{l}^{\prime}(s)|=|l(s)l^{\prime}(s)-(s+a)|\leq 3\epsilon_{2}(s+1+l(0))$ .

この不等式を $[0, d]$ 上積分して

$|l(d)^{2}-\underline{l}(d)^{2}|<\epsilon_{2}\{(6l(0)+4)d+d^{2}\}$

を得る. したがって

(5.34) $|l(d)-\underline{l}(d)|<\psi(\epsilon_{2}|R_{1})$

となり, この特別の場合の補題の証明が終わる.
さて一般の場合は, 上の証明に近似の議論を付け加える. まず, 十

分小さな $\eta>0$ を固定して $ d(x2, y2)>\eta$ としてよいことに注意する.
$\eta^{3}>\epsilon_{2}>0$ を十分小とする. このとき, 補題 59とビショップグロモ
フ体積比較定理より, $y\in B_{\eta}(x)\cap Q_{\epsilon_{2}},$ $q\in B_{\eta}(x_{2}),$ $w\in B_{\eta}(y_{2})\cap D_{\epsilon_{2}}(q)$

を選べる.
$\lambda=\gamma_{qw},$ $l(s)=d(y, \lambda(s)),$ $d=d(q, w)$

と置く. ここで, 定理 2.11を (5.30) に前と同様に適用して, 上の状況
で次式が成り立つとしてよい :

(5.35) $\int_{0}^{d}l(s)|\mathcal{U}_{+}^{\prime}(l(s);y, \lambda(s))-\underline{\mathcal{U}}_{+}^{\prime}(l(s);b^{+}(y), b^{+}(\lambda(s)))|ds<\eta^{2}$ .

ただし,
$\underline{\mathcal{U}}_{+}^{\prime}(l(s);b^{+}(y), b^{+}(\lambda(s)),$ $l(s))=\cos\Theta(b^{+}(y), b^{+}(\lambda(s)))l(s))$

$=\frac{b^{+}(\lambda(s))-b^{+}(y)}{l(s)}$

であった. 他方, $w\in D_{\epsilon_{2}}(q)$ であるから, $d>\eta-2\eta^{3}$ に注意して補
題 5.10を用いて, 少し計算を要するが

$\{\int_{0}^{d}|1^{+|b^{+}(q)-b^{+}(x_{2\}^{|\leq|\mathcal{U}_{+}(s)-\underline{\mathcal{U}}_{+}(s)|+|\underline{\mathcal{U}}_{+}(s)-(b^{+}(q)+s)|}}}-(\dot{\lambda}(s),\nabla b^{+}(\lambda(s)|b^{+}(\lambda(s))-(b^{+}(x_{2})+S|<2\epsilon_{2}(s+2)+5\eta^{2}\rangle|ds<2\epsilon_{2}(d+2)+5\eta^{2}$
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を得る. ここで第 2の不等式を示すのに, $\langle\dot{\lambda}(s), \nabla b_{+}(\lambda(s))\rangle=\mathcal{U}_{+}^{\prime}(s;q,w)$

と仮定の $d(x_{2}, y_{2})=b^{+}(y2)-b^{+}(x2)$ を用いた.
さて, $\alpha(s)$ $:=\angle(\dot{\gamma}_{y\lambda(s)}(l(s)),\dot{\lambda}(s))$ と置く. 第 I 変分公式より, 殆ど

至るところの $s$ に対して $l^{\prime}(s)=\cos\alpha(s)$ が成り立っ. また,

$|\cos\alpha(s)-\mathcal{U}_{+}^{\prime}(l(s);y, \lambda(s))|\leq\Vert\dot{\lambda}(s)-\nabla b_{+}(\lambda(s))\Vert$

$=\cdot\sqrt{2(1-\langle\lambda(s),\nabla b^{+}(\lambda(s))\rangle)}$

に注意して, コーシーシュワルツの不等式より

$\int_{0}^{d}|\cos\alpha(s)-\mathcal{U}_{+}^{\prime}(l(s);y, \lambda(s))|ds<2\sqrt{d\{\epsilon_{2}(d+2)+3\eta^{2}\}}$

が成り立っ. この不等式と (5.35) から
(5.36)

$\int_{0}^{d}l(s)|\cos\alpha(s)-\cos\Theta(b^{+}(y), b^{+}(\lambda(s)),$ $l(s))|ds<\psi(\epsilon_{2}, \eta|R_{1})$

を得る. ただし, $\psi(\epsilon_{2}, \eta|R_{1})$ は $R_{1}>0$ を固定するとき, $\epsilon 2,$
$\eta\downarrow 0$ な

らば $\psi(\epsilon_{2}, \eta|R_{1})\downarrow 0$ を意味する.
他方, モデル空間 $X$ で $\underline{l}(0)=l(0)$ etc. と置いて同じ状況を考えれば

(5.37) $\int_{0}^{d}\underline{l}(s)|\cos\underline{\alpha}(s)-\cos\Theta(\underline{r}(\underline{y}),\underline{r}(\underline{\lambda}(s),\underline{l}(s))|ds<\psi(\epsilon_{2}, \eta|R_{1})$

である. ここで, 再び第 1変分公式により

$\frac{1}{2}(l(s)^{2}-\underline{l}(s)^{2})^{\prime}=l(s)\cos\alpha(s)-\underline{l}(s)\cos\underline{\alpha}(s)$

が殆ど至る所の $s$ に対して成立し, 前と同様に上の不等式を積分する
ことにより, 補題の証明が完了する. 口

なお, 補題は $|b^{+}(y_{i})-b^{+}(x_{i})|=d(x_{i}, y_{i})(i=1,2)$ の仮定の下で成
立することを注意しておこう.
第 6段 (グロモフハウスドルフ距離の評価).
この段落では, $M$ の距離球 $B_{R}(p)M)$ がグロモフハウスドルフ距

離に関して, 直積空間 $X$ $:=R\times Z$ の距離球 $B_{R}(\underline{p}, X)$ に近いことを示
そう. ここで, 距離空間 $Z$ は (標準的ではないが) 以下で自然に定義
される. 集合としては, $Z:=(b^{+})^{-1}(-2R)\cap B_{12R}(p)(=d_{q+}^{-1}(d(q^{+},p)-$

$2R)\cap B12R(p))$ として与える.
$Z$ 上の距離構造を考える前に準備をする. 十分小さな $\eta>0$ を固定し

て, まず最初に (5.13) の右辺の $\delta_{1}$ を十分少に取ることにより, $x\in Z$

と $(LR>)a>-2R$ に対して, $y\in(b^{+})^{-1}(a)$ で

(5.38) $ a+2R\leq d(x,y)\leq a+2R+\eta$

をみたすものが取れることに注意しよう. 実際, $x$ と $q_{-}$ を結ぶ最短測
地線上に点 $y$ で $d(y, q^{+})=d(p, q^{+})+a$ , すなわち, $y\in(b^{+})^{-1}(a)$ をみ
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たすものを取る. すると, (5.5) より

$d(x,y)=d(x, q^{-})-d(y, q^{-})\leq d(x, q^{-})-d(q^{-}, q^{+})+d(y, q^{+})$

$\leq E(x)-d(x, q^{+})+d(y, q^{+})=E(x)+a-b^{+}(x)$

$\leq 12\epsilon R+2R+a$

である.
さて $\chi>0$ をひとっ選び, $x,$

$x^{\prime}\in Z$ に対して
(5.39)

$\left\{\begin{array}{l}l_{\chi}(x.x^{\prime})=\inf\{\sum_{l}^{N}d(x_{i-l},x_{i})|\\x_{0}=x,a_{N}=x^{\prime},x_{i}\in Z,d(x_{i-l},x_{i})\leq\chi\}\end{array}\right.$

と定義すれば, $Z$ は距離 $l_{\chi}$ を持つ距離空間になる. $X$ $:=R\times Z$ に

は直積距離 $d_{\chi}$ を導入する ((5.20) を見よ). さて, $y\in B_{R}(p)$ に対し
て $y$ に一番近い点 $z\in Z$ を取り, $z:=\pi(y)$ と表す. $z\in B_{4R}(p)$ であ
り, $b^{+}(y)-b^{+}(z)=d(y, z)$ を確かめることができる (演習とする :3
角不等式と $y,$

$d^{+}$ を結ぶ最短線を考える). そこで

(5.40) $\beta(y):=(b^{+}(y),\pi(y))$

と定義する. 以下, 補題 5.11を $R_{1}$ $:=12R$ として適用して, 我々は $\beta$

が求めるハウスドルフ近似であることを示したい. まず, $p:=(0, \pi(p))$

と置く. ここで $\pi(p)$ は最短測地線 $\gamma_{pq}+$ 上にあり, $d(p, \pi\overline{(}p))=2R$ で

あることは容易に分かる.
いま, $y,$ $y^{\prime}\in B_{R}(p)$ に対して最短測地線 $\gamma=\gamma_{yy^{\prime}}\subset B_{2R}(p)$ を取る.

$\{t_{i}=\frac{i}{N}l;i=0, \ldots, N\}$ を $[0, l]$ の細分とし, $\gamma$ 上等間隔に並ぶ点列
$\gamma(t_{i})$ を取る. $N=N(\chi)R)$ を十分大きく選ぶことにより, 補題 5.11,
(5.21) から

(5.41) $\left\{d(\pi(\gamma(t_{i-l})),\pi(\gamma(t_{i})))\leq\epsilon_{l}+Q(b^{+}(\gamma(t_{i.-l})),-2R,b^{+}(\gamma(t_{i})),-2R,d(\gamma(t_{i-l}),\gamma(t_{i})))\leq\chi\right.$

である. すると再び (5.31) より

$(5.42)\left\{\epsilon_{l}>|d(\gamma(t_{i-1}),\gamma(t_{i}))-Q(-2R,b^{+}(\gamma(t_{i-l})),-2R,b^{+}(\gamma(t_{i})),l_{\chi}(\pi(\gamma(t_{i-l})),\pi(\gamma(t_{i})))|\right.$

を得る. これより, $y,$ $y^{\prime}\in B_{R}(p)$ に対して

(5.43) $d(y, y^{\prime})\geq d_{\chi}(\beta(y),\beta(y^{\prime}))-\psi(\epsilon_{1}, \eta, \chi|R)$

である. 実際, 上と (5.20), (5.21)2 (の $Q$ で $0$ を $-2R$ に置き換えたも
の) より,

$d(y,y^{\prime})=\sum_{i=1}^{N}d(\gamma(t_{i-1}),\gamma(t_{i}))$

$\geq\sum Q(-2R, b^{+}(\gamma(t_{i-1})),$ $-2R,$ $b^{+}(\gamma(t_{i})),$ $l_{\chi}(\pi(\gamma(t_{i-1})), \pi(\gamma(t_{i})))$

$-N(\chi, R)\epsilon_{1}$

$=\sum\rho(b^{+}(\gamma(t_{i-1})),b^{+}(\gamma(t_{i})),$ $l_{\chi}(\pi(\gamma(t_{i-1})), \pi(\gamma(t_{i})))-\psi(\epsilon_{1}, \eta, \chi|R)$

$\geq\rho(b^{+}(y), b^{+}(y^{\prime}),$ $l_{\chi}(\pi(y), \pi(y^{\prime})))-\psi(\epsilon_{1}, \eta, \chi|R)$

$=d_{\chi}(\beta(y),\beta(y^{\prime}))-\psi(\epsilon_{1},\eta, \chi|R)$

である.
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次に, $\beta$ の像が $B_{R}(p;X)$ で \psi -稠密であることをみる. まず (5.38)
により, $x\in Z$ に対して $y\in(b^{+})^{-1}(2R)$ で $|d(x, y)-4R|\leq\eta$ を
みたすものが取れることに注意する. さて, 任意の $\underline{z}\in B_{R}(\underline{p};X)$ に

対して $x$ $:=\underline{\pi}(\underline{z})\in Z$ と置く. $y$ は上のとおりとし, $\gamma_{xy}$
)
上に点 $z$ を

$b^{+}(z)=\underline{r}(\underline{z})$ をみたすように取る. このとき, $x\in B3R(p),$ $z\in BR+\epsilon_{1}(p)$

であることが分かる. ここで, $d_{\chi}(\beta(z),\underline{z})=l_{\chi}(\pi(z), x)$ が成り立っこ
とに注意しよう. さて (5.38) の議論により, $d(z, x)$ は殆ど $\underline{r}(z)+2R$

に等しい. また

$d_{\chi}(\beta(z), x)=\sqrt{(l_{\chi}(x,\pi(z)))^{2}+(\underline{r}(z)+2R)^{2}}$

であった. そこで $y=z,$ $y^{\prime}=x$ と置いて, (5.43) を ($B3R(p)$ で) 適用
すれば

$d_{\chi}(\beta(z),\underline{z})=l_{\chi}(x, \pi(z))\leq\psi(\epsilon_{1}, \eta, \chi|R)$

を得て, 稠密性が示された.
最後に, $y,$ $y^{\prime}\in B_{R}(p)$ に対して $d(y, y’)$ の上からの評価を与えよう.

点列 $\pi(y)=x_{0},$ $x_{1},$
$\ldots,$

$x_{N_{1}}=\pi(y^{\prime})$ は $x_{i}\in Z,$ $ d(x_{i-1}, x_{i})<\chi$ をみたす
とする. ここで

$\sum_{i=1}^{N_{1}}d(x_{i-1}, x_{i})=l_{\chi}(\pi(y), \pi(y^{\prime}))$

がみたされているとしても一般性を失わない.
特に, $ d(xx)+d(x, x)\geq\chi$ がすべての $i$ に対して成り立つ. よっ
て, $ N_{1}\leq\overline{c}(R)/\chi$ であり, $ri(>0)$ を選んで

$d_{\chi}(\beta(y),\beta(y^{\prime}))=\sum_{i=1}^{N_{1}}\rho(r_{i-1},r_{i}, l_{\chi}(x_{i-1},x_{i}))$

とできる. さて $Xi$ に対して, (5.38) より $yi\in(b^{+})^{-1}(ri-2R)$ を
$ d(xi, yi)<ri+\eta$ をみたすように選べば, (5.40), (5.42) から $l_{x}(xi, \pi(yi))<$

$\psi$ がわかる. このとき

$d(y, y^{\prime})\leq\sum_{1}^{N_{1}}d(y_{i-1}, y_{i})\leq\sum_{1}^{N_{1}}\{\rho(r_{i-1}, r_{i}, l_{\chi}(x_{i+1}, x_{i}))+\psi\}$

$\leq d_{\chi}(\beta(y), \beta(y^{\prime}))+\frac{\overline{c}(R)}{\chi}\psi(\epsilon_{1}, \eta|\chi|R)$

である. 最後に, 上の $\beta$ を少し変形することにより, 容易に $B_{R}(p)$ と
$B_{R}(\underline{p})$ の間の \psi -ハウスドルフ近似を構成できる. 上記の議論をまとめ
て, スケーリングを考えれば, 定理 5.2の証明が完了する. 口

上では便宜上, $Z$ を $(b^{+})^{-1}(-2R)$ として考えたが, 証明の中の議論
で $Z$ の代わりに $Z_{1}$ $:=B_{12R}(p)\cap(b^{+})^{-1}(0)$ としても定理の主張が成り
立っことが分かる (実際, $y\in(b^{+})^{-1}(0)$ に $\pi(y)\in Z$ を対応させる写
像は \psi -ハウスドルフ近似である). また, 任意の $\epsilon>0$ を与えるとき,
$B_{R}(\underline{p};(Z_{1}, l_{\chi}))$ の一様な個数 $N_{1}(m, \epsilon, \chi, R)$ 個の元からなる \mbox{\boldmath $\epsilon$}網が取れ
ることを注意する ($BR(p;X)$ の一様な個数の \mbox{\boldmath $\epsilon$}網を射影 $\pi$ によって

写せばよい). 以下, $Z_{1}$ を改めて $Z$ と考える.
さて定理 5.2より, 次のこの節の目的の次の定理が従う.
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定理 5.12. $\{A/I_{i}\}_{i=1}^{\infty}$ を $m$ 次元完備リーマン多様体の列とする. いま,
列 $\{(BR_{i}(q_{i};Mi), q\iota)\}$ が, 点付きグロモフハウスドルフ距離に関し
て, &\rightarrow \infty のとき完備弧長距離空間対 $(Y, y)$ に収束したとする. す
なわち,

(5.44) $d_{GH}((B_{R_{i}}(q_{i};M_{i}), q_{i}),$ $(Y, y))\rightarrow 0$ $(R\rightarrow\infty)$

とする. さらに, $\mathcal{T}i\downarrow 0$ に対して

(5.45) $Ric_{M}\geq-(m-1)\tau_{i}$.

が成り立つとする. このとき, もし $Y$ が直線を含めば, $Y$ は直積 $Y=$
$R\times Z$ に分裂する.

これを見るのに, $\gamma$ を $Y$ の直線とし

$p:=\gamma(0),$ $\epsilon_{i}$ $:=d_{GH}$ ( ( $B_{R_{i}}$ (qi; 」幡), $q_{i}$ ), $(Y,$ $y)$ )

と置く. いま, 任意の $R>0$ をひとつ固定する. 必要なら $M_{i}$ の部分列
を取り, 凡は定理 52の $2L(\epsilon i, m)R$ より大, $\tau_{r}:>0$ は $\tau(\epsilon i, m)$ より小
としてよい. また, $p,$ $\underline{q}_{R}^{\pm}$ $:=\gamma(\pm 2L(\epsilon i, m)R)\in Y$ に対して, $pi,$ $q_{i}^{\pm}\in M_{i}$

を, $dcH$ に関してそれぞれ $\underline{q}_{R}^{\pm},p$ に非常に近い点として選んで, 定理
52の仮定 (5.3) が成り立っているとしてよい. よって距離空間 $(Z_{i}, l_{\chi_{i}})$

が存在して, $(X_{i} :=R\times Z_{i}, d_{\chi_{i}})$ に対して

$d_{GH}(B_{R}(p_{i};A/I_{i}), B_{R}(\underline{p}_{i};X_{i}))\leq\epsilon_{i}R$

が成り立つ. $\{Zi\}$ は上の注意とグロモフのプレコンパクト性定理から
収束部分列を持つ. $Z$ を極限空間をとする. $Z_{i}$ の (新しい) 選び方に
注意すれば, $Z$ は弧長空間 $Y$ の $\gamma$ から決まる半直線 $\gamma^{+}$ に関するブー
ゼマン関数 $b^{+}$ の $0$ 値集合 $(b^{+})^{-1}(0)$ (内の距離球) に他ならない. ま
た, $Z$ の距離は $Z$ の曲線の長さの下限から決まる内部距離になる. し
たがって, $B_{R}(\underline{p};Y)$ は $B_{R}((O,p)|R\times Z)$ に等長的である. $R$ は任意で
あったから, 必要なら対角線論法を用いて定理 5.12が従う. 口

$c\sim$ 意注意 5.13. (1) グロモフは次を予想した $([G3])$ : $\epsilon=\epsilon(m)>0$ が
存在して, $m$ 次元コンパクト・リーマン多様体 $M$ が $d^{2}M$ ) $RicM\geq$
$-(m-1)\epsilon$ をみたせば, $M$ の基本群 $\pi_{1}(M)$ は殆ど罧零 有限指数の
幕零部分群をふくむ) である.
深谷山口 ([FYa]) は, 断面曲率に対して $ d^{2}(M)KA/I\geq-\epsilon$ をみた

すとき予想を示し, リッチ曲率の場合でも極限空間で分裂定理と注意
4.8 (2) が成り立てば予想が成立することを指摘した. チーガーコー
ルディングの分裂定理への動機の一つはここにあると思われる.

(2) $RicAM_{i}\geq-(m-1)$ をみたす完備 $m$ 次元点付きリーマン多様体
の列 $\{(\Lambda^{\prime}Ii,Pi)\}$ はプレコンパクト性定理から収束部分列を持つ. しか
し一般に, 極限空間 (X, $p$) は完備弧長空間であるが多様体にはならず,
特異点を許容し得る. チーガーコールディングは [CCo 3] で極限空
間の構造 (正則性, 特異点集合の構造, 計量不変量の収束下での挙動)
の組織的な研究を行っている.
その際の基本的な概念は, $x\in X$ における接錐 $CxX$ である. $X$ の距

離 $dx$ のスケールを替えて得られる列 $\{(X, x;r_{i}^{-1}dx)\}$ は, $r_{i}\rightarrow 0$ のと
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き, グロモフのプレコンパクト性定理から収束部分列を持つ. その (任
意の) 極限空間を $x\in X$ における接錐という. 一般に (崩壊しない場合
でも)、接錐の一意性は成り立たない. しかし, 接錐は, $qi\rightarrow x$ として列
$\{(i,ir_{i}^{-1}d)\}$ を考えればその極限空間として得られるから, リッチ
曲率の下限が $0$ に収束する点付きリーマン多様体列の極限空間として
得られ, 分裂定理を適用できる状況にある. 分裂定理の手法を用いて接
錐の構造を調べることもチーガーコールディング達の動機であったと
思われる. 実際, 例えば, 彼等は次を示している ([CCo 1]):与えられた
$\epsilon>0$ と整数 $m\geq 2$ に対して, $\rho=\rho(\epsilon, m)>0,$ $\delta=\delta(\epsilon, m)$ が存在して
次の主張が成立する. $Ric_{M}\geq-(m-1)$ の $m$ 次元完備リーマン多様体
$\Lambda^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}I$ が $p\in M,$ $ 0<r_{0}\leq\rho$ に対して, $volB_{2r_{0}}(p)\geq 2^{m}(1-\delta)volB_{r_{0}}(p)$

をみたせば

$ d_{GH}(B_{2r_{0}}(p;M)\backslash B_{r_{0}}(p;M))B_{2r_{0}}(0;X)\backslash B_{r_{0}}(0;X))<r_{0}\epsilon$ .

ここで, $X=C(Z)=$ ( $0$ , oo) $\times_{r}Z$ は, ある弧長空間 $Z$ 上の距離錐
( $ds^{2}=dr^{2}+r^{2}ds_{Z}^{2}$ によって定義される涙れ積から決まる距離を持つ
錐 $X$ ) であり, $0$ は錐の頂点である.
特に, $M$ が非負リッチ曲率でユークリッド体積増大度を持てば (す
なわち, $\lim_{r\rightarrow\infty}volB_{r}(p)/r^{m}$ が存在して正), 上の状況で埼 $\rightarrow\infty$ の

とき $\delta$ をいくらでも小にできるので, $M$ の $p$ での任意の無限遠錐 $M_{\infty}$

は距離錐となる (無限遠錐については定理 4.7を参照). また, リッチ
曲率が下から押さえれた多様体列が崩壊しない場合, 極限空間の接錐
は距離錐であることも分かる.

(3) 個人的な感想であるが, チーガーコールディングの論文の中
でも特に [CCo 1] $F$は

$f$
一般の涙れ積の形で非常に多くの主張が書かれ

ていて理解するのが大変である. 私は, 勾配ベクトルの長さが一定と
なる幾何学的関数に興味があって調べていたが, ボホナーの公式はこ
の場合も有用で, リッチ曲率が密接に関連する. そのような関数を許
容する場合の状況は, 分裂定理の場合に比較してずっと扱いやすい. 実
際, この状況で剛性が成り立っときの摂動版を彼等の方法でを実行し
てみて ([Sa 2,3,4]), 分裂定理もやっと理解できたのが実情です (ただ,
[CCo 1] が全部理解できたわけではありません. 日暮れて道遠しです).

6. リッチ曲率正の多様体

6.1. $Ric_{M}\geq m-1$ である完備 $m$ 次元リーマン多様体はコンパク
トで, 不等式 $d(M)\leq\pi,$ $volM\leq\omega_{m}(:=volS_{1}^{m})$ をみたした. さらに,
等号成立のときは $M$ は単位球面に等長的になる (系 25, 注意 2.10).
この小節では, その摂動版, すなわち, リッチ曲率の仮定の下で直径
(半径) や体積がそれぞれ $\pi$ や $\omega_{m}$ に近ければ, $M$ は位相的にも球面
に近いか ? を考える.
これは体積に対しては肯定的で, この体積に関する条件は半径やグ

ロモフハウスドルフ距離の言葉で述べることができる. 他方, 断面
曲率の場合と違って, 直径に対しては主張は成立しない (アンダーソ
ン, 大津等による反例がある. 注意 6.18 (2) 参照).
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まず, 序文で述べた塩浜の結果を改良した G. ペレルマンによる基本
的な結果 $([Pe1])$ について述べる.

定理 6.1. 自然数 $m\geq 2$ に対して $\delta_{m}>0$ が存在して, $RicM\geq m-1$

である $m$ 次元完備リーマン多様体 $M$ の体積が $volM\geq\omega_{m}(1-\delta_{m})$

をみたせば, $M$ は $m$ 次元球面 $S^{m}$ に同相である.

定理 6.2. 自然数 $m\geq 2$ に対して $\delta_{m}>0$ が存在して, 次が成り立っ :
$M$ はリッチ曲率非負の完備リーマン多様体とする. いま, ある $p\in M$

に対して $volB_{R}(p)\geq(1-\delta_{m})v_{0}^{m}(R)$ が任意の $R>0$ に対して成り立
っとする. このとき, $M$ は可縮である.

これらの定理は相対ホモトピー群に関する次の考察から導かれる:
リッチ曲率と体積の仮定の下で, $f$ : $ S^{k}=\partial D^{k+1}\rightarrow B_{R}(p)(1\leq k\leq$

$m-1)$ は, 一定の半径 $c_{1}R(c_{1}>1)$ の同心球内で定値写像にホモトー
プであることを示す. それには次の補題が重要な役割を果たす.

補題 6.3 (主補題). $M$ は $RicM\geq m-1$ をみたす $m$ 次元完備リーマン
多様体とする. このとき, 与えられた $C2>C1>1$ と整数 $k\geq 0$ に対し
て, 次をみたす $\delta=\delta k(m, c_{1}, c2)>0$ が存在する : $p\in M,$ $0<R<\pi/C2$
に対して, 任意の $B_{\rho}(q)\subset B_{c_{2}R}(p)$ が

(6.1) $volB_{\rho}(q)\geq(1-\delta)v_{1}^{m}(\rho)$

をみたすとする. このとき
(A) 任意の連続写像 $f$ : $S^{k}=\partial D^{k+1}\rightarrow B_{R}(p)$ は, 連続写像 $g$ :

$D^{k+1}\rightarrow B_{c_{1}R}(p)$ に拡張できる.
(B) 任意の連続写像 $f$ : $S^{k}\rightarrow M\backslash B_{R}(p)$ は, 連続写像 $f^{\prime}$ : $ S^{k}\rightarrow$

$M\backslash B_{c_{1}R}(p)$ に連続的に変形できる.

主補題は非負リッチ曲率の場合 (また, $Ric_{M}\geq-(m-1)$ の場合)
でも, 対応して ( $\delta$ を $ R\rightarrow\infty$ のとき $R$ にも依存して選ぶことによ
り) 成り立っことを注意しておこう.
まず, 主補題を仮定して定理 6.1を示す. $p,$ $q\in M$ で, $d(p, q)=d:=$

$d(M)$ をみたすものを取る. 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta>0$ を十分小に取
れば $\pi\geq d>\pi-\epsilon$ で, 任意の $x\in M$ に対して $ d(p, x)<d-d(x, q)+\epsilon$

であった (系 29(2)). 定理の仮定とビショップグロモフの比較定理
から

$\frac{1}{1-\delta}\geq\frac{\omega_{m}}{vo1A/I}=\frac{v_{1}^{m}(\pi)}{vo1B_{\pi}(q)}\geq\frac{v_{1}^{m}(\rho)}{vo1B_{\rho}(q)}\geq 1$

であるから, 主補題の仮定 (6.1) が成り立っ.
以下, $1\leq k\leq m-1$ に対して $\pi k(M)=0$ を示す. $f$ : $S^{k}\rightarrow M$

を与える. まず, $\pi/C2>R>(d+\epsilon)/2$ なる $C2>1,$ $R$ を取る. 次
に, $C2>C1>1$ を $R>(1+1/c1)R/2>(d+\epsilon)/2$ となるように取
る. さて, $k\leq m-1$ より $f(S^{k})$ に含まれない点 $q\in M$ があるか
ら, ある $0<\epsilon 0<d+\epsilon-R$ に対して ${\rm Im} f\subset M\backslash B_{\epsilon_{0}}(q)$ であると
してよい. いま $d+\epsilon-R<c_{1}^{N}\epsilon 0$ をみたす最初の正整数 $N$ を取れ
ば, $R/(d+\epsilon-R)>c_{1}$ に注意して $c_{1}^{N}\epsilon_{0}<R$ である. そこで, (B)
の操作を $N$ 回 $f$ : $S^{k}\rightarrow M\backslash B_{\epsilon_{0}}(q)$ に適用すれば, $f$ は連続的に
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$\tilde{f}:S^{k}\rightarrow M\backslash B_{c_{1}^{N}\epsilon_{0}}(q)\subset B_{R}(p)$ に変形できる. ここで, 最後の包含関
係は $d(x, q)\geq c_{1}^{N}\epsilon 0>d+\epsilon-R$ ならば, $d(p, x)<d+\epsilon-d(x, q)<R$

であることから従う. したがって, (A) の操作を $\tilde{f}$ に適用できて, $f$

は自明なホモトピー類に属する. よって, $k=1,$ $\ldots,$ $m-1$ に対して
$\pi k(M)=0$ であること, すなわち $M$ がホモトピー球面であることがわ
かる. このとき, $m\geq 4$ に対してはボアンカレ予想の解決から, $m=3$
に対してはハミルトンの結果 $([Ha1])$ から $M$ は球面に同相である.
次に, 定理 62を示すには, 任意の $k\geq 0$ に対して $\pi_{k}(M)=0$ を示せ

ばよい. $M$ の任意の距離球 $B_{\rho}(q)(\subset B_{c_{2R}}(p))$ に対して, $ R_{1}>c_{2}R-\rho$

を取り $B_{R_{1}}(q)\supset B_{R_{1}-d(p,q)}(p)$ に注意する. すると, 定理の仮定とビ
ショップグロモフの比較定理から, $ R_{1}\rightarrow\infty$ として

$\frac{vo1B_{\rho}(q)}{v_{0}^{m}(\rho)}\geq\frac{vo1B_{R_{1}}(q)}{v_{0}^{m}(R_{1})}\geq\frac{vo1B_{R_{1}-d(p,q)}(p)}{v_{0}^{m}(R_{1}-d(p,q))}\frac{v_{0}^{m}(R_{1}-d(p,q))}{v_{0}^{m}(R_{1})}\geq 1-2\delta_{m}$

を得て, 主補題の仮定 (6.1) がみたされる. さて, $f$ : $S^{k}\rightarrow M$ を与
える. 十分大きな $R$ に対して $f(S^{k})\subset B_{R}(p)$ としてよい. このとき,
(A) の操作が適用できて, $f$ は自明なホモトピー類に属する. 口

そこで, 補題 63の主張 (A) の証明に移る. $k$ に関する帰納法によ
る. $k=0$ のときは, $f$ の区間 $D^{1}$ への拡張は, $f(S^{0})$ の 2点を中心 $p$

に結ぶ $M$ の最短線 (半径) からなる曲線を考えることにより容易に得
られる.
次に, (A) が $k$ より小さい正整数に対して成立したとし, $f$ : $ S^{k}\rightarrow$

$B_{R}(p)$ を与える. $f$ を $g:D^{k+1}\rightarrow B_{c_{1}R}(p)$ に拡張するのに, 以下 3つ
の段階に分けて示す.

$D^{k+1}$ の胞体分割の列 $K_{j}(j=0,1,2, \ldots)$ で, 前のものの細分となっ
ているものを取る. $f$ を $D^{k+1}$ に直接拡張する代わりに, 各 $K_{j}$ の $k-$

スケルトン上の写像 $fj$ に (蜜蜂の巣のように) 拡張する (第 2段). 第
1段で, そのための基本的な写像の変形の構成法 (補題 64 $(C)$ ) を与
える. 最後に, $ j\rightarrow\infty$ として, 胞体分割を細分していったときの $fj$ の

極限を取って求める拡張が得られる.
1o 次の補題 64(C) が証明のキーであるが, 以下の議論では系 29

(3), 系 2.19が重要な役割を果たす. $\kappa,$ $\delta(ccd)$ は, それぞれ系 2.19
と系 29(3) で与えられたものとし, $\delta_{0}(c_{1,2}c):=\delta(ccd)$ と置く. 補
題の主張を述べる前に, $d_{0}<d_{1}<\ldots<d_{k},$ $\delta_{i}(c_{1}, c_{2})>0(i=0, \ldots, k)$

を次の条件をみたすように帰納的に選んでおく :

$\left\{\frac{d_{i+1}}{\delta_{i}(cd}>100_{d_{i}}^{d_{1}}\lrcorner>100k\cdot\kappa(\rightarrow dl^{C_{2})\cdot.=\min\{\delta(c_{l},c_{2},d_{0}),\delta_{j}(1+,c_{2})\cdot.j=0,,i-1\}}\lrcorner d_{1}2k+2k)^{-k}(.1-\frac{l}{c_{1}}),\right.$

以下, $\delta=\delta k(cc)$ と置く.

補題 64(C). $\rho>0,$ $q\in M$ に対して

$volB_{c_{2}\rho}(q)\geq(1-\delta)v_{1}^{m}(c_{2}\rho)$

が成り立っとする. 写像 $\phi:S^{k}\rightarrow B_{\rho}(q)$ と $S^{k}$ の 3角形分割 $T$ で, そ
の任意の単体 $\Delta\in T$ の直径が $ d(\phi(\Delta))<d0\rho$ をみたすものを与える.
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このとき, 連続写像 $\tilde{\phi}$ : $S^{k}\rightarrow B(1-d_{0})\rho(q)$ で次をみたすものが構成で
きる :

(6.2) $d(\phi(\triangle)\cup\tilde{\phi}(\triangle))\leq 10d_{k}\rho\leq\frac{(1-c_{1}^{-1})\rho}{10^{k+1}(1+2d\lrcorner k1)^{k}}$ $(\forall\Delta\in T)$ .

証明. $\tilde{\phi}$ をレスケルトン $ske1_{i}(T),$ $i=0,$ $\ldots,$
$k$ 上で, 各 $i$-単体 $\triangle\in$

$ske1_{i}(T)$ に対して次の条件をみたすように, $k$ に関して帰納的に構成
する :

(i) $\phi(\Delta)\subset\overline{B}_{\rho(1-2d_{0})}(q)$ ならば $\tilde{\phi}|\triangle\equiv\phi|\Delta$ .
(ii) $\tilde{\phi}(\triangle)\subset\overline{B}_{(1-d_{0}(2-\frac{i}{k}))\rho}(q)$ .
(iii) $ d(\phi(\triangle)\cup\tilde{\phi}(\Delta))\leq 10d_{i}\rho$ .
実際, $T$ の頂点 $ x\in$ skelo $(T)$ で $d(q, \phi(x))>\rho(1-2do)$ なるもの
に対しては, $\tilde{\phi}(x)$ を $q$ から $x$ への最短測地線上の点で, $d(q,\tilde{\phi}(x))=$

$\rho(1-2d_{0})$ をみたすものと定める. 次に, $\tilde{\phi}$ が $i<k$ である skeli $(T)$ 上
では定義されているとし, $(i+1)$ 単体 $\Delta$ を与える. (i) より $\phi(\triangle)\not\subset$

$\overline{B}_{\rho(1-2d_{0})}(q)$ としてよい. 系 29(3) を $\phi(\triangle)(\subset B_{\rho}(q))$ の点に適用し
て, 点 $r\Delta\in M\backslash B_{c_{1}\rho}(q)$ で $ d(\phi(\triangle),\overline{qr\Delta})\leq 2do\rho$ をみたすものを取
る. ここで, $\overline{qr\Delta}$ は $q$ から $ r\Delta$ への最短線である. さて, $q\Delta\in\overline{qr\triangle}$

を $d(q, q\Delta)=p(1-di+1)$ をみたすように定める. すると任意の $ x\in\partial\triangle$

に対して, (ii) と $d_{i}$ の選び方から

$ d(\tilde{\phi}(x), q)\leq(1-d_{0}(2-\frac{i}{k}))\rho$ ,
$ d(\tilde{\phi}(x),\overline{q_{\Delta}\cdot r_{\Delta}})\leq 10d_{i}\rho+d(\phi(x),\overline{q_{\Delta}r_{\Delta}})\leq 10d_{i}\rho+2d_{0}\rho<20d_{i}\rho$ ,
$d(\tilde{\phi}(x), q_{\Delta})\geq d(\phi(x), q_{\Delta})-10d_{i}\rho\geq d(x),$ $q$ )

$-d(q, q_{\Delta})-10d_{1}.\rho\geq(d_{i+1}-10d_{i}-3d_{0})\rho>\frac{d_{i+1}(\emptyset}{2}\rho$

,
$ d(\tilde{\phi}(x), r_{\Delta})\geq d(r_{\Delta}, q)-d(\tilde{\phi}(x), q)\geq\{(c_{1}-1)+d_{0}(2-i/k)\}\rho>\frac{d_{i+1}}{2}\rho$

が成り立っ. 系 2.19を $\tilde{\phi}(x),$
$q\Delta,$ $r_{\Delta}$ に適用して

$ d(\overline{\phi}(x), r_{\Delta})+d(\tilde{\phi}(x), q_{\Delta})-d(r_{\Delta}, q_{\Delta})<20\kappa(100d_{i}/d_{i+1})d_{i}\rho$

を得る. この不等式に, 3角不等式

$d(q_{\triangle}, r_{\Delta})+\rho(1-d_{i+1})=d(q, r_{\Delta})\leq d(\overline{\phi}(x), r_{\Delta})+d(\tilde{\phi}(x), q)$

を加えると, $ x\in\partial\triangle$ に対して

$d(\tilde{\phi}(x), q_{\Delta})\leq 20\kappa(100d_{i}/d_{i+1})d_{i}\rho-\rho(1-d_{1.+1})+d(\tilde{\phi}(x), q)$

$\leq\rho\{20\kappa(100d_{i}/d_{i+1})d_{i}+d_{i+1}-d_{0}(2-\frac{i}{k})\}\leq\rho\{d_{i+1}-d_{0}(2-\frac{2i+1}{2k}),\}$

すなわち, $\tilde{\phi}(\partial\triangle)\subset B_{(d_{i+1}-d_{0}(2-\frac{2i+1}{2k}))\rho}(q\Delta)$ である. よって主張 (A) に

関する帰納法の仮定を ( $c_{1}=1+\overline{2}kd_{A}$ として) $\tilde{\phi}|\partial\triangle$ に適用して, $\tilde{\phi}$ を
$\triangle$ 上に

$\tilde{\phi}(\triangle)\subset B_{(d_{i+1}-d_{0}(2^{l}))\rho}--\pm_{k}\underline{\iota}(q_{\Delta})$

をみたすように拡張できる. このとき, $\tilde{\phi}|\Delta$ に対する主張 (iii) は容
易に示すことができる 口
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図 1

$2^{o}$ さて, 与えられた写像 $f$ : $S^{k}\rightarrow B_{R}(p)\subset M$ に対して, $D^{k+1}$

の有限胞体分割 $K_{j}(j=0,1,2, \ldots)$ と連続写像 $fj$ : skelk $(Kj)\rightarrow M$ で
次の性質をみたすものを構成する :

(a) $K_{j+1}$ は $K_{j}$ の胞体細分で, skelk $(K_{j})$ 上 $f_{j+1}\equiv f_{j}$ である.
(b) 各 (k+l)」包体 $\sigma\in K_{j}$ に対して, $p_{\sigma}\in B_{c_{1}R}(p)$ と $R_{\sigma}>0$

で $fj(\partial\sigma)\subset B_{R_{\sigma}}(p_{\sigma})$ となるもので, 次をみたすものが取れ
る: $\sigma\in K_{j},$ $\sigma^{\prime}\in K_{j+1}$ が $\sigma^{\prime}\subset\sigma$ をみたせば, $B_{c_{1}R_{\sigma}},$ $(p_{\sigma^{\prime}})\subset$

$B_{c_{1}R_{\sigma}}(p_{\sigma}),$ $R_{\sigma^{\prime}}\leq(1-do)R_{\sigma}$ である.
(c) $K0$ はただ一つの $(k+1)$-胞体 $\sigma_{0}$ $:=D^{k+1}\backslash S^{k}\in K0$ を持ち,

skelk $(Ko)=S^{k}=\partial D^{k+1}$ である. また, $fo\equiv f,$ $R_{\sigma_{0}}=R,$ $p_{\sigma_{0}}=$

$p$ である.

$j=0$ に対しては, $\rho=R,$ $q=p$ および $\phi=f$ として補題 (C) の条
件をみたす $S^{k}$ の 3角形分割 $T$ を取る. すると, $K_{0},$ $fo,$ $R_{\sigma_{0}},p_{\sigma_{0}}$ が上
の条件 (c) によって定まる. 次に, $D^{k+1}$ を $S^{k}\times(0,1$ ] $\cup\{0\}$ と考えて,
$K_{1}$ を skelk $(K_{1})=S^{k}\times\{1/2\}US^{k}\times\{1\}Uskelk-1(T)\times[1/2,1]$ とな
るように, また $K_{1}$ の (k+l)-胞体は $S^{k}\times(0, \frac{1}{2}$ ] $\cup\{0\}$ と $\triangle\times[1/2,1]$

で与えられるように定める. ここで, $\triangle$ は $T$ の k-単体である.
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さて, $f_{1}$ をまず $S^{k}\times\{1\}$ 上では $f_{1}\equiv fo$ で, $S^{k}\times\{1/2\}$ 上では補題
(C) を $f_{0}$ に適用して, $f1\equiv\tilde{f}_{0}$ により定義する. 次に, $fi$ を $skelk-1(T)\times$

$[1/2,1]$ に拡張する. そのため, $\triangle\in ske1i(T)(i=0,1, \ldots, k-1)$ に対
して, $fi$ を $\Delta\times[1/2,1]$ に, その境界から補題 6.3 (A) の帰納法の仮定
を用いて拡張する. 実際, $i=0$ に対しては, $\triangle$ は $S^{k}$ の 1点 $x$ であ
り, $f_{1}|\{x\}\times[1/2,1]$ はその像が $f_{0}(x)$ と $\tilde{f}_{0}(x)$ を結ぶ最短測地線と
なるように定める. (6.2) より

$d(f_{1}(\{x\}\times[1/2,1])\leq 10^{-k-1}(1+\frac{d_{0}}{2k})^{-k}(1-c_{1}^{-1})R$ .

あとは $i$ に関する帰納法の仮定のもとで, $c_{1}=1+d_{0}/(2k)$ として (A)
を適用する. これより, $ske1_{i}(T)\times[1/2,1]$ 上で, 各 $i$-単体 $\Delta$ に対して

(6.3) $\left\{d(f_{l}(\triangle\times[1/2,1]))\leq l0^{i-k-l}(1+\underline{2}d\lrcorner k1)^{i-k}(l-c_{l}^{-1})R(\leq 10^{-2}(1+\frac{d}{2}kA)^{l}(1-c_{l}^{-l})R)\right.$

が成り立っように $f1$ を拡張できる. $fi$ は上の (b) をみたすことを確
かめよう. $(k+1)$-胞体 $\sigma=\triangle\times[1/2,1]$ #こ対して, (6. 2), (6. 3) に注
意して

$d(f_{1}(\partial\sigma))\leq 10d_{k}R+10^{-2}(1+\lrcorner 2dk1)^{-1}(1-c_{1}^{-1})R$

$\leq 10^{-1}(1-c_{1}^{-1})R$ .

よって, $p_{\sigma}\in fi(\partial\sigma)$ で $d(p,p_{\sigma})\leq R+\frac{1}{10}(1-c_{1}^{-1})R(<c1R)$ をみたすもの
を選べる. また, $R_{\sigma}<10^{-1}(1-c_{1}^{-1})R$ を選んで, $p_{\sigma}\in B_{c\iota R}(p),$ $ fi(\partial\sigma)\subset$

$B_{R_{\sigma}}(p_{\sigma})$ とできる. このとき, $B_{c_{\dot{\eta}}R_{\sigma}}(p_{\sigma})\subset B_{c_{i}R}(p)(i=1,2)$ であるこ
とは容易に確かめられる. 中心部分の $(k+1)$-胞体 $S^{k}\times(0,1/2$ ] $\cup\{0\}$

に対しては, $p_{\sigma}$ $:=p,$ $R_{\sigma}$ $:=(1-do)R$ と取る.
さて, $j$ に対しては $fj$ : skelk $(Kj)\rightarrow M$ の構成が完了したとする.

任意の $(k+1)$-胞体 $\sigma\in K_{j+1}$ を $S^{k}\times(0,1$ ] $\cup\{0\}$ として表現する. 前と
同様に, $S^{k}$ の十分細かい 3角形分割 $T$ を取る. $B_{c_{2}R_{\sigma}}(p_{\sigma})\subset B_{c_{2}R}(p)$ に

注意して $q=p_{\sigma},$ $\rho=R_{\sigma}$ と置き, 補題 (C) を $fj$ : $S^{k}\times\{1\}\rightarrow B_{R_{\sigma}}(p_{\sigma})$

に適用する. ここで, $K_{j}$ の細分 $K_{j+1}$ は

$\sigma\cap ske1_{k}(K_{j+1})=S^{k}\times\{1/2\}US^{k}\times\{1\}Us1\sigma e1_{k-1}(T)\times[1/2,1]$

によって定める. そこでまず, $S^{k}\times\{1\}$ 上で $fj+1\equiv fj$ と定義する. 次に
$S^{k}\times\{1/2\}$ 上では $fj+1\equiv\tilde{f}j$ とする. さらに $C1$ $:=1+$」$2kd_{1}$ と置いて, 主補
題 (A) を次々に適用して, $fj+1$ を skeli $(T)\times[1/2,1](i=0,1, \ldots, k-1)$

上に, 任意の $\triangle\in skeli(T)$ に対して

$d(f_{j+1}(\Delta\times[1/2,1])\leq 10^{i-k-1}(1+\frac{d_{0}}{2k})^{i-k}(1-c_{1}^{-1})R_{\sigma}$

をみたすように拡張できる. このとき, 前と同様に $fj+1$ は上の (b) を
みたすことを示せる. こうして, 帰納的に $2^{o}$ の主張が示せた.

$3^{o}$ $2^{o}$ の構成を用いて主張 (A) を示す. $x\in D^{k+1}$ に対して, $(k+1)-$

H\Phi の列 $\{\sigma j $欧$ K_{j}\}_{j=0}^{\infty}$ で, すべての $j$ に対して $\sigma j+1\subset\sigma j$ , x\in \sigma -j を
みたすものが取れる. このとき, $\cap\overline{\sigma}j=\{x\}$ に $l^{\text{、}}f\ovalbox{\tt\small REJECT}^{-}T$ る. $ fj(\partial\sigma j)\subset$
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$B_{R_{j}}(p_{\sigma_{j}}),$ $R_{\sigma_{j}}\leq(1-d_{0})^{j}R$ であり, $\overline{B}_{c_{1}R_{\sigma_{j}}}(p_{\sigma_{j}})\supset\overline{B}_{c_{1}R_{\sigma_{j+1}}}(p_{\sigma_{j+1}})$ で

あった. このとき, $\{\overline{B}_{c_{1}R_{\sigma_{j}}}(p_{\sigma_{j}})\}$ は $M$ のコンパクト部分集合の列で,
その直径は $0$ に収束する. よって $\{p_{\sigma_{j}}\}$ はコーシー列で, $g(x)$ $:=\lim p_{\sigma_{j}}$

と定義できる. もし $x\not\in ske1k(Kj)$ ならば, $x$ に対応する上の $\{\sigma j\}$ は一

意に定まる. 他方, $x\in ske1k(Kj)$ ならば $g(x)=fj(x)$ であるから, これ
より $g(x)$ が定義された. 構成から, $g|S^{k}\equiv f$ かっ $g(D^{k+1})\subset\overline{B}_{c_{1}R}(p)$

である. また, もし $x\in\overline{\sigma}j$ ならば $d(g(x),p_{\sigma_{j}})\leq 2c_{1}R_{\sigma_{j}}$ であることに
注意すれば, $g$ が連続であることがしたがう. 口

これで主補題 (A) の証明が終わった. (B) の証明も同様であるが省
略する.

6.2. 次に, $M$ が定理 6.1の仮定をみたせば, $M$ と単位球面 $S_{1}^{m}$ の

間のグロモフハウスドルフ距離 $d_{GH}(M^{m}, S_{1}^{m})$ は小さいというコー
ルディングの結果 $([Co1])$ について述べる. 証明は $L^{2}$ 版トポノゴフ
比較定理, 注意 3.13と定理 6.1による. なお, 定理 65は系 46の逆
になっている.

定理 6.5. 任意の $\epsilon>0$ と整数 $m\geq 2$ に対して $\delta=\delta(m, \epsilon)>0$ が

存在して, $Ric_{M}\geq(m-1)$ であるコンパクト $m$ 次元リーマン多様体
$(M^{m}, g)$ の体積が $volM\geq\omega_{m}-\delta$ をみたせば, $ dcH(M, S_{1}^{m})<\epsilon$ で

ある.

仮定の下で, $M$ から $S_{1}^{m}$ への \mbox{\boldmath $\epsilon$}-ハウスドルフ近似を構成する. 最初
に幾つか準備をする.

(a) 関数 $f$ : $M\rightarrow R$ は距離関数の余弦の 1次結合として表される
とき, すなわち, 点 $Xj\in M$ と実数 $\alpha j\in[-1,1](j=1, \ldots, N+1)$ を
選んで, $f(x)=\sum_{J^{\alpha}J}\cos d(xj, x)$ と書けるとき, 初等的であると呼ぶ.

(b) 一般に (X, d) を距離空間とし, $B_{\epsilon}(xJ)$ が互いに交わらないよ
うな $X$ の極大集合 $\{xj\}$ を $X$ の $\epsilon$-充填と呼ぶ. このとき極大性から,
$\{B2\epsilon(xj)\}$ は $X$ の開被覆となる. 特に, $RicM\geq(m-1)$ をみたす完
備リーマン多様体 $M^{m}$ の場合は, 系 28(1) によって, $\epsilon$-充填の個数を
上から $\frac{v_{1}^{m}(\pi)}{v_{1}^{m}(\epsilon)}$ で評価できる.

(c) 点対 $\{(p_{i}, q_{i})\}_{i=1}^{k+1}$ で, $d(p_{i},pj)=\frac{\pi}{2}(i\neq j),$ $d(p_{i}, q_{i})>\pi-\delta_{1}$ を
みたすものが与えられたとする.

(6.4) $\Phi_{k}(x)$ $:=(\cos d(p_{1}, x),$
$\ldots,$

$\cos d(p_{k+1}, x))$

によって, リプシッツ定数 \leq $\sqrt{}$T\mp 了のリプシッツ写像 $\Phi_{k}$ : $M\rightarrow R^{k+1}$

が得られ, $\Phi_{k}$ は

(6.5) $\langle\Phi_{k}(x), \Phi_{k}(y)\rangle=\sum_{i=1}^{k+1}\cos d(p_{i}, x)\cos d(p_{i},y)$

をみたす (このような写像は [OtSYa] で最初に考察された).
(d) (c) の状況で, 与えられた $\epsilon>0$ に対して $M$ の $\{pi\}$ を含

む $\frac{\epsilon}{4(m+1)}$充填 $\{xJ\}_{j=1}^{K}$ を取り, $l_{0}\in(0, \pi)$ を固定する 最短測地線
$\gamma$ : $[0, l]\rightarrow M(0<l\leq l_{0})$ が $\epsilon$-許容とは, 任意の $t\in[0, l]$ と $j$ に対
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して

(6.6) $\{|_{\Phi_{k}(\gamma(t))-h_{\Phi_{k},l}(\dot{\gamma}(0),t)}^{\cos d(x_{j},\gamma(t))-\langle\Phi_{k}(x_{j}}1^{\Phi_{k}(\gamma(t))\rangle|<\epsilon}<\epsilon$

が成り立つときをいう. ここで

(6.7) $\left\{h_{\Phi_{k},l}(v,t)\cdot=\frac{l}{sinl,h_{c}}\{sin(l-t)\Phi_{k}(\gamma_{v}(0))+sint\Phi_{k}(\gamma_{v}(l))\}=(osd_{p}..,l)_{i=l}^{k+l}\right.$

は (3.1) で考えたものと同様である.
(e) $j=1,$ $\ldots,$

$K$ に対して

(6.8) $\left\{g_{j}(x)=\sum_{i.=l}^{k+l}cosd(x_{j},p_{i})cosd(p_{i},x)=(\Phi_{k}(x_{j}),\Phi_{k}(x)\rangle f_{j}(x)...\cdot=cosd(x_{j},x),\right.$

と置けばこれらは初等的で, 特に $\cos d_{Pi}$ を含む. また, (6.6) の最初
の式は防 $(\gamma(t))-gj(\gamma(t))|<\epsilon$ とも書けることを注意する. 次の補題
は $L^{2}$ 版トポノゴフの定理 (定理 3.1) に, 注意 3.13の考え方を適用し
たものである.

補題 66. 任意の $\epsilon>0,$ $ l_{0}\in[\frac{\pi}{2}, \pi$ ) と任意の整数 $K\geq 1$ に対し
て, $\mu(l_{0}, m)$ と $\delta(\epsilon, K, l0m)>0$ が存在して次が成り立つ : $RicM\geq$

$m-1$ である $M^{m}$ に対して $volM\geq\omega_{m}-\delta$ が成り立つとする.
$p,$ $q$ は $ d(p, q)\leq l_{0}-2\epsilon$ をみたす $M$ の 2点とし, $p,$ $q$ で $|fj(p)-$

$gj(p)|,$ $|fj(q)-gj(q)|<\mu\epsilon(j=1, \ldots, K)$ が成立するとせよ. このとき,
$\overline{p}\in B_{\mu\epsilon}(p),\overline{q}\in B_{\mu\epsilon}(q),$ $\gamma\in\min(\overline{p},\overline{q})$ で次をみたすものが選べる : すな
わち, 任意の $0\leq t\leq d(p, q)$ に対して

(6.9) $|f_{j}(\gamma(t))-h_{f_{j},l}(\dot{\gamma}(0), t)|<\frac{\epsilon}{m+1}$ , $|f_{j}(\gamma(t)-g_{j}(\gamma(t))|<\epsilon$ .

特に, 測地線 $\gamma$ は $\epsilon$ -許容である.

証明. $0<\mu<1$ は後で定めるものとし, $\nu=\mu\epsilon$ と置く. $p,$ $q\in M$ と
$s>0$ に対して, $B_{\nu}(p)$ の点と $B_{\nu}(q)$ の点を結ぶ長さ $s$ の最短測地線
の始方向からなる $UM$ の部分集合

$C_{s}=\{v\in UA^{\prime}I|\pi(v)\in B_{\nu}(p), \exp sv\in B_{\nu}(q), d(\pi(v),\exp sv)=s\}$

を取る. このとき, ある $l\in(0, lo)$ が存在して

(6.10) $\frac{vo1C_{l}}{vo1UM}\geq\frac{m}{2\pi^{m}}\frac{(v_{1}^{m}(\mu\epsilon))^{2}}{\omega_{m}\omega_{m-1}}$

をみたすことが分かる. 実際

$C:=\{v\in TM|\pi(v)\in B_{\nu}(p), \exp v\in B_{\nu}(q), d(\exp v, \pi(v))=\Vert v\Vert\}$

$C_{x}$ $:=\{v\in T_{x}M|d(\exp_{x}v, x)=\Vert v\Vert\}$ ($x\in M$ に対して)

と置く. $x\in B_{\nu}(p)$ に対して $\exp_{x}$ はリッチ曲率の仮定から体積を減少
させるので, ビショップグロモフの定理より

$vol(T_{x}M\cap C)\geq volB_{\nu}(q)\geq\frac{vo1A/I}{v_{1}^{m}(\pi)}v_{1}^{m}(\nu)$ .
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よって, $C=\bigcup_{s\in[0,\pi]}sC_{s},$ $\omega_{m}=v_{1}^{m}(\pi)$ に注意すると

$\frac{\pi^{m}}{m}\max_{0\leq s\leq\pi}volC_{s}\geq\int_{0}^{\pi}s^{m-1}volC_{s}ds=volC$

$\geq volB_{\nu}(p)\frac{v_{\rceil}^{m}(\nu)}{\omega_{m}}volM\geq(\frac{v_{1}^{m}(\nu)volA^{\prime}1}{\omega_{m}})^{2}=volU\Lambda/I\frac{v_{1}^{m}(\nu)^{2}}{\omega_{m}\omega_{m-1}}\frac{vo1\Lambda^{r}I}{\omega_{m}}$ .

仮定から $volM\geq\omega_{m}-\delta$ であり, $v\in C$ に対して $d(\exp v, \pi(v))\leq l_{0}$

より $C_{s}=\emptyset(s>l_{0})$ だから求める不等式 (6.10) を得る.
さて, 初等的関数 $fj,$ $gj(j=1, \ldots, K)$ を代表して, 証明の以下の部

分で $f$ と書く. いま, $\delta=\delta(\epsilon, \mu, K, m, l_{0})$ を十分小に取り, 系 29(1)
と $L^{2}$ 版トポノゴフ比較定理 3.1を用いれば, 上の $l$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ対して

(6.11) $\frac{1}{lvo1U\Lambda M}\int_{UM}dv\int_{0}^{l}|(f\circ\gamma_{v})^{\prime}(t)-\frac{\partial h_{f}}{\partial t}(v, t)|^{2}dt<A$

を得る. ただし, $A:=\frac{mv_{m}^{1}(\mu\epsilon)^{2}\mu^{2}\epsilon^{2}}{8\pi^{m}\omega_{m}\omega_{m-1}IC}$ と置いた. よって

$D_{f}$ $:=\{v\in UM|\frac{1}{l}\int_{0}^{l}|(f\circ\gamma_{v})^{\prime}(t)-\frac{\partial h_{f}}{\partial t}(v, t)|^{2}dt<\mu^{2}\epsilon^{2}\}$

に対して $vol(UM\backslash Df)\mu^{2}\epsilon^{2}/volUM\leq A$ が容易に分かる. これを $f=$

$fj,$ $gj$ に適用して, (6.10) より

$\frac{vol(c_{l}n_{j}D_{f_{i}}n_{j}D_{g_{j}})}{\geq\frac{m(v_{1}^{m}(\mu\epsilon))^{2}vo1UA/l}{2\pi^{m}\omega_{m}\omega_{m-1}}-}=\frac{1}{vM,\frac{o1UA}{\mu^{2}\epsilon^{2}}}(vo1C_{l}-vol(UM2K>0\backslash \cap D_{f_{j}}\cap D_{g_{j}}))$

を得る. よって特に, $ C\cap D\cap D_{g_{j}}j\neq\emptyset$ である. すなわち, $v\in UM$

で $\overline{p}=\gamma_{v}(0)\in B_{\mu\epsilon}(p),\overline{q}=\gamma_{v}(l)\in B_{\mu\epsilon}(q)$ をみたすものがが存在して,
任意の $f=fj,$ $gj$ に対して

$\frac{1}{l}\int_{0}^{l}|(f\circ\gamma_{v})^{\prime}(t)-\frac{\partial h_{f}}{\partial t}(v, t)|dt\leq\{\frac{1}{l}\int_{0}^{l}|(f\circ\gamma_{v})-\frac{\partial h_{f}}{\partial t}|^{2}dt\}^{\text{�}}dt<\mu\epsilon$

が成り立っ. したがって

$|fo\gamma_{v}(t)-h_{f)}\iota(v,t)|\leq\int_{0}^{t}|(fo\gamma_{v})^{\prime}-\frac{\partial h_{f,l}}{\partial t}|dt\leq l_{0}\mu\epsilon<\pi\mu\epsilon$ .

これより

$|f_{j}\circ\gamma_{v}(t)-g_{j}\circ\gamma_{v}(t)|\leq|f_{j}\circ\gamma_{v}(t)-h_{f_{j},l}(v, t)|+$

$|h_{f_{j},l}(v,t)-h_{g_{j},l}(v, t)|+|h_{g_{j},l}(v,t)-g_{j}\circ\gamma_{v}(t)|\leq 2\pi\mu\epsilon+\frac{\mu\epsilon}{\cos_{2}^{\Delta}\iota}$ .

よって, $\mu$ $:=(\pi(m+1)+2\pi+(\cos lo/2)^{-1})^{-1}$ と取れば, (6.9) が成
り立っことが分かる. 口

次に, 帰納的に部分集合 $A_{0}\subset A_{1}\subset\cdots\subset A_{k}\subset M$ を

$A_{0}$ $:=\{p_{i}, q_{i}|i=1, \ldots, k+1\}$ ,
$A_{i+1}$ $:=\{\gamma(t)|\gamma$ は $\overline{a}\in B_{\mu^{k+1-i}\epsilon}(a)$ と $\overline{b}\in B_{\mu^{k+1-i}\epsilon}(b)(a, b\in Ai)$

を結ぶ $\mu^{k-\iota}\epsilon$-許容な測地線分}
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によって定める. ここで, $\mu$ は前補題 66で与えられたものである.
次は補題 66より直ちにしたがう.

補題 6.7. $\epsilon,p_{i,j}x,$
$l_{0}$ を上のとおりとする.

(1) 任意の $x_{j},$ $a\in A_{k}$ に対して $|\cos d(xj)a)-\langle\Phi_{k}(xJ), \Phi_{k}(a)\rangle|<\epsilon$ .
(2) $ d(a, b)\leq l_{0}-2\epsilon$ をみたす任意の $a,$ $b\in A_{k}$ に対して, $\epsilon$ -許容な

長さ $\leq l_{0}$ の最短測地線が存在して, $\overline{a}\in B_{\mu\epsilon}(a)$ と $\overline{b}\in B_{\mu\epsilon}(b)$ を結ぶ.

補題 68. 上の状況で, 準備 (c) の $\delta_{1}>0$ が十分小ならば $d_{H}(S_{1}^{k}, \Phi_{k}(A_{k}))<$

$\psi(\epsilon|m)$ が成り立つ.

証明. $S_{1}^{k}\subset R^{k+1}$ を単位球とし, $\{e_{j}\}$ を $R^{k+1}$ の標準的な $0$ .n.b. とす
る. そこで, 先の $A_{i}$ に対応して $B_{i}\subset S_{1}^{k}(i=0, \ldots, k)$ を帰納的に

$B_{0}:=\{e_{j},$
$-e_{j};jB_{i+1}:=$

{$p\in S^{k}|p$ は $B_{i}’$ の$2=+$ 点’を結ぶ長さ $\pi/2$ の測地線分上にある}

で定義する. $B_{k}=S_{1}^{k}$ である. まず, $\Phi_{k}(Ak)\subset B_{2\epsilon}(S_{1}^{k})$ を確かめよ
う. 実際, $a\in A_{k}$ に対して (d) より $d(a, xj)<\epsilon/2(m+1)$ をみたす

$x_{j}$ を選べば

$|\langle\Phi_{k}(a)-\Phi_{k}(x_{j}), \Phi_{k}(a)\rangle|\leq\Vert\Phi_{k}(a)-\Phi_{k}(x_{j})\Vert\cdot\Vert\Phi_{k}(a)\Vert\leq(k+1)d(a, x_{j})$

である. これに補題 67(1) を適用して

$-(k+1)d(a,x_{j})+\cos d(x_{j},a)-\epsilon\leq\Vert\Phi_{k}(a)\Vert^{2}$

$\leq(k+1)d(a,x_{j})+\cos d(x_{j}, a)+\epsilon$ ,

すなわち, $|\Vert\Phi k(a)\Vert^{2}-1|\leq 2\epsilon$ となり, 主張が示せた.
次に, $B_{i}\subset T_{\psi(\epsilon|i,k,m)}(\Phi k(Ai))$ を $i=0$ , . . . , $k$ に対して帰納的に示せ

ば, $S_{1}^{k}\subset T\Phi(Ak)$ を得る. $i=0$ に対しては $\Phi_{k}(pi)=ei$ であり,
$\delta_{1}$ が小ならば, $\cos d(piqi)$ は殆ど $-1$ に等しい. よって, 3角不等式
と系 29(2) に注意して $\Phi(q_{i})$ は $-e_{i}$ に近いことが分かる. 次に, $B_{i}$ に

対して主張が成り立つとする. 定義より, $z\in B_{i+1}$ は $\overline{x},\overline{y}\in B_{i}$ を結ぶ
長さ $\pi/2$ の $S_{1}^{k}$ の測地線分 $\overline{\gamma}$ 上にある. 帰納法の仮定から, $d(x, y)\leq l_{0}$

なる 2点 $x,$ $y\in Ai$ で

$\Vert\overline{x}_{1}-\overline{x}\Vert$ , |化 1 $<\psi(\epsilon|i, k, m)$

をみたすものが取れる. ただし, $\overline{X}1$ $:=\Phi k(x)/\Vert\Phi k(x)\Vert,\overline{y}$ $:=\Phi k(y)/\Vert\Phi k(y)\Vert$

と置いた. このとき, $\overline{x}_{1},\overline{y}_{1}$ を結ぶ $S^{k}$ の測地線分 $\overline{\gamma}_{1}$ に対して

$\overline{\gamma}_{1}\subset T_{\psi(\epsilon|i,k,m)}(\Phi_{k}(A_{i+1}))$

を示せばよい. 補題 67から, 上の $x,$ $y\in A_{i}$ #こ対して

(6.12) $|\cos d(x,y)-\cos d_{S^{k}}(\overline{x}_{1},\overline{y}_{1})|<\psi_{1}(\epsilon|i, k)$

が成り立っことに注意する. さて, $\overline{a}\in B_{\epsilon}(x)$ と $\overline{b}\in B_{e}(y)$ を結ぶ $M$

の $\epsilon$-許容な測地線分 $\gamma_{\overline{a},\overline{b}}$ を取り, $l$ $:=d(\overline{a},\overline{b}),$ $l\sim:=d_{S^{k}}(\overline{x}_{1},\overline{y}_{1})$ と置く.
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(6.12) に注意すれば, $\overline{\frac{l}{l}}\approx 1$ である. すると, $t\in[0, l]$ に対して補題
66から

$\leq\psi_{2}(\epsilon|i, k, m)$

を得る. ここで, 上の不等式の第 1行の括弧の中の項は, $\overline{x}_{1},\overline{y}1$ を結ぶ
定速度 $\overline{l}/l$ の測地線分上の点を表すことに注意する. これで主張が示
された. $\square $

以上の準備の下に, 定理 65の証明の本質的な部分を述べよう. こ

こで, ペレルマンの定理 6.1, 補題 64が必要となる.

補題 69. 任意の $\delta_{1}>0$ に対して $\delta=\delta(\epsilon, n)>0$ が存在し, もし
$volM\geq\omega_{m}-\delta$ ならば, $m+1$ 個の点対 $\{piqi\},$ $i=1,$ . . . , $m+1$ で

(6.13) $\left\{d(p_{i},p_{j})=\frac{\pi}{\frac{2\pi}{2}}(i\neq j)|d(p_{i},q_{j})-|<\psi(\delta_{l}|n)d(p_{i},q_{i})>\pi-\delta_{l},\right.$

をみたすものが存在する.

証明. 定理で, (6.13) をみたす $(pi, q_{i})$ の組力 $\grave{\backslash }$

、

$i$ 個あったと仮定する.
$j=1$ に対しては主張は容易に示せる. 以下, $j$ に関する帰納法により
示す. 補題が $j=k<m$ に対しては成立するとし, (6.4) の $\Phi_{k}$ : $ M\rightarrow$

$R^{k+1}$ を考える. もし, $volM>\omega_{m}-\delta$ ならば、定理 6.1より $M$ は球
面に同相で, 任意の $\mu\in(0, \frac{\pi}{2})$ に対して, $M$ の半径 $\mu$ の任意の距離球
は半径 $ 2\mu$ の同心距離球の中で可縮であった. $sf$ の 3角形分割で、 そ
の任意の面の直径が $\nu$ より小さいものを取る ( $\nu=\nu(m)\ll\frac{\pi}{2}$ は後で
決まる). $T$ をこの 3角形分割のすべての頂点の集合とする. $\delta$ を十分
小に取れば, 帰納法の仮定と補題 68より, $ d_{H}(\Phi k(Ak), S_{1}^{k})<\nu$ とで
きる. すると, 写像 $\Psi_{k}$ : $T\rightarrow A_{k}\subset M$ を

(6.14) $\{|_{d(\Psi_{k}(x),\Psi_{k}(y))-d_{S_{1}^{k}}(x,y)|<\psi_{1}(\nu|k)}^{|\Phi_{k}0\Psi_{k}-id_{S_{1}^{k}}\Vert<\psi_{1}(\nu|k)}$

をみたすように構成できる. $\nu>0$ を十分小に選ぶことにより, 先の
ペレルマンの結果 (補題 63) を帰納的に三角形分割の各スケルトンに
適用して, $\Psi_{k}$ を連続写像 $\Psi_{k}$ : $S_{1}^{k}\rightarrow M$ に拡張できる. さて

(6.15) $F(x, t):=t\Phi_{k}\circ\Psi_{k}(x)+(1-t)x\in R^{k+1}\backslash \{0\}$

で定義されたホモトピー $F:S_{1}^{k}\times I\rightarrow R^{k+1}\backslash \{0\}$ を考える. ここで,
$\Phi_{k^{o\Psi}k}$ は (6.14) より $\pi k(R^{k+1}\backslash \{0\})\cong\pi k(S^{k})\cong Z$ の生成元である.
$M$ は $m$ 次元球面に同相で $k<m$ だから, $\Psi_{k}$ を $\tilde{\Psi}_{k}$ : $D^{k+1}\rightarrow M$ に

拡張できる. このとき, $0\in\Phi_{k}\circ\tilde{\Psi}k(D^{k+1})$ である. 実際そうでなけれ
ば, $\Phi_{k}\circ\Psi_{k}$ は零ホモトピックとなり, 先の事実に矛盾する. よって,
$pk+2\in M$ で $\Phi_{k}(pk+2)=0$ , すなわち, $d(pi,pk+2)=\frac{\pi}{2}(i=1, \ldots, k+1)$
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をみたすものが選べる. すると, 系 2.9 (1) より (6.13) をみたすよう
に $q_{k+2}$ を選ぶことができる 口

したがって, $A_{m}$ と $\Phi_{m}$ : $A_{m}\rightarrow S_{1}^{m}$ が定義される. 定理 6.5の証明
の前に, 単位球面 $S_{1}^{m}$ に対する易しい事実をもう一つ用意する : 任意の
$\epsilon>0$ に対して, 十分小さな $\lambda_{k}(\epsilon, \cdot m)>0(k=1,2)$ と, 有限個の互い
に交わらない $S_{1}^{m}$ の距離球の族 $\{B_{r_{i}+\lambda_{2}}(yi)\}$ で

$\lambda_{1}\leq r_{i},$
$r_{i}+\lambda_{2}<\frac{\epsilon}{2’}\omega_{m}-v_{1}^{m}(\frac{\epsilon}{2})<\sum_{i}v_{1}^{m}(r_{i})$

をみたすものが取れる.
さて定理 6.5の証明に戻り, $\lambda_{j},$

$r_{i}.,$ $y_{i}$ は上のものとする. $\Phi$ : $ A_{m}\rightarrow$

$S_{1}^{m}$ を $\Phi(x)$ $:=\Phi_{m}(x)/\Vert\Phi_{m}(x)\Vert$ で与える. 補題 69, 68から, $\Phi$ :
$A_{m}\rightarrow S_{1}^{m}$ は \lambda 2-ハウスドルフ近似である. よって, $x_{i}\in A_{m}$ で

$ds_{1}^{m}(\Phi(xi), yi)<\lambda_{2}$ をみたす点がある. 特に, $B_{r_{i}}(xi)$ は $M$ で互い
に交わらない. ビショップグロモフの定理から

$\frac{\sum vo1B_{r_{i}}(x_{i})}{vo1M}\geq\sum\frac{v_{1}^{m}(r_{i})}{\omega_{m}}>1-\frac{v_{1}^{m}(\frac{\epsilon}{2})}{\omega_{m}}$ .

したがって

$\frac{vol(\Lambda M\backslash \cup B_{r_{*}}.(x_{i}))}{vo1AI}\leq\frac{v_{1}^{m}(\frac{\epsilon}{2})}{\omega_{m}}$

であり, $\cup B_{r_{i}}(x_{i})$ は $M$ で $\frac{\epsilon}{2}$-稠密である. 特に, $\{x_{i}\}$ は $M$ で $\epsilon$-稠密と
なる. よって, $ d_{GH}(A_{m}, M)<\epsilon$ を得る. これより, $d_{GH}(M, S_{1}^{m})<3\lambda 2$

で, 定理 65の証明が完了した. 口

逆に, $Ric_{M}\geq(m-1)$ なる完備リーマン多様体 $M^{m}$ に対して
$d_{GH}(M, S_{1}^{m})$ が小ならば, 体積の連続性 (系 4.6) から $\omega_{m}-volM$ も
小で, したがって $M$ は球面に同相である.
次に, 半径球面定理について述べる. コンパクト距離空間 $X$ に対して,
その半径 radx は $\inf_{x\in X}\{r>0|M\subset\overline{B}_{r}(x)\}=\inf_{x\in X}s\iota p_{y\in X}d(x, y)$

によって与えられた. 明らかに $d(X)/2\leq radx\leq d(X)$ で, 半径はグ
ロモフハウスドルフ距離に関して連続である. また, $M^{m}$ が $RicM\geq$

$m-1$ をみたす $m$ 次元完備リーマン多様体ならば, マイヤースの定理
(系 2.4) によって radM $\leq\pi$ である. 半径の概念は塩浜山口 ([SYa])
によって導入され, 断面曲率 $K_{M}\geq 1$ の仮定の下で, 半径が $\pi$ に十分
近ければ球面 $S^{m}$ に微分同相であることが示された. その後, グロー
ブ. ペーターセン $([GroP])$ , A.M. ペトルニン ([Pet]) により, 曲率 1以
上のアレキサンドロフ空間 $X$ の場合に, 半径が $\pi/2$ より大なら, 球面
$S^{m}$ に同相であることが示された (断面曲率 $K_{M}\geq 1$ の完備リーマン
多様体 $M$ の場合は, $M$ の直径が $d(M)>\pi/2$ をみたせば $M$ は $S^{m}$ に

同相である $(GroS])$ . アレキサンドロフ空間で $X$ の直径が $d(X)>\pi/2$

の場合はこの事実は一般に成り立たない. しかし, ペレルマンにより
$X$ は懸垂になることが分かっている).
他方, リッチ曲率の仮定の下で, 上に述べた手法でコールディング
は次を示した $([Co2])$ .
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定理 6.10. $M^{m}$ は $RicM\geq m-1$ をみたす $m$ 次元完備リーマン多様
体とする. このとき, 任意の $\epsilon>0$ に対して $\delta=\delta(\prime m, \epsilon)>0$ が存在し
て, radM $\geq\pi-\delta$ ならば $volM\geq\omega_{m}-\epsilon$ である. 特に, $M$ は球面に
同相である.

定理の証明のためには次を示せばよい : $RicM_{i}\geq m-1$ をみたす $m$

次元コンパクト・リーマン多様体の列 $\{A/I_{i}^{7n}\}_{i.=1}^{\infty}$ が $rad_{\Lambda I_{i}}\rightarrow\pi$ をみた
せば, $d_{H}(A/Ii, S_{1}^{m})\rightarrow 0$ である. 実際 $radM_{i}\rightarrow\pi$ のとき, この事実と
体積の連続性 (系 4.6) より $volM_{i}\rightarrow\omega_{m}$ で最初の主張がでる. する
と, 定理 6.1より第 2の主張がしたがう.
さて, グロモフのプレコンパクト性定理から, グロモフハウスド

ルフ距離に関して $\Lambda^{\prime}Ii\rightarrow X$ としてよい ここで, $X$ はハウスドルフ
次元 $d\leq m$ , radx $=\pi$ のコンパクト弧長空間である. このとき, 次
が成り立っ.

補題 6.11. $X$ は単位球面 $S_{1}^{d}$ に等長的である. 特に, $\dim X=d$ は整
数である.

証明. $M=AM_{i}$ とし, radM $>\pi-\epsilon$ が十分小さな $\epsilon>0$ に対して成り
立っとする. このとき, 任意の $p_{1}\in M$ に対して $ d(p_{1}, q_{1})>\pi-\epsilon$ を
みたす $q1\in M,$ $p1$ と $q1$ を結ぶ測地線 $\gamma$ を取り, $p2$ $:=\gamma(\frac{\pi}{2})$ と置く.
半径に関する仮定から, $ d(p2q2)>\pi-\epsilon$ をみたす $q2\in M$ が存在し,
3角不等式と系 29(2) から

(6.16) $\{|_{d(p_{i},q_{j})-\frac{\frac{\pi}{\pi 2}}{2}}^{d(p_{i},p_{j})-}|<\psi(\epsilon<\psi(\epsilon|_{m)}^{m)},’(i\neq j);d(p,q_{i})>\pi-\epsilon|d(q_{i},q_{j})-\frac{\pi}{2,i}|<\psi(\epsilon|m)$

,

が $\{i,j\}=\{1,2\}$ に対して成り立っ. 次に, 写像 $\Phi_{2}$ : $M\rightarrow R^{2}$ を

$\Phi_{2}(x)$ $:=(\cos d(p_{1}, x),\cos d(p_{2},x))$

により定めれば, 容易に

(6.17) $\left\{S^{l}(\cdot.=\{x\in R^{2}|\Vert x\Vert=1\})\Phi_{2}(M)\subset B_{l+\psi(\epsilon|m)}(o),\subset T_{\psi(\epsilon|m)}(\Phi_{2}(M))\right.$

が分かる. 実際, $\gamma$ と, $q_{1}$ と $q_{2}$ , および $q_{2}$ と $p_{1}$ を結ぶ最短測地線
分からなる閉曲線の, $\Phi_{2}$ による像は距離 $d_{H}$ に関して $S^{1}$ に近い. さ

て, まず $\Phi_{2}(M)\subset T_{\psi(\epsilon|m)}(S^{1})$ と仮定する. このとき, $pr:R^{2}\rightarrow S^{1}$

を直交射影とすれば, $\overline{\Phi}_{2}$ $:=pr\circ\Phi_{2}$ : $M\rightarrow S^{1}$ は $\psi$ ( $\epsilon|$ m)-ハウスドル
フ近似である. 実際, 上で述べたことから任意の $a,$

$b\in S^{1}$ に対して,
$x,$ $y\in M$ で次をみたすものが取れる :

(6.18) $\{|_{\angle(\Phi_{2}(x),\Phi_{2}(y))-d(x,y)|<\psi(\epsilon|m)}^{|a-\Phi_{2}(x)\Vert,||b-\Phi_{2}(y)\Vert<\psi(\epsilon|m)}$

.
さて, $x,$ $y\in M$ に対して $x$ と $y$ を結ぶ弧長を径数とする最短測地線分

$\gamma_{v}$ : $[0, l]\rightarrow M$ を取る. $g_{\Phi_{2}}(v, s)=\sin sD\Phi_{2}(v)+\cos s\Phi_{2}(x)$ に対し,
$L^{2}$ 版トポノゴフ比較定理 33に対する (注意 3.13の考え方による) 補
題 66の対応物を考えれば, $ 0\leq s\leq\pi$ に対して $\Vert\Phi_{2}(\gamma_{v}(s))-g\Phi_{2}(v, s)\Vert$

は十分小と考えてよい. $\Phi_{2}(\gamma_{v}(s))\in T_{\psi(\epsilon|m)}(S^{1})$ と仮定したので

(6.19) $|\Vert D\Phi_{2}(v)\Vert-1|,$ $|\langle D\Phi_{2}(v), \Phi_{2}(x)\rangle|<\psi(\epsilon|m)$
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が成り立ち, したがって $\overline{\Phi}_{2}$ は $\psi$ ( $\epsilon|$ m)-ハウスドルフ近似である.
次に, $\Phi_{2}(M)\backslash T\psi(\epsilon|m)(S^{1})\neq\emptyset$ とする. このときは, $x,$ $y\in M$ と

$0<t<1-\psi(\epsilon|m)$ で

(6.20) $|\Vert\Phi_{2}(x)\Vert-1|<\psi(\epsilon|m)$ , $\Vert\Phi_{2}(y)-\Phi_{2}(x)\Vert>1-t$

をみたすものを選ぶことができる. さて,

$f_{i}$ $:=\cos d_{p:}(i=1,2),$ $f$ $:=\cos d_{y},$ $F:=(f_{1}, f_{2}, f)=(\Phi_{2}, f)$

と置く. 再び, 補題 66の $gF$ に対する対応物を考えて, $p\in B_{\psi(\epsilon|’ n)}(x),$ $ v\in$

$U_{p}M$ で, $\Vert v+\nabla d_{y}\Vert<\psi(\epsilon|m)$ でありかつ

$\Vert F(\gamma_{v}(s))-g_{F}(v, s)\Vert<\psi(\epsilon|m)$ $(0\leq\forall s\leq\pi)$

をみたすものが存在する. 特に, $\Vert v+\nabla d_{y}\Vert<\psi(\epsilon|m)$ から

$|g_{f}(v, d(x, y))-1|<\psi(\epsilon|m)$

を得る. よって, $d(y, \gamma_{v}(d(x, y)))<\psi(\epsilon|m)$ である. 同様に

$\Vert g_{\Phi_{2}}(v,\gamma_{v}(d(x, y)))-\Phi_{2}(y)\Vert<\psi(\epsilon|m)$

を得る. (6.20) と 3角不等式から容易に $\Vert\Phi_{2}(y)-t\Phi_{2}(x)\Vert<\psi(\epsilon|m)$

が成立する. また, $d(x, y)\geq(1-t)/\sqrt{2}$ に注意すれば

$\Vert D\Phi 2(v)-a\Phi 2(x)\Vert<\psi(\epsilon|m)$ (ただし, $a=\frac{t-\cos d(x,y)}{\sin d(x,y)}$ )

である. $\Vert g\Phi_{2}(v, s))\Vert<1+\psi(\epsilon|m)$ だから, $|a|<\psi(\epsilon|m)$ , すなわ
ち, $\Vert D\Phi 2(v)\Vert<\psi(\epsilon|m)$ となる. よって, $\Vert\Phi 2(\gamma_{v}(\frac{\pi}{2}))\Vert<\psi(\epsilon|m)$ を
得る.
したがって, $p3$ $:=\gamma_{v}(\frac{\pi}{2})$ と置いて, $ d(p3, q3)>\pi-\epsilon$ をみたす $q3$ を

選べば, (6.16) をみたす $\{pi, qi)\}i=1,2,3$ を得る.
さて, (6.16) が $i,j\subset\{1, \ldots, k\},$ $3\leq k<n$ に対して成立したと仮

定して, $\Phi_{k}$ : $M\rightarrow R^{k}$ を

(6.21) $\Phi_{k}(x)$ $:=(\cos d(p_{1},x),$
$\ldots,$

$\cos d(p_{k}, x))$

で定義すれば

(6.22) $\Phi_{k}(M)\subset B_{1+\psi(\epsilon|m)}(0)$ , $S^{k}\subset T_{\psi(\epsilon|m)}(\Phi_{k}(M))$

を確かめることができる. もし, $\Phi_{k}(M)\subset T\psi(\epsilon|m)(S_{1}^{k-1})$ であれば, 上と
同じ議論によって $\overline{\Phi}_{k}$ $:=pr\circ\Phi k$ と置くと, $\overline{\Phi}_{k}$ : $M\rightarrow S_{1}^{k-1}$ は $\psi(\epsilon|m)-$

ハウスドルフ近似であることが分かる.
もし, $\Phi_{k}(M)\backslash T\psi(\epsilon|m)(S_{1}^{k-1})\neq\emptyset$ ならば, $Pk+1,$ $qk+1$ を上と同様に選ん

で (6.16) が $i,j\in\{1, \ldots, k+1\}$ に対して成り立っようにできる. よって,
帰納法により, $M=M_{i}$ に対して, $d=k\leq m$ で $d_{H}(M, S^{d})<\psi(\epsilon|m)$

をみたすものがが取れるので , 補題の証明が完了した. $\square $

したがって, $d=m$ を示すことができれば定理 610の証明は終わる
が, 実際次が成り立つ.
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補題 6.12. $m$ に依存する正数 $C=C(m)$ が存在して, 任意の整数
$0\leq d<m$ と $m$ 次元コンパクト・リーマン多様体 $M^{m}$ で $RicM\geq m-1$

をみたすものに対し $dcH(M, S_{1}^{d})\geq C$ である.

証明. まず, 任意の整数 $0\leq d<m$ に対して

$v_{1}^{m}(5C)/v_{1}^{d}(C/2)<v_{1}^{m}(\pi)/v_{1}^{d}(\pi)$

をみたす小さな $(\pi/5>)C=C(m)>0$ を取れることを注意する. こ

の $C$ に対して, $dcH(M, S_{1}^{d})<C$ として矛盾を導く. 背理法の仮定の下
で, 任意の $p\in M$ に対して $\overline{p}\in S_{1}^{d}$ と $q\in M$ が存在して, $d(p,\overline{p})<C$

および $d(q, -\overline{p})<C$ をみたす. すると, 任意の $0<\mu<\pi-2C$ に対
してビショップグロモフの定理から

$\frac{volB_{\pi-2C-\mu}(q)}{vo1M}\geq\frac{v_{1}^{m}(\pi-2C-\mu)}{v_{1}^{m}(\pi)}$

である. よって, $ B_{\pi-2C-\mu}(q)\cap B_{\mu}(p)=\emptyset$ に注意して

$\frac{v_{1}^{m}(2C+\mu)}{v_{1}^{m}(\pi)}=1-\frac{v_{1}^{m}(\pi-2C-\mu)}{v_{1}^{m}(\pi)}\geq\frac{vo1_{M-}vo1_{B_{\pi-2C-\mu}(q)}}{vo1M}$

$\geq\frac{vo1_{B_{\mu}(p)}}{vo1_{A/I}}(\geq\frac{v_{1}^{m}(\mu)}{v_{1}^{m}(\pi)}I\cdot$

さて, Sld で半径 C/2の互いに交わらない距離球の極大な族 $\{$ BC/2(p-pi ) $\}_{i=1}^{l}$

を取り, 対応して $pi\in M,$ $d(pi\overline{p}_{i})<C$ を選べば

$\bigcup_{i=1}^{l}B_{C}(\overline{p}_{i})=S_{1}^{d},\bigcup_{i=1}^{l}B_{3C}(p_{i})=M,$ $l\leq\frac{v_{1}^{d}(\pi)}{v_{1}^{d}(C/2)}$

である. そこで, $\mu=3C$ と置けば

$1\leq\frac{\sum_{i}.vo1B_{3C}(p_{i})}{vo1AI}\leq\frac{lv_{1}^{m}(2C+3C)}{v_{1}^{m}(\pi)}\leq\frac{v_{1}^{d}(\pi)v_{1}^{m}(5C)}{v_{1}^{m}(\pi)v_{1}^{d}(\frac{c}{2})}<1$

となり, 矛盾を得る. これで, 定理 6.10の証明が完了した 口

63. 次に, \S \S 62で扱った議論とラプラシアンの固有値との関係に
ついて見よう. コールデイングの定理 3.1の証明の第 2段 1o の式 (3.6)
とレイリー商を考えれば, $RicM\geq m-1$ の条件の下で, $M$ の直径 $d(M)$

が $\pi$ に近ければラプラシアンの正の第 1固有値 $\lambda_{1}(M)$ は $m$ に近いこ
とが分かる ([Che] も参照). さて, 逆にリッチ曲率に関して同じ仮定
の下で, $\lambda_{1}(M)$ が $\pi$ に近ければ直径は $\pi$ に近いかという問題が, リヒ
ネロビッツ小畠の定理の摂動版と関連して, C. B. クローク等により
考察された ([Cro 1]).

定理 6.13. $M$ は $RicM\geq m-1$ をみたす $m$ 次元完備リーマン多様体と
する. $\epsilon>0$ に対して $\delta=\delta(\epsilon, m)>0$ が存在して, $ m\leq\lambda_{1}(M)\leq m+\delta$

ならば $ d(M)>\pi-\epsilon$ である (逆も成り立った).

クロークによる証明はベラールメイヤーの等周不等式 ([BeMey])
を応用するが, コールディングの方法を応用して証明することもでき
る. 他方, P. ペーターセンは固有値と半径 $r(M)$ との関係について, 次
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を示した. いま, $m=\dim M$ に対して $\lambda_{m+1}=\lambda_{m+1}(M)$ でラプラシ
アンの第 $m+1$ 番目の固有値を表す. 球面 $S_{1}^{m}$ の場合には, 第 1固有
値 $m$ の重複度は $m+1$ であったから, $\lambda_{m+1}(S_{1}^{m})=\prime m$ であることに
注意されたい.

定理 6.14. $M$ は $RicM\geq m-1$ をみたす $m$ 次元完備リーマン多様体
とする. $\epsilon>0$ に対して $\delta=\delta(\epsilon, m)>0$ が存在して, $ m\leq\lambda_{m+1}(M)\leq$

$ m+\delta$ ならば $ r(M)>\pi-\epsilon$ であり, 逆も成り立っ.

$M^{m}$ は $RicM\geq m-1$ をみたし, $f$ はラプラシアンの固有値 $ m\leq$

$\lambda\leq m+\delta$ に対する固有関数とする. ここでは, (3.6) を考慮に入れて
$L^{2}$ ノルムに関して, $\int_{AI}f^{2}d\nu_{g}/volM=1/(m+1)$ となるよう $f$ を正

規化する. このとき, $\Vert\nabla f\Vert^{2}=\int_{AM}\Vert\nabla f\Vert^{2}d\nu_{g}/volM=\lambda/(m+1)$ で

ある.

補題 6.15. $p\geq 1$ に対して, 次が成り立っ :

(6.23) $\left\{f^{2}+\Vert\nabla f\Vert^{2}\leq l+\psi(\delta|m)\Vert f^{2}+\Vert\nabla f\Vert^{2}-1\Vert_{p}\leq\psi(\delta|m,p).\right.$

証明. $\Delta f^{2}=2\lambda f^{2}-2\Vert\nabla f\Vert^{2}$ に注意して, リヒネロビッツ小畠の証
明と同様にボホナーの公式 (2.27) を用いれば

$\triangle(f^{2}+\Vert\nabla f\Vert^{2})\leq-2\Vert D^{2}f+\frac{\lambda f}{m}g\Vert^{2}+2(\lambda-m)\{\Vert\nabla f\Vert^{2}-\frac{\lambda}{m}f^{2}\}$ .

ここで, $\Vert f\Vert 2=\tau_{m}^{1}\mp 1$ だから, 注意 228 (2) の勾配評価から $\nabla f$ は有

界である. すると, $\int_{M}fd\nu_{g}=0$ より $f(x)=0$ となる点があるから, $f$

も有界である. よって, $\lambda$ に関する仮定から $\triangle(f^{2}+\Vert\nabla f\Vert^{2})\leq\psi(\delta|m)$

が成り立つ. これより, 最大値原理 (注意 2.14 (1)) によって

$f^{2}+\Vert\nabla f\Vert^{2}\leq\frac{1}{vo1A/[}\int_{AM}(f^{2}+\Vert\nabla f\Vert^{2})d\nu_{g}+\psi(\delta|m)=1+\psi(\delta|m)$

を得る. また, $\frac{1}{vo1AM}\int_{AM}(f^{2}+\Vert\nabla f\Vert^{2}-1)d\nu_{g}=\frac{\lambda-m}{m+1}$ に注意すれば

$\Vert f^{2}+\Vert\nabla f\Vert^{2}-1\Vert_{1}=\frac{1}{vo1\Lambda/I}\int_{AM}|f^{2}+\Vert\nabla f\Vert^{2}-1|d\nu_{g}\leq\psi(\delta|m)$

となる. よって

$|If^{2}+\Vert\nabla f\Vert^{2}-1\Vert_{p}\leq\{\dot{\max}_{x\in M}|f^{2}+\Vert\nabla f\Vert^{2}-1|^{p- 1}(x)\}^{\frac{1}{p}}\times$

$(\Vert f^{2}+\Vert\nabla f\Vert^{2}-1\Vert_{1})^{\frac{1}{p}}\leq\psi(\delta|m,p)$

であり, 証明が完了した. 口

次に, $\lambda_{i}=\lambda_{i}(M)$ を $M$ のラプラシアンの正の (重複度を込めた)
第 $i$ 番目の固有値とし, $\{fi\}_{i=1}^{k}$ を固有値 $\{\lambda i\}_{i=1}^{k}$ に対する固有関数の
直交系で, $\Vert fi\Vert_{2}^{2}=\frac{1}{m+1}$ と正規化されたものとする. このとき, 補題
615に対応して次が成り立つ.
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補題 6.16. $m\leq\lambda_{i}\leq m+\delta(i=1, \ldots, k)$ とする. $\phi=\sum_{i=1}^{k}$ \mbox{\boldmath $\alpha$}議 と

置くとき, $|\sum_{i=1}^{k}\alpha_{i}^{2}-1|\leq\psi(\delta|m)$ ならば, $p\geq 1$ に対して次が成り
立っ :

(6.24) $\left\{\phi^{2}+\Vert\nabla\phi\Vert^{2}\leq 1+\psi(\delta|m)\Vert\phi^{2}+\Vert\nabla\phi\Vert^{2}-1\Vert_{p}\leq\psi(\delta|m,p).\right.$

実際, $\triangle\phi=m\phi+\psi(\delta|m),$ $\nabla\Delta\phi=m\nabla\phi+\psi(\delta|m)$ および

$\int_{A/I}\phi d\nu_{g}=0$ ; $\Vert\phi^{2}-\frac{1}{m+1}\Vert_{2},$ $\Vert\Vert\nabla\phi\Vert^{2}-\frac{m}{m+1}\Vert_{2}\leq\psi(\delta|m)$

に注意して, 前補題の場合と同様に, まず $\triangle(\phi^{2}+\Vert\nabla\phi\Vert^{2})\leq\phi(\delta|m)$ を
得る. 後の議論も同様である. 口

そこで, $\Phi_{k}$ : $M\rightarrow R^{k}$ を $\Phi_{k}(x)$ $:=(fi(x), \ldots, fk(x))$ で, また
$d\Phi k:TJ\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\prime}I\rightarrow R^{k}$ を $d\Phi k(v)$ $:=(vfi, \ldots, vfk)$ で定義する. このとき

(6.25) $\Vert\Phi_{k}\Vert$ , $\Vert d\Phi_{k}\Vert\leq 1+\psi(\delta|m)$

が成り立っ.
これを見るのに, $\Vert\Phi k(x)\Vert^{2}=\sum f_{i}^{2}(x)$ だから, $x0\in M,$ $\Phi_{k}(xo)\neq 0$

に対して $\alpha i=fi(x_{0})/\sqrt{\sum f_{i}^{2}(x_{0})}$ と置く. 補題 6.16 を適用すれば,
$\phi^{2}(x)\leq 1+\psi(\delta|m)$ を得る. 特に, $\Vert\Phi k(xo)\Vert^{2}=\sum f_{i}^{2}(xo)=\phi^{2}(xo)\leq$

$1+\psi(\delta|m)$ である. 第 2の不等式も $\Vert d\Phi k\Vert^{2}=\sum\Vert\nabla f_{i}^{2}\Vert$ を用いて同
様に示せる.

補題 6.17. $\lambda_{m+1}(M)\leq m+\delta$ とする. このとき, 正規化された固有関
数の直交系 $\{fi\}_{i=1}^{m+1}$ を前のように選べば, $|\Vert\Phi_{m+1}\Vert^{2}-1|\leq\psi(\delta|m)$ で

ある.

証明. $\int_{M}\Vert\Phi_{m+1}\Vert^{2}d\nu_{g}/volM=\sum_{i=1}^{m+1}\Vert f_{i}\Vert_{2}^{2}=(m+1)/(m+1)=1$ で

ある. 他方, (6.25) から $\Vert\Phi_{m+1}\Vert^{2}\leq 1+\psi(\delta|m)$ を得る. よって, 補
題 6.15の証明と同様にして $\Vert\Vert\Phi_{m+1}\Vert-1\Vert_{p}\leq\psi(\delta|m)$ である. さて,
$\Vert\Phi_{m+1}\Vert^{2}=\sum_{i=1}^{m+1}f_{i}^{2}$ のラプラシアンを計算して

$\Delta\Vert\Phi_{m+1}\Vert^{2}=2\sum(\lambda_{i}f_{i}^{2}-\Vert\nabla f_{i}\Vert^{2})$

$=2(m+1)(\sum f_{i}^{2}-\frac{1}{m+1})+2\sum(\lambda_{i}-m)f_{i}^{2}-2\sum(f_{i}^{2}+\Vert\nabla f_{i}\Vert^{2}-1)$

を得るが, 右辺の 3つの項は If $(p\geq 1)$ の意味で小さい. よって, 最
大値原理 (注意 2.14 (1)) を $1-\Vert\Phi_{m+1}\Vert^{2}$ に適用して補題の証明は完了
する 口

コールディングの定理 3.1の証明の第 2段 $2^{o}$ では, $\epsilon>0$ に対して
$\delta>0$ を十分小に取るとき, $ d(p, q)>\pi-\delta$ ならば $\lambda_{1}\leq m+\epsilon$ である
ことが示されていた. また, 最初のちょうど $k$ 個の固有値 $\{\lambda i\}_{i=1}^{k}$ が
$\lambda_{i}\leq m+\epsilon$ をみたすと仮定する. 対応して, 固有関数の直交系 $\{fi\}_{i=0}^{\infty}$

を $\Vert f_{i}\Vert_{2}^{2}=\frac{1}{m+1}$ と取るとき, (ノルムの取り方は違うが) 以下のこと
も証明されていた : $f=\cos d_{p}$ の固有関数に関するフーリエ展開を
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$f=\sum_{i=0}^{\infty}\alpha ifi$ とすると

(6.26) $\{|\sum_{i=1}^{k}\alpha_{i}^{2}p-1|\leq\psi(\epsilon|\cdot m)?=1i=1|\frac{|m_{1})\psi(\epsilon|}{Vo[AI}\int_{AM}\cos d_{p}d\nu_{g}|\leq\psi(\epsilon|m)$

.

このとき, さらに

(6.27) $|\cos d_{p}-\sum_{i=1}^{k}\alpha_{i}f_{i}|\leq\psi(\epsilon|m)$

が成り立っことを示そう. 実際, 補題 6.16から $g$ $:=\sum_{i=1}^{k}$ \mbox{\boldmath $\alpha$}孟 は
$|g|\leq 1+\psi(\epsilon|m)$ をみたす ( $\cos d_{p}$ ももちろんこの不等式をみたす).
(6.26) の最初の式から, 補題 6.15の証明と同様にして, $p>2$ に対し
て $\Vert\cos d_{p}-g\Vert_{p}\leq\psi(\epsilon|m,p)$ である. 他方, $\cos d_{p}-g$ のラプラシアン
は比較定理 2.12を用いて

(6.28) $\left\{\triangle(cosd_{p}-g)\leq mcosd_{p}-\sum_{m\sum_{i=l}^{k}\alpha_{i}(\lambda_{i}-m)f_{i}=(cosd_{p}}ik=l\alpha_{i}\lambda_{i}f_{i}=m(cosd_{p}-g)--g)+\psi(\epsilon|m)=\cdot\kappa\right.$

と評価される. ここで, $\kappa$ は $\Vert\kappa\Vert_{p}\leq\psi(\epsilon|m,p)$ をみたす. よって, $p>$

$m/2$ をひとつ固定して最大値原理 (注意 2.14 (1)) を $\cos d_{p}-g$ に適用す
れば, $\int_{M}gd\nu_{g}=0$ と (6.26) の最後の式に注意して, $\cos d_{p}-g\leq\psi(\epsilon|m)$

を得る.
次に, $u$ $:=g-\cos d_{p}$ と置 \langle . (6.28) より $\triangle u\geq-\kappa$ で, 上で述べ
たことから, $\Vert\kappa\Vert_{p}\leq\psi(\epsilon|m)$ である. (6.26) の最初の式とコーシー
シュワルツの不等式から, $u$ の $L^{1}$ ノルムはいくらでも小にでき, した
がって $u$ はいくらでも $0$ に近い値を取れる. また $\nabla u$ が有界であるこ
とに注意する. 今度は最大値原理 (注意 220 (2)) を $u$ に適用できて,
$g-\cos d_{p}\leq\psi(\epsilon|m)$ を得る. 以上合わせて (6.27) が示された. 口

以上の準備の下に, 定理 6.14の証明に移る. まず, rad $ M\geq\pi-\delta$

と仮定する. いま, 閉区間 $[m, m+\epsilon]$ 内にちょうど最初の $k$ 個の正の
固有値が入ったとする. 半径の仮定より $k\geq 1$ で, 任意の点 $p\in M$ に

対して (6.26), (6.27) が成立する状況になっている. そこで, $p$ に対し
て $d_{p}$ のフーリエ級数の $i=1,$ . . . , $k$ に対応する値を $\alpha_{1},$

$\ldots,$
$\alpha_{k}$ とし

$\Psi_{k}(p)$ $:=(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k})$

と定義する. (6.26) の第 3式より, $|\Vert\Psi k\Vert^{2}-1|\leq’\psi(\delta|m)$ である. 他方,
(6.27) より, $g(p)=\sum\alpha if_{i}(p)$ は $\cos d_{p}(p)=1$ に近いから, (6.25) に
注意して

$\Vert\Psi_{k}(p)-\Phi_{k}(p)\Vert^{2}=\sum\alpha_{i}^{2}+\sum f_{i}^{2}(p)-2\sum\alpha_{i}f_{i}(p)\leq\psi(\delta|m)$

である. したがって, $|\Vert\Phi k\Vert^{2}-1|\leq\psi(\delta|m)$ も成り立っ. ところが

$\frac{1}{vo1A^{\prime}I}\int_{M}\Vert\Phi_{k}\Vert^{2}d\nu_{9}=\frac{1}{vo1A/I}\int_{AM}(\sum f_{i}^{2})d\nu_{g}=\frac{k}{m+1}$

であるから, $k=m+1$ でなければならない.
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次に, $\lambda_{m+1}(M)\leq m+\delta$ と仮定する. 補題 6.17の $\{f_{i}.\}_{i=1}^{m+1}$ を取る.
さて, 任意の $p\in M$ に対して $\beta_{i}=f_{i}.(p)$ と置く. 補題 6.16, 補題 6.17
より, 関数 $\phi=\sum$ \mbox{\boldmath $\beta$}議は $p$ で $\sum_{i.=1}^{m+1}\beta_{i}^{2}$ に等しく, 1に殆ど等しい値
(殆ど最大値) を取る. この $\phi$ が殆ど $\cos d_{p}$ に等しいことを示そう.
これが言えれば, $\int_{AM}\phi d\nu_{g}=0$ より $|\int_{\Lambda/I}\cos d_{p}d\nu_{g}volM|\leq\psi(\delta|m)$

が成り立っ. よって, ビショップグロモフの比較定理から, $d_{p}$ が殆
ど $\pi$ に等しくなる点が存在することになる. $p$ は任意であったから,
rad $M\geq\pi-\psi(\delta|m)$ がしたがう.
さて $\phi$ に対して, 必要なら $\beta_{i}$ をすこし変えて, $\phi^{2}+\Vert\nabla\phi\Vert^{2}\leq 1,$ $\phi(p)\geq$

$1-\psi(\delta|m)$ としてよい. これより, $\Vert\nabla(\cos^{-1}\phi)\Vert=\Vert\nabla\phi\Vert/\sqrt{1-\phi^{2}}\leq 1$

である. よって, 任意の $x\in M$ に対して $p$ と $x$ を結ぶ最短測地線 $\gamma$

を取れば

$\cos^{-1}\phi(x)=\int_{0}^{d_{p}(x)}\frac{d}{dt}\{\cos^{-1}\phi(\gamma(t))\}dt+\cos^{-1}\phi(p)$

$\leq\cos^{-1}\phi(p)+d_{p}(x)\leq d_{p}(x)+\psi(\delta|m)$

すなわち

(6.29) $\cos d_{p}(x)-\phi(x)\leq\psi(\delta|m)$

を得る. あとは (6.27) の証明と同様にして, 今度は (6.29) を用いて
$\Delta(\phi-\cos d_{p})\geq-\psi(\delta|m)$ を示す. $P$ では $\phi-\cos d_{p}$ をいくらでも小
にできるから, 再び最大値原理 (注意 220 (2)) を適用して, 目的の
$|\phi-\cos d_{p}|\leq\psi(\delta|m)$ を得る. 口

注意 6.18. (1) 以上をまとめると

$\left\{\lambda_{m+l}(M)\approx m\Leftrightarrow rad(M)\approx\pi\Leftrightarrow d_{GH}(M,S_{l}^{m})\ll 1\Leftrightarrow vol(M)\approx\omega_{m}\right.$

が成立し, この状況の下で f ペレルマンの定理 6.1より $M$ は $S^{m}$ に同
相になる. さらに, チーガーコールディングは同相より強く微分同
相になることまで示した. 以下それにっいて \S 54で簡単に補足する.

(2) 同じリッチ曲率の仮定の下で, $d(M)$ が $\pi$ に十分近ければ, $M$

はある距離空間 $X$ の距離懸垂 $\Sigma_{1}X=(0, \pi)\times_{\sin r}X$ とグロモフハ
ウスドルフ距離が近いことは分かる. 他方, $M$ の直径 $d(M)$ が $\pi$ に

近くても, $M$ は球面に同相であるとは限らない. アンダーソン ([An
1]) は, 複素射影平面の連結和 $CP^{2}\# CP^{2}$ 上のリーマン計量で, $Ric\geq$

$3,$ $vol\geq v>0$ をみたし, グロモフハウスドルフ距離に関してある
ベルジェ球面 $S^{3}$ の距離懸垂 ( $S^{4}$ に同相で 2個の錐特異点を持ち, 直
径は $\pi$ に等しい) に幾らでも近くできるものを構成した. また, 大津
$([Ot2])$ は $S^{m}\times S^{n}(m+n\geq 5, m, n\geq 2)$ 上で, 同様の反例を構成
した.

6.4 (補足). \S 3-\S 6で与えた考察は, より一般にリッチ曲率が下か
ら押さえられたリーマン多様体の局所構造を調べるのにも有効である.
実際, コールディングの定理 6.5は, リッチ曲率の仮定 $RicM\geq m-1$

の下に, もし $M$ の体積が $\omega_{m}$ に近ければ, グロモフハウスドルフ距
離に関して $M^{m}$ は単位球面 $S_{1}^{m}$ に近いことを述べていて, 体積のグロ
モフハウスドルフ距離に関する連続性 (系 4.6) の逆になっている.
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定理 6.5の証明では, 距離関数 (の余弦) を用いてハウスドルフ近似
となるべきユークリッド空間への写像を構成し, ペレルマンの補題 6.3
を用いて実際それが球面 $S_{1}^{m}$ との間の近似を与えることを示した. さ

て, 体積の連続性は一般にリッチ曲率が下から押さえられている多様
体に対して成立したが (定理 4.1, 系 43), その逆も上の方法により次
の形で成り立っ ([CO-3]).

定理 6.19. 任意の $\epsilon>0$ と整数 $m\geq 2$ に対して, $\delta=\delta(\epsilon, m)>0,$ $\rho=$

$\rho(\epsilon, m)>0$ が存在して次が成り立つ $:m$ 次元完備リーマン多様体 $M^{m}$ が

R.icM $\geq-(m-1)$ をみたすとする. このとき, $ 0<r\leq\rho$ と任意の距離
球 $B_{r}(p;M)$ に対して, その体積が $volB_{r}(p|M)\geq(1-\delta)volB_{r}(0;R^{m})$

をみたせば $dcH(B_{r}(p;M), B_{r}(0;R^{m})\leq\epsilon r$ が成り立っ.

さらに, チーガーコールディングは系 4.3, 定理 6.19を用いて,
幾何学的測度論でのライフェンバーグの方法を今の内在的な場合に構
成し直して, 特に次の安定性定理を得た :

定理 6.20. コンパクト $m$ 次元リーマン多様体の列 $\{M_{i}\}$ が $Ri_{C}n/I_{i}\geq$

$-(m-1)$ をみたし, 同じ $m$ 次元のコンパクトリーマン多様体 $M$ に

グロモフハウスドルフ収束したとする. このとき, 十分大きな $i\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ

対して $M_{i}$ は $M$ に微分同相である.

大雑把な説明をする : $dcH$ に関して $A/I_{i}^{m}\rightarrow M$ のとき $pi\rightarrow p$ とす
れば, 定理 4.1から ( $M$ に依存する) $r0>0$ が存在して, 十分大きな
$i$ に対して

$volB_{r_{0}}(p_{i};A/I_{i})\approx volB_{r_{0}}(p;M)\geq v_{-1}^{m}(r_{0})(1-Cr_{0}^{2})$

が成り立つ. すると, ビショップグロモフの比較定理から, 任意の
$0<r\leq r0$ に対して $volB_{r}(pi;J/L)\geq v_{-1}^{m}(r)(1-\delta)$ が成立する. よっ
て定理 6.19から, $i$ が十分大ならば任意の $0<r\leq r_{0}$ に対して

$dcH$ ( $B_{r}$ ($Pi$ ;1鴎), $B_{r}(0;R^{m})$ ) $<\epsilon r$

である. さて, チーガーコールディングはこの状況で, ヘルダー双
連続な写像 $\Phi$ : $B_{r_{0}/2}(pi;A/I_{i})\rightarrow B_{ro/2}(0;R^{m})$ で, そのヘルダー指数が
$\epsilon\downarrow 0$ の時に 1に収束するものを構成できることを示した. これら等を
抽象的につなぎ合わせて, $\Lambda^{1}Ii$ と微分同相な多様体を構成し, $M$ で同様
の操作で得られたものと較べることにより, 定理 620が示される.
この定理より, 定理 6.1やその他の, 或る滑らかなリーマン多様体と

のグロモフハウスドルフ距離が近い場合での同相の結論は「微分同相」
に置きかえることができる. なお, 上の定理で一般に $X=\lim cHMi$
が多様体にならず, 特異点を持つ場合は上の安定性は成り立たない (先
のアンダーソン大津による反例がある) ことを注意しておこう.
最初はリッチ曲率が殆ど非負の場合のグロモフ予想の解決等につい
ても述べたいと考えていたが, 既に頁数も増え, また締め切りの時間
となったので (報告者の非才が真の理由であるが), これで一応の終わ
りとしたい. ギャロの報告 $([Ga2])$ には, この場合についてのもう少
し詳しい説明がある.
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深谷さんの話では, 最近コンセヴィッチが非常に一般の特異空間で,
「リッチ曲率が下から (零で) 押さえられた」という性質の定義や、 コン
パクト性定理を試みているそうです. 多分, 非常に総合的 (synthetic)
な立場と思われます. 他方, この報告で述べてきたことは, 主に滑ら
かなリーマン多様体で近似して従来の手法を駆使して「リッチ曲率が
下から有界な」特異空間を調べる (ブラゴグロモフペレルマンや
チーガーコールディングのいう特異点解消の) 立場でした. リッチ
曲率の本質を知るには, これら両方の立場が必要と思えますが私には
見当もつきません. 21世紀にはこれらがどのように関わり合って発
展していくのでしょうか ?
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測度距離空間の幾何解析
–リプシッツ関数の微分を中心に–

加須栄篤 (金沢大学大学院自然科学研究科)

はじめに

1980年前後に M. グロモフによってリーマン多様体の収束, もっ
と一般に距離空間の収束という概念が導入されて以来, 数多くの研究
者によって, リーマン空間の収束に関する研究がなされ, 現在も深化
している. たとえばリーマン多様体の極限と収束列の関係, そしてそ
の考察から得られるリーマン多様体自身の構造の解明が, 曲率のピン
チング条件, 上からあるいは下からの有界条件, If ノルムに関する有
界性, アインシュタイン計量などの性質の理解を大きく前進させた.
また, 多様体という空間を含むより広い範疇での幾何学の必要性と

可能性も, このリーマン空間の収束理論を通して明らかになりつつあ
るといえる. 他の分野と関わりながら, 新たな研究課題を提供してい
る. たとえば, リーマン多様体はその自然な距離を備えた距離空間で
あると同時に, 関数空間に自然なディリクレエネルギー汎関数を定め,
典型的なディリクレ空間である. ディリクレ空間の理論は, 確率過程
の理論と深く関わりながら以前から研究されており, このような視点
やスペクトル幾何の視点からの収束理論の展開は興味あるものと思わ
れる.
さて, 本論説の前半において, 測度距離空間上のリプシッツ関数の

微分に関する J. チーガーの研究 [12] の主要結果を解説する. すなわち,
ユークリッド空間のリプシッツ関数の微分に関する古典的な定理を測
度距離空間へ拡張する. 要求される条件は, 距離球体の測度の増大度に
関する性質-ダブリング条件-とディリクレエネルギーに関する性質-
ボアンカレの不等式-である. この一般化において, 広義の余接束を構
成し, それによるリプシッツ関数の微分の表現を解説する. また接錘
を通してもリプシッツ関数の微分のひとつの表現を与える.
チーガーの研究の展開において, 考察する測度距離空間やそれから得
られる接錘は自然にディリクレ空間の構造を許容することが示される.
本論説の後半では, 前半の結果との関連からディリクレ空間とその

収束について考察する. リプシッツノルムによるエネルギー汎関数は
2次形式とは限らず, 関連する変分問題も非線形となる. たとえば, グ
ロモフ-ハウスドルフ収束の下での, 局所的にエネルギー最小性を満た
す関数-調和関数-の収束は一般には成立しない. このような事実から,
極限空間の解析や収束列と極限空間の関係の解明において, ディリク
レ形式からのアプローチがひとつの有効な方法であると思われる. た

だし, この論説では, 調和関数, さらに調和写像の収束については触
れない.
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なお, 前半で解説するチーガーの結果は, 最近のチーガーと T. コー
ルディングによる顕著な研究 [14] に応用され, リッチ曲率が一様に下
から押さえられているリーマン多様体の列がある測度距離空間に収束
するとき, それはエネルギー形式の収束を導き, その極限のディリク
レ形式は極限のリプシッツノルムによるエネルギー汎関数と一致する
ことが明らかにされた. すなわち, エネルギー汎関数のグロモフーハ
ウスドルフ収束に関する連続性が, リッチ曲率の下からの有界性と深
く関わっていることが示されたことになる. この研究は, リーマン空
間の収束理論の展開において得られた深谷氏による重要な研究 [20] を
ひとつの動機として進められたものであるが, さらに収束理論の今後
の大きな展開に繋がるものと期待される.
以下に各節の内容を簡単に説明する.
第 1節では, この論説において考える測度距離空間の基本的な性質
を次節以降に必要な範囲で説明する.
第 2節において, ユークリッド空間 (したがってリーマン多様体) にお
けるリプシッツ関数の微分に関するラーデマハァの古典的結果の, チー
ガーによる測度距離空間への一般化 (定理 28参照) を解説する. この

節では, 議論の見透しをよくするためにリプシッツ関数のディリクレ
p-エネルギーの ( $L^{p}$ 収束に関する) 下半連続性を仮定する.
第 3節では, 測度距離空間上のソボレフ空間を定義し, そのいくつ

かの基本的な性質を説明するなかで, リプシッツ関数の微分に関する
チーガーの定理の証明を完成する.
第 4節の目的は, ダブリング条件とリプシッツ関数に関するボアン
カレ不等式を満たす測度距離空間の接錘と, これによって表現される
リプシッツ関数の無限小の性質に関するチーガーの結果 (定理 4.7, 定
理 4.10参照) を解説することである.
第 2節におけるチーガーの定理の一つの帰結として, ダブリング条

件とボアンカレ不等式を満たす測度距離空間は, いくつかの重要な性
質を満たすディリクレ空間になることがわかる. 第 5節では, ディリ
クレ空間の定義とその基本的性質, そして内在的距離を簡単に説明し,
ソボレフ不等式, ダブリング条件とポァンカレ不等式との関連から, い
くつかの基本的結果を解説する.
第 5節における一連の評価は, 同じソボレフ不等式, ダブリング条

件, ボアンカレ不等式などを満たすディリクレ空間すべてに一様に成
り立っので, このような空間の列を考えるとき, その極限の存在を示唆
してくれる. 第 6節において, 測度距離空間の収束の問題との関連か
ら, ディリクレ空間に対しても収束の問題について考察する.
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1. 測度距離空間

この論説において考える測度距離空間の基本的な性質を次節以降に
必要な範囲で説明する. リーマン計量, フィンスラー計量, サブリーマ
ン計量などが与えられている多様体が基本的な例であり, さらにリー
マン多面体, アレクサンドロフ空間なども例に含まれる.

1.1. 距離. 測度とダブリング条件. 本論説では, 断らない限り, 距離
空間 (X, d) は可分とし, その上の測度 $\mu$ として, 次の性質を満たす外
測度 $\mu$ : $2^{X}\rightarrow[0, \infty]$ を考える. (1) $\mu$ はボレル正則である. すなわち,
すべてのボレル集合は可測で, 任意の部分集合 $A$ に対して, あるボレ
ル集合 $B$ が存在して, $A\subset B$ かつ $\mu(A)=\mu(B)$ となる. (2) 任意の中
心 $x$ , 半径 $r>0$ の距離球体 $B(x, r)$ に対して, $ 0<\mu(B(x, r))<+\infty$

である.
さらに $X$ が局所コンパクトであるとき, 任意のコンパクト集合 $K$

に対して $\mu(K)<+\infty$ より, $\mu$ はラドン測度である. ラドン測度 $\mu$ は,
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台がコンパクトな連続関数全体のなすベクトル空間 $C_{0}(X)$ 上の線形汎
関数 $L_{\mu}$

$ L_{\mu}(f)=\int_{X}fd\mu$ , $f\in C_{0}(X)$

を定めるが, これは任意のコンパクト集合に対して, 明らかに

$\sup\{L_{\mu}(f)|f\in C_{0}(X), suppf\subset K\}<+\infty$

を満たす. 逆にこの条件を満たす $X$上の線形汎関数 $L$ に対して, $X$ 上
のあるラドン測度 $\mu$ が存在して, $L=L_{\mu}$ となることがリースの定理と
して知られている. 実際 $\mu$ は開集合 $U$ に対して,

$\mu(U)=\sup\{L(f)|f\in C_{0}(X), |f|\leq 1, suppf\subset U\}$

とおいて得られる. それカ 1らラドン測度に関する弱 $*$ コンパク}’kglを

あらわす定理として次のことが知られている : $X$ 上のラドン $\grave{1}\beta 1J$度 $B\backslash $ ら
なる列 $\{\mu k\}$ が, 任意のコンパクト集合 $K$ に対して $s\iota p_{k}\mu k(K)<+\infty$

という性質を満たすとき, ある部分列 { $\mu k^{\prime\}}$ とラドン測度 $\mu$ が存在し
て, $\mu k^{\prime}$ は $\mu$ に次の意味で収束する.

$\lim_{k\rightarrow\infty}\mu_{k^{\prime}}(f)=\mu(f)$ , $f\in C_{0}(X)$

ここで $\nu(f)=\int_{X}fd\nu$ と表した.

次に被覆に関する補題を述べる. 簡単のため, 距離球体 $B=B(x, r)$

に対して, $B(x, \sigma r)$ の代わりに $\sigma B$ と表すことにする.

補題 1.1. 距離空間 (X,のにおいて, 距離球体の族 $\mathcal{B}=\{B\}$ で, $R=$

$\sup\{diamB|B\in \mathcal{B}\}<+\infty$ を満たすものが与えられている. このと

き, 互いに交わることのない距離球体からなる部分族 $\mathcal{B}^{\prime}\subset \mathcal{B}$ で,

$\bigcup_{B\in \mathcal{B}}B\subset\bigcup_{B\in \mathcal{B}^{\prime}}5B$

を満たすものが取れる. 実際 $B\in \mathcal{B}$ ならば, $S\cup B\neq\emptyset_{)}B\subset 5S$ を満
たす $S\in \mathcal{B}$’が存在するというより強い資質を満たすとしてよろしい.
さらに $\mathcal{B}$ は閉距離球体からなるとする. このとき, $X$ の部分集合 $A$

が, 任意の $x\in A$ と正数 $\epsilon$ に対して, $x\in B$ かつ直径 diam $ B<\epsilon$ とな

る $B\in \mathcal{B}$ が存在する, という性質を満たすならば, 任意の有限個の部
分族 $\{B_{1}, \ldots, B_{N}\}\subset \mathcal{B}^{\prime}$ に対して,

$A\backslash \bigcup_{j=1}^{N}B_{j}\subset\cup\{5B|B\in \mathcal{B}^{\prime}\backslash \{B_{1}, \ldots, B_{N}\}\}$

が成り立っ.

証明 各 $j=1,2,$ . . . に対して, $\mathcal{B}_{j}=\{B\in \mathcal{B}|R/2^{j}<$ diam $ B\leq$

$R/2^{j-1}\}$ とおく. このとき $\mathcal{B}=\cup^{\infty}\mathcal{B}=1$ である. $\mathcal{B}_{j}^{\prime}\subset \mathcal{B}J$ を次のように
順次定める :

(i) $\mathcal{B}_{1}$ の, 互いに交わることのない距離球体からなる部分族で極大
であるものを嬬とする.

(ii) $j\geq 2$ に対して, $\mathcal{B}_{1}^{\prime},$ $\ldots \mathcal{B}^{\prime}j-1$ が定まっていて, 任意の $B^{\prime}\in\bigcup_{i=1}^{j-1}\mathcal{B}_{i}$

に対して, $ B\cap B^{\prime}=\emptyset$ となる距離球体 $B\in \mathcal{B}_{j}$ すべてを集めてできる
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族の, 互いに交わることのない距離球体からなる部分族で極大である
ものを $\mathcal{B}^{\prime}$ と定める.
このと jき, 極大性に注意すると, $i\geq 1$ と $B\in \mathcal{B}_{j}$ に対して, $ B^{\prime}\in$

$\bigcup_{i=1}^{j}\mathcal{B}_{i}$ で $ B\cap B^{\prime}\neq\emptyset$ となるものが見つかる: さらにそのような $B$ と
$B^{\prime}$ の組に対して, diamB $\leq R/2^{j-1}=2R/2^{J}\leq 2diamB^{\prime}$ であるので,
$B\subset 5B^{\prime}$ が従う. そこで $\mathcal{B}^{\prime}=\cup^{\infty}\mathcal{B}^{\prime}$ とすれば求めるものが得られる.
次に補題に述べた条件を満たす $A$ を考える. また $\mathcal{B}$ を閉球体から
なる族とする. このとき任意の $x\in A\backslash \cup^{N}j=1Bj$ に対して, $\mathcal{B}$ の仮
定と $A\backslash \cup^{N}B$ が開集合であることから, $ B\cap(\cup^{N}B)=\emptyset$ かつ

$x\in B$ となる $B\in \mathcal{B}$ を見つけることができる. したがって $S\in \mathcal{B}^{\prime}$

で, $ S\cap B\neq\emptyset$ かつ $B\subset 5S$ となるものを選ぶことができる. 明らかに
$S\neq B_{j}(j=1, \ldots, N)$であるから, $X\in\cup\{5B|B\in \mathcal{B}^{\prime}\backslash \{B, B\}\}$

となる. これで補題 1.1の証明を終える.

測度 $\mu$ に対して, 次の性質を満たすとき, $X$ がヴィタリの被覆条件を
満たすという :任意の距離閉球体からなる族 $\mathcal{B}$ とその中心点からなる集
合 $A=\{x|B(x, r)\in \mathcal{B}\}$ に対して, $\mu(A)<+\infty$ かつ各 $x\in A$ に対し
て, $\inf\{r|B(x, r)\in \mathcal{B}\}=0$ であるならば, 可算個の互いに交わるこ
とのない距離閉球体からなる部分族 $\mathcal{B}^{\prime}=\{Bj\}\subset \mathcal{B}$ で $\mu(A\backslash \cup B)=0$

となるものが存在する.
また測度 $\mu$ に対して, 測度距離空間 (X, $d,$ $\mu$) が次の性質を満たすとき,

ダブリング条件を満たすという : ある数 $ 0<\kappa<+\infty$ と $ 0<R\leq+\infty$

が存在して,

$\mu(B(x, 2r))\leq 2^{\kappa}\mu(B(x, r))$ , $x\in X,$ $0<r<R$ $[D]_{\kappa}$

この条件の下で, 次の評価式が成り立っことに注意する.

(1) $\mu(B(x,r^{\prime}))\leq(\frac{2r^{\prime}}{r})^{\kappa}\mu(B(x,r))$ , $0<r<r^{\prime}\leq R$

このとき, 補題 1.1より次の命題が従う.

命題 1.2. (X, $d,$
$\mu$ ) がダブリング条件 $[D]_{\kappa}$ を満たすならば, $X$ はヴィ

タリの被覆条件を満たす.

さて, (X, $\mu,$
$d$) に対して. $(\overline{X},\overline{d})$ をその完備化とする. このとき, 任

意の開集合 $U\subset\overline{X}$ に対して, $\overline{\mu}(U)=\mu(U\cap X)$ となるような $\overline{X}$上
の測度 $\overline{\mu}$ が一意的に決まる. 実際任意の $A\subset\overline{X}$ に対して, $\overline{\mu}(A)=$

$\inf$ {$\mu(B\cap X)|B$ は $A$ を含むボレル集合} と定めればよい. さらに
(X, $\mu,$

$d$) がダブリング条件を満たすならば, $(\overline{X},\overline{\mu},\overline{d})$ も同様の性質を
持ち, これから, $\overline{X}$ は局所コンパクトであることが従う. 実際, 任意の
正数 $\epsilon$ に対して, $B_{\overline{d}}(x, R/4)$ の極大 $\epsilon/2$ - 離散集合, すなわち $a,$ $b\in S$

に対して $a\neq b$ ならば $\overline{d}(a, b)>\epsilon/2$ という性質を満たす離散集合 $S$

で, 極大なものに対して, $B_{\overline{d}}(x, R/4)\subset\cup\{B_{\overline{d}}(a, \epsilon)|a\in S\}$ となり,
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$a,$ $b\in S$ に対して, $a\neq b$ ならば $ B_{\overline{d}}(a\epsilon\rangle/4)\cup B(\overline{d}(b, \epsilon/4)=\emptyset$ より,

$\mu(B_{\overline{d}}(x, R)$ $\geq$ $\overline{\mu}(\bigcup_{a\in S}B_{c\overline{l}}(a, \epsilon/4))$

$=$
$\sum_{a\in S}\overline{\mu}(B_{\overline{d}}(a, \epsilon/4))$

$\geq$

$(\epsilon/2R)^{\kappa}\sum_{a\in S}\overline{\mu}(B_{\overline{d}}(a, R)$

$\geq$ $(\epsilon/2R)^{\kappa}\mu(B_{\overline{d}}(x, R/4))\cdot\# S$

となって, $S$ の個数は有限であることが従う. すなわち $B_{\overline{d}}(x, R/4)$ は

全有界となり, したがって $\overline{X}$ は局所コンパクトであることが判る.

12. リプシッツ関数とボアンカレ不等式. 局所可積分関数 $u\in L_{loc}^{1}(X, \mu)$

と有界 (可測) 集合 $A$ に対して,

$ f_{A}ud\mu=\frac{1}{\mu(A)}\int_{A}ud\mu$ ,

とおく. また $A=B(x, r)$ に対しては, 簡単のため

$ u_{x,r}=f_{B(x,r)}ud\mu$

と記す. それから正数 $R$ に対して, (ハーディリトルウッドの極大関数)

$A/I_{R}u(x)=0s\iota\iota pf_{B(x,r)}|u|d\mu$ , $x\in X$

とおく.
まず基本的な結果を述べる.

定理 1.3. ダブリング条件 $[D]_{\kappa}$ のもとに, 任意の局所可積分関数 $u$ に
対して, ほとんどいたるところの点 $x$ は $u$ のルペーグ点である. すな
わち

$\lim_{r\rightarrow 0}f_{B(x,r)}|u(y)-u(x)|d\mu(y)=0$

を満たす. とくに

$u(x)=\lim_{r\rightarrow 0}f_{B(x,r)}u(y)d\mu(y)$

が成り立っ.

$ 1\leq p<+\infty$ を固定する. このとき $f\in L_{loc}^{p}(X, \mu)$ と $g\in L_{loc}^{p}(X, \mu)$

の組に対して, 次の性質が成り立っとき, 弱かポァンカレ不等式が成
り立っという : ある数 $ 0<\tau<+\infty$ と $ 0<R\leq\infty$ があって, $x\in X$ ,
そして $0<r<R$ に対して,

$(f_{B(x,r)}|f-f_{x,r}|d\mu)^{1/p}\leq\tau r(f_{B(x,2r)}g^{p}d\mu)^{1/p}$ $[P]_{\tau}^{\prime}$
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左辺の積分域が右辺とは異なっていることから, よく使われるボア
ンカレ不等式とは厳密な意味では異なった不等式であるので, 弱ボア
ンカレ不等式ということにする.

次に本論説では重要な役割を果たす, $[P]_{\tau}^{\prime}$ とほぼ同等な評価式を述
べる 1. さらにこれを使って, リプシッツ連続性との関係を述べる.

定理 14. (X, $d,$ $\mu$) が条件 $[D]_{\kappa}$ を満たすとする. このとき, $[P]_{\tau}^{\prime}$ を満た
す関数の組 $f_{f}g$ に対して,

$|f(x)-f(y)|\leq Cd(x, y)((A/I_{4d(x,y)}g^{p}(x))^{1/p}+(M_{4d(x,y)}g^{p}(y))^{1/p})$

が $d(x, y)<R/4$ を満たすほとんどすべての $x,$ $y\in X$ に対して成り立
つ. ただし $C$ は与えられた定数 $\kappa$ と $\tau$ のみによる正数である.

証明 $x,$ $y$ を $d(x, y)<R/4$ を満たす $f$ のルベーグ点とする. 簡単
のため $B_{i}(x)=B(x, ri)=B(x, 2^{-i}d(x, y))$ とおく. このとき, 三角不
等式, ダブリング条件 $[D]_{\kappa}$ , そして弱 $p-$ポアンカレ不等式 $[P]_{\tau}^{\prime}$ を使っ
て, 次の評価式を得る.

$|f(x)-f_{B_{0}(x)}|$ $\leq$ $\sum_{i=0}^{\infty}|f_{B_{i}(x)}-f_{B_{i+1}(x)}|$

$\leq$ $\sum_{i=0}^{\infty}f_{B_{i+1}(x)}|f-f_{B_{i}(x)}|d\mu$

$\leq$ $ 4^{\kappa}\sum_{i=0}^{\infty}f_{B_{i}(x)}|f-f_{B_{i}(x)}|d\mu$

$\leq$ $4^{\kappa}\tau\sum_{i=0}^{\infty}r_{i}(f_{2B_{i}(x)}g^{p}d\mu)^{1/p}$

$\leq$ $4^{\kappa}\tau\sum_{i=0}^{\infty}r_{i}(M_{2d(x,y)}g^{p}(x))^{1/p}$

$=$ $4^{\kappa}\tau d(x,y)(A/I_{2d(x,y)}g^{p}(x))^{1/p}$

同様に
$|f(y)-f_{B_{0}(y)}|\leq 4^{\kappa}\tau d(x, y)(A/I_{2d(x,y)}g^{p}(y))^{1/p}$

が成り立っ. さらに

$|fB_{0}(x)-fB_{0}(y)|$ $\leq$ $|fB_{0}(x)-f2B_{0}(x)|+|fB_{0}(y)-f2B_{0}(x)|$

$\leq$ $ 4^{2\kappa}f_{2B_{0}(x)}|f-f_{2B_{0}(x)}|d\mu$

$\leq$ $4^{2\kappa+1}\tau d(x, y)(f_{4B_{0}(x)}g^{p}d\mu)^{1/p}$

$\leq$ $4^{2\kappa+1}\tau d(x,y)(A^{\prime}I_{4d(x,y)}g^{p}(x))^{1/p}$
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と評価される. したがって, これらをあわせて求める評価式を得る. 以
上で定理の証明を終える.

次のことが知られている 2.
定理 1.5. (X, $d,$ $\mu$ ) がダブリング条件 $[D]_{\kappa}$ を満たすとする. このとき,
関数 $f\in L_{loc}^{1}(X, \mu)$ と非負値関数 $g\in L_{loc}^{p}(X, \mu)$ に対して, ある正数 $\tau$

が存在して,

$f_{B}|f-f_{B}|d\mu\leq\tau r(f_{2B}g^{p}d\mu)^{1/p}$ $[P^{\prime}]_{1,p;\tau}$

が任意の $B=B(x, r)\subset X$ に対して成り立つとする. このとき, 次の
ことが成り立っ.

(1) $ p<\kappa$ ならば, 任意の $0<q<p^{*}(p^{*}=\kappa p/(\kappa-p))$ に対して,

$(f_{B}|f-f_{x,r}|^{q}d\mu)^{1/q}\leq\tau^{\prime}r(f_{10B}g^{p}d\mu)^{1/p}$

が成り立っ. さらにこの $f$ と $g$ の組がトランケーション性を満たすな
らば,

$(f_{B}|f-f_{x,r}|^{p}d\mu)^{1/p}\leq\tau’ r(f_{10B}g^{p}d\mu)^{1/p}$

が成り立っ.
(2) $ p=\kappa$ のとき,

$f_{B}\exp(\frac{C_{1}\mu(B)^{1/\kappa}|f-f_{x,r}|}{r\Vert g\Vert_{L^{\kappa}(10B)}})d\mu\leq C_{2}$

が成り立っ.
(3) $ p>\kappa$ ならば, $f$ は局所ヘルダー連続で,

$|f(x)-f(y)|\leq C_{3}r^{\kappa/p}d(x,y)^{1-\kappa/p}(f_{10B}g^{p}d\mu)^{1/p}$ , $x,y\in B$

が成り立っ. ただし Ci $(i=1,2,3)$ は与えられた定数 $\kappa,$ $\tau,$ $p,$ $q$ のみ
によってきまるある正数である.

この定理の条件 $[P^{\prime}]_{1,p;\tau}$ (弱 (1,p)-ボアンカレ不等式) を満たす関数の
組 $f$ と $g$ がトランケーション性を満たすとは, 任意の $b\in R,$ $0<t_{1}<$

$ t_{2}<+\infty$ と $\epsilon\in\{-1,1\}$ に対して, $v=\epsilon(u-b),$ $v_{t_{1}}^{t_{2}}=\min\{\max\{0,$ $v-$

オ 1}, $t_{2}-t_{1}$ } とおいて, 関数の組 $v_{t_{1}}^{t_{2}}$ と $g\chi\{t_{1}<v\leq t_{2}\}$ も条件 $[P^{\prime}]_{1,p\cdot\tau}$

)
を満

たすときをいう.

2ノート 1参照



測度距離空間の幾何解析 281

さて, 距離空間 (X, d) の局所リプシッツ関数全体のなすベクトル空
間を $C_{loc}^{01}$

) $(X, d)$ と記す. 各 $f\in C_{loc}^{0,1}(X, d)$ に対して,

Lip$f(x)$ $=$ $\lim s\iota\iota ps\iota\iota p\frac{|f(x)-f(y)|}{r}r\rightarrow 0d(x,y)\leq r$

$=$ $\lim s\iota\iota ps\iota\iota p\frac{|f(x)-f(y)|}{r}r\rightarrow 0d(x,y)=r$

$=$ $\lim\sup_{d(x,y)\rightarrow 0}\frac{|f(x)-f(\prime y)|}{d(x,y)}$

Lip $f(x)=\lim\inf_{r\rightarrow 0}s\iota\iota p\frac{|f(x)-f(y)|}{r}d(x,y)=r$

Lip $(f)=\sup\{\frac{|f(x)-f(y)|}{d(x,y)}|x,$ $y\in X,$ $d(x, y)>0\}(\leq+\infty)$

dil $f(x)=\lim_{r\rightarrow 0}Lip(f_{|B(x,r)})$

とおく. 定義から $ 0\leq Lipf\leq$ Lip$f\leq di1f\leq Lip(f)$ である. なお
距離 $d$ を明示する必要があるときには, $Lip_{d}f,$ dild $f$ などと表す.

命題 1.6. (X, $d,$ $\mu$) が条件 $[D]_{\kappa}$ を満たすとする. このとき, $f\in C_{loc}^{0,1}(X, d)$

と $g\in L_{loc}^{p}(X, \mu)$ が定理 14の不等式を満たすならば,

Lip$f(x)\leq 2Cg(x)$ $\mu-a.e$ . $x\in X$

が成り立っ.

証明 まず $g^{p}$ のルベーグ点 $q$ と十分小さな正の数 $\eta,$
$\xi$ をしばらく

固定する. $x\in B(q, \xi)$ に対して, $R(x)=d(x, \partial B(q, \xi))$ とおき,

$\Sigma=\{x\in B(q,\xi)|\Lambda/I_{R(x)}g^{p}(x)>g^{p}(q)+\eta\}$ .
とおく. このとき任意の $ x\in\Sigma$ に対して, 次のような数 $r(x)\in(0, R(x))$

を見つけることができる.

$\int_{B(x,r(x))}(g^{p}-g^{p}(q))d\mu>\eta\mu(B(x, r))$ .

$\overline{\Sigma}$ でもって $B(x, r(x))(x\in\Sigma)$ の和集合をあらわす. このとき被覆補
題 1.1より, $\Sigma$ の部分集合 $\{x_{i}\}$ で $B(x_{i}, r(xi))$ は互いに交わることは
無く $\overline{\Sigma}\subset\cup iB(xi, 5r(xi))$ を満たすようなものを選ぶ. このとき

$\int_{B(q\xi)}|g^{p}-g^{p}(q)|d\mu)$

$\geq\sum_{i}\int_{B(x_{i},r(x_{i}))}(g^{p}-g^{p}(q))d\mu\geq\eta\sum_{i}\mu_{X}(B(x_{i},r(x_{i})))$

$\geq\frac{\eta}{10^{\kappa}}\sum_{i}\mu(B(x_{i}, 5r(x_{i})))\geq\frac{\eta}{10^{\kappa}}\mu(\tilde{\Sigma})$ .
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となる. ここで $\epsilon(\xi)$ を次のような正の数とする.

$\int_{B(q,\xi)}|g^{p}-g^{p}(q)|d\mu_{X}=\eta(\frac{\epsilon(\xi)}{60})^{\kappa}\mu_{X}(B(q, \xi))$ .

このとき $q$ が $g^{p}$ のルベーグ点であるから, $\xi\rightarrow 0$ のとき $\epsilon(\xi)\rightarrow 0$ で

あることと, さらに任意の $x\in B(q, \xi)$ に対して, $B(x, \epsilon(\xi)\xi)\backslash \overline{\Sigma}$ は空
集合ではないことに注意する. 実際空集合とすると,

$\int_{B(q,\xi)}|g^{p}-g^{p}(q)|d\mu$ $\geq$ $\frac{\eta}{10^{\kappa}}\mu(\tilde{\Sigma})\geq\frac{\eta}{10^{\kappa}}\mu(B(x,\epsilon(\xi)\xi))$

$\geq$ $\eta(\frac{\epsilon(\xi)}{40})^{\kappa}\mu_{X}(B(x, 2\xi))$

$\geq$ $\eta(\frac{\epsilon(\xi)}{40}\mu_{X}(B(q,\xi))$

ノ

$\kappa$

.

となり矛盾する. このように任意の $x\in B(q, \xi)$ に対して, ある点 $ y_{x}\in$

$B(x, \epsilon(\xi)\xi)$ で

$A/I_{R(y_{x})}g^{p}(y_{x})\leq g^{p}(q)+\eta$ .
を満たすものが存在する. したがって $4d(y_{x}, y_{q})\leq\min\{R(y_{x}), R(y_{q})\}$

より, 任意の $x\in B(q, \xi/5)$ に対して,

$M_{4d(y_{x},y_{q})}g^{p}(y_{x})$ $<$ $ g^{p}(q)+\eta$ ,
$\Lambda/I_{4d(y_{x},y_{q})}g^{p}(y_{q})$ $<$ $ g^{p}(q)+\eta$

となる. よって仮定 (定理 1.4の不等式) から

$|f(y_{x})-f(y_{q})|$ $\leq$ $2Cd(y_{x},y_{q})(g^{p}(q)+\eta)^{1/p}$

$\leq$ $2C(2\epsilon(\xi)+\frac{1}{5})\xi(g^{p}(q)+\eta)^{1/p}$

となる. ここで $|f(q)-f(y_{q})|\leq Lip(f|B(q,\zeta))\epsilon(\xi)\xi$ かつ $|f(x)-f(y_{x})|\leq$

Lip $(f|B(q,\xi))\epsilon(\xi)\xi$ であるので,

$|f(q)-f(x)|\leq 10(Lip(f_{|B(q,\xi)})\epsilon(\xi)+C(2\epsilon(\xi)+\frac{1}{5})(g^{p}(q)+\eta)^{1/p})\frac{\xi}{5}$

となり,

$d(x,q)=\xi/5s\iota\iota p\frac{|f(x)-f(q)|}{d(x,q)}$
一

10 $(Lip(f|B(q,\xi))\epsilon(\xi)+C(2\epsilon(\xi)+\frac{1}{5})(g^{p}(q)+\eta)^{1/p})$

を得る. 最後に $\xi\rightarrow 0$ , そして $\eta\rightarrow 0$ として, すべてのルペーグ点 $q$

において,

Lip $f(q)\leq 2Cg(q)$

が示された. 以上で命題の証明を終える.
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次に連続な曲線 $\gamma$ : $[a, b]\rightarrow X$ を考える.

$L(\gamma)=s\iota\iota p\{\sum_{i.=0}^{N}d(\gamma(t_{i}),\gamma(t_{i+1}))|a=t_{0}<t_{1}<\cdots<t_{N+1}=b\}$

とおいて, $ L(\gamma)<+\infty$ のとき, $\gamma$ は求長可能であるとよび, $\gamma$ は弧長
$L=L(\gamma)$ の曲線であるという. $X$ の任意の 2点 $x,$ $y$ が求長可能な曲
線で結べるとき, それらのなす集合を $\Omega_{x,y}$ とすると,

$d_{I}(x,y)=\inf\{L(\gamma)|\gamma\in\Omega_{x,y}\}$

とおいて, $X$ 上の距離 $d_{I}$ が定まる. この定義より明らかに $d\leq d_{I}$ で

ある. $d=d_{I}$ のとき, $d$ を弧長距離, (X, d) を弧長空間とよぶことに
する. さらに $L(\gamma)=d(x, y)$ を満たす曲線 $\gamma\in\Omega_{x,y}$ が存在するならば,
そのような曲線 $\gamma$ を 2点 $x$ と $y$ を結ぶ最短線とよぶ. 任意の 2点が最
短線で結ぶことができるとき, 距離 $d$ は測地的であるといい, (X, d) を
測地空間とよぶ.

ダブリング条件と弱ボアンカレ不等式を考える上で次の命題におい
て述べる事実は示唆的である 3.

命題 17. 弧状連結で, 固有である (すなわち, 任意の閉距離球体はコ
ンパクトである) 測度距離空間 (X, $d,$ $\mu$) に対して, ある正数 $\kappa_{f}\tau_{f}R$ が

あって, 条件 $[D]_{\kappa}$ と局所リプシッツ関数に対する弱 p-ボアンカレ不
等式

$(f_{B(x,r)}|f-f_{x,r}|d\mu)^{1/p}\leq\tau r(f_{B(x,2r)}($Lip $f)^{p}d\mu)^{1/p}$ $[P]_{\tau}$

が, 任意の $f\in C_{loc}^{0,1}(X)_{f}x\in X$ と $0<r<R$ に対して満たされている
とする. このとき $X$ は, 次の意味で擬凸である : 任意の 2点 $x,$ $y$ は長
さ $C_{1}d(x, y)$ 以下の求長可能な曲線で結ぶことができる. さらに $ p\leq\kappa$

とする. このとき任意の $x\in X$ に対して,

$\lim_{s\rightarrow}\sup_{0}\frac{\mu(B(x,s))}{s^{\kappa}}<+\infty$ , $x\in X$

を仮定する. このとき, 任意の $x\in X$ および $y,$ $z\in B(x, r)\backslash B(x, r/2)$ に

対して, $y$ と $z$ を結ぶ求長可能な曲線 $\gamma$ : $[a, b]\rightarrow B(x, C2r)\backslash B(x, r/C_{2})$

が存在する. ただし $C{}_{1}C2$ は $\kappa$ と $\tau$ のみによる定数である.

さて, 局所リプシッツ関数に関する弱 p-ボアンカレ不等式を満たす
空間の貼りあわせによる構成を紹介する.
まず距離空間 (X, d) のハウスドルフ測度の定義から説明する. $0<$

$\delta\leq+\infty,$ $q\geq 0$ と $A\subset X$ に対して,

$\mathcal{H}_{q}^{\delta}(A)=\inf$ { $\sum_{i}$
(diam $B_{i}.)^{q}|A\subset\bigcup_{i}B_{i},$ $diamB_{i}\leq\delta$} $\in[0, +\infty]$
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とおき,
$\mathcal{H}_{q}(A)=\lim_{\delta\rightarrow 0}\mathcal{H}_{q}^{\delta}(A)\in[0, +\infty]$

によって, ボレル正則測度 $\mathcal{H}_{q}$ : $2^{X}\rightarrow[0, ; \infty]$ を定める. これを $q$ 次元
ハウスドルフ測度とよぶ.
距離空間 (X, $d$) は, ある $q\geq 0$ と $C>1$ によって, 条件

$C^{-1}r^{q}\leq \mathcal{H}_{q}(B(x,r))\leq Cr^{q}$ , $x\in X,$ $0<r\leq diam(X, d)$

を満たすとき, (アールフオースの)q-正則空間であるという.
次に 2つの距離空間 (X, $dx$ ) と $(Y, dY)$ , および $X$ の閉部分空間 $A$ と

$Y$ の閉部分空間 $B$ の間の等長写像 $\phi$ : $A\rightarrow B$ が与えられているとき,
$\phi$ に沿って貼りあわせて距離空間 $X\bigcup_{A}Y=(X\cup Y, d)$ が次のように
定義される.

$x\in X,$ $y\in Y$ $\Rightarrow$

$d(x, y)=\inf_{a\in A}\{d_{X}(x, a)+d_{Y}(\phi(a), y)\}$

$x,y\in X$ $\Rightarrow$ $d(x, y)=d_{X}(x, y)$

$x,$ $y\in Y$ $\Rightarrow$ $d(x, y)=d_{Y}(x, y)$

次の結果が知られている 4.

定理 18. 弧長空間 (X, $d_{X}$ ) と $(Y, d_{Y})$ はともに $q$征則空間とし, (局所
リプシッツ関数に対して) 弱 p-ボアンカレ不等式を満たすとする. さ
らに $X$ の閉部分空間 $A$ と $Y$ の閉部分空間 $B$の間の等長写像 $\phi$ : $A\rightarrow B$

が与えられているとする. このとき, ある $q-p<s\leq q$ と $D>1$ が
存在して, $A$ の任意の点 $a$ と $0<r$ \leq min{diam(X, $d_{x}$ ), $diam(Y,$ $d_{Y})$ }
に対して,

$\mathcal{H}_{q}^{\infty}(A\cup B_{X}(a,r))\geq D^{-1}r^{q},$ $\mathcal{H}_{q}^{\infty}(B\cup B_{Y}(\phi(a),r))\geq D^{-1}r^{q}$

ならば, $X\bigcup_{A}Y$ も弱 p-ボアンカレ不等式を満たす.

13. 例. リーマン計量, フィンスラー計量, サブリーマン計量などの
基本的な例を簡単に説明する.
まず $n$ 次元ユークリッド空間 $(R^{n}, go=\sum_{i=1}^{n}dx_{i}^{2})$ にルベーグ測度

$\mu_{0}=dx_{1}\cdots dx_{n}$ を考えると, よく知られているように等周不等式 $((n/(n-$

$1),1)-$ ポァンカレ不等式), したがって 1-ポァンカレ不等式が成り立っ.
次に滑らかな連結 $n$ 次元多様体 $M$ を考える. まず $M$ 上の $C^{\infty}$ 級
リーマン計量 $g$ とリーマン測度 $\mu_{g}$ を考える. 区分的に $C^{1}$ 級の曲線

$\gamma$ : $[a, b]\rightarrow M$ に対して, 長さ $L(\gamma)=\int_{a}^{b}g(\gamma^{\prime}(t), \gamma^{\prime}(t))^{1/2}dt$ が定義さ
れ, これによってリーマン距離

$ d_{g}(x, y)=\inf${ $ L(\gamma)|\gamma$ は 2点 $x,$ $y$ を結ぶ区分的 $C^{1}$ 級曲線}
が定まる. $C^{1}$ 級関数 $f$ に対して, 勾配ベクトル $\nabla f$ が定まり, $|\nabla f|=$

$g(\nabla f)\nabla f)^{1/2}=Lipf$である. 局所リプシッツ関数 $f$ は, ほとんどいた
るところ微分可能で, そのような点 $x$ で微分 $df_{x}$ : $T_{x}M\rightarrow R$ が定義さ
れ, $|df_{x}|=|\nabla f|$ である. また任意の点において, 十分小さな半径の距
離球体とその上の測地的正規座標系 $(x_{1}, \ldots, x_{n})$ を考えると, リーマン
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計量 $g$ はユークリッド計量 $go=\sum_{i=1}^{n}dx_{i}^{2}$ によって十分よく近似され
る. したがって相対コンパクトな領域 $M^{\prime}$ において, 適当な正数 $\kappa,$ $\tau$ ,
$R$ があって, ダブリング条件 $[D]_{\kappa}$ および 1-ボアンカレ不等式 $[P]_{\tau}$ が成
立することがわかる. 実際 $M$上リッチ曲率が下から定数 $-K,$ $K\geq 0$ ,
で押さえられているとすると, ビショップ - グロモフの体積比較定理
により,

$\mu_{g}(B(x, 2r))$ $\leq$ $2^{n-1}\exp(2(n-1)\sqrt{K}r)l\iota_{g}(B(x, r))$ ,
$x\in M^{\prime},$ $0<r<R$ ,

および P. ビューザーの等周的不等式 :

$\int_{B(x,r)}|f-f_{x,r}|d\mu_{g}$ $\leq$ $C_{n}r\exp(\sqrt{K}r)\int_{B(x,r)}|\nabla f|d\mu_{g}$ ,

$x\in M^{\prime},$ $0<r<R$

が満たされる. なお $d_{g}$ が完備ならば, すべての点で $ R=+\infty$ として,
これらの不等式が成り立つ 5.
リーマン計量を一般化したものに, フィンスラー計量がある. $TM$

上で定義された連続実数値関数 $F$ が次の条件 $(i)\sim(iii)$ を満たすとき,
これを $M$のフィンスラー計量という. (i) $TM\backslash \{0\}$ において $C^{\infty}$級で
ある. (ii) 任意の正数 $\lambda$ と接ベクトル $v$ に対して, $F(\lambda v)=\lambda F(v)$ を
満たす. (iii) 接空間方向の $F^{2}$ の 2次微分から得られるヘッシアンは接
空間において正定値である. フィンスラー計量が与えられているとき,
リーマン計量の場合と同様に区分的に $C^{1}$級曲線の長さが定まり, これ
によって $M$上に距離が定義される. また相対コンパクトな領域 $M^{\prime}$ に

おいて, 適当な正数 $\kappa,$ $\tau,$
$R$ があって, ダブリング条件 $[D]_{\kappa}$ および 1-ポ

アンカレ不等式 $[P]_{\tau}$ が成立することが, たとえば, 次の注意に述べる
ように自然に決まるリーマン計量を考えることによって確かめられる.
注意 1.1. 一般に $n$次元ベクトル空間 $V$ にノルム $|\cdot|$ が与えられてい

るとき f $V$ の双対空間 $V^{*}$ の内積 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ を次のように定義する.

$\langle\omega, \eta\rangle=\frac{1}{\mu(I)}\int_{v\in I}\omega(v)\eta(v)d\mu_{n}(v)$ , $\omega,$ $\eta\in V^{*}$

ただし $I=\{v\in V||v|\leq 1\}$ とし, $\mu_{n}$ は $V$上のルベーグ測度である.
このとき, $|\cdot|^{*}$ を $V^{*}$ の双対ノルムとすると, $V$ の次元 $n$から決まるあ
る定数 $C_{n}$ があって,

$C_{n}|\omega|^{*}\leq\sqrt{\langle\omega,\omega\rangle}\leq|\omega|^{*}$ , $\omega\in V^{*}$

と評価される. このことは, たとえば, $V$ の基底 $\{e_{1}, \ldots, e_{n}\}$ を適当
にとって

$\sup_{1\leq i\leq n}|x^{i}|\leq|\sum_{i=1}^{n}x^{i}e_{i}|\leq\sum_{i=1}^{n}|x^{i}|$

となることに注意すると容易に確かめられる 6.

5ノート 1参照
6ノート 1参照
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今度は」$l/I$ 上のサブリーマン計量について簡単に説明する 7. $TM$ の

部分ベクトル束 $H$ とその上にリーマン計量 $h$ が与えられているとし,
$H$ に属さないベクトル $v\neq 0$ に対して $ h(v, v)=+\infty$ とする. このとき,
リーマン計量やフィンスラー計量のときと同様に曲線の長さが定まり,
擬距離 $d_{h}$ が定義される. D. ジェリソンの定理によれば, 局所的に $H$

を生成するベクトル場の組がヘルマンダー条件を満たすならば, $d_{h}$ は

距離を定め, 相対コンパクトな開集合においてダブリング条件と 1-ボ
ァンカレ不等式が成り立っ.
リーマン多様体を一般化したものにリーマン多面体やアレクサンド

ロフ空間がある. これらについてもダブリング条件および 2-ボアンカ
レ不等式が成立すること知られている 8.

ノート 1この節の主な参考文献は, Hajlasz-Koskela [30] である. 補題
1.1 と命題 1.2にっいては, Simon [70], 定理 1.3, 定理 1.4, 定理 1.5
と命題 1.7については, [30], 定理 1.8については, Heinonen-Koskela
[27], 命題 16については, [37] にそれぞれよっている.
ダブリング条件とボアンカレ不等式を満たす空間の例については,

[30] とその参考文献を参照. たとえば, 定理 18 と類似の結果を可算
個の空間に適用して, ダブリング条件とボアンカレ不等式を満たす興
味深い例の構成が示されている. 詳細は Hanson-Heinonen [31] 参照.
Bourdon-Pajot [7], Laakso [50] なども参考文献にある. そこでは $1-’\dagger\backslash $

アンカレ不等式を満たす非整数 q の q-正則空間が構成されている. ほ
かにダブリング条件とボアンカレ不等式を満たす空間について, [46] も
関連した問題を論じている.
またダブリング条件に関連して, 参考までに [10], [74] をあげる.
ビショツプ - グロモフの比較定理やビューザーの等周不等式について

は, Buser [9], Chavel [13], 酒井 [66] など参照. フィンスラー計量につい
ては, たとえば Bao-Chern-Shen [2], リーマン多面体については, Eells-
Fuglede [19], アレクサンドロフ空間については, Kuwae-Machigashira-
Shioya [47], Kuwae-Shioya [48], 塩谷 [68] およびその中の文献参照.
注意 1.1で述べた事実については, たとえば Pisier [62] に証明され

ている. その他関連して [11] も参照.

2. リプシッツ関数の微分

ユークリッド空間 (したがってリーマン多様体) におけるリプシッツ
関数の微分に関するラーデマハァの古典的結果は, チーガーによって
ダブリング条件とボアンカレ不等式を満たす測度距離空間へー般化さ
れた. これを説明することが, この節の目標である.
この節を通して, 正数 $\kappa,$

$\tau$ に対してダブリング条件 $[D]_{\kappa}$ と弱 p-ボア
ンカレ不等式 $[P]_{\tau}(1<p<+\infty)^{9}$を満たす測度距離空間 (X, $\mu,$

$d$) を考
える. ただし $X$ は弧状連結とする.

7ノート 1参照
8ノート 1参照
$9p\neq 1$ としていることに注意
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まず次に述べる定理を認めて, 議論に入ることにする.

定理 2.1. $L^{p}$ 可積な局所リプシッツ関数の列 $f_{n}$ が $L^{p}$ 可積分な局所リ
プシッツ関数 $f$ に If 収束するならば,

$\int_{X}($Lip $ f)^{p}d\mu\leq\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\int_{\lambda^{\prime}}(Lipf_{n})^{p}d\mu$

2.1. 漸近的広義線形性と逆ボアンカレ不等式. 次の定理を証明するこ
とから始める.

定理 2.2. 局所リプシッツ関数 $f$ は, ほとんど至る所の点 $x\in X$ におい

て, 次の意味において, 漸近的に広義線形関数である : 点 $x$ は $($Lip $f)^{p}$

のルベーグ点で, さらに

$\lim_{r\rightarrow 0}(f_{B(x,r)}($Lip$f)^{p}d\mu-\inf_{k\in C_{0}^{0,1}(B(x,r))}f_{B(x,r)}(Lip(f+k))^{p}d\mu)=0$

となる.

証明 まず便宜上

$\Phi_{r}(f)(x)$ $:=$

$f_{B(x,r)}($Lip$ f)^{p}d\mu-\inf_{k\in C_{0}^{0,1}(B(x,r))}f_{B(x,r)}(Lip(f+k))^{p}d\mu$

とおく. 次に $($ Lip $f)^{p}$ のルベーグ点全体を $X_{1}$ とおき, ほとんどすべ
ての点 $x\in X_{1}$ に対して, $\lim_{r\rightarrow 0}\Phi_{r}(f)(x)=0$ を背理法を使って示す.
すなわち, $\epsilon>0$ に対して, $A=\{x\in X_{1}|\lim\sup_{r\rightarrow 0}\Phi_{r}(f)(x)>\epsilon\}$

とおいて, ある $\epsilon$ に対して $\mu(A)>0$ を仮定して矛盾を導こう.
まず各 $x\in A$ に対して, 数列 $r_{i}=r_{i}(x)\rightarrow 0$ と関数列 $k_{i}\in C_{0}^{0,1}(B(x, r_{i}))$

が存在して

$f_{B(x,r_{i})}(Lip(f+k_{i}))^{p}d\mu\leq f_{B(x,r_{*})}($Lip $f)^{p}d\mu-\frac{\epsilon}{2}$

が成り立っ.
ここで次の性質に注意する. 局所リプシッツ関数 $f$ と定数 $c$ に対し

て, $F=\max\{f, c\},$ $G=\min\{f, c\}$ とおくと,

$\int_{U}(LipF)^{p}d\mu\leq\int_{U}(Lipf)^{p}d\mu$ , $\int_{U}(LipG)^{p}d\mu\leq\int_{U}(Lipf)^{p}d\mu$

この性質より, $f+K_{i}=\min\{f+k_{i}, \max B(x,r_{l})f\}$ とおくと,

$ f_{B(x,r_{i})}(Lip(f+K_{i}))^{p}d\mu\leq f_{B(x,r_{i})}(Lip(f+k_{i}))^{p}d\mu$

となり, さらに $f+K_{i}^{\prime}=\max\{f+K\min f\}$ とおくと,

$ f_{B(x,r_{i})}(Lip(f+K_{i}^{\prime}))^{p}d\mu\leq f_{B(x,r_{i})}(Lip(f+k_{i}))^{p}d\mu$
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となる. 以上から

$\min_{B(x,r_{i})}f\leq\min_{B(x,r_{i})}(f+k_{i})\leq_{B}\max_{(x,r_{i})}(f+k_{i})\leq_{B}\max_{(x,r_{i})}f$

としてよろしい. したがって

$B\max_{(x,r_{i})}f-\min_{B(x,r_{i})}f\leq 2\cdot r_{i}Lip(f)$

より $ i\rightarrow\infty$ のとき $k_{i}\rightarrow 0$ に注意しておく.
次に $A$ の被覆 $\{B(x, r_{i}(x))|x\in A\}$ に対して, 命題 12を適用する

と, $A$ の点列 $x_{i}$ と正数 $r_{i,n}=r_{i(n)}(x_{i})<1/n$ で, $B(x_{i}, r_{i,n})$ は互いに
素であり, $\mu(A\backslash \bigcup_{i}B(x_{i}, 5r_{i}))=0$ を満たすものが取れる. そこで

$f_{n}=\left\{f+k_{i(n)}f inin B(x_{i},r_{i,n})X\backslash \cup iB(x_{i},r_{i,n})\right.$

とおくと, $f_{n}$ は $f$ に一様に収束し, さらに

$\int_{X}($Lip $ f_{n})^{p}d\mu$

$=\sum_{i}\int_{B(x_{i},r_{i,n})}(Lip(f+k_{i(n)}))^{p}d\mu+\int_{X\backslash \bigcup_{i}B(x_{i},r)}:.n$ $($ Lip $ f)^{p}d\mu$

$\leq\sum_{i}\int_{B(xr_{i,n})}:,$ $($Lip $f)^{p}d\mu-\sum_{i}\frac{\epsilon}{2}\mu(B(x_{i}, r_{i,n}))+$

$+\int_{X\backslash \cup B(x_{i},r}$

: も $n$ )
$(Lipf)^{p}d\mu$

$=\int_{X}($Lip $f)^{p}d\mu-\frac{\epsilon}{2}\mu(\bigcup_{i}B(x_{i}, r_{i,n}))$

$\leq\int_{X}($Lip $f)^{p}d\mu-\frac{\epsilon}{2}10^{-\kappa}\sum_{:}\mu(B(x_{i}, 5r_{i,n}))$

$\leq\int_{X}($Lip $f)^{p}d\mu-\frac{\epsilon}{2}10^{-\kappa}\mu(\bigcup_{i}B(x_{i}, 5r_{2,n}))$

$\leq\int_{X}($Lip $f)^{p}d\mu-\frac{\epsilon}{2}10^{-\kappa}\mu(A)$

となる. したがって, (仮定している) 定理 2.1より

$\int_{X}($Lip $f)^{p}d\mu\leq\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\int_{X}(Lipf_{n})^{p}d\mu\leq\int_{X}($Lip $f)^{p}d\mu-\frac{\epsilon}{2}10^{-\kappa}\mu(A)$

となり, 矛盾が導かれた. すなわちほとんどすべての $x\in X_{1}$ におい
て $\lim\sup_{r\rightarrow 0}\Phi_{r}(f)(x)=0$ でなければならない. 以上で定理 2.2の証
明が完了した.

定理 23. 局所リプシッツ関数 $f$ が点 $x$ において, 漸近的に広義線形
関数であるとする. このとき Lip$f(x)>.0$ ならば, 十分小さい正数 $r$
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とすべての実数 $\alpha$ に対して, 次の評価が成り立っ :

$r(\int_{B(x,r)}($Lip$f)^{p}d\mu)^{1/p}\leq C(\kappa,p)(\int_{B(x,2r/3)}|f-\alpha|^{p}d\mu)^{1/p}$ $[RP]$

ただし $C(\kappa,p)$ は $\kappa$ と $P$ のみによる定数である.

証明まず Lip$f(x)>0$ より, 十分小さいすべての $r>0$ に対して

$\int_{B_{r/3}(x)}($Lip $f)^{p}d\mu\leq(1-C_{1}(\kappa,p))^{p}\int_{B(x,r)}($Lip $ f)^{p}d\mu$

となることを示す. ただし $C_{1}(\kappa,p)=1-\frac{1}{2}(1+6^{-\kappa})^{-1/p}$ . そのために

$($Lip $f)^{p}(x)=\lim_{r\rightarrow 0}f_{B(x,r)}($Lip $ f)^{p}d\mu$

より, 十分小さいすべての $r>0$ に対して

(2) $\frac{\mu(B(x,r/3))}{\mu(B(x,r))}\leq(1+6^{-\kappa})^{-1}$

を示せばよい そこで $d(w, x)=2r/3$ となる点 $w$ を選ぶ. このとき,
ダブリング条件を使って

$\mu(B(x, r))$ $\geq$ $\mu(B(x, r/3)+\mu(B(w,r/3)$

$\geq$ $\mu(B(x, r/3)+6^{-\kappa}\mu(B(w, r)$

$\geq$ $(1+6^{-\kappa})\mu(B(x, r/3))$

となる. これから (2) が従う.
次に十分小さいすべての $r>0$ に対して

$(1-\frac{1}{2}C_{1}(\kappa,p))^{p}\int_{B(x,r)}(Lipf)^{p}d\mu$ $\leq$ $\int_{B(x,r)}(Lip(f+k))^{p}d\mu$ ,

(3) $k\in C_{0}^{0,1}(B(x,r))$

が成り立っ. 実際, 任意の $\epsilon>0$ に対して, 十分小さいすべての $r>0$

と $k\in C_{0}^{0,1}(B(x, r))$ に対して,

$\int_{B(x,r)}($Lip$ f)^{p}d\mu\leq\epsilon\mu(B(x,r))+\int_{B(x,r)}(Lip(f+k))^{p}d\mu$ ,

より, $\epsilon\mu(B(x,r))=\hat{\epsilon}\int_{B(x,r)}($Lip$ f)^{p}d\mu\langle$ とおいて,

$(1-\hat{\epsilon})\int_{B(x,r)}($Lip$ f)^{p}d\mu\leq\int_{B(x,r)}(Lip(f+k))^{p}d\mu$

となる. そこで $\epsilon=\frac{1}{2}C1(\kappa,p)(Lipf)^{p}(x)$ とおくことによって (3) が従う.

最後に次に述べる補題の $\eta,$
$\delta,$ $\psi$ として, $\eta=r/3,$ $\delta=1-C1(\kappa,p)$ ,

$\psi=1-C_{1}(\kappa,p)/2$ とおいて, 定理 23の証明が完成する.



290 加須栄篤

補題 24. 領域 $U$ 上の局所リプシッツ関数 $f$ と正数 $\eta,$
$\delta,$ $\psi,$ $\delta<\psi\leq 1$ ,

に対して, 以下の 2つの条件が成り立つとする.

(4) $(\int_{U\backslash U_{2\eta}}($Lip $f)^{p}d\mu)^{1/p}\leq\delta(\int_{U}(Lipf)^{p}d\mu)^{1/p}$

(5)

$\psi$ ( $\int_{U}($Lip$f)^{p}d\mu)^{1/p}\leq(/U(Lip(f+k))^{p}d\mu)^{1/p}$ , $k\in C_{0}^{0,1}(U)$

ただし正数 $\eta$ に対して Z $U_{\eta}=\{x\in U|d(x, X\backslash U)>\eta\}$ とおく. この

とき,

$(\int_{U}(Lipf)^{p}d\mu)^{1/p}\leq\frac{1}{\eta(\psi-\delta)}(\int_{U_{\eta}\backslash U_{2\eta}}|f-\alpha|^{p}d\mu)^{1/p}$ , $\alpha\in R$

証明 まずリプシッツ関数 $\phi$ で,

$\phi=\left\{01 inU\backslash U_{\eta}inU_{2\eta}\right.$

かつ Lip $\phi\leq\eta^{-1}$ を満たすものをとる. このとき

Lip $((1-\phi)f)\leq Lip(1-\phi)\cdot|f|+|1-\phi|$ . Lip $f$

より,

$(\int_{U}(Lip((1-\phi)f))^{p}d\mu)^{1/p}$

$\leq(\int_{U}($Lip $\phi\cdot|f|+(1-\phi)$ . Lip $f)^{p}d\mu)^{1/p}$

$\leq\eta^{-1}(\int_{U.,\backslash U_{2\eta}}|f|^{p}d\mu)^{1/p}+(\int_{U\backslash U_{2\eta}}$
$($Lip$f)^{p}d\mu)^{1/p}$

$\rightarrow$ こで条$ff(5)$ より

$\int_{U}(Lip((1-\phi)f))^{p}d\mu=\int_{U}(Lip(f-\phi f))^{p}d\mu\geq\psi^{p}\int_{U}(Lipf)^{p}d\mu$

である. したがってこれらの評価式より仮定 (8) を使って

$\psi$ ( $\int_{U}($Lip $f)^{p}d\mu)^{1/p}\leq\eta^{-1}(\int_{U_{\eta}\backslash U_{\eta}\sim}|f|^{p}d\mu)^{1/p}+\delta(\int_{U}($Lip $f)^{p}d\mu)^{1/p}$

すなわち

$(\int_{U}(Lipf)^{p}d\mu)^{1/p}\leq\frac{1}{\eta(\psi-\delta)}(\int_{U_{\eta}\backslash U_{2\eta}}|f|^{p}d\mu)^{1/p}$
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が導かれ, $f$ を $ f-\alpha$ に置き換えて求める評価式を得る. 以上で補題の
証明を終える.

さて, $X$ の開集合 $U$ と正数 $\eta$ に対して, $U_{\eta}=\{x\in U|\rho(x, \partial U)>\eta\}$

とおく. diam $U\leq R$ とする. $0<s\leq\eta/2$ に対して, $U_{\eta}\subset\bigcup_{x\in U_{\eta}}B(x, s)$

より, 被覆補題 1.1を適用して, $\{x_{i}|i=1,2, \ldots, N_{1}\}\subset U_{\eta}$ を適当に
取ると, $B(xis/5)$ 達は互いに交わることはなく, $U_{\eta}\subset\cup B(xi, s)\subset U$

となる. 従って

$\sum_{i}\mu(B(x_{i}, s/5))=\mu(\bigcup_{i}B(x_{i}, s/5))\leq\mu(U)$

となり, 一方, $U\subset B(xiR)$ より,

$\mu(U)\leq\mu(B(x_{i}, R))\leq(\frac{2R}{s})^{\kappa}\mu(B(x_{i}, s))\leq(\frac{20R}{s})^{\kappa}\mu(B(x_{i}, s/5))$

であるから, $N_{1}\leq(20R/s)^{\kappa}$ が導かれる.
次に任意の点 $x\in U$ に対して, $B(x, 2s)$ が $N_{2}$ 個の点 $\{Xi_{j}j=$

$1,$
$\ldots,$

$N2$ } を含むとすると,

$\sum_{j=1}^{N_{2}}\mu(B(x_{i_{j}}, s/5))\leq\mu(B(x, 3s)\leq\mu(B(x_{i_{j}}, 5s))\leq 50^{\kappa}\mu(B(x_{i_{j}}, s/5))$

である. したがって $N_{2}\leq 50^{\kappa}$ となる. このように $x\in B(xi, 2s)$ とな
る $x_{i}$ の個数は高々 $50^{\kappa}$ である.
以上の考察の下に, $f\in L^{p}(U)$ に対して,

$\phi(f)=(\mu(B(x_{1}, s))^{1/p}f_{x_{1},s},$ $\ldots,\mu(B(x_{N_{1}}, s))^{1/p}f_{x_{N_{1}},s})$

とおくことによって, 線形写像 $\phi:L^{p}(U)\rightarrow R^{N_{1}}$ を定める. ただし
$N_{1}\leq(20R/s)^{\kappa}$ であり, $R^{N_{1}}$ のノルムは, $|(a)|_{p}^{p}=|a1|^{p}+\cdots+|aN_{1}|^{p}$

とする. このとき, 次のことが成り立っ.

定理 2.5. リプシッツ関数 $f$ : $U\rightarrow R$ が,

$ rr\int_{U}(Lipf)^{p}d\mu\leq K^{p}\int_{U_{\eta}}|f|^{p}d\mu$ $[RP]$

$ 0<s\leq\lambda\eta$ , $\lambda=\min\{1, (50^{1+\kappa/p}\tau K)^{-1}\}$

を満たすならば,

$\int_{U_{\eta}}|f|^{p}d\mu\leq 2^{p+1}\sum_{i=1}^{N_{1}}\mu(B(x_{i}, s))|f_{x_{i},s}|^{p}=2^{p+1}|\phi(f)|_{p}^{p}$

が成り立っ. とくに, リプシッツ関数からなるベクトル空間 $\mathcal{V}$ で, $\mathcal{V}$

の元 $f$ すべてに対して一様に条件 [RP] が成り立つとき,

$\dim \mathcal{V}\leq N_{1}\leq(20R/s)^{\kappa}$

である.
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証明 弱 $p$ ボアンカレ不等式と $N_{2}\leq 50^{\kappa}$ を用いて,

$\int_{U_{\eta}}|f|^{p}d\mu$

$\leq 2^{p}\sum_{i}\int_{B(x_{i},s)}|f-f_{x_{i},s}|^{p}d\mu+2^{p}\sum_{i}|f_{x_{i},s}|^{p}\mu(B(x_{i}, s))$

$\leq 2^{p}\sum_{i}s^{p}\tau^{p}\int_{B(x_{i},2s)}$ $($ Lip $f)^{p}d\mu+2^{p}|\phi(f)|_{p}^{p}$

$\leq 2^{p}50^{\kappa}s^{p}\tau^{p}\int_{U}(Lipf)^{p}d\mu+2^{p}|\phi(f)|_{p}^{p}$

$\leq\frac{1}{2^{p}}\int_{U_{\eta}}|f|^{p}d\mu+2^{p}|\phi(f)|_{p}^{p}$

以上から

$\int_{U_{\eta}}|f|^{p}d\mu\leq 2^{p+1}|\phi(f)|_{p}^{p}$

が導かれた.

22. 補助的結果. $L^{\infty}$-束 $T^{*}X$ を構成し, リプシッツ関数の微分を定
義することが第 2節の目標であるが, ここではその準備となる考察を
する.
以下, $k$ 個の リプシッツ関数 $fi,$ $f2,$

$\ldots,$
$fk$ を考える. Lip $(fi)\leq L$

とする. 各 $(a)=(aaa)\in R^{k}$ に対して,

$f_{(a)}=a_{1}f_{1}+a_{2}f_{2}+\cdots+a_{k}f_{k}$

とおく. このとき, 次のことが成り立つ.

補題 2.6. (1) $|Lipf(a^{\prime})-Lipf(a^{\prime\prime})|\leq L(|a^{\prime}1-a^{u}1|+\cdots+|a^{\prime}k-a^{\prime\prime}k|)$

(2) $R^{k}$ の点列 $(a)j$ に対して, 各 $f(a)_{j}$ は点 $x$ で漸近的に広義線形
とする. $(a)j\rightarrow(a)(j\rightarrow\infty)$ ならば, $f_{(a)}$ も点 $x$ で漸近的に広義線形
である.

(3) 次のような点 $x$ 全体のなす集合を $X_{1}$ とおく :すべての $(a)$ に対し
て, $f(a)$ は $x$ において漸近的に広義線形である. このとき, $\mu(X\backslash X_{1})=0$

である.
(4) $x\in X_{1}$ に対して, Lip$f(a)(x)>0((a)\neq(O))$ とする. このとき,

ある正数 $r0$ があって, 次のことが成り立つ : 任意の $(a)\neq(0)$ , および
$0<r\leq r0$ に対して,

$r^{p}\int_{B(x,r)}($Lip $ f_{(a)})^{p}d\mu\leq C(\kappa,p)\int_{B(x,2r/3)}|f_{(a)}|^{p}d\mu$ .

ただし $C(\kappa,p)$ は $\kappa$ と $p$のみによって決まる定数である.
(5) $x\in X_{1}$ に対して, Lip$f(a)(x)>0((a)\neq(O))$ とする. このとき,

$k\leq N(\kappa, \tau,p)$ でなければならない. ただし $N(\kappa, \tau,p)$ は $\kappa$ と $\tau$ および
$p$ のみによる定数である.
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(3) と (4) の証明に定理 22と定理 2.3が使われる. 定理 25におい
て, $U=B(x, r),$ $\eta=r/3,$ $s=\lambda r/3,$ $K=C(\kappa,p)$ として (5) を得る.
(5) の結論は, 次の 23項の議論で本質的である.

補題 2.6 の証明 まず Lip $f_{(a)}\leq L|(a)|_{1}(|(a)|1=\sum_{i=1}^{k}|a_{i}|)$ と
$|Lf’)$
次に

$,-Lipf(a’)|\leq Lipf(a^{\prime})-(a’)$
より補題の (1) は明らかである.

$f_{B(x,r)}|Lipf_{(a)}$ –Lip$ f_{(a)}(x)|d\mu$ $\leq$ $f_{B(x,r)}|Lipf_{(a)}$ –Lip$f_{(a)_{j}}|d\mu+$

$f_{B(x,r)}|Lipf_{(a)_{j}}-$ Lip $f_{(a)_{j}}(x)|d\mu+$

$f_{B(x,r)}|Lipf_{(a)_{j}}(x)$ –Lip$ f_{(a)}(x)|d\mu$

と評価しておくと, $(a)j\rightarrow(a)$ のとき, 点 $x$ が各 Lip $f(a)_{j}$ のルベーグ点
ならば, Lip $f(a)$ のルペーグ点であることが容易に確かめられる. さ
らに

$|Lip(f_{(a)}+k)-Lip(f_{(a^{\prime})}+k)|\leq L|(a)-(a^{\prime})|_{1}$

より,

$|\inf_{k\in C_{0}^{0,1}(B(x,r))}f_{B(x,r)}(Lip(f_{(a)}+k))^{p}d\mu-$

$\inf_{k\in C_{O}^{0.1}(B(x,r))}f_{B(x,r)}$ $($Lip $(f_{(a^{\prime})}+k))^{p}d\mu|\leq L|(a)-(a^{\prime})|_{1}$

であることに注意すると, $\Phi_{r}((a))=\Phi_{r}(f(a))(x)$ とおいて,

$|\Phi_{r}((a))-\Phi_{r}((a^{\prime}))|\leq L|(a)-(a^{\prime})|_{1}$

となる. さらに各 $(a)j$ に対して $r\rightarrow 0$ のとき, $\Phi_{r}((a)J)\rightarrow 0$ ならば
$\Phi_{r}((a)J)\rightarrow 0$ であることも従う. これで補題の (2) が示された.
次に $f(a)$ の漸近的に広義線形である点全体を $X_{1}(f(a))$ と記すと, $R^{k}$

の有理点全体 $Q^{k}$ は $R^{k}$ で稠密であり, 上の (2) より
$\bigcap_{(a)\in R^{k}}X_{1}(f_{(a)})=\bigcap_{(a)\in Q^{k}}X_{1}(f_{(a)})$

となる. したがって $X_{1}=\cap(X(f(a))$ に対して, $\mu(X\backslash X_{1})=0$ で
ある. 以上で補題の (3) が示された.
最後に補題の (4) を証明する. まず次のことに注意する.

$|(f_{B(x,r)}($Lip$f_{(a)})^{p}d\mu)^{1/p}-(f_{B(x,r)}($Lip $f_{(a^{\prime})})^{p}d\mu)^{1/p}|\leq L|(a)-(a^{\prime})|_{1}$

したがって, $\alpha\in R$ に対して

(6) $r(f_{B(x,r)}($Lip$f_{(a)})^{p}d\mu)^{1/p}\leq C(\kappa,p)(f_{B(x,r)}|f_{(a)}-\alpha|^{p}d\mu)^{1/p}$
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ならば,

$r(f_{B(x,r)}$ $($Lip $f_{(a^{\prime})})^{p}d\mu)^{1/p}$

(7) $\leq C(\kappa,p)(f_{B(x,r)}|f_{(a)}-\alpha|^{p}d\mu)^{1/p}+rL|(a)-(a^{\prime})|_{1}$

となる. ここで $\beta=f(a)-(a^{\prime})(x),$ $\alpha’=\alpha-\beta$ とおくと, $B(x, r)$ におい

て, $|f(a)-(a^{\prime})-\beta|\leq rL|(a)-(a)|1$ より,

$|(f_{B(x,r)}|f_{(a)}-\alpha|^{p}d\mu)^{1/p}$ $(f_{B(x,r)}|f_{(a^{\prime})}-\alpha^{\prime}|^{p}d\mu)^{1/p}|$

$\leq rL|(a)-(a^{\prime})|_{1}$

となり, これを不等式 (7) に代入して,

$r(f_{B(x,r)}($Lip $f_{(a^{\prime})})^{p}d\mu)^{1/p}$

$\leq C(\kappa,p)(f_{B(x,r)}|f_{(a^{\prime})}-\alpha^{\prime}|^{p}d\mu)^{1/p}+(1+C(\kappa,p))rL|(a)-(a^{\prime})|_{1}$

を得る. したがって (6) かつ

$(1+C(\kappa,p))L|(a)-(a^{\prime})|_{1}\leq\frac{1}{4}(f_{B(x,r)}(Lipf_{(a)})^{p}d\mu)^{1/p}$

ならば, $\alpha^{\prime}\in R$ に対して,
(8)

$r(f_{B(x,r)}$ $($Lip $f_{(a^{\prime})})^{p}d\mu)^{1/p}\leq 2C(\kappa,p)(f_{B(x,r)}|f_{(a^{\prime})}-\alpha^{\prime}|^{p}d\mu)^{1/p}$

が成り立っことになる.
さて, 点 $x$ に対して, $x$ は任意の $(a)\neq 0$ に対して, Lip $f(a)$ のルベー

グ点であり, かつ Lip$f(a)(x)>0$ とする. このとき, ある正数 $M$ が存
在して, 任意の $(a),$ $|(a)|_{1}=1$ , と任意の $r,$ $0<r\leq 1$ , に対して,

$(f_{B(x,r)}($Lip$f_{(a)})^{p}d\mu)^{1/p}\geq M$

が成り立っ. したがって $(a),$ $|(a)|1=1$ , に対して, (6) が成り立ち, か
つ $2C(\kappa,p)L|(a^{\prime})-(a)|\leq M$ ならば, (7) が成り立っことになる.
ここで, 各 $(a),$ $|(a)|\iota=1$ , に対して, $r\leq r(a)$ である任意の $r$ に対

して (6) が成り立つように正数 $r(a)$ を選ぶ. $\epsilon=4^{-1}C(\kappa,p)^{-1}L^{-1}M$ と

おいて, $|(a)j|_{1}=1$ を満たす有限個の点の集合 $S=\{(a)_{1}, \ldots, (a)_{n}\}$ で,

任意の $(a),$ $|(a)|_{1}=1$ , に対して, $\min\{|(a)-(a)j|_{1}|j=i, . . . , n\}\leq\epsilon$

となるものを選ぶ. このとき, すべてのベクトル $(a)$ において, 任意の



測度距離空間の幾何解析 295

正数 $r\leq\min\{r((a)j)|j=1, \ldots, n\}$ に対して, (8) が成り立っことが
わかる. 以上で補題が示された.

23. 余接束とリプシッツ関数の微分. 補題 26に基づいて, $L^{\infty}$-束 $T^{*}X$

を構成し, リプシッツ関数の微分を定義しよう.
まず, 1次独立な $k$ 個のリプシッツ関数の組 $\alpha=\{fi, \ldots, fk\}$ を考

える. 補題 26(3) と同様に, 次のような点 $x$ 全体のなす集合を $X_{1}(\alpha)$

とおく – すべての $(a)$ に対して, $f_{(a)}$ は $x$ において漸近的に広義線形
であるー. このとき $\mu(X\backslash X_{1}(\alpha))=0$ である. さらに

$U(\alpha)$ $:=$ { $X\in X_{1}(\alpha)|$ すべての $(a)\neq 0$ に対して Lip$f_{(a)}(x)>0$ }
とおく.
次に $\mu(A)>0$ となる $A\subset X$ を一つ固定して, 次の条件

$\mu(A\cap U(\alpha))>0$ $[\#]$

を考える. 次のことに注意する.
(i) 補題 26(5) より, 条件 $[\#]$ を満たす $\alpha=\{fi, \ldots, fk\}$ に対して,

$k\leq N(\kappa, \tau)$ でなければならない.
(ii) 条件 $[\#]$ を満たす $\alpha=\{f1, \ldots, fk\}$ は存在する. (たとえば, 点

$x$ からの距離 $\rho_{x}=dI(x, *)$ をとるとよい 10.)

以下 $\alpha=\{fi, \ldots, fk\}$ は, 条件 $[\#]$ を満たし, そのようなものの中
で次元に関して極大であるとして議論する.

$\alpha$ と 1次独立な リプシッツ関数 $f$ #こ対して

$f_{(s,a)}=sf+f_{(a)}=sf+a_{1}f_{1}+\cdots+a_{k}f_{k}$

とおき, 任意の $(s, a)$ に対して $f(s,a)$ が漸近的に広義線形となる点 $x$

全体を $X_{1}(f, \alpha)(\subset X_{1}(\alpha))$ と表す. このとき $\mu(A\backslash X_{1}(f, \alpha))=0$ とな
り, さらに,

$U(f, \alpha)$ $:=$ { $x\in X_{1}(f,$ $\alpha)|$ 任意の $(s,$ $a)\neq 0$ に対して Lip$f(s,a)(x)>0$}
とおくと, 次元の極大性により,

$\mu(A\cap U(f, \alpha))=0$

である. そこで $V(f)\alpha):=U(\alpha)\backslash U(f, \alpha)$ とおくと,

$\mu(A\cap V(f, \alpha))=\mu(A\cap U(\alpha))>0$

となり,

$x\in V(f, \alpha)\cap A$ $\Leftrightarrow x\in A\cap U(\alpha)$ , Lip$f_{(s,a)}(x)=0$ $(\exists(s, a)\neq(0))$

$\Leftrightarrow x\in A\cap U(\alpha)$ , Lip$f_{(-1,a)}(x)=0$ $(\exists(a)\neq(0))$

$\Leftrightarrow x\in A\cap U(\alpha)$ , Lip $(-f+f_{(a)})(x)=0(\exists(a)\neq 0)$

一方

$0\leq Lipf_{(a)-(a^{\prime})}(x)$ $=$ Lip $\{(-f+f_{(a)})-(-f+f_{(a)})\}(x)$

$\leq$ Lip $(-f+f_{(a)})(x)+Lip(-f+f_{(a^{\prime})})(x)$

lo命題 1.7参照
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より,

Lip $(-\int+f_{(a)})(x)=Lip(-f+f_{(a^{\prime})})(x)=0$ $\Rightarrow$ Lip $f_{(a)-(a^{\prime})}(x)=0$

$\Rightarrow$ $(a)=(a)$

このように各 $X\in V(f, \alpha)$ に対して,

Lip$f_{(-1,a)}(x)=Lip(-f+f_{(a)})(x)=0$

となる $(a)\in R^{k}$ が一意的に存在することが判る. これを $(a(f;x))$ と
表すことにする.

Lip$f(x)\leq Lip(f-f_{(a(f;x))})(x)+Lipf_{(a(f;x))}(x)=Lipf_{(a(f;x))}(x)$

Lip$f_{(a(f;x))}(x)\leq Lip(f_{(a(f;x))}-f)(x)+Lipf(x)=Lipf(x)$

より,

Lip$f(x)=Lipf_{(a(f;x))}(x)$

が成り立つ. ( $ua(f;x)i=\partial f/\partial fi(x)$ という感じである. )
なお, $f=f(a)$ の場合は, $(a(f;x))=(a),$ $V(f, \alpha)=U(\alpha)$ である.
さて,

$|(a(f;x))|_{2}\min_{|(a)|_{2}=1}Lipf_{(a)}(x)$
$\leq$ $|(a(f;x))|_{2}Lip(\frac{1}{|(a(f;x))|_{2}}f_{(a(f;x))})(x)$

$=$ Lip$f_{(a(f;x))}(x)$

$\leq$ $Lip(f_{(a(f;x))}-f)(x)+Lipf(x)$

$=$ $Lipf(x)$

より, 次のことが成り立っ.

$|(a(f;x))|_{2}\min$ Lip$f_{(a)}(x)\leq Lipf(x)$
$|(a)|_{2}=1$

したがって, 正数 $b$ に対して,

$U(\alpha, b);=$ { $x\in U(\alpha)|$ $\min$ Lip$f_{(a)}(x)\geq b$ }
$|(a)|_{2}=1$

とおく と,

$|(a(f;x))|_{2}\leq\frac{1}{b}$Lip$f(x)\leq\frac{1}{b}Lip(f)$ , $x\in U(\alpha, b)$

となる. 次のことに注意する.

$\lim_{b\rightarrow 0}\mu(A\cap U(\alpha, b))=\mu(A\cap U(\alpha))>0$

補題 2.7. (1) $x\in V(f$ , \mbox{\boldmath $\alpha$} $)$ \cap V(ん, $\alpha$ ) ならば,

$(a(\eta f+\lambda h;x))=\eta(a(f;x))+\lambda((a(h;x))$ , $\eta,$
$\lambda\in R$
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(2) 条件 $[\#]$ を満たし, 次元に関する極大性を持つ組 $\alpha=\{f_{1}^{\alpha}, \ldots, f_{k}^{\alpha}\}$

と $\beta=\{f_{1}^{\beta}, \ldots, f_{k}^{\beta},\}$ に対して, $\mu(A\cap U(\alpha)\cap U(\beta))>0$ ならば, $k=k^{\prime}$

となり,

$\sum_{j=1}^{k}a^{\beta}(f_{i}^{\alpha};x)_{j}a^{\alpha}(f_{j}^{\beta};x)_{\ell}=\delta_{i,\ell}$ , $x\in\bigcap_{i,j}V(f_{i}^{\alpha},\beta)\cap V(f_{j}^{\beta}, \alpha)$

さらに $\mu(A\cap(\cap i,jV(f_{i}^{\alpha}, \beta)\cap V(f^{\beta}j’\alpha)))=\mu(A\cap U(\alpha)\cap U(\beta))>0$ .
(3) 条件 $[\#]$ を満たし, 次元に関する極大性を持つ 3つの組 $\alpha=$

$\{f_{1}^{\alpha}, \ldots, f_{k}^{\alpha}\}_{f}\beta=\{f_{1}^{\beta}, \ldots, f_{k}^{\beta}\}_{f}\gamma=\{f_{1}^{\gamma}, \ldots, f_{k}^{\gamma}\}$ が $\mu(A\cap U(\alpha)\cap$

$U(\beta)\cap U(\gamma))>0$ を満たすならば,

$\sum_{j=1}^{k}a^{\beta}(f_{i}^{\gamma};x)_{j}a^{\alpha}(f_{j}^{\beta};x)\ell=a^{\alpha}(f_{i}^{\gamma}; x)_{\ell}$ ,

$x\in\cap*=i,j,\ell;**,***=\alpha,\beta)\gamma V(f_{*}^{**}, ***))$

さらに $\mu(A\cap()=\mu(A\cap U(\alpha)\cap U(\beta)\cap$
$U(\gamma))>0$ である.

以上の考察に基づいて, 余接束 $T^{*}X$ が構成される. 以下簡単のため
$\mu(X)<+\infty$ として議論する
まず $A=X$ として, 上に述べたような $\mu(U(\alpha))>0$ を満たすリプ

シッツ関数と可測集合の組 $\alpha=(\{f_{1}^{\alpha}, \ldots, f_{k(\alpha)}^{\alpha}\}, U(\alpha))$ 全体に中から,
$\frac{1}{4}\sup_{\alpha}\mu(U(\alpha))\leq\mu(U(\alpha 1))$ を満たす $\alpha 1$ を取り, 十分小さい $\delta_{1}$ をとっ

て, $\frac{1}{4}\sup_{\alpha}\mu(U(\alpha))\leq\mu(U(\alpha_{1}, \delta_{1}))$ とする. 次に $A=X\backslash U(\alpha\delta)$ とお

く. $\mu(A)=0$ ならば, これで終了. $\mu(A)>0$ のとき, $\mu(A\cap U(\beta))>0$

を満たす組 $\beta=$ $(\{f_{1}^{\beta}, . . . , f_{k(\beta)}^{\beta}\}, U(\beta))$ すべてを考え, $\frac{1}{4}\sup_{\beta}\mu(A\cap$

$U(\beta))\leq\mu(A\cap U(\alpha_{2}, \delta_{2}))$ を満たす $\alpha_{2}$ と正数 $\delta_{2}$ を選ぶ. これを繰り返
して,

$\{\alpha_{n}=(\{f_{1}^{\alpha_{n}}, \ldots, f_{k(\alpha_{n})}^{\alpha_{n}}\}, U(\alpha_{n}, \delta_{n}))|n=1,2, \ldots N(\leq+\infty)\}$

を構成する. 作り方より,
$\mu(X\backslash \bigcup_{n=1}^{N}U(\alpha_{n}, \delta_{n}))=0$

となる. $\hat{U}(\alpha_{n})=U(\alpha_{n}, \delta_{n})$ とおくと, $\mu(\hat{U}(\alpha_{n})\cap\hat{U}(\alpha_{m}))>0$ な

らば, $\hat{U}(\alpha_{n})\cap\hat{U}(\alpha_{m})$ 上の有界な可測関数を成分とする行列値関数
$(a^{\alpha_{n}}(f_{i}^{\alpha_{m}}; x)j)$ が定まり, これらを変換関数とする, $X$ 上ほとんど至る
ところ定義された $L^{\infty}$ 束が定義できる. これを $T^{*}X$ と表し, $X$ の余
接束という. ただし $T^{*}X$ のファイバーは一定の次元であるとは主張し
ていないことに注意する.
任意のリプシッツ関数 $f$ は, $\hat{U}(\alpha_{n})$ のほとんど至る所, 成分 $(a^{\alpha_{n}}(f;x))$

をもつ $T^{*}X$ の可測断面を与える. これを $df$ と表して, $f$ の微分とよ
ぶ. このときライプニッツ則が成り立っ.

$d(f_{1}\cdot f_{2})=df_{1}\cdot f_{2}+f_{1}\cdot df_{2}$
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以上まとめて, 次の定理を得る.

定理 28. 測度距離空間 (X, $d,$ $\mu$ ) は, 正数 $\kappa,$ $\tau$ と $ 1<p<+\infty$ に対し
てダブリング条件 $[D]_{\kappa}$ と弱 p-ボアンカレ不等式 $[P]_{\tau}$ を満たすとする.
ただし $X$ は弧状連結とする. このとき $\mu(Ui)>0$ および $\mu(Z)=0$ を
満たすボレル集合 $U_{i}(i=1,2, \ldots)$ と $Z$ によって $X$ は

$X=\bigcup_{i}U_{i}\cup Z$

と分解され, さらに各 $i=1,2,$ $\ldots$ に対して, $U_{i}$ 上のリプシッツ関数の
組 $\{f_{1}^{(i)}, \ldots, f_{n(i)}^{(i)}\}$ が存在して, つぎの性質を満たす.

(1) $\kappa$ と $\tau$ および $p$のみによって決まる正の整数 $N(\kappa, \tau,p)$ があって,
各 $i=1,2,$ $\ldots$

につき $n(i)\leq N(\kappa, \tau,p)$ である.

(2) $\{f_{1}^{(i)}, \ldots, f_{n(i)}^{(i)}\}$ は一次独立である.

(3) 任意の $i=1,2,$ . . . と $(a)\in R_{Z}^{n(i)}(a)\neq 0$ , に対して, $f_{(a)}$ は $U_{i}$.
上の各点 $x$ で漸近的広義線形かつ Lip$f(a)(x)>0$ である. さらに任意
の $f\in C_{loc}^{0,1}(X, d)$ に対して, $R^{n(i)}$ 値可測関数 $a(f, x)(x\in U_{i})$ があっ
て, ほとんどいたるところ

$\lim_{y\rightarrow x}\frac{f(y)-f(x)-\sum_{j=1}^{n(i)}a_{j}(f,x)(f_{j}^{(i)}(y)-f_{j}^{(i)}(x))}{d(y,x)}=0$

が成り立っ.

ノート 2定理 28に関して, カルノー群さらにより一般のサブリーマ
ン計量の場合については, Pansu [61] と Monti-Cassano [56] を参照. ま
たチーガーの定理 2.8に関するノート Tyson [73] がある.
なお $T^{*}X$ のファイバーのランクが一定ではないような例は知られて

ないようである.

3. ソボレフ空間

前節に述べたチーガーによるリプシッツ関数の微分に関する定理 28
の証明を完成するためには定理 2.1において述べた, リプシッツ関数
のディリクレ p-エネルギーの ( $L^{p}$ 収束に関する) 下半連続性が本質的
である. この定理の完全な証明を与える代わりに, この節では定理 2.1
とほぼ同じ内容の結果を証明する. これは定理 28の証明には十分であ
る. そのために測度距離空間上のソボレフ空間を定義し, そのいくつ
かの基本的な性質を説明する. とくにダブリング条件とボアンカレ不
等式の成立の下に, ソボレフ空間の回帰性が示される.

3.1. ソボレフ空間の定義. 第 1節で述べたように, ボレル正則測度を
備えた距離空間 $X=(X, d, \mu)$ を考え, 正の半径を持つ距離球体 $B$ に

対して, $ 0<\mu(B)<+\infty$ と仮定する.
さて, 各関数 $u\in L_{loc}^{1}(X)$ に対して, 可測関数 $g:X\rightarrow[0, +\infty]$ の集

合 $D[u]$ が指定されていて, 対応 $u\rightarrow D[u]$ は以下に述べる性質 D–l
$\sim D-5$ を満たすとする.
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$D-1$ 非負値リプシッツ関数 $u$ に対して, Lip $(u)\leq k$ ならば, $g=$

$ksgn(u)$ は $D[u]$ に属する.

$D-2g1\in D[u1])g2\in D[u2]$ , かつ $g\geq|\alpha|g1+|\beta|g2(\alpha, \beta\in R)$ なら
ば, ほとんどいたるところ $g\in D[\alpha u1+\beta u2|$ である.

$D-3u\in L_{loc}^{1}(X),$ $g\in D[u]$ , 有界なリプシッツ関数 $\phi$ に対して, 関
数ん (x) $=(\sup|\phi|g(x)+Lip(\phi)|u(x)|)\in D[\phi u]$ である.

$D-4u_{1},$ $u_{2}\in L_{loc}^{1}(X)$ に対して, $u=\max\{u_{1}, u_{2}\},$ $v=\min\{uu\}$ と
おくと, $g1\in D[u1],$ $g2\in D[u2]$ ならば, $g=\max\{g1, g2\}\in D[u]\cap D[v]$

D–l により, 定数 $c$ に対して, $O\in D[c]$ であり, また D–2より,
$D[u]$ は凸集合となる. さらに $D[\alpha u]=|\alpha|D[u](\alpha\in R)$ となることが
容易に確かめられる. $D[u]$ の元 $g$ を $u$ の擬グラディエントとよぶ.

ここで $ 1\leq p<+\infty$ を固定する.

D–5関数列 $\{u_{i}\}$ と $g_{i}\in D[u_{i}]$ を満たす関数列 $\{g_{i}\}$ に対して, $L_{loc}^{p}(X)$

において $u_{i}\rightarrow u$ かつ If(X) において $g_{i}\rightarrow g$ ならば, $g\in D[u]$ で

ある.

これによりほとんどいたるところ一致する関数の擬グラディエント
の集合は一致する. 以下において, ほとんどいたるところ一致する関
数は同じものとみなす.

以上 $D-1\sim D-5$ の下に, 次の定義を述べる.

定義 3.1. 関数 $u\in L_{loc}^{1}(X)$ に対して,

$E_{p}(u)=\inf\{\int_{X}g^{p}d\mu:g\in D[u]\}$

とおいて, $u$ のディリクレ p-エネルギーという. また

$\mathcal{L}^{1,p}(X)=\{u\in L_{loc}^{p}(X) : E_{p}(u)<+\infty\}$

とおいて, これを p-ディリクレ空間という. さらに

$W^{1,p}(X)=W^{1,p}(X, d,\mu, D)=\mathcal{L}^{1,p}(X)\cap L^{p}(X)$

とおいて, これを p-ソボレフ空間とよび, $u\in W^{1,p}(X)$ に対して,

$\Vert u\Vert_{W^{1,p}(X)}=(\int_{X}|u|^{p}d\mu$ 十 $E_{p}(u))^{1/p}$

とおく.

定理 3.1. $W^{1,p}(X)$ はバナッハ空間である.
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証明 まずD–l から, $0\in W^{1,p}(X)$ である. D–2から $W^{1,p}(X)$

が線形空間であることが従う.
次に $\Vert\cdot\Vert_{\nu v}1,p(X)$ がノルムであることを確かめる. まず $\Vert u\Vert W^{1,p}(X)=$

$0\Rightarrow u=0(a.e)$ は明らかである. $D-2$ より $ g\in D[u]\Leftrightarrow|\alpha|g\in$

$D[\alpha u](\alpha\in R\backslash \{0\})$ となり, したがって $E_{p}(\alpha u)=|\alpha|^{p}E_{p}(u)$ , そして
$\Vert\alpha u\Vert W^{1,p}(X)=|\alpha|\Vert u\Vert\nu V^{1.p}(X)$ が従う. また D–2により $gi\in D[ui](i=$

$1,2)\Rightarrow(g_{1}+g_{2})\in D[u_{1}+u_{2}]$ であるから, 三角不等式 $\Vert u_{1}+u_{2}\Vert_{\nu v^{1,p(X)}}\leq$

$\Vert u_{1}\Vert_{W^{1.p}(X)}+\Vert u_{2}\Vert_{W^{1,p}(X)}$ が従う.
最後に $W^{1,p}(X)$ が完備であることを示そう. $\{u_{i}\}$ をコーシー列とす

る. 必要ならば, 部分列を取ることによって, $\Vert(u_{i}-u_{i+1})\Vert_{W^{1,p}(X)}\leq 2^{-i}$

と仮定して, ある $u\in W^{1,p}(X)$ に $u_{i}$ が収束することを示せばよい. そ
こで $vi=ui-ui+1$ とおく. このとき, 上の仮定より $\Vert$ ん$i\Vert L^{p}(X)\leq 2^{-i}$

となる $h_{i}\in D[v_{i}]\cap L^{p}(X)$ が存在する. 次に $D[u_{1}]$ の元 $g_{1}$ を任意に選
び, $gk=g_{1}+\sum_{i=1}^{k-1}h_{i}(k\geq 2)$ とおく このとき, $u=u-\sum_{i=1}^{k-1}v_{i}$

に注意すると, D–2から $gk\in D[uk](k=1,2, \ldots)$ が従う. $\{gk\},$ $\{uk\}$

はともに $L^{p}(X)$ においてコーシー列であるので, $L^{p}(X)$ における極限
$g=\lim gku=\lim uk$ が存在する. $D-5$ より $g\in D[u]$ である. とく
に $u\in W^{1,p}(X)$ である. よって $W^{1,p}(X)$ において $uk$ が $u$ に収束する
ことを示せばよい. すなわち, $\Vert uk-u\Vert L^{P}(X)\rightarrow 0$ より, $\Vert fk\Vert L^{p}(X)\rightarrow 0$

となる $fk\in D[uk-u]$ を見つければよい.
そのために $k$ を任意に固定して, $vk,m=(uk-u_{m})(m\geq k)$ とおく.

$v-v=u_{n}-u_{m}$ より, $\{vk,m\}_{m}$ は $W^{1,p}(X)$ においてコーシー列
をなす. さらに

$\Vert v_{k,m}\Vert_{W^{1,p}(X)}\leq\sum_{s=k}^{m-1}\Vert u_{s}-u_{s+1}\Vert_{W^{1,p}(X)}\leq\sum_{s=k}^{m-1}2^{-s}\leq 2^{-(k-1)}$

と評価される. その構成により $ m\rightarrow\infty$ のとき $vk,m$ は $(uk-u)$ に収
束し, $vk,m=\sum_{s=k}^{m-1}v_{S}$ より, D–2から $gk,m=\sum_{s=k}^{m-1}h_{s}\in D[vk,m]$ が
従う. このように $\{gk,m\}$ は If(X) においてコーシー列であり,

$\Vert g_{k,m}\Vert_{L^{p}(X)}\leq\sum_{s=k}^{m-1}\Vert h_{s}\Vert_{L^{p}(X)}\leq 2^{-(k-1)}$

となる. したがって $D-5$ より関数 $gk=\lim_{m\rightarrow\infty}gk,m$ は $D[uk-u]$ に

属し,

1I $g_{k}\Vert_{L^{p}(X)}=\lim_{m\rightarrow\infty}$ II $g_{k,m}\Vert_{L^{p}(X)}\leq 2^{-(k- 1)}$

となる. これで定理の証明が完了した.

命題 3.2. $ 1<p<+\infty$ とする. このとき, 任意の $u\in \mathcal{L}^{1,p}(X)$ に対
して f

$\int_{\lambda^{\prime}}g_{u}d\mu=E_{p}(u)$

を満たす関数 $g_{u}\in D[u]$ がただ一つ存在する.
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証明 まず D–2と $D-5$ より, $D[u]$口 If $(X)$ は If $(X)$ において凸閉
集合である. $L^{p}(X)$ は一様凸空間であることに注意すると, D[u]口 $L^{p}(X)$

の中でノルム最小な元 $g_{u}$ がただひとつ存在する.

一般にバナッハ空間 $(E, \Vert\cdot\Vert)$ が, 任意の正数 $\epsilon$ に対して, $\delta\in(0,1)$ ,
が存在して, $\Vert x\Vert\leq 1,$ $\Vert y\Vert\leq 1,$ $\Vert x-y\Vert>\epsilon\Rightarrow\Vert(x+y)/2\Vert\leq 1-\delta$

という性質を満たすとき, $E$ は一様凸であるという. なお, ミルマン

の定理によると, バナッハ空間 $E$が一様凸であるならば, $E$ は回帰的
である.
命題 32の $g_{u}$ を, $u$ の最小擬グラディエントとよぶ. $D-2\sim D-4$

から, 対応 $u\rightarrow g_{u}$ は次の性質をみたす.

(i) $\int_{\lambda^{\prime}}g_{u+v}^{p}d\mu\leq\int_{X}g_{u}^{p}d\mu+\int_{X}g_{u}^{p}d\mu$

(ii) $|\int_{X}g_{u}^{p}d\mu-\int_{X}g_{v}^{p}d\mu|\leq\int_{X}g_{u-v}^{p}d\mu$

(iii) $\int_{X}g_{\phi u^{p}}d\mu\leq\int_{X}(\sup|\phi|g_{u}+Lip(\phi)|u|)^{p}d\mu$

(iv) $\int_{X}g_{\max\{u,v\}^{p}}d\mu\leq\int_{X}\max\{g_{u},g_{v}\}^{p}d\mu$

(v) $\int_{X}g_{\min\{u,v\}^{p}}d\mu\leq\int_{X}\max\{g_{u},g_{v}\}^{p}d\mu$

定理 33. $ 1<p<+\infty$ とする. このとき関数列 $\{ui\}\subset L^{p}(X)$ が $u$

に If 収束するならば,

$ E_{p}(u)\leq\lim\inf E_{p}(u_{i})i\rightarrow\infty$

が成り立っ.

証明 $ui\in W^{1,p}(X)$ で $\sup E_{p}(ui)<\infty$ としてよろしい. $ui$ の最小
擬グラディエントを $gi$ とする. このとき $\{gi\}$ は $L^{p}(X)$ において有界で,
$L^{p}(X)$ は回帰的であるから, 必要ならば部分列を取って, ある $g\in L^{p}(X)$

に弱収束するとしてよろしい. このとき $\Vert g\Vert L^{p}(X)\leq\lim infi\rightarrow\infty\Vert gi\Vert L^{p}(X)$

なので, $g\in D[u]$ を示せばよい.
まずマツールの定理より, 各 $k$ につき, $\{gi\}i>k$ の If(X) における

凸胞の閉包に $g$ は含まれる. したがって, ん k $=\overline{\sum}_{i=k}^{m}ai,kgi\sum_{i=k}^{m}ai,k=$

$1,$ $a_{i,k}\geq 0$ , のように表される関数の列 $\{hk\}$ で $\Vert hk-g\Vert L^{p}(X)\rightarrow 0$ となる
ものが取れる. $vk=\sum_{i=k}^{m}ai,kui$ とおく. このとき, $\Vert vk-u\Vert L^{p}(X)\rightarrow 0$ ,
さらに D–2より, $h_{k}\in D[vk]$ である. よって $D-5$ より $g\in D[u]$ で

ある.

ここでマツールの定理の内容を確認しておこう: ノルム空間 $(E, \Vert\cdot\Vert)$

において, $x_{n}$ が $x$ に弱収束するならば, 任意の $\epsilon>0$ に対して, あ
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る凸結合 $\sum_{i=1}^{N}$ aixi $(\sum_{i=1}^{N}a_{i}=1, ai\geq 0, i=1,2, \ldots, N)$ が存在して,
$\Vert x-\sum_{i=1}^{N}$ ax $\Vert<\epsilon$ とできる.

定理 3.3の証明と同様にして, 次の命題を示すことができる.

命題 34. $ 1<p<+\infty$ とする. 関数列 $\{ui\}\subset L^{p}(X)$ が $u$ に If 収
束するとき, 次の条件はすべて同値である.

(1) $\lim_{i\rightarrow\infty}\int_{\lambda^{\prime}}g_{u_{i}}^{p}d\mu=\int_{X}g_{u}^{p}d\mu$

(2) $\lim_{i\rightarrow\infty}\int_{X}|g_{u_{i}}-g_{u}|^{p}d\mu=0$

(3) ある $g_{i}\in D[\%]$ が存在して, $\lim_{i\rightarrow\infty}\int_{\lambda^{\prime}}gi^{p}d\mu=\int_{X}g_{u^{p}}d\mu$

(4) ある $g_{i}\in D[b]$ が存在して, $\lim_{i\rightarrow\infty}\int_{X}|g_{i}-g_{u}|^{p}d\mu=0$

次に $D-1\sim D-5$ に加えて, 次の性質を考える.

$D-6$ 関数列 $\{u_{i}\}\subset \mathcal{L}^{1,p}(X)$ が $E_{p}(u)\rightarrow 0$ を満たすならば, 任意の
距離球体 $B$ に対して, $\Vert u_{i}-a_{i}\Vert_{L^{p}(B)}\rightarrow 0$ となる定数 $a_{i}$ が存在する.

命題 3.5. 条件 $D-$ 1\sim D-5のもとに次のことが成り立っ.
(1) $u,$ $v\in W^{1,p}(X)$ に対して, $\max\{u, v\},$ $\min\{u,v\}\in W^{1,p}(X)$ で

ある.
(2) $u\in W^{1,p}(X)$ と台がコンパクトなリプシッツ関数 $\phi$ に対して

$\phi u\in W^{1,p}(X)$ である.
(3) $u\in W^{1,p}(X)$ と定数 $c$ に対して, $E_{p}(\max\{u, c\})\leq E_{p}(u)$ .
(4) 台がコンパクトなリプシッツ関数 $\phi$ は $W^{1,p}(X)$ の元である.
さらに $D-6$を仮定する.
(5) $u\in \mathcal{L}^{1,p}(X)$ に対して, $E_{p}(u)=0$ ならば $u$ は定数である.

証明 これらの性質は定義からすぐ示される.

以下に条件 $D-1\sim D-6$から得られるいくつかの命題を証明なしで
述べる 11.
命題 36. 条件 $D-1\sim D-6$ の下に, $\{u_{i}\}\subset \mathcal{L}^{1,p}(X)$ が $E_{p}(u_{i})\rightarrow 0$

を満たすならば, ある数列 {ci} が存在して, 任意のコンパクト集合 $A$

に対して, $\Vert ui-\mathfrak{g}\Vert L^{p}(A)\rightarrow 0$ となる.

命題 3.7. 条件 $D-1\sim D-6$ の下に J 任意の有界可測集合 $Q\subset A\subset X$

で, $\mu(Q)>0$ を満たすものに対して, 次のことが成り立つ. 任意の
$u\in \mathcal{L}^{1,p}(X)$ と $g\in D[u]$ に対して,

$\Vert u-u_{Q}\Vert_{L^{p}(A)}\leq C_{A,Q}\Vert g\Vert_{L^{p}(X)}$

11ノート 3参照
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が成り立っ. ただし $C_{A,Q}$ は $P$ と $A$ そして $Q$ にのみ依存する定数で,

$u_{Q}$ $:=f_{Q}ud\mu:=\frac{1}{\mu(Q)}\int_{Q}ud\mu$

系 38. 任意の可測集合 $A,$ $Q\in \mathcal{K}$ で, $\mu(Q)>0$ を満たすものに対し
て, 次のことが成り立っ. 任意の $u\in \mathcal{L}^{1,p}(X)$ と $g\in D[u]$ に対して,
$Q$ において $u=0$ ならば,

$\Vert u\Vert_{L^{p}(A)}\leq C_{A,Q}\Vert g\Vert_{L^{p}(X)}$

ただし $C_{A,Q}$ は $p$ と $A$ そして $Q$ にのみ依存する定数である.

定義 3.2. ディリクレ p-エネルギー $E_{p}$ が局所的であるとは, $A\in \mathcal{K}$

において $u$ が定数ならば, $E_{p}(u|A)=0$ となることである. ただし

$E_{p}(u|A)=\inf\{\int_{A}g^{p}d\mu|g\in D[u]\}$

これを $u$ の局所ディリクレ p-エネルギーという.

32. 完備化によるソボレフ空間の構成と例. 測度距離空間 $X=(X, d, \mu)$

と関数族 $\mathcal{F}$ が与えら, $\mathcal{F}$ は以下の条件を満たすとする.
F-l $\mathcal{F}$はベクトル空間でかつ, $u,$ $v\in \mathcal{F}$ ならば $\max\{u, v\},$ $\min\{u, v\}\in$

$\mathcal{F}$ という性質を満たす.
$F$ ー $2$ $\mathcal{F}$ はすべてのリプシッツ関数を含む.
$F_{\text{ー}}3$ $u\in \mathcal{F}$ と有界なリプシッツ関数 $\phi$ に対して, $\phi u\in \mathcal{F}$.

例えば

$\mathcal{F}=C_{loc}^{0,1}(X)=$ { $X$ 上の局所リプシッツ関数全体}
はこれらの条件を満たす.
さて, $f\in \mathcal{F}\rightarrow D[f]$ が定まっていて, $D-1\sim D-4$ が満たされて

いるとする.

定義 33. $u\in L_{loc}^{1}(X)$ と可測関数 $g:X\rightarrow[0, +\infty]$ に対して, $g\in\overline{D}[u]$

とは, $ g=+\infty$ あるいは $\{f_{i}\}\subset \mathcal{F}$ と $g_{i}\in D[f_{i}]$ があって, $L_{loc}^{p}(X)$ に

おいてゐ $\rightarrow u,$ $L^{p}(X)$ において $g_{i}\rightarrow g$ となる. (このような $g$ が含
まれない場合は $\overline{D}[u]$ は $+\infty$ のみから成る) $g\in\overline{D}[u]$ を擬グラディエ
ントという.

命題 39. 対応 $u\rightarrow\overline{D}[u]$ は $D-1\sim D-5$ を満たす. さらに対応
$f\in \mathcal{F}\rightarrow D[f]$ が D–6を満たせば, 対応 $u\rightarrow\overline{D}[u]$ も D–6を満たす

証明 F–2から D–l は明らかである. D-2を示す. $u,$ $v\in L_{loc}^{p}$ ,
$g\in\overline{D}[u],$ $h\in\overline{D}[v]$ と $f\geq|\alpha|g+|\beta|h$が与えられている. 定義から関
数列 $\{u_{i}\},$ $\{v_{i}\}\subset \mathcal{F}$ と $g_{i}\in\overline{[}D$ ] $[u_{i}]$ , ん i $\in\overline{D}[v_{i}]$ となる関数列 $\{g_{i}\},$ $\{hi\}$

で, $L_{loc}^{p}(X)$ において $ui\rightarrow u,$ $vi\rightarrow v$ , そして $L^{p}(X)$ において $gi\rightarrow g$ ,
$ h_{i}\rightarrow$ んを満たすものがとれる. $f_{i}=|\alpha|gi+|\beta|hi+(f-|\alpha|g-|\beta|h)$

とおく. $f_{i}\geq|\alpha|gi+|\beta|hi$ より, $f_{i}\in D[\alpha ui+\beta vi]$ である. If(X) に
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おいて $f-f_{1:}=|\alpha|(g-gi)+|\beta|(h-hi)\rightarrow 0$ より, $f\in\overline{D}[\alpha u+\beta v]$ が
従う. 同様に D–3, D–4も従う.
次に D-5を示す. $\{ui\},$ $gi\in\overline{D}[ui],$ $L_{loc}^{p}(X)$ において $u_{i}\rightarrow u,$ $L^{p}(X)$

において $g_{i}\rightarrow g$ を満たすものをとる. ある部分列で $ g_{i_{j}}=+\infty$ と成
るものがあるとすると, $ g=+\infty$ となり, $g=\infty\in\overline{D}[u]$ . その他の
場合は, 各 $i$ に対して, $\{uij\}\subset \mathcal{F},$ $g_{ij}\in D[uij]$ , かつ $ j\rightarrow\infty$ のとき
$L_{loc}^{p}(X)$ において $ui.j\rightarrow ui,$ $L^{p}(X)$ において $gij\rightarrow gi$ を満たすものをと
る. このとき, 対角線論法を用いて, $\{vi\}\subset \mathcal{F},$ $h_{i}\in D[vi],$ $L_{loc}^{p}(X)l^{}$

おいて $vi\rightarrow u,$ $L^{p}(X)$ において $h_{i}\rightarrow g$ を満たすものを選ぶことができ
る. したがって $g\in\overline{D}[u]$ である.
最後に対応 $f\in \mathcal{F}\rightarrow D[f]$ が D–6を満たすとする. $u_{i}\in L_{loc}^{p}(X)$ ,

$g_{i}\in\overline{D}[u_{i}]\cap L^{p}(X)$ , そして $\Vert gi\Vert L^{p}(X)\rightarrow 0$ を満たすものを考える. 距
離球体 $B$ をひとつ固定する. このとき, 上と同様な対角線論法によっ
て $\{vi.\}\subset \mathcal{F},$ $h_{i}\in D[vi],$ $\Vert vi-u\Vert L^{p}(B)\rightarrow 0,$ $\Vert$ ん$i-g\Vert L^{p}(X)\rightarrow 0$ を満た
すものを選ぶことができる. したがって $\Vert fi\Vert L^{p}(X)\rightarrow 0$ で, D–6が $vi$

に対して成り立つので, ある数列 $Ci$ があって, $\Vert vi-ci\Vert L^{p}(B)\rightarrow 0$ であ
る. したがって $\Vert ui-ci\Vert L^{p}(B)\leq\Vert ui-vi\Vert L^{p}(B)+\Vert vi-ci\Vert L^{p}(B)\rightarrow 0$ と
なり, D–6 $B\grave{\grave{>}}\overline{\prime T\backslash }$された.

次にソボレフ空間の例をいくつか述べよう 12.

例 $\rceil$ リーマン多様体 $(M, g)$ を考える. 測度として, リーマン測度 $\mu_{g}$

を考える. 関数 $u\in L_{loc}^{1}(M, \mu_{g})$ に対して, $D[u]$ を次のように定める :
可測関数 $h$ が $D[u]$ に含まれるとは, $ h=+\infty$ または, 任意のコンパ
クトな台をもつベクトル場 $\xi$ に対して,

$|\int_{M}udiv\xi d\mu_{g}|\leq\int_{A/I}h|\xi|d\mu_{g}$

が成り立っことである. このとき, 対応 $u\rightarrow D[u]$ は $D-1\sim D-6$ を
満たす. さらに超関数の意味での微分 $\nabla u$ が $L_{loc}^{p}(X)$ に含まれるなら
ば, $h\in D[u]$ である条件は, $h\geq|\nabla u|a.e$ . である.

例 2 リーマン多様体 $(M, g)$ を考える. ここでは測度として, ウエイ
ト $w\in L_{loc}^{1}(M, \mu_{g}),$ $w\geq 0$ , の測度 $w\mu_{g}$ を考え, ある定数 $C_{w,p}$ が存在
して, 任意の距離球体 $B$ に対して

$(\int_{B}wd\mu_{g})(\int_{B}w^{1/(p-1)}d\mu_{g})^{p-1}\leq C_{w,p}$

を仮定する. このとき, 例 1と同じ対応 $u\rightarrow D[u]$ は, $D-1\sim D-6$ を
満たし, さらに対応するソボレフ空間 $W^{1,p}(M, w\mu_{g})$ において滑らかな
関数全体は稠密である.

例 3(X, $\mu_{)}d$) を測度距離空間とする. 関数 $g$ : $X\rightarrow[0, +\infty]$ が関数
$u:X\rightarrow R$ のハイウォシュ擬グラディエントであるとは,

$|u(x)-u(y)|\leq d(x, y)(g(x)+g(y))$ , $x,y\in X\backslash F$

12ノート 3参照
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が成り立っときをいう. ただし $F$ は測度 $\mu(F)=0$ のある集合である.
関数 $u$ のハイウォシュ擬グラディエント全体を $HD[u]$ とすれば, この

対応 $u\rightarrow HD[u]$ は D–l $\sim$ D–6を満たす. これから決まるソボレ
フ空間 $HW^{1,p}(X)$ において, $C^{0,1}(X, d)\cap HW^{1,p}(X)$ は稠密である. た

だしこのソボレフ空間は局所的ではないので注意する.

例 4測度距離空間 $X=(X, d, \mu)$ を考える. 局所リプシッツ関数 $f$ :
$X\rightarrow R$ に対して,

$SD[f]=$ {$g|$ Lip$f(x)\leq g(x)$ $a.a$ . $x\in X$ }
とおく. このとき $D-1\sim D-4$ が満たされることを見るのは易しい.
したがって完備化によって関数 $u\in L_{loc}^{1}(X)$ に対しても $S\overline{D}[u]$ が定ま
り, これから定まるソボレフ空間を $SW^{1,p}(X)$ と記す. これは局所的
である.

注意 3.1. D–6については, 一般には成り立たないので注意する.
たとえば, $X=(R, d_{\alpha}, dx)(0<\alpha<1),$ $d_{\alpha}(x, y)=|x-y|^{\alpha}$ とすると,
すべての滑らかな関数 $f$ に対して f $O\in SD[f]$ , したがって $E_{p}(f)=0$

である.

例 5測度距離空間 $X=(X, d, \mu)$ を考える. ただし任意の 2点は求長
可能な曲線で結ぶことができるとする.

定義 34. 局所リプシッツ関数 $f$ に対して, ボレル可測関数 $g$ が $f$ の

優グラディエントであるとは, すべての弧長をパラメータとするリプ
シッツ連続な曲線 $c:[0, L]\rightarrow X$ に対して 2

$|f(c(L))-f(c(0))|\leq\int_{0}^{L}g(c(t))dt$

が成り立っことである.

命題 3.10. $f\in C_{loc}^{0,1}(X)$ に対して, Lipf(したがって Lip $f$) は $f$ の

優グラディエントである.

証明 弧長をパラメータとするリプシッツ連続な曲線 $c:[0, L]\rightarrow X$

に対して, $f_{c}(s)=f(c(s))$ はリプシッツ関数より, 絶対連続となり, ほ

とんどすべての $s$ に対して微分可能である. さらに

$|f_{c}(L)-f_{c}(0)|\leq\int_{0}^{L}|f_{c}^{\prime}(s)|ds$

がなりたつ. したがって $f_{c}^{\prime}(s)$ が存在する $s$ に対して, $|f_{c}^{\prime}(s)|\leq Lipf(c(s))$

を示せばよい.
このような $s_{*}$ を一っとり, 十分 $s_{*}$ に近い $s$ に対して, $ d(c(s), c(s_{*}))\not\equiv$

$0$ として示せばよい. このとき, 十分小さな $r>0$ に対して, $d(c(s(r)), c(s*))$

$=r\leq|s(r)-s_{*}|$ を満たす最小の $s(r)$ を取る. $r\rightarrow 0$ のとき, $s(r)\rightarrow s_{*}$

である. したがって

$\frac{|f_{c}(s(r))-f_{c}(s_{*})|}{|s(r)-s_{*}|}\leq\sup\{\frac{|f(z)-f_{c}(s_{*})|}{r}|z\in X,$ $d(z, c(s_{*}))=r\}$
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がなりたつ. $f_{c}^{\prime}(s*)$ が存在するので,

$|f_{c}^{\prime}(s_{*})|$ $=$ $11m\inf_{r\rightarrow 0}\frac{|f_{c}(s(r))-f_{c}(s_{*})|}{|s(r)-s_{*}|}$

$\leq$ $\lim_{r\rightarrow}\inf\sup\{\frac{|f(z)-f_{c}(s_{*})|}{r}|z\in X,$ $d(z, c(s_{*}))=r\}$

$=$ $Lipf(c(s_{*}))$

以上で命題の証明は完了である.

さて, $f\in C_{loc}^{0,1}(X)$ に対して, その優グラディエント全体を $UD[f]$

と表す. 完備化の手続きにより, $u\in L_{loc}^{p}(X)$ に対しても, $U\overline{D}[u]$ が定
まる. 対応 $u\rightarrow U\overline{D}[u]$ は D–l $\sim$ D–5を満たすことが容易に確か
められる. 対応するソボレフ空間を $UW^{1,p}(X)$ と表す. 定義から局所
的である.
さらに連結開集合 $V\subset X$ に対しても, $V$ 上の局所リプシッツ関数

$f$ に対して, $UD[f]$ が定まる. そして $v\in L_{loc}^{1}(V)$ に対して, $U\overline{D}[v]$ と
$UW^{1,p}(V)$ が定義できる. $u\in L_{loc}^{1}(X)$ に対して, $g\in U\overline{D}[u]$ ならば,
$g|V\in U\overline{D}[u|v]$ である. これは, 例 4でも同様である. 命題 3.10から
$u\in L_{loc}^{1}(X)$ に対して, $S\overline{D}[u]\subset U\overline{D}[u]$ となり, さらに, $SW^{1,p}(X)$ は

$UW^{1,p}(X)$ において閉じていることが確かめられる.

注意 32. D–6は必ずしも成り立たない. たとえば,「カントールの
櫛」 をみてみよう. まず $K\subset[0,1]$ をハウスドルフ次元 $\alpha\in(0,1)$

で $\alpha$ 次のハウスドルフ測度が有限かっ正であるカントール集合とし,
$X=(K\times[0,1])\cup([0,1]\times\{0\})\subset R^{2}$ とおく. これは $(1+\alpha)$ 次元ハ
ウスドルフ測度 $\mu$ を持つ弧長空間である. ここで $f(x, y)=x$ によっ

て定義される関数 $f$ と部分空間 $[0,1]\times\{0\}\subset X$ の特性関数を $g$ とす
る. このとき, $f$ は各垂直区間において定数であるから $g\in UD[f]$ が

従う. 一方 $\int_{X}g^{p}d\mu=\mu([0,1]\times\{0\})=0$ である. よって $f$ のディリ
クレ p-エネルギーは $0$ ということになる. このように D–6は成り立
たない.

3.3. ソボレフ空間 $SW^{1,p}$ と $UW^{1,p}$ について. この分節 3.3および分
節 34では 1 $<p<+\infty$ と仮定して, ソボレフ空間 $SW^{1,p}(X)$ と
$UW^{1,p}(X)$ についてより詳しく議論する.

$D[f]$ は SD[f](または $UD[f]$ ), $\overline{D}[u]$ は SD[u](または $U\overline{D}[u]$ ), $W^{1,p}(X)$

は $SW^{1}$ ,p(X)(または $UW^{1,p}(X)$ ) をそれぞれ表す. ただし $X$ はその任
意の 2点を求長可能な曲線で結ぶことができる空間とする (命題 1.7参
照).
まず, 次のような $D-3$ より精密なライプニッツ則が成り立っこと

に注意しておく :

(9) $g_{i}\in D[f_{i}],$ $f_{i}\in C_{loc}^{0,1}(X)(i=1,2)\Rightarrow g_{1}|f_{2}|+|f_{1}|g_{2}\in D[f_{1}f_{2}]$

定理 3.11. 測度距離空間 $X=(X, d, \mu)$ を考える. $g\in\overline{D}[u]$ に対して y

$g_{u}\leq g$ $\mu-a.e$ .
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が成り立っ. とくに $f\in C_{loc}^{0,1}(X)\cap W^{1,p}(X)$ に対して,

$g_{f}\leq Lipf$ $\mu-a.e$

が成り立っ.

これを示すために 2つの補題を用意する. まず次の補題は, SD ある
いは $UD$ の定義から明らかであろう.

補題 3.12. 2つの開集合 $V_{1},$ $V_{2}$ と $V=V_{1}\cup V_{2}$ 上の局所リプシッツ関
数 $f$ が与えられている. $g_{i}$. $\in D[f|v_{i}](i=1,2)$ に対して, $\max\{\tilde{g}_{1},\overline{g}_{2}\}\in$

$D[f]$ である. ただし

$\overline{g}_{1}=\left\{\begin{array}{l}g_{l} in V_{1}\\0 in V\backslash V_{1},\end{array}\right.$ $\overline{g}_{2}=\left\{\begin{array}{l}0 in V\backslash V_{2}\\g_{2} in V_{2}\end{array}\right.$

とおいた.

補題 3.13. $W\subset V$ を満たす 2つの開集合 $V,$ $W$ と関数 $u\in W^{1,p}(V)$

が与えられている. 関数 $gv\in\overline{D}[u]$ と $gw\in\overline{D}[u|\nu v]$ に対して,

$g=\left\{g_{V}g_{W} inin V\backslash WW\right.$

とおく. このとき, $g\in\overline{D}[u]$ である.

証明 $gv\not\equiv O,$ $gw\not\equiv O$ とする. 関数列 $fv,i\in C_{loc}^{0,1}(V)$ と $gv_{i}\in D[fV,i]$

は If(V) において, $fv,i\rightarrow u,$ $gv,i\rightarrow gv$ を満たすとする. 同様に関数
列 $fw,i\in C_{loc}^{0,1}(W)$ と $gW,i\in D[fW,i]$ は $U(W)$ において $fw,i\rightarrow u|w$ ,
$gW_{)}i\rightarrow gw$ を満たすとする. 十分小さい正数 $\eta$ に対して, $ W_{\eta}=\{y\in$

$W|d(y, X\backslash W)>\eta\}$ とおく. さらに $\phi_{\eta}$ を, $\phi_{\eta}(y)=1(y\in W_{\eta})$ ,
$supp\phi_{\eta}\subset W,$ $0\leq\phi_{\eta}\leq 1$ をみたすリプシッツ関数とする. 関数
$f_{i}\in C_{loc}^{0,1}(V)$ を

$f_{i}=(1-\phi_{\eta})f_{V,i}+\phi_{\eta}f_{W,i}=(1-\phi_{\eta})(f_{V,i}-f_{W,i})+f_{W,i}$

によって定めると, $V\backslash supp\phi_{\eta}$ においてゐ $=fv,i$ より, $gV_{)}i\in D[f_{i_{|V\backslash \sup p\phi_{\eta}}}]$

となる. また

$g_{i}=$ Lip $(1-\phi_{\eta})|f_{V,i}-f\nu V,i|+(1-\phi_{\eta})(g_{V,i}+g_{W,i})+g_{W,i}$

とおくと, (9) より $gi\in D[fi_{|W}]$ である. したがって, $\overline{g}v,i$ を $V\backslash supp\phi_{\eta}$

において $gv,i,$ $supp\phi_{\eta}$ において $0$ と定め, $\overline{g}i$ を $W$ において $gi,$ $V\backslash W$

において $0$ と定めることによって補題 3.12から $\max\{\tilde{g}V,i,\tilde{g}i\}\in\overline{D}[fi]$

が従う. $ i\rightarrow\infty$ の時, $U(V)$ においてゐ $\rightarrow u$ かつ $\max\{\tilde{g}v,i,\overline{g}i\}\rightarrow g_{\eta}$

である. ただし $g_{\eta}(y)=gv(y)(y\in V\backslash W),$ $g_{\eta}(y)=(1-\phi_{\eta}(y))(gv(y)+$

$gw(y))+gw(y)(y\in W)$ とおいた. $g_{\eta}\in\overline{D}[u]$ で, $\eta\rightarrow 0$ とすると $g_{\eta}$

は $g$ に $L^{p}$ 収束するので, $g\in\overline{D}[u]$ が確かめられた.

定理 3.11 の証明 背理法を使って示そう. すなわちある正数 $\epsilon$ と

$\mu(A)>0$ をみたす集合があって, $g^{p}(x)\leq g_{u}^{p}(x)-\epsilon(a.a. x\in A)$ とし

て矛盾を導こう.
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開集合の列 $\{Wi\}$ で $A\subset W_{i)}\lim_{i\rightarrow\infty}\mu(Wi\backslash A)=0$ となるものを
選ぶ.

$g_{i}=\left\{g_{u}g inin X\backslash W_{i}W_{i}\right.$

とおくと, 補題 3.13から $gi\in\overline{D}[u]$ である. 一方,

$\int_{X}g_{i}^{p}d\mu\leq\int_{X}g_{u}^{p}d\mu-\epsilon\mu(W_{i})$

となることと, $ i\rightarrow\infty$ のとき, 右辺は $\int_{X}g_{u}^{p}d\mu-\epsilon\mu(A)$ に収束するこ
とから, 十分大きいに対して, $\int_{X}g_{i}^{p}d\mu<\int_{\lambda^{\prime}}g_{u}^{p}d\mu-\frac{\epsilon}{2}\mu(A)$ となる.
これは $g_{u}$ が $u$の最小擬グラディエントであることに反する.

系 3.14. $u\in W^{1,p}(V)$ と開集合 $W\subset V$ に対して, $g_{u_{|W}}(x)=(g_{u})|w(x)$

$(a.a. x\in W)$ が成り立っ.

このことから局所ディリクレ p-エネルギー有限な関数が定義され, そ
れらのなす空間を $W_{loc}^{1,p}(X)$ と記す.

補題 3.15. $u\in W^{1,p}(V)_{f}g\in\overline{D}[u]$ と定数 $c$ に対して,

$g_{*}(x)=\left\{g(x)0, x\in u^{-l}(c)x\in V\backslash u^{-l}(c)\right.$

とおく. このとき, $g_{*}\in\overline{D}[u]$ .
証明 $V$ は有界として仮定してよい. まず関数列ゐ $\in C_{loc}^{0,1}(V)\cap$

$W^{1,p}(V)$ と $gi\in D[fi]$ で, If(V) においてゐ $\rightarrow u,$ $gi\rightarrow g$ となるも
のを取る. $A=u^{-1}(c)$ とおき, また正数 $\epsilon$ に対して, $ A_{\epsilon,i}=\{x\in$

$V|c-\epsilon\leq f_{i}(x)\leq c+\epsilon\}$ とおく. さらに, $A$ を含む開集合 $U_{\epsilon}$ で $\epsilon\rightarrow 0$

のとき $\mu(U_{\epsilon}\backslash A)\rightarrow 0$ となるものを選ぶ. ここで関数 $f_{\epsilon,i}\in C_{Joc}^{0,1}(V)$ と
$g_{\epsilon,i}$ を次のように定義する.

$f_{\epsilon,i}(x)=\left\{cf_{i}(x)-\epsilon f_{i}(x)+\epsilon,x\in A_{\epsilon,i}f_{i}(x)\leq c-\epsilon f_{i}(x)\geq c+\epsilon\right.$

$g_{\epsilon,i}(x)=\left\{\begin{array}{l}g_{i}(x),x\in V\backslash (A_{\epsilon,i}\cap U_{\epsilon})\\0, x\in A_{\epsilon,i}\cap\ddagger I_{\epsilon}\end{array}\right.$

このとき, $g_{\epsilon,i}\in D[f_{\epsilon,i}]$ であり, $0$ に収束する数列 $\epsilon_{i}$ を適当に選ぶと,
$f_{\epsilon_{i},i}$ は $u$ に, $g_{\epsilon_{i},i}$ は $g_{*}$ にそれぞれ $L^{p}$ 収束することがわかる. したがっ
て, $g_{*}\in\overline{D}[u]$ である.

系 3.16. 与えられた 2つの関数 $u_{)}u\in W^{1,p}(V)$ に対して, 次のこと
が成り立っ.

(1) ボレル集合 $A\subset V$ において, $u_{1}$ と $u_{2}$ が一致しているならば,
$g_{u_{1}}$ と $g_{u_{2}}$ も $A$ において一致している.

(2) $u1(x)\leq u2(x)$ となるほとんどすべての $x\in V$ において,

$g_{\min\{u_{1},u_{2}\}}(x)=g_{u_{1}}(x)$ , $g_{\max\{u_{1},u_{2}\}}(x)=g_{u_{2}}(x)$

が成り立つ.
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証明 まず $g_{u_{1}}=g(u_{1}-u_{2})+u_{2}\leq g_{u_{1}-u_{2}}+g_{u_{2}}$ \mbox{\boldmath $\iota$}こ注意すると, $u1|A=u2|A$
ならば, 補題 3.15から $g_{u_{1}-u_{2|A}}=0$ より, $g_{u_{1|A}}\leq g_{u_{2|A}}$ となり, 同様
に $g_{u\iota|A}\leq g_{u_{2|A}}$ が従い, $g_{u_{1|A}}=g_{u_{2|A}}$ となる. つぎに $u1(x)\leq u2(x)$ と

なるほとんどすべての $x\in V$ において, $\min\{u1(x), u2(x)\}=u1(x)$ お

よび $\max\{u1(x), u2(x)\}=u1(x)$ より, (1) から (2) が従う.

命題 3.17. 任意の $u\in W^{1^{p}}’(V)$ と $g\in\overline{D}[u]$ 口 $L^{p}(V)$ に対して, 台が有
界なリプシッツ関数ゐと $gi\in D[fi]\cap L^{p}(V)$ の列で, $\Vert fi-u\Vert Lp(V)\rightarrow 0$ ,
$\Vert gi-g\Vert Lp(V)\rightarrow 0$ を満たすものが存在する. さらに $g_{u}\in D[u]$ に対して
は, $\Vert gf_{*}\cdot-g_{u}\Vert Lp(V)\rightarrow 0$ を満たすものが存在する.

証明 定義から, $vi\in C_{loc}^{0,1}(V)$ と $h_{i}\in D[vi]$ で, $L_{loc}^{p}(V)$ において

$vi\rightarrow u,$ $L^{p}(V)$ において, $h_{i}\rightarrow g$ となるものを選ぶ. 点 $x_{o}$ をひとつ
固定して,

$\phi_{k}(x)=\min\{1, k^{-1}d(x, V\backslash B(x$
。
$’ 2k))\}$

とおく. このとき $\emptyset k$ は, $B(X_{O}, k)$ において $\phi k=1$ , したがって $LiP\emptyset=$

$0,$ $x\in V\backslash B(X_{O}, 2k)$ において $\phi_{k}=0$ , したがって $LiP\emptyset=0$ , そし
て LiP $(\phi)\leq 1/k$ を満たす そこで $vk,i=\emptyset kvi,$ $h_{k,i}=\chi B(x_{\text{。}},2k)(gi+$

$(1/k)|u$のとおく. このとき, $h_{k,i}\in D[vk,i]$ となる.
$\lim i\rightarrow\infty\Vert vi-u\Vert Lp(B(x_{\text{。}’ 2k))}=0$ より, $i(k)$ を十分大きく取ると, $\Vert vk,i(k)-$

$u\Vert Lp(B(x_{\text{。}’ 2k))}<1/2^{k}$ とできる. したがって, $f_{k^{=v}k,i(k)},$ $g=h$ と

おいて求める関数列が得られる.

ここで定理 33を改めて述べよう.
定理 3.18. 関数列 $\{f_{i}\}\subset L^{p}(X)$ が $f\in L^{p}(X)$ に $ I\nearrow$ 収束するとき f

$\int_{X}g_{f}d\mu\leq\lim infi\rightarrow\infty\int_{X}g_{f:}d\mu$

が成り立っ.
さらに $W^{1,p}(X)$ の定義と定理 3.11および命題 16の帰結として, 次

の定理が導かれる.
定理 3.19. ある正数 $\kappa,$ $\tau$ と $ 0<R\leq\infty$ が存在して, ダブリング条件

$\mu(B(x, 2r)\leq 2^{\kappa}\mu(B(x,r)))$ $x\in X,$ $0<r<R$ $[D]_{\kappa}$

と局所リプシッツ関数に対する弱 p-ボアンカレ不等式

$(f_{B(x,r)}|f-f_{x,r}|^{p}d\mu)^{1/p}\leq\tau r(f_{B(x,2r)}$ $($Lip $f)^{p}d\mu)^{1/p}$ $[P]_{\tau}$

$x\in X,$ $0<r<R,$ $f\in C_{loc}^{0,1}(X)$

を仮定する. このとき, 最小擬グラディエントに対する弱 p-ボアンカ
レ不等式

$(f_{B(x,r)}|u-u_{x,r}|^{p}d\mu)^{1/p}$ $\leq\tau r(f_{B(x,2r)}g_{u^{p}}d\mu)^{1/p}$

$x\in X,$ $0<r<R,$ $u\in W_{loc}^{1,p}(X)$
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が成りたっ.
さらに $f\in C_{loc}^{0,1}(X)$ に対して,

Lip$f(x)\leq Cg_{f}(x)$ , $a.a$ . $x\in X$

が成り立っ. ただし $C$ は $\kappa$ と $\tau$ のみによって決まる定数である. とく
に, ほとんどすべての点 $x\in X$ に対して,

$g_{f}(x)=0\Leftrightarrow Lipf(x)=0$

となる.

上の定理の仮定 $[D]_{\kappa},$ $[P]_{\tau}$ の下に, Lip $f$ を $g_{f}$ に代えて第 2節での
議論を行うことができ, 定理 28が導かれる. とくに, ほとんどいた
るところの点 $x\in X$ の $T_{x}^{*}X$ において, ノルム $|\cdot|$ が, $ gf(x)(f\in$

$C_{loc}^{0,1}(X)\cap W^{1,p}(X))$ によってひとっ定まる. Lip$f(x)$ から決まるノル
ム鴎’ も考えられる. 定理 3.19より, ある定数 $C(\kappa, \tau)$ があって,

$|v|\leq|v|^{\prime}\leq C(\kappa, \tau)|v|$ , $v\in T_{x}^{*}X,$ $\mu-a.e$ . $x\in X$

という意味において, これら二つのノルム $|\cdot|$ と $|\cdot|^{\prime}$ は一様同値である.
ここで注意 1.1を思い起こそう そこに述べた方法でノルム $|\cdot|^{\prime}$ か

ら $T_{*}X$ 上に自然に内積 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ が導入できる. この内積によってきまる
ノルム $\sqrt{\langle,\rangle}$ も $\dim T_{x}^{*}X\leq N(\kappa, \tau,p)$ より, $|\cdot|$ あるいは $|\cdot|^{\prime}$ に一様
同値である. このノルムを使って, $W^{1,p}(X)$ のソボレフノルム $\Vert\cdot\Vert_{W^{1,p}}$

が次のように定まる.

$\Vert f\Vert_{W^{1.p}(X)}$ $=$ $(\int_{X}|f|^{p}d\mu+\int_{X}\langle df, df\rangle^{p/2}d\mu)^{1/p}$ ,

$f\in C_{loc}^{0,1}(X)\cap W_{loc}^{1,p}(X)$ .
このとき, $ 1<p<+\infty$ に対して, $\Vert\cdot\Vert_{W^{1,p}(X)}$ は一様凸である. この

ように $W^{1,p}(X)$ 上に $\Vert\cdot\Vert_{W^{1,p}(X)}$ と同値な一様凸ノルムが存在するこ
とになり, 一様凸なバナッハ空間は回帰的であるので, 次の定理が導
かれる.

定理 320. 定理 3.19と同じ仮定の下で, $W^{1,p}(X)(1<p<+\infty)$ のノ

ルムは一様凸なノルムと同値である. とくに回帰的である.

以下この定理から得られる 4つの結果を述べる.
まず定理 3.20とマツールの定理の帰結として, 次の結果が従う.

系 321. 定理 3.19と同じ仮定のもとに, $W^{1,p}(V)$ の有界な関数列 $\{u_{i}\}$

に対して, $\{ui\}$ の適当な有限凸結合 $\hat{u}i=\sum_{j=i}^{n}a_{i,J}uj(\sum_{j=i}^{n}a_{i,J}=$

$1,0\leq ai,j\leq 1)$ で, $W^{1,p}(X)$ において収束するものが存在する.

冶が有界なリプシッツ関数全体を $C_{b}^{0,1}(V)$ と表す. このとき, 定理
320と命題 3.17を使って次の定理が得られる.

定理 322. 定理 3.19と同じ仮定のもとに, $C_{b}^{0,1}(V)\cap W^{1,p}(V)$ は $W^{1,p}(V)$

において (そのノルムに関して) 稠密である.
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系 3.23. 定理 3.19と同じ仮定とさらに $X$ のすべての有界集合は相対
コンパクトであるとする. このとき, $C_{0}^{0,1}(X)\cap W^{1,p}(X)$ は $W^{1,p}(X)$

において (そのノルムに関して) 稠密である.

有界開集合 $V$ に対して, $\mathcal{A}v=\{u\in W^{1,p}(V)|d(suppu, X\backslash V)>0\}$

とおき, この閉包を $|!V_{0}^{1,p}(V)$ と表す. このとき, 次のことが成り立っ.

定理 3.24. 系 323と同じ仮定のもとに, $W_{0}^{1,p}(V)$ と $C_{0}^{0,1}(V)$ の閉包は
一致する.

次の定理を証明なしで述べて 13 次の分節に移る.

定理 325. 定理 3.19と同じ条件の下に, $f\in C^{0,1}(X)\cap L^{p}(X)$ に対し
て, ほとんどいたるところ

$g_{f}=Lipf=Lipf$

が成り立っ.

定理 325で述べたように, ダブリング条件と弱 r-ボアンカレ不等
式が成り立つときには, $SW^{1,p}(X)$ と $UW^{1,p}(X)$ は一致する.

34. $p$-調和関数とディリクレ問題. 前項と同様に, $ 1<p<+\infty$ とし,
$W^{1,p}(X)=SW^{1,p}(X)$ または $W^{1,p}(X)=UW^{1,p}(X)$ について議論する.
まず定義から始める.

定義 3.5. $X$ の開集合 $U$ 上の関数 $b$ : $U\rightarrow R$ が $p$調和であると
は, 任意の有界開集合 $V\subset U$ に対して, $b|V\in W^{1,p}(V)$ かっ任意の

$k\in W^{1,p}o(V)$ に対して, $b|v\ovalbox{\tt\small REJECT}h$

$\int_{V}g_{b^{p}}d\mu\leq\int_{V}g_{b+k^{p}}d\mu$

を満たすときをいう.

ソボレフ空間 $W^{1,p}(U)$ の部分集合 $A$ に対して, $[A]^{\sim}$ によって, 命題
34の条件のいずれか (したがってすべて) を満たす, $A$ の関数列 $\{ui\}$

の $L^{p}$極限となっている関数 $u$全体をあらわす. $W^{1,p}(U)$ のノルム収束
は命題 34に述べられた収束より強いので, $[A]^{\sim}$ は $W^{1,p}(U)$ の閉集合
であり, また $W^{1,p}(U)$ における $A$ の閉包を $\overline{A}$ と表すと, $\overline{A}\subset[A]^{\sim}$ で

ある. すなわち
$A\subset\overline{A}\subset[A]^{\sim}=\overline{[A]^{\sim}}$

さらに $[A]^{\wedge}$ によって, $A$の関数列 $\{ui\}$ の $L^{p}$極限 $u$ で, ある伍 $\in\overline{D}[ui]$

がある $g\in\overline{D}[u]$ に $L^{p}$ 収束するという条件を満たす関数 $u$全体をあら
わす. 命題 3.4より $[A]^{\sim}\subset[A]^{\wedge}$ である.

補題 3.26. $ X\backslash U\neq\emptyset$ かつ $U$ は有界とする. このとき, 次のことが成
り立つ.

(1) $[\mathcal{A}_{U}]^{\sim}=[\mathcal{A}_{U}]^{\wedge}$

さらに $f\in W^{1,p}(U)$ に対して, 次のことが成り立つ.
13ノート 3参照
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(2) $[f+\mathcal{A}_{U}]^{\sim}=[f+\mathcal{A}_{U}|^{\wedge}$

(3) $[f+\mathcal{A}_{U}]^{\wedge}=f+[\mathcal{A}_{U}|^{\wedge}$

証明 (1) と (2) を同時に示す. (3) はその定義から明らかであるか
ら証明は省略する.
まず $A=f+\mathcal{A}u$ または $A=\mathcal{A}U$ とする. $u\in[A]^{\wedge}$ に対して, $g\in\overline{D}[u]$

と, 関数列 $ui\in A,$ $gi\in\overline{D}[ui]$ をとって, $uigi$ はそれぞれ $u,$ $g$ に $L^{p}$

収束するとする. また $u\in W^{1,p}(U)$ より関数列 $f_{j}\in W^{1,p}(U)\cap C_{loc}^{0,1}(U)$

と $h_{j}\in D[fj]$ で, $L^{p}(U)$ において $fj\rightarrow u$ およびん, $\rightarrow g_{u}$ となるもの
を選んでおく.
次に正数 $\eta$ に対して, $U_{\eta}=\{x\in U|d(x, \partial U)>\eta\}$ とおき, $ 0\leq\phi_{\eta}\leq$

$1,$ $\phi_{\eta}(x)=1(x\in U_{\eta}),$ $\phi_{\eta}(x)=0(x\in X\backslash U)$ そして Lip $(\phi_{\eta})\leq\eta^{-1}$

を満たすリプシッツ関数 $\phi_{\eta}$ を選び,

$u_{\eta,i}=\phi_{\eta}f_{i}+(1-\phi_{\eta})u_{i}=(1-\phi_{\eta})(u_{i}-f_{i}.)+f_{i}$

とおく. このとき, $u_{\eta,i}\in A$ であり, $ i\rightarrow+\infty$ のとき, $u_{\eta,i}$ は $u$ に五ア

収束する. さらに (9) に注意すると,
$g_{\eta,i}$

$:=Lip(1-\phi_{\eta})|u_{i}-f_{i}|+(1-\phi_{\eta})(g_{u_{i}}+h_{i})+h_{i}\in\overline{D}[u_{\eta,i}]$

が従い, $ i\rightarrow+\infty$ のとき $g_{\eta,i}$ は $g_{\eta}$ $:=(1-\phi_{\eta})(g+g_{u})+g_{u}\in\overline{D}[u]$ に $L^{p}$

収束する. さらに $\eta\rightarrow 0$ のとき, $g_{\eta}$ は $g_{u}$ に $\Pi$ 収束する. 以上から,
適当に $i(\eta)$ を選ぶことによって, $u\in\overline{A}$ が従う. これで補題の証明を
終える.

さて, $A=f+\mathcal{A}u\subset W^{1,p}(U)$ を考える. ただし $U$ は有界開集合,
$f$ は $W^{1,p}(U)\cap L^{\infty}$ の関数である. このとき, $A$ の列 $\{f+k_{i}\}$ で,
$E_{p}(f+k_{i})\rightarrow\inf_{u\in A}E_{p}(u)$ となるもので, $f+k_{i}$ が命題 3.4にのべた
位相で $b\in[A]^{\sim}$ に収束するならば, $E_{p}(b)=\inf_{u\in A}E_{p}(u)$ となり, かつ
$b$ が ‘ 境界値 $f$ をもつか調和関数に関するディリクレ問題の (緩やかな
位相の意味での) 解” と理解できるであろう.
実際 $p$ 調和関数のディリクレ問題に対して, 次の定理が成り立っ.

定理 3.27. $ 1<p<+\infty$ とする. 有界開集合 $U$上の関数 $ f\in W^{1,p}(U)\cap$

$L^{\infty}$ に対して, $p$ -調和関数 $b:U\rightarrow R$ で, $b\in f+[\mathcal{A}_{U}]^{\sim}$ , かっ

$ess\inf f\leq esslnfb\leq esssuppb\leq esssuppf$

を満たすものが存在する.

証明 $m=\inf E(f+k)$ とおき, $E_{p}(f+k_{i})\rightarrow m$ となる $\mathcal{A}u$

の関数列 $\{ki\}$ をひとつ選ぶ. $\min\{f+k_{i}, esssuppf\}\in f+\mathcal{A}_{U}$ で

$gf+k_{i}\in D[\min\{f+ki, esssuppf\}]$ よ り

$g_{\min\{f+k_{i},\infty s\sup pf\}}\leq g_{f+k_{i}}$ $\mu-a.e$

となり, したがって必要ならば $f+k_{i}$ を $\min\{f+k_{i}, esssuppf\}$ に置
き換えることによって, $esssupp(f+k_{i})\leq esssuppf$ と仮定してよ
ろしい. 同様に $ess\inf(f+k_{i})\geq ess\inf f$ としてよろしい.
次に $L^{p}(U)$ は一様凸であるから, 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta>0$

が存在して, 十分大きい $i,$ $j$ に対して $\Vert g_{f+k_{i}}-g_{f+k_{j}}\Vert_{L^{p}(U)}\geq\epsilon$ なら
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ば, $\Vert(gf+k_{i}+gf+k_{j})/2\Vert L^{p}(U)\leq m(1-\delta)<m$ となり, 一方 $(g_{f+k_{i}}+$

$g_{f+k_{j}})/2\in D[f+(k_{i}+k_{j})/2]$ となって, $\{ki\}$ の取り方に反する. すな
わち, $\{gf+k_{i}\}$ は $L^{p}$ コーシー列である. その極限を $g\in L^{p}(U)$ とする.
ここで必要ならば, 部分列を取ることによって

(10) $\Vert g_{f+k_{i}}-g\Vert_{L^{p}(U)}\leq 2^{-i}$

と仮定する.
さて, $i\leq j$ に対して, $f_{i,j}=\max\{f+k_{i}, \ldots, f+k_{j}\}$ とおくと,

$j$ に関して一様有界な単調非減少関数列 $\{fi,j\}$ は, $\mu(U)<+\infty$ より,
ある $f_{i,\infty}\in L^{p}(U)$ に収束する. 同様に単調非増加関数列 $\{f_{i,\infty}\}_{i}$ は,
$ i\rightarrow\infty$ のときある $b\in L^{p}(U)$ に収束する. したがって適当に $j(i)$ をと
れば y $f_{i,j(i)}$ は $b$ に収束する. 一方 $gi,j=\max\{gf+k_{i}, \ldots, gf+k_{j}\}$ とおく
と, $g_{z}:,J\in D[fi,j]$ であり, (10) によって $gi,j(i)$ は $g$ に収束する. 以上か
ら $ b\in$ [f+AU]〈となり, 補題 326より $b\in f+[\mathcal{A}u]^{\sim}$ である. これで
定理の証明が完了した.

$p$ 調和関数の一意性に関して次の定理が成り立っ.

定理 328. 有界開集合 $U$ 上の 2つの $p$ -調和関数 $b_{1z}b_{2}$ に対して, $b_{1}-$

$b_{2}\in[\mathcal{A}u]^{\sim}$ ならば, $gb_{1}-b_{2}=0$ であり, $b_{1}(x)\neq b_{2}(x)$ となるほとんど
すべての点 $x\in U$ において, $gb_{1}(x)=gb_{2}(x)=0$ である. と \langle に $U$ に

対して, ある定数 $C$が存在してディリクレーボアンカレ不等式

$\int_{U}|k|^{p}d\mu\leq C\int_{U}g_{k^{p}}d\mu$ , $k\in[\mathcal{A}_{U}]^{\sim}$

が成立するならば, $b_{1}=b_{2}$ である.

証明 まず $L^{p}(U)$ の一様凸性から, $tb_{1}+(1-t)b_{2}(0\leq t\leq 1)$ もすべ
てか調和で, $g_{tb_{1}+(1-t)b_{2}}$ がすべて一致することがわかる. とくに $gb_{1}=$

$gb_{2}$ である そこで $g=gb_{1}=gb_{2}$ とおく. さら些 $b^{+}=\max\{bb\}$ ,
$b^{-}=\min\{bb\}$ とおくと, $g=\max\{gb_{1}, gb_{2}\}\in\overline{D}[b^{+}|\cap\overline{D}[b^{-}]$ であり,
とくに

$\int_{U}g_{b+^{p}\leq}\int_{U}g^{p}d\mu=\int_{U}g_{b_{1}}^{p}d\mu$

であるが, $b^{+}-b1\in[\mathcal{A}u]^{\sim}$ より, $gb+=g$ , したがって $b^{+}$ も $P$調和関
数である. 同様に $g_{b}-=g$ で $b^{-}$ も銑調和関数である.
次に定数 $c\in R$ に対して, $A_{c}=\{x\in U|b^{-}(x)<c<b^{+}(x)\}$ とお

く. $\mu(A_{c})>0$ として, 関数 $b_{c}\in W^{1,p}(U)$ と $g_{c}\in L^{p}(U)$ を次のように
定める.

$b_{c}(x)=\left\{\begin{array}{l}b^{+}(x), b^{+}(x)\leq c\\c, x\in A_{c}\\b^{-}(x), b^{-}(x)\geq c\end{array}\right.$ $g_{c}(x)=\left\{\begin{array}{l}g(x), b^{+}(x)\leq c\\0, x\in A_{c}\\g(x), b^{-}(x)\geq c\end{array}\right.$

このとき, $g_{c}\in\overline{D}[b_{c}]$ で $b_{c}-b_{1}\in[\mathcal{A}u]^{\sim}$ であることが判る. したがって

$\int_{U}g_{c}^{p}d\mu\geq\int_{U}g^{p}d\mu$
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となる. これは, $g(x)=0(\mu-a.e. x\in A_{c})$ を意味する. $\mu(A_{c})>0$ を満
たす定数 $c$ すべてについてこれが成り立つので, 結局 $b^{+}(x)-b^{-}(x)>0$

となるほとんどすべての点 $x\in U$ に対して, $g(x)=0$ であることが判
る. したがって $g+=0$ となり, これから $gb_{1}-b_{2}=0$ を見るのは易
しい. さらに $b_{1}(x)\neq b_{2}(x)$ となるほとんどすべての点 $x\in U$ に対し
て, $gb_{1}(x)=gb_{2}(x)=0$ である. 以上で定理の証明を終える.

次の最大値の原理が成り立っ.

定理 329. 有界開集合 $U$ 上の 2つの関数 $u_{i}\in\nu V^{1,p}(U)(i=1,2)$ に

対して, $b_{i}$ は p-調和関数かつ $b_{i}\in ui+[\mathcal{A}u]^{\sim}$ とする. $u_{1}\geq u_{2}$ なら
ば, $b_{1}\geq b_{2}$ となる力\searrow あるいは次のことが成り立つ : $b^{+}=\max\{b_{1,2}b\}$

は $p$-調和かつ $b^{+}\in u1+[\mathcal{A}u]^{\sim}$ となり, $b^{-}=\min\{bb\}$ も $p$-調和かっ
$b^{-}\in u2+[\mathcal{A}u]^{\sim}$ となり, さらに $b_{2}(x)>b1(x)$ となるほとんどすべての
点 $x\in U$ において, $9b_{1}(x)=gb_{2}(x)=0$ である. とくに $U$ において,
ある定数 $C$ が存在してディリクレーボアンカレ不等式

$\int_{U}|k|^{p}d\mu\leq C\int_{U}g_{k^{p}}d\mu$ , $k\in[\mathcal{A}_{U}]^{\sim}$

が成立するならば, $b_{1}\geq b_{2}$ がなりたっ.

証明 必要ならば, $u1$ を $ u1+\epsilon$ (ただし $\epsilon$ は正の数) に代えることに
よって, $u1-u2\geq\epsilon>0$ と仮定して示せばよい.
$A=\{x\in U|b2(x)-b1(x)>0\}$ とおき, $\mu(A)>0$ と仮定すると,

$gb+(x)=gb_{1}(x)(x\in U\backslash A),$ $gb+(x)=gb_{2}(x)(x\in A)$ となる. また
$b^{+}-b_{1}\in[\mathcal{A}_{U}]^{\sim}$ より,

$\int_{U}g_{b+}pd\mu\geq\int_{U}g_{b_{1}}^{p}d\mu$

となり, よって

$\int_{A}g_{b_{2}}^{p}d\mu\geq\int_{A}g_{b_{1}}^{p}d\mu$

カ\supset ‘‘\acute R う. $\Pi\overline{\mathfrak{o}}$様 $l_{}^{}b^{-}-b_{2}\in[\mathcal{A}_{U}]^{\sim}$ より,

$\int_{A}g_{b_{1}}^{p}d\mu\geq\int_{A}g_{b_{2}^{p}}d\mu$

となる. 以上から $\int_{A}gb_{1}pd\mu=\int_{A}gb_{2}pd\mu$ となり, したがって

$\int_{U}g_{b+^{p}}d\mu=\int_{U}g_{b_{1}^{P}}d\mu$ , $\int_{U}g_{b^{-P}}d\mu=\int_{U}g_{b_{2}}^{p}d\mu$

となる. これから, $b^{+}$ と $b^{-}$ がともに $p$ 調和であることがわかる. し
たがって定理 3.28より, ほとんどすべての $x\in A$ において, $gb_{1}(x)=$

$g_{b_{2}}(x)=0$ となる.

ノート 33.1, 3.2分節の記述は, Gol’dshtein-Troyanov [26] によってい
る. ただし命題 3.6\sim 系 3.8のように, 本論説では直接必要としない
事柄は証明なしで述べるにとどめている. そのほ力 1 [26] では, 容量
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(capacity) に関して論じている. また例 1, 例 2, 例 3については, [26]
に引用されているように, それぞれ [76], [44], [29] を参照.

3.3, 3.4分節の結果は, おおむね Cheeger [12] による. ただし [12] に
おけるソボレフ空間の定義は, ここで述べているものとは少し異なる.
本論説では, 議論と結果をよりわかりやすくする目的で [26] の一般的
視点からの定義にしたがって記述している.
定理 3.28 と定理 3.29はそれぞれ [12] の Theorem 7.14, Theorem

7.15に対応しているが, 少し改良した内容になっている. 定理 325の
証明については, [12] の section 5と section 6を参照されたい.
それから関連した研究の最近の展開については, [58], [59], [69] とそ

の文献を参照されたい.

4. 測度距離空間の収束
この節の目的は, ダブリング条件とリプシッツ関数に関する弱 $p$ ポ

ァンカレ不等式を満たす測度距離空間の接錘と, これによって表現さ
れるリプシッツ関数の無限小の性質に関するチーガーの結果を解説す
ることである.

4.1. 測度的グロモフーハウスドルフ収束. ここでは測度距離空間から
なる列と関数列の収束について説明する.
まず古典的なハウスドルフ距離について復習しよう. $K=(K, d)$ を

距離空間とする. $K$ の 2つの閉集合 $A,$ $B$ に対して, $A$ の $\epsilon$-近傍 $A_{\epsilon}$ が
$B$ を含み, $B$ の $\epsilon$-近傍 $B_{\epsilon}$ が $A$ を含むような正数 $\epsilon$ が存在するならば,
そのような $\epsilon$ の下限を, $A$ と $B$ のハウスドルフ距離という. $K$ がコン
パクトならば, これによって $K$の閉集合全体はコンパクト距離空間に
なる. また閉集合 $A$ に対して, $K$ の距離 $d$から得られる距離 (誘導距
離) を $d_{A}$ と記すと, $A$ と $B$ のハウスドルフ距離が $\epsilon$ 以下であれば, $A$

の各点 $a$ に $ d(a, \phi(a))\leq\epsilon$ となる $B$ の点 $\phi(a)$ を対応させ, $B$ の各点 $b$

に $ d(b, \psi(b))\leq\epsilon$ となる $A$ の点 $\psi(b)$ を対応させることによって, 写像
の組 $\phi$ : $A\rightarrow B,$ $\psi$ : $B\rightarrow A$ が得られる. これらは次の性質を満たす.

(11) $|d_{A}(a, a^{\prime})-d_{B}(\phi(a), \phi(b^{\prime}))|\leq 2\epsilon$ , $a,$
$a^{\prime}\in A$ ;

(12) $B\subset\phi(A)_{2\epsilon}$

$|d_{B}(b, b^{\prime})-d_{A}(\psi(a))\psi(b^{\prime}))|\leq 2\epsilon$ , $b,$ $b^{\prime}\in B$ ;
$A\subset\psi(B)_{2\epsilon}$

$d_{A}(a,\psi(\phi(a)))<2\epsilon,$ $a\in A$ ; $d_{B}(b, \phi(\psi(b)))<2\epsilon,$ $b\in B$

一般に 2つの距離空間 $(A, dA)$ と $(B, dB)$ の間に, 性質 (11), (12) を
満たす写像 $\phi$ : $A\rightarrow B$ が存在するならば, それを 2\mbox{\boldmath $\epsilon$}-ハウスドルフ近

似写像とよぶ. このような写像 $\phi$ : $(A, dA)\rightarrow(B, dB)$ が存在すれば,
$B$ から $A$ への 2\mbox{\boldmath $\epsilon$}-ハウスドルフ近似写像 $\psi$ : $B\rightarrow A$ が存在して, これ
らの 2つの写像は, 上に述べたような性質を満たすことを見るのは易
しい. 2\mbox{\boldmath $\epsilon$}-ハウスドルフ近似写像が存在する正数 $\epsilon$ の下限を距離空間 $A$

と $B$ のグロモフーハウスドルフ距離とよび, $HD(A, B)$ と記す. コン

パクト距離空間の (等長類からなる) 族には, これによって一様位相が
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入る. なお, ここで述べたグロモフ ーハウスドルフ距離は, グロモフ
によって定義された距離とは厳密には異なるが, これらが定める一様
位相は同値である. (実際 $HD(A, B)\leq 2(HD(A, C)+HD(C, B))$ とな
り, $HD$ は三角不等式を満たさない 14.)
ここでグロモフによる基本的な結果 15を 2つ述べよう.

定理 4.1. コンパクト距離空間から成る族 $\mathcal{F}$が次の性質を満たしている
とする :任意の正数 $\epsilon$ に対して, ある正数 $N(\epsilon)$ によって, 任意の $X\in \mathcal{F}$

の $\epsilon$ - 離散集合の個数が $N(\epsilon)$ によって上から押さえられる. このとき,
$\mathcal{F}$ はグロモフーハウスドルフ距離に関して全有界である.

なお, 距離空間 $X$ の離散部分集合 $S$ が, 正数 $\epsilon$ に対して, $ d(a, b)>\epsilon$

$(a, b\in S, a\neq b)$ を満たすとき, $S$ は $\epsilon-$ 離散であるという.

定理 4.2. 距離空間の列 $\{X_{n}\}$ が距離空間 $X$ にグロモフ - ハウスドル
フ収束するとき, 各 $X_{n}$ が弧長空間ならば, $X$ も弧長空間である.

さて, 有界な距離空間の間にはグロモフーハウスドルフ距離が定ま
り, それに関する収束を定義することができる しかし有界ではない
場合には, この点に関して明らかではない. そこで次に点付距離空間
とその有界集合に制限したグロモフーハウスドルフ距離を用いて, 点
付距離空間の列の収束を定義しよう.
点付距離空間の列 $X_{n}=(X_{n)}o_{n}, d_{n})$ と点付距離空間 $X=(X, 0, d)$
を考える. ある発散する数列 $R_{\eta}$ と $0$ に収束する正数列 $\epsilon_{n}$ , そして
$d(0, f_{n}(0_{n}))<\epsilon_{n}$ を満たす \mbox{\boldmath $\epsilon$}パハウスドルフ近似写像 $f_{n}$ : $ B(0_{n}, R_{m})\rightarrow$

$B(0, R_{n}+\epsilon_{n})$ が存在するとき, $X_{n}=(X_{n}, 0_{n}, d_{n})$ は $X=(X, 0, d)$ に

(広義) グロモフーハウスドルフ収束するという. さらにこの近似写像
を通して, 関数列や部分集合の列の収束が次のように定義できる : 関数
列 $\{u_{n}\}$ が有界集合 $U\subset X$ 上の関数 $u$ に一様に収束するとは, $ n\rightarrow\infty$

のとき, $\sup_{x\in f_{n}^{-1}(U)}|u_{n}(x)-u(f_{n}(x))|$ が $0$ に収束することを意味し,
部分集合の列 $\{U_{n}\subset X_{n}\}$ が部分集合 $U$ に収束するとは, 几が $U_{n}$ と
$U$ の間の $\epsilon_{n}-$ ハウスドルフ近似写像を与えることである.
なお近似写像はボレル可測と考えてよい. さらに以下考える測度距

離空間は, 局所コンパクトとし, その測度はラドン測度と仮定する. こ

のとき測度も込めた収束を次のように定義する.
点付測度距離空間の列 $X_{n}=(X_{n}, 0_{n}, d_{n}, \mu_{n})$ が点付測度距離空間 $X=$

(X, $0,$ $d,$ $\mu$ ) に \mbox{\boldmath $\epsilon$}n-ハウスドルフ近似写像几 : $B(0_{n}, R_{n})\rightarrow B(0, R_{n}+\epsilon_{n})$

によって (広義) グロモフ - ハウスドルフ収束し, かつ像測度 $\phi_{n*}\mu_{n}$ が

$\mu$ に漠収束するとき, 点付測度距離空間 $X_{n}=(X_{n}, 0_{n}, d_{n}, \mu)$ は $X=$
(X, $0,$ $d,$ $\mu$ ) に測度付 (広義) グロモフ - ハウスドルフ収束するという.

まず基本的な次の補題を用意しておく.

補題 4.3. ある正数 $\kappa_{n_{f}}R_{\eta}$ に対して, ダブリング条件 $[D]_{\kappa_{n}}$ を満たす
点付測度距離空間 $X_{n}=(X_{n}, 0_{n}, d_{n}, \mu_{n})$ が, $X=(X, 0, d, \mu)$ に測度付
グロモフ - ハウスドルフ収束するとき, $X$ の相対コンパクト開集合 $U$

14ノート 4参照
15ノート 4参照
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上のリプシッツ関数 $f$ に対して, $U$ に収束する $X_{n}$ の相対コンパクト
開集合 $U_{n}$ 上の リプシッツ関数からなる列 $\{f_{n}\}$ で次のようなものが
存在する: 几は $f$ に一様収束し, さらに

$\int_{U_{n}}(Lipf_{n})^{p}d\mu_{n}\rightarrow\int_{U}(Lipf)^{p}d\mu$ .

が成り立っ.
$\backslash \backslash $ 意注意 4.1. この補題のような状況において, リプシッツ関数列 {$\xi_{n}$ :
$U_{n}\rightarrow R$ がリプシッツ関数 $\xi$ : $U\rightarrow R$ に一様収束するとしても, 多く
の場合, ディリクレ p-エネルギーの下半連続性,

$\int_{U}(Lip\xi)^{p}d\mu\leq\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\int_{U_{n}}($Lip $\xi_{n})^{p}d\mu_{n}$

を期待することはできない. これについては第 6節を参照.

さて, 補題 43から次の命題が従う.

命題 44. 点付測度距離空間 $X_{n}=(X_{n}, 0_{n}, d_{n}, \mu_{n})$ が $X=(X, 0, d, \mu)$

に測度付グロモフーハウスドルフ収束しているとする. ダブリング条
件 $[D]_{\kappa}$ が $X_{n}$ に対して ($n$ に依らずに) 一様に成りたつならば, $X$ に

対しても成り立つ. さらに一様に (局所リプシッツ関数に関する) 弱 $p-$

ポァンカレ不等式 $[P]_{\tau}$ が成りたつならば, $X$ に対しても成り立っ.

また, 定理 4.1の帰結として次の命題が成り立っ.

命題 45. 点付測度弧長空間の列 $\{X_{n}=(X_{n}, 0_{n}, d_{n}, \mu_{n})\}$ が, 次の性質
を満たしているとする.

(1) 任意の $r$ #こ対して, $n$ を十分大きく取ると, $B(0_{n}, r)$ は相対コン
パクトである.

(2) ある正値関数 $v(t)(t>0)$ が存在して, 任意の $r$ と (十分大きな)n
に対して,

$\mu_{n}(B(0_{n}, r))\leq v(r)$

(3) 任意の $r$ と $\epsilon$ に対して, ある正数 $b$が存在して, $n$が十分大きけ
れば,

$\mu_{n}(B(x, \epsilon))\geq b$ , $x\in B(0_{n}, r)$

このとき, $\{X_{n}\}$ の部分列で, ある点付測度測地空間に測度付グロモ
フーハウスドルフ収束するものが存在する.

証明 まず十分大きな $n$ に対して, $B(0_{n}, r)$ において, $\epsilon$ ー離散集合
を考え, (2) と (3) を適用して, その個数が $n$ によらずに一様に上から
押さえられていることを見れば, 定理 4.1を適用できる (1.1分節, 2.1
分節参照). つぎに発散列 {r’} を取り, 各 ri に上の考察を適用し, 適当
な部分列を取ることによって, 極限空間の存在がわかる. また必要な
らば部分列を取って, 与えられたラドン測度の収束も仮定できる (1.1
分節参照).

次節に移るまえに, 補題をひとっ述べる.
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補題 46. 測度測地空間 $X=(X, d, \mu)$ の開集合 $U$ において, ダブリ
ング $[D]_{\kappa}$ と弱 p-ポァンカレ不等式 $[P]_{\tau}$ が成り立っとする. このとき,
任意のリプシッツ関数 $f$ : $U\rightarrow R$ に対して, 次の性質を満たす部分集
合 $\nu V$ が存在する :

(1) $\mu(U\backslash W)=0$

(2) 任意の点 $w\in W$ に対して, $w$ は Lip $f$及び Lipf のルベーグ点
で, Lip$f(’\iota v)=Lipf(w)$ が成り立ち, さらに, 任意の正数 $\xi$ と $\chi$ に対
して, ある正数 $r(w, \xi, \chi)$ があって, 次のことが成り立っ.

(i) 任意の $t\in(0, r(w, \xi, \chi))$ と $x,$ $y\in B(w, r(w, \xi, \chi))$ に対して,
$d(x, y)>\xi t$ ならば

$|f(x)-f(y)|\leq((1+\chi)Lip\int(w)+\chi)d(x,y)$

が成り立っ.
(ii) 任意の $t\in(0, r(w, \xi, \chi))$ と $x\in B(w, r(w, \xi, \chi))$ に対して, あ

る $y_{x}\in B(x,$ $2$のがあって, $d(x, y_{x})>\xi t$ かっ

$|f(x)-f(y_{x})|\geq((1-\chi)Lipf(w)-\chi)d(x, y_{x})$

となる.

4.2. 接錘とリプシツツ関数の無限小広義線形性. 測度距離空間 $X=$
(X, $d,$ $\mu$) を考える. $X$ は局所コンパクトとし, 測度 $\mu$ はラドン測度で
ある. つぎに一つの点 $0\in X$ を任意に固定する. このとき, 各正数 $t$

に対して,

$d_{t}=td$ , $\overline{\mu}_{t}=\frac{1}{\mu(B(0,1/t))}\mu$

によって, 点付測度距離空間 $tX=(X, 0, d_{t},\overline{\mu}_{t})$ を定める. 以下, $d_{t}$

に関する半径 $r$ の距離球体を $B^{(t)}(x, r)(=B(x, r/t))$ と表す. ここで
$\overline{\mu}(B^{(t)}(0,1))=1$ と正規化されていることに注意する.

定義 4.1. 点 $0\in X$ に対して, 無限に発散する数列 $\{t_{n}\}$ があって,
$\{X_{n}=t_{n}X=(X, 0, d_{t_{n}},\overline{\mu}_{t_{n}})\}$ が測度付グロモフーハウスドルフ収束す
るとき, その極限を点 $0$ における接錘とよび, $X$

。
$=(X_{\text{。}}, 0^{\prime}, d_{\text{。}},\overline{\mu}_{o})$ と

記す.

以下, 十分小さい $r$ #こ対して, $B(0, r)$ はダブリング条件 $[D]_{\kappa}$ と弱
$p-$ボアンカレ不等式 $[P]_{\tau}$ を満たしているとする. このとき, 命題 45
を適用して, 任意の $\{t_{n}|t_{n}\rightarrow\infty\}$ に対して, $\{X_{n}=t_{n}X\}$ は収束す
る部分列を含む. ここでは $\{X_{n}\}$ 自身が $X$

。
$=(X_{o}, 0^{\prime}, d_{o},\overline{\mu}_{\text{。}})$ に測度付

グロモフ - ハウスドルフ収束しているとする. X。は非コンパクト局所
コンパクト測地空間で, 命題 4.4から, 距離球体の大きさによらずに,
すなわち $ R=+\infty$ として条件 $[D]_{\kappa}$ と条件 $[P]_{\tau}$ を満たしていることが
判る.

次にリプシッツ関数 $f$ を考え, 無限小の意味で $f$ のある線形性を表す
結果を証明する. 点 $0$ の近傍で定義されたリプシッツ関数でよい. 正
数 $t$ に対して,

$f_{t,0}(x)=\frac{f(x)-f(0)}{t}$
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とおく. $Lip_{d_{\ell}}(ft,$
。$)=Lip_{d}(f)$ に注意すると, $X_{n}$ 上の リプシッツ関

数 $f_{t_{n},0}$ からなる列は, X。上のリプシッツ関数に任意のコンパクト集
合上で一様収束する部分列を含む. 以下簡単のため $\{f_{t_{n},0}\}$ 自身収束す
るとして, その極限を f。と記す. このとき, 次の定理が成り立っ.

定理 4.7. リプシッツ関数 $f$ に対して, $f$ は点 $0$ で漸近的に広義線形
とし, さらに点 $0$ に対して, 補題 4.6の性質 (1) と (2) が満たされてい
るとする. このとき次のことが成り立っ.

(1) んが定数でなければ, $f_{0}(X_{\text{。}})=R$ である.
(2) $Lip_{d}$。f。は定数で, $Lip_{d}$

。

$f_{0}=Lip_{d}$
。

$(f_{0})=Lipf(0)$ である.
(3) $f_{\text{。}}$ は p-調和である, すなわち

$f_{B(0^{\prime},r)}|Lip_{d_{0}}f_{\text{。}}|^{p}d\overline{\mu}_{o}$
$\leq$ $f_{B(0^{\prime},r)}|Lip_{d_{0}}(f_{0}+k)|^{p}d\overline{\mu}_{o}$ ,

$k\in C_{0}^{0,1}(B(0^{\prime},r))$

が成り立っ.

証明 後の定理 4.10において, (1) は (2) と (3) から導かれることを
示すので, ここでは証明しない. そこでまず (2) を証明する.
正数 $r>0$ を任意に固定して, $\psi_{n}$ : $B(0^{\prime}, r)\rightarrow B^{(t_{n})}(0, r)$ を $\epsilon_{n}$

ーハ

ウスドルフ近似写像とする. $x\in B(0^{\prime}, r)$ に対して, 簡単のため $x_{n}=$

$\psi_{n}(x)$ と表す. 先に述べたように $\sup_{x\in B(0^{\prime},r)}|f_{t_{n},\text{。}}(x_{n})-f_{\text{。}}(x)|\rightarrow 0$

$(n\rightarrow\infty)$ を仮定している.
さて, $y\in B(0^{\prime}, r),$ $B(y, 2s)\subset B(0^{\prime}, r),$ $d_{\text{。}}(y, z)<s$ を満たす

$s,$ $y,$ $z$ に対して, 十分小さい $\xi>0$ をとり, $0<\xi s<d$。$(y, z),$ $\xi s<$

$d_{n}(y_{n}, z_{n})<s$ としてよい. さらに十分小さい $\chi>0$ を任意に与えて
おく. このとき, 補題 4.6 (2)(i) より,

$|f_{t_{n},0}(y_{n})-f_{t_{n},\text{。}}(z_{n})|$ $=$ $\frac{1}{t_{n}}|f(y_{n})-f(z_{n})|$

$\leq$ $((1+\chi)Lipf(0)+\chi)d_{n}(y_{n}, z_{n})$

となり, したがって, $ n\rightarrow\infty$ として,

(13) $|f_{0}(y)-f_{\text{。}}(z)|\leq((1+\chi)Lipf(0)+\chi)d_{o}(y, z)$

を得る. 次に補題 46(2) (ii) により, 各 $y_{n}$ に対して, ある $w_{n}\in B(y_{n}, s)$

で, $d_{n}(y_{n}, w_{n})>\xi s$ かつ

$|f_{t_{n},\text{。}}(y_{n})-f_{t_{n},\text{。}}(w_{n})|\geq((1-\chi)Lipf(0)-\chi)d_{n}(y_{n},w_{n})$

を満たすものを取る. ここで, 必要ならば部分列を取り, ある点 $ w\in$

$B(y, s)$ に $w_{n}$ が収束しているとしてよろしい. このとき, $ n\rightarrow\infty$ と

して,

(14) $d$
。
$(y, w)\geq\xi s$ , $|f_{0}(y)-f_{\text{。}}(w)|\geq((1-\chi)Lipf(0)-\chi)d_{o}(y, w)$

となる. (13) より, $\xi,$ $\chi\rightarrow 0$ として,

$|f_{0}(y)-f_{0}(z)|\leq Lipf(0)d_{\text{。}}(y, z)$
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従って
Lip $f_{0}(y)\leq Lipf(0)$ , $y\in B(0^{\prime}, r)$

が得られる. 一方 (14) において, $\chi\rightarrow 0$ として, ある $w$ で,

$\xi s\leq d(y, w)\leq s$ , $|f_{0}(y)-f_{0}(w)|\geq Lipf(0)d_{o}(y, w)$

となる. 以上から

$Lip_{d_{o}}f_{0}\equiv Lip_{d_{o}}(f_{0})=Lipf(0)$

が示された.
次にんがか調和であることを示す. すなわち任意の $k\in C_{0}^{0,1}(B(0^{\prime}, r))$

に対して,

$f_{B(0,r)}$ $($Lip $f_{0})^{p}d\overline{\mu}_{o}\leq f_{B(0,r)}(Lip(f_{0}+k))^{p}d\overline{\mu}$。

を示す. まず左辺は点 $0$ が $($ Lip $f)^{p}$ のルベーグ点であることから,

$f_{B(0^{\prime},r)}($Lip $f_{\text{。}})^{p}d\overline{\mu}_{o}$ $=$ $($Lip $f)^{p}(0)$

$=$ $\lim_{t_{n}\rightarrow 0}f_{B^{(t_{n})}(0,r)}$ $($Lip $f)^{p}d\overline{\mu}_{n}$

$=$ $\lim_{t_{n}\rightarrow 0}f_{B^{(t_{n})}(0,r)}(Lip_{d_{\mathfrak{n}}}f_{t_{n},0})^{p}d\overline{\mu}_{n}$

となり, したがって任意の $k\in C_{0}^{0,1}(B(0^{\prime}, r))$ に対して,

$\lim_{t_{n}\rightarrow 0}f_{B^{(t_{n})}(\text{。},r)}(Lipd_{n}ft_{n^{\circ}},)^{p}d\overline{\mu}_{n}\leq f_{B(0,r)}$ $($Lip$d_{0}(f_{0}+k))^{p}d\overline{\mu}_{O}$

を示したい. そこで, $F_{o}=f_{0}+k$ とおいて, 補題 4.3を適用すると,
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ に一様収束するリプシッツ関数 $F_{n}$ : $B^{(t_{n})}(0, r)\rightarrow R$ の列で,

$\int_{B^{(t_{\mathfrak{n}})}(0,r)}(Lip_{d_{\mathfrak{n}}}F_{n})^{p}d\overline{\mu}_{n}\rightarrow\int_{B(\text{。^{}\prime},r)}(Lip_{d_{0}}F_{o})^{p}d\overline{\mu}_{o}$

を満たすものが取れる. ある正数 $\delta$ があって, $B(0^{\prime}, r)\backslash B(0^{\prime}, r-\delta)$ 上
$k=0$ , すなわち $F_{o}=$ んと仮定してよろしい. したがって $\delta_{n}\rightarrow\delta$ とな
る正数列 $\{\delta_{n}\}$ をとって, $\epsilon_{n}^{2}=\sup_{B(\text{。},r)\backslash B(0,r-\delta_{n})}(t_{n})(t_{n})|F_{n}$ ー $f_{t_{n},0}|\rightarrow 0$

としてよい. そこで,

$\chi_{n}(y)=\left\{\frac{1l}{\epsilon_{i}}d_{n}(*,\partial B^{(t_{\mathfrak{n}})}(o,r)), y\in B^{(t_{n})}(o,r-\delta_{n})y\in B^{(t_{\mathfrak{n}})}(o,r)\backslash B^{(t_{n})}(o,r-\delta_{n})\right.$

さらに
$\overline{F}_{n}=\chi_{n}(F_{n}-f_{t_{n},\text{。}})+f_{t_{n}}$

,。

と定めると, $F_{n}-\overline{F}_{n}=(1-\chi_{n})(F_{n}-f_{t_{n},\text{。}})$ より,

$Lipd_{n}(F_{n}-\overline{F_{n}})\leq Lipd_{n}\chi_{n}\cdot|F_{n}-ft_{n},$
。$|+|1-\chi_{n}|Lipd_{n}(F_{n}-ft_{n^{O}},)$
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となり, よって $Lipd_{n}\chi\cdot|F_{n}-ft_{n},$。
$|\leq\epsilon_{n}$ かっ Lip$d_{n}(F_{n}-\int t_{n^{O}},)\leq L$

( $L$ はある定数) から,

$\lim_{t_{n}\rightarrow 0}f_{B^{(t_{n})}(0,r)}(Lip_{d_{n}}(F_{n}-\overline{F}_{n}))^{p}d\overline{\mu}_{n}=0$

を得る. 一方 $f$ は点 $0$で漸近的に広義線形より, $\lim_{n\rightarrow+\infty}s_{n}=0$ であ
る適当な正数列があって,

$f_{B^{(\ell_{n})}(0,r)}(Lip_{t_{n}}f_{t_{h)}o})^{p}d\overline{\mu}_{n}\leq s_{n}+f_{B^{(t_{n})}(0,r)}(Lip_{d_{n}}\tilde{F}_{n})^{p}d\overline{\mu}_{n}$

を満たす. 以上より,

$\lim_{t_{n}\rightarrow 0}f_{B^{(t_{n})}(0,r)}(Lipd_{n}ft_{n},0)^{p}d\overline{\mu}_{n}\leq f_{B(or)}($Lip $d_{0}F_{o})^{p}d\overline{\mu}$

)

。

となる. 以上で定理 4.7の証明を終了する.

注意 42. 測度距離空間 $X=$ (X, $0,$ $d,$ $\mu$ ) に対して, $0$ に収束する
数列 $\{s_{n}\}$ が存在して, $s_{n}X$ が測度付グロモフ ーハウスドルフ収束
するとき, その極限を無限遠点における接錘という. それを $x_{\infty}=$

$(X_{\infty}, 0^{\prime}, d_{\infty}, \mu_{\infty})$ とすれば, $X$ が距離球体の大きさによらずに条件 $[D]_{\kappa}$

を満たすとき f $x_{\infty}$ も同じ条件 $[D]_{\kappa}$ を満たし, さらに $X$ が $[P]_{\tau}$ を満
たせば, $x_{\infty}$ も同様である.

$X$ がすべての距離球体に対して条件 $[D]_{\kappa}$ を満たすとき, 命題 4.1が
適用できるので, 無限遠点における接錘は存在する. しかし接錘ある
いは無限遠点における接錘の存在に関して, 一意性が成り立っとは限
らない. また ‘ 錘” と呼んでいるが, 実際文字通りの意味の ‘ 錘” の構
造に成っているということではない.

$ R=+\infty$ として条件 $[D]_{\kappa}$ と $[P]_{\tau}$ を満たす重要な例として, 非負リッ
チ曲率の完備非コンパクトリーマン多様体やコンパクトリーマン多様
体のアーベル被覆がある 16.
43. 広義線形関数. 測度測地空間 $X=(X, d, \mu)$ を考察する. まず定義
から始める.

定義 42. $X$ の開集合 $U$ 上のリプシッツ関数 $p$ : $U\rightarrow R$ が次の条件
を満たすとき, 広義線形であるという.

(1) $P(X)\equiv 0$ 又は $\ell(X)=R$である.
(2) $\ell$ は p-調和である.
(3) Lip $\ell$ は定数 $c$である.

注意 43. (1) 広義線形関数の線形結合が広義線形関数とは限らない.
(2) 条件 $[D]_{\kappa}$ と $[P]_{\tau}$ の下では, 広義線形関数からなるベクトル空間

は, (存在するとしても) その次元は $\kappa$ と $\tau$ および $p$ のみで決まるある
定数を超えることはない (定理 25参照).

16ノート 4参照
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さて, 閉部分集合 $A\subset X$ 上のリプシッツ関数 $f$ : $A\rightarrow R$ に対して,
$X$ 上の リプシッツ関数 $f^{*}$ および $f_{*}$ を次のように定義する 17.

$\int^{*}(x)$ $=$ $\inf_{a\in A}\{f(a)+Lipf\cdot d(a, x)\}$

$f_{*}(x)$ $=$
$s\iota\iota p\{f(a)-Lipf\cdot d(a, x)\}a\in A$

このとき, $f_{|A}^{*}=f$ , Lip$f^{*}=Lipf,$ $f_{*|A}=f$ , Lip$f_{*}=Lipf$ がなりた

っ. また $\overline{f_{|A}}=f$ , Lip $\overline{f}=Lip\int$ を満たすリプシッツ関数 $\overline{f}$ に対して,

$f_{*}\leq\overline{f}\leq f^{*}$

となる.
さらに考察を続けよう. $x\in X$ に対して, ある $x^{*}\in A$ があって,

$f^{*}(x)=f(x^{*})+Lipf\cdot d(x, x^{*})$

とする. このとき, $x$ とげを結ぶ最短線 $\gamma^{*}:$ $[0, d(x, x^{*})]\rightarrow X$ をひと
つ選ぶと, $|f^{*}(\gamma^{*}(s))-f^{*}(x)|\leq(Lipf)s$ より

$f^{*}(\gamma^{*}(s))-f^{*}(x)\geq-(Lipf)s$

となる. 一方

$f^{*}(\gamma^{*}(s))$ $=$ $\inf_{a\in A}\{f(a)+Lip(f)\cdot d(a,\gamma^{*}(s))\}$

$\leq$ $f(x^{*})+Lip(f)$ . $d(x^{*},\gamma^{*}(s))$

$=$ $f(x^{*})+Lip(f)\cdot(d(x^{*},x)-s)$

$=$ $f^{*}(x)-Lip(f)$ . $s$

となって, したがって

$f^{*}(\gamma^{*}(s))-f^{*}(x)\leq-Lip(f)\cdot s$

を得る. 以上から

$f^{*}(\gamma^{*}(s))=f^{*}(x)-Lip(f)\cdot s$ , $0\leq s\leq d(x,x^{*})$

が従う. 同様に $x\in X$ に対して, ある $x_{*}\in A$ があって,

$f_{*}(x)=f(x_{*})-Lip(f)\cdot d(x, x_{*})$

とする. このとき, $x$ と $x_{*}$ を結ぶ最短線 $\gamma_{*}$ : $[0, d(x, x_{*})]\rightarrow X$ をひと

つ選ぶと,

$f_{*}(\gamma_{*}(t))=f_{*}(x)+Lip(f)\cdot t$ , $0\leq t\leq\rho(x,x_{*})$

が導かれる. 特に Lip $f^{*}|X\backslash A=Lipf$ , および Lip $f_{*|X\backslash A}=Lipf$ である.

定理 48. 有界開集合 $U$上のリプシッツ関数 $p$ が定義 42の (2), (3) を
満たしているとする. $A=\partial U$ とおいて, $p*$ $p_{*}$ を定義すると, $U$ にお
いて $P=l^{*}=\ell_{*}$ が成り立っ.

17ノート 4参照
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証明 Lip $\ell*=LipP_{*}\equiv Lip(\ell|A)=Lip(\ell)=Lip\ell$ により, $\ell,$ $\ell*\ell_{*}$

すべて $p$-調和であり, 境界上で一致しているので, 最大値の原理 (定
理 329) から $U$ において一致していなければならない.

以上の考察から, 次の定理が従う.

定理 4.9. $ X\backslash B(0, s)\neq\emptyset$ とする. リプシッツ関数 $\ell$ : $B(0, s)\rightarrow R$

が定義 42の (2), (3) を満たしているとする. $A=\partial B(0, s)$ とおいて,
$\ell*\ell_{*}$ を定義すると, $l=l^{*}=l_{*}$ となり, 任意の $x\in B(0, s)$ に対して,
$x^{*},$ $x_{*}\in\partial B(0, s)$ があって,

$\ell(x^{*})$ $=$ $l(x)$ -Lip $\ell\cdot d(x,x^{*})$

$\ell(x_{*})$ $=$ $\ell(x)+Lipl\cdot d(x,x_{*})$

を満たす. さらに $\gamma(P(x^{*})-P(x))=x^{*},$ $\gamma(0)=x,$ $\gamma(P(x_{*})-\ell(x))=x_{*}$

を満たす最短線 $\gamma$ : $[P(x^{*})-P(x), \ell(x_{*})-p(x)]\rightarrow\overline{B(0,s)}$ があって,

$P(\gamma(s))=\ell(x)+(Lip^{p})s$

を満たす.

リプシッツ関数 $f$ に対して, $f(c(t))^{\prime}=(Lipf)^{2}(c(t))$ を満たしてい
るリプシッツ曲線 $c:(a, b)\rightarrow X$ を Lip $f$ に対する積分曲線ということ
にする.

定理 4.10. $X$ は非コンパクトとする. 定義 4.2の (2), (3) を満たすリ
プシッツ関数 $\ell$ : $X\rightarrow R$ は, 定数でなければ $\ell(X)=R$ を満たし, $\ell$

は広義線形関数である. さらに任意の $x\in X$ に対して, $\gamma(0)=x$ , お
よび $d(\gamma(t), \gamma(s))=LipP\cdot|t-s|(-\infty<s, t<+\infty)$ を満たす, Lip $(P)$

に対する積分曲線 $\gamma$ : $R\rightarrow X$ が存在する.

証明 Lip $(\ell)=1$ として示せばよい. まず点 $0$ を固定し, 定理 49を
各 $B(0, s)$ に適用する. このとき, 定理 49に述べられた最短線 $\gamma_{s}$ に

対して, 適当に発散列 $\{Sj\}$ をとると, $\gamma_{s_{j}}$ はリプシッツ曲線 $\gamma$ に収束
する. 各 $Sj$ に対して,

$\ell(\gamma_{s_{j}}(t))=l(x)+t$ , $-d(x_{s_{j}}^{*},x)\leq t\leq d(x,x_{s_{j},*})$

より,
$\ell(\gamma(t))=P(x)+t$ , $-\infty<t<\infty$

がなりたっ. これが求めるものである.

さて, ビューズマン関数と広義線形関数の関係を述べよう.
$d(\gamma(s), \gamma(0))=s(s>0)$ を満たす曲線-レイ (ray) という $-\gamma$ : $[0, +\infty$ ) $\rightarrow$

$X$ と正数 $s$ に対して,

$B_{\gamma,s}(x)=d(x,\gamma(s))-s$

とおいて, $X$上のリプシッツ関数 $B_{\gamma,s}$ を定義する. このとき三角不等
式から

$-d(x, \gamma(0))\leq B_{\gamma,s}(x)\leq d(x, \gamma(0))$ ,
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さらに,
$s_{1}\leq s_{2}\Rightarrow B_{\gamma,s_{2}}(x)\leq B_{\gamma,s_{1}}(x)$

が従う. そこで
$B_{\gamma}(x)=\lim_{s\rightarrow\infty}B_{\gamma,s}(x)$

によって リプシッツ関数 $B_{\gamma}$ : $X\rightarrow R$ を定め, これをレイツが定める
ビューズマン関数という. $\gamma$ が必ずしも弧長パラメーターで表示され
ていないときは, 弧長表示しなおしてビューズマン関数を定めること
にする. また $d(\gamma(t), \gamma(s))=Lip(\ell)\cdot|t-s|(-\infty<s, t<+\infty)$ を満た
す $\gamma$ : $R\rightarrow X$ に対しては, $\underline{\gamma}(t)=\gamma|[0,+\infty))-\underline{\gamma}(s)=\gamma(-s)$ とおいて,
2つのビューズマン関数 $B_{\underline{\gamma}},$ $B_{-\underline{\gamma}}$ が定まる.

定理 4.11. 定理 4.10と同じ仮定の下,

$\ell(x)-Lip(P)\cdot B_{\underline{\gamma}}\leq\ell\leq\ell(x)+Lip(\ell)\cdot B_{-\underline{\gamma}}$

が成り立つ. 特にユークリッド空間 $X=R^{n}$ の場合,

$\ell(x)-Lip(P)\cdot B_{\underline{\gamma}}=\ell=\ell(x)+Lip(\ell)\cdot B_{-\underline{\gamma}}$

が成り立っ.

証明 Lip $(\ell)=1$ として示せばよい. まず

$\ell(x)+t$ $=$
$\ell(\underline{\gamma}(t))=\ell^{*}(\underline{\gamma}(t))=\inf_{w\in B(\underline{\gamma}t),s)}(\ell(w)+d(w,\underline{\gamma}(t)))$

$\leq$ $l(y)+d(\underline{\gamma}(t),y)$

より,
$\ell(x)-\ell(y)\leq d(\underline{\gamma}(t), y)-t$

を得る. そこで $ t\rightarrow\infty$ として,

$\ell(x)-\ell(x)\leq B_{\underline{\gamma}}(x)$

となる. 同様に

$\ell(x)-t$ $=$
$p(-\underline{\gamma}(t))=\ell_{*}(-\underline{\gamma}(t))=\sup_{w\in B(-\underline{\gamma}(t),s)}(\ell(w)-d(w, -\underline{\gamma}(t)))$

$\geq$ $p(y)-d(y, -\underline{\gamma}(t))$

となり, したがって

$\ell(x)-t\geq P(y)-d(y, -\underline{\gamma}(t))$

を得る. そこで $ t\rightarrow\infty$ として,

$B_{-\underline{\gamma}}(x)\geq P(y)-P(x)$

となる. 以上より,

$l(x)-B_{\underline{\gamma}}(y)\leq l(y)\leq\ell(x)+B_{-\underline{\gamma}}(y)$

が示された.
一般に三角不等式より

$B_{\underline{\gamma}}+B_{-\underline{\gamma}}\geq 0$
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が成り立っが,

(15) $B_{\underline{\gamma}}+B_{-\underline{\gamma}}\equiv 0$

ならば,
$\ell(x)-B_{\underline{\gamma}}=\ell=\ell(x)+B_{-\underline{\gamma}}$

となる.
以上で定理の証明を終える.

平面上の 1点 $0$ からでる 3本の半直線を考えればわかるように, 恒
等式 (15) は一般には成立しないので注意する. ただし $\gamma$ 上では等号が
成り立っ.
完備リーマン多様体 $M$ の場合, リッチ曲率がいたるところ非負であ
るならば, ビューズマン関数は優調和関数と成ることが知られており,
したがって最大値の原理から, 恒等式 (15) が成り立ち, さらに $M=$

$\gamma(R)\times M^{\prime}$ とリーマン直積に分解する. これがチーガー - グロモルの
分裂定理である.
さて, 条件 $[D]_{\kappa},$ $[P]_{\tau}$ を満たす, 局所コンパクト測度距離空間 $X$ の

接錘と余接束の関係について少し述べて, 4.3を終える. $T$
。
$X=(T_{o}^{*}X)^{*}$

とおき, $X$ の点 $0$ での接空間とよぶ. ほとんどすべての点で接空間が
定まる. 一方 X。を接錘とするとき, (縮小) 写像 $e$ : $X$

。
$\rightarrow T_{o}X$ が,

$<e(\xi),$ $f>=f_{0}(\xi)$ によって自然に定まる. 23における記号を使う
と, 次のことが成り立つ : $U(\alpha)$ に対して, $V(\alpha)$ が存在して, $\mu(U(\alpha)\backslash $

$V(\alpha))=0$ , かつすべての $0\in V(\alpha)$ , すべての接錘 X。および距離球
体 $B$ ($w$ , r)\subset X。に対して,

$\mathcal{H}^{k(\alpha)}(B(w,r))\geq c(k(\alpha))Vol(B(r))$

となる. だだし $B(r)$ はユークリッド空間 $R^{k(\alpha)}$ の半径 $r$ の球体を表す.
さらに $e$ : $X$

。
$\rightarrow T_{o}X$ は全射であり, $\mathcal{H}-\dim X_{o}\geq k(\alpha)$ である.

たとえば, サブリーマン計量の場合には, 接錘はカルノー群と呼ば
れるある幕零リー群になり, ハウスドルフ次元は多様体の次元を超え
る 18.

44. 補助的結果について. 補題 43と補題 46の完全な証明は与えず,
ここではその証明のための補助的結果を順次述べることによって証明
に代える 19.
以下, ダブリング条件 $[D]_{\kappa}$ を満たす測度弧長空間 $X=(X, d, \mu)$ を

考える. $ 1\leq p<+\infty$ を固定する.

補題 4.12. 与えられたリプシッツ関数 $\int:B(0, r)\rightarrow R$ に対して, ほ

とんどいたるところの点 $w$ において, Lip$f(w)=Lipf(w)$ と仮定する.
このとき, 任意の $0<\eta,$ $\psi,$ $\xi$

) $\chi<1$ に対して, 次の性質を満たす正数
$rf$ と部分集合 $Z_{f}\subset B(0, r)$ が存在する.

(1) $\mu(Z_{f})\geq(1-\eta)\mu(B(0, r))$

18ノート 4参照
19ノート 4参照



326 加須栄篤

(2) 任意の $w\in Z_{f}$ と $0<s\leq rf$ および $x,$ $y\in B(w, s)$ に対して,
$d(x, y)\geq\xi s$ ならば

$|f(x)-f(y)|<((1+\chi)Lipf(w)+\chi)d(x, y)$

が成り立つ. さらに任意の $x\in B(w, s)$ に対して, ある $y_{x}\in B(w, 2s)$

で

$d(x,y_{x})\geq\xi s,$ $|f(x)-f(y_{x})|>((1-\chi)Lipf(w)-\chi)d(x, y_{x})$

を満たすものが存在する.
(3) 任意の $w\in Z_{f}$ と $0<s\leq rf$ に対して,

$f_{B(w,3s)}|Lipf(x)$ –Lip$f(w)|^{p}d\mu(x)\leq\psi^{p}$

が成り立っ.

補題 4.13. 与えられたリプシッツ関数 $f$ : $B(0, r)\rightarrow R$ と任意の $0<$

$\eta,$
$\psi,$ $\xi,$ $\chi<1$ に対して, 互いに交わることのない有限個の距離球体

$\{Bj=B(zr)|Zj\in B(0, r),j=1,2, \ldots, N\}$ で, 次の性質を満たす
ものが存在する.

(4) $d(Bj, B_{k})\geq(rj+r_{k})/2(j\neq k)$

(5) $\mu(B(0, r)\backslash \bigcup_{j=1}^{N}B_{j})<c(\kappa)\eta\mu(B(0, r))$

(6) $c(\kappa, \eta)r_{f}\leq r_{j}\leq r_{f}$

(7) $f_{3B_{j}}|Lipf(x)$ –Lip$f(Zj)|^{p}d\mu(x)<\psi^{p}$

(8) $\text{任_{}\cup\backslash }^{g}$の $j$ と $x,$ $y\in B_{j}$ に対して, $d(x, y)\geq\xi rj$ ならば

$|f(x)-f(y)|<((1+\chi)Lipf(z_{j})+\chi)d(x, y)$

が成り立っ.
(9) 任意の $x\in B_{j}$ に対して,

$|f(x)-f(z_{j})|<(Lipf(z_{j})+\frac{\chi}{4})d(x, z_{j})$

が成り立っ. ただし $c(\kappa),$ $c(\kappa, \eta)$ は, 括弧内の数のみによって決まる正
の定数を表し, $rf$ は補題 4.12における正数を表す.

補題 4.14. 与えられたリプシッツ関数 $f$ : $B(0, r)\rightarrow R$ と任意の
$0<\eta,$ $\psi,$ $\xi,$ $\chi<1$ に対して, 次の性質を満たすリプシッツ関数 $f_{*}$ :
$B(0, r)\rightarrow R$ と, 部分集合とその点および正の数からなる有限個の組
{ $j,k,J,k$ )

が存在する.
(10) $f_{*}(w)=f(w_{j,k})-L_{j,k}d(w, w_{j,k}),$ $w\in A_{j)k}$ .
(11) $ 0<L_{J,k}\leq(1+\chi)Lipf(wj,k)+\chi$ .
(12) $\mu(B(0, r)\backslash \cup A)\leq c(\kappa)\eta\mu(B(0, r))$

(13) $\Vert f-f_{*}\Vert_{L^{\infty}}\leq\epsilon_{1}(\kappa, r, Lip(f);\xi, \eta)$

(14) Lip $(f_{*})=Lip(f)+\epsilon_{2}(Lip(f);\xi)$

(15) $\int_{B(0,r)}|Lipf-Lipf_{*}|^{p}d\mu\leq\epsilon_{3}(\kappa,p, Lip(f)|\chi, \xi, \eta, \psi)$
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ただし $\epsilon_{*}$ $(a, b, \ldots ; s, t, \ldots)$ は, $a,$ $b,$
$\ldots$ , および $s,$ $t,$

$\ldots$ のみによって決
まる正数で, $a,$ $b,$

$\ldots$ を固定して, $s,$
$t\cdots\rightarrow 0$ のとき, $0$ に収束するも

のを表す.

(10) に示されている形のリプシッツ関数によって, 与えられたリプ
シッツ関数を一様にかつディリクレ p- エネルギーに関しても近似で
きるということが判る. このことから, 補題 4.3で要求されているグ
ロモフーハウスドルフ距離の近い距離空間上のリプシッツ関数による
近似が, 適当に有限個の点列を選ぶことによって与えられるのである.

ノート 4 グロモフによって導入された距離-グロモフーハウスドルフ
距離- の定義や定理 4.1および定理 42を含む基本的な性質について
は, Gromov [23] とその拡張版 [24] を参照. そこでは, リーマン多様
体のみならず距離空間に関する大域的な幾何とトポロジーの問題につ
いて理論が展開されている. また [21], [8] も参照.
接錘あるいは無限遠点での接錘に関して, 上述の文献の他に, たと

えば [55], [61], [3], [36], [45], [15], [54] など参照.
この節で解説した測度距離空間に関するいくっかの結果の証明にお

いて, リプシッツ関数の拡張に関する古典的な McShane [53] の方法が
基本的役割を果たしているが, 補題 43と補題 46の証明の詳細につ
いては, [12] の Lemma 10.7と Lemma 10.3を参照.

5. ディリクレ空間

前節まで考察したソボレフ空間 $W^{1,p}(X)$ は, 必ずしも 2次形式と結
びっいたものではない. 実際 $p=2$であるとしても, 一般にはヒルベル
ト空間ではない. しかしダブリング条件とボアンカレ不等式が満たさ
れている場合は, 33において示したように, 自然にヒルペルト空間と
一様同値になり, 重要な結果が導かれた. このヒルベルト空間は, い

くっかの重要な性質を満たすディリクレ空間になる.
この節の目的は, ディリクレ空間の定義とその基本的性質, そして

内在的距離を簡単に説明し, ソボレフ不等式, ダブリング条件とボア
ンカレ不等式との関連から, いくっかの基本的結果を解説することで
ある.

5.1. ディリクレ形式と内在的距離. $X=(X, d, \mu)$ をダブリング条件
$[D]_{\kappa}$ と弱 2-ボアンカレ不等式 $[P]_{\tau}$ を満たす測度距離空間とする. この

とき, ディリクレ 2-エネルギー $\int(Lipf)^{2}d\mu$ は一般に 2次形式とは限
らない. そこで余接束 $T^{*}X$ 上には, $L^{\infty}$ リーマン計量 $g^{*}=$ $\{$ , $\}$ で,

ある定数 $\lambda$ , A があって,

$\lambda$ Lip $ f\leq\sqrt{\langle df,df\rangle}\leq\Lambda$ Lip $f$ , $f\in C_{loc}^{0,1}(X, d)$

を満たすものが与えられているとし,

$\mathcal{E}(u,v)=\int_{X}\langle du,$ $dv$} $ d\mu$ , $u,v\in W^{1,2}(X)\cap C_{loc}^{0,1}(X, d)$
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とおく (3.3参照). このとき, $\mathcal{E}$ は $W^{1,2}(X)$ 上の非負値対称 2次形式に
一意的に拡張できる (定理 322参照). これも同じく $\mathcal{E}$ によって表し,
$H=L^{2}(X, \mu),$ $\mathcal{D}=W^{1,2}(X)$ とおくと, $(\mathcal{E}, \mathcal{D})$ は以下の条件を満たす.

$E$ ー
$1\mathcal{D}$ は $H$ において稠密である.

E-2 $\mathcal{D}$ は, 内積

$\mathcal{E}_{1}(u,v)=\{u,v\rangle_{H}+\mathcal{E}(u,v)$

に関して完備である. したがって $(\mathcal{D}, \mathcal{E}1)$ はヒルペルト空間である.

$E$ ー $3u\in \mathcal{D}$ に対して, $v=$ max{min{u, 1}, $0$ } とおくと, $v\in \mathcal{D}$ で

あり,
$\mathcal{E}(v, v)\leq \mathcal{E}(u, u)$

が成り立っ.

さて, ヒルペルト空間上の 2次形式に関する一般論から, いくつか
の定義や事実を述べることにする $2$ .
まず可分ヒルベルト空間 $H=$ $(H, \langle, \rangle H)$ を考える. その部分空間 $\mathcal{D}$

で定義された非負定値対称双線形形式 $\mathcal{E}$ が与えられているとする, こ

のとき, $E_{\text{ー}}2$ が満たされるならば, $\mathcal{E}$ を, 部分空間 $\mathcal{D}$ を定義域とする
閉形式とよぶ. $\mathcal{E}$ の定義域を明確にするために, $\mathcal{D}$ を $D[\mathcal{E}]$ と表すこと
にする.
ここで非負定値対称双線形形式 $\mathcal{E}$ から定まる 2次形式 $\mathcal{E}(u)=\mathcal{E}(u, u)$

を, $u\in H\backslash D[\mathcal{E}]$ に対して, $\mathcal{E}(u)=+\infty$ とおいて $H$全体に拡張して
おく. このとき, 次のことが成り立っ.

条件 $E_{\text{ー}}2\Leftrightarrow 2$ 次形式 $\mathcal{E}$ : $L^{2}(X, \mu)\rightarrow[0, +\infty]$ が下半
連続である

このことは, これまでの節でもまたこれからの議論でも重要な視点で
あるので, ここで検証しておこう (定理 2.1, 定理 33参照). $F(u)=$
$\mathcal{E}(u, u)$ とおく.

$(\Rightarrow)u_{n}\rightarrow u\in H$ かつ $\lim\inf_{n\rightarrow\infty}F(u_{n})<+\infty$ ならば, $u_{n}\in D[\mathcal{E}]$ ,
そしてヒルベルト空間 $(D[\mathcal{E}], \mathcal{E}_{1})$ の回帰性から, $D[\mathcal{E}]$ において弱収束
する $\{u_{n}\}$ の部分列が存在する. このことから $u\in D[\mathcal{E}]$ かつ $ F(u)\leq$

$\lim\inf_{n\rightarrow\infty}F(u_{n})$ が判る.
$(\Leftarrow)\mathcal{E}1^{-}$コーシー列 $\{u_{n}\}\subset D[\mathcal{E}]$ , すなわち \langle $u_{n}-u_{m},$ $u_{n}-u_{m}$ } $L^{2}+$

$\mathcal{E}(u_{n}-u_{m}, u_{n}-u_{m})\rightarrow 0(m, n\rightarrow\infty)$ に対して, $u_{n}$ はある $u\in H$ に収束
し, $F$は下半連続より, $m$ を固定すると, $F(u-u_{m})\leq\lim\inf_{m\rightarrow\infty}F(u_{n}-$

$u_{m})$ , したがって

$0\leq\lim_{m\rightarrow}\sup_{\infty}F(u-u_{m})\leq 1i\iota n\sup_{\rightarrow m\infty}\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}F(u_{n}-u_{m})$

$\leq\lim\sup$
$\lim_{n\rightarrow,m\rightarrow\infty}\inf_{\infty}\{\langle u_{n}-u_{m},u_{n}-u_{m}\rangle_{L^{2}}+\mathcal{E}(u_{n}-u_{m}, u_{n}-u_{m})\}=0$

となる. とくに $ F(u-u_{m})<+\infty$ , そして $F(u)\leq 2[F(u-u_{m})+$
$ F(u_{m})]<+\infty$ となり, $u\in D[\mathcal{E}]$ が従う. さらに $u-u_{m}\in D[\mathcal{E}]$ で,

20ノート 5参照



測度距離空間の幾何解析 329

$ m\rightarrow\infty$ のとき, $\mathcal{E}(u-u_{?n}, u-u_{m})=F(u-u_{m})\rightarrow 0$ となる. 以上か
ら $ m\rightarrow\infty$ のとき, \langle $u-u_{m},$ $u-u_{m}$ } $L^{2}+\mathcal{E}(u-u_{m}, u-u_{m})\rightarrow 0$ が得
られた. このように $E- 2$ が示された.

注意 5.1. $H$上の 2次形式 $(\mathcal{E}, D[\mathcal{E}])$ に対して,

$\underline{\mathcal{E}}(u, u)$ $=$ $\min\{\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\mathcal{E}(u_{n},u_{n}) : u_{n}\rightarrow u\in H, n\rightarrow\infty\}$

$D[\underline{\mathcal{E}}]$ $=$ $\{u\in H : \underline{\mathcal{E}}(u,u)<+\infty\}$

と定義すると, $\underline{\mathcal{E}}(u, u)\leq \mathcal{E}(u, u)$ を満たす $H$上の閉形式旦が得られる.
$\underline{\mathcal{E}}$ は, このような条件を満たす最大の閉形式で, $\mathcal{E}$ の緩和形式という.
もちろん $\mathcal{E}$ が閉形式ならば, $\mathcal{E}=\underline{\mathcal{E}}$ である.

2次形式 $\mathcal{E}$ が局所的であるとは, $u,$ $v\in D[\mathcal{E}]$ に対して, それぞれの
台 $suppu$ と $suppv$がともにコンパクトでその交わりが空集合ならば,
$\mathcal{E}(u, v)=0$ であるときをいう. また $suppu$ において $v$ が定数ならば,
$\mathcal{E}(u, v)=0$ であるとき, $\mathcal{E}$ は強局所的であるという.
さて, 稠密な定義域をもつ閉形式 $\mathcal{E}$ を考える. この生成作用素 $\mathcal{L}$ が

次のように与えられる.
$u\in D[\mathcal{E}]$ に対して, ある $w\in H$ があって, 任意の $ v\in$

$D[\mathcal{E}]$ に対して, $\mathcal{E}(u, v)=\langle v, w\rangle H$ が成り立つとき, $w$

を $\mathcal{L}u$ と表す.

このような関数 $u$全体のなす部分空間を $D[\mathcal{L}]$ と表すとき, $\mathcal{L}$ は $H$上の
$D[\mathcal{L}]$ を定義域とする非負自己共役作用素を定め, $\mathcal{E}(u, v)=\langle\sqrt{\mathcal{L}}u, \sqrt{\mathcal{L}}v\rangle$

と表される. $\mathcal{L}$ の定める, $H$上の強連続半群 $\exp(-t\mathcal{L})(t>0)$ を以後
$P_{t}=\exp(-t\mathcal{L})$ と表す. このとき, 次のことが成り立つ.

(16) $\mathcal{E}(P_{t}u, P_{t}u)\leq\frac{1}{2t}(\langle u, u\rangle_{H}-\langle P_{t}u, P_{t}u\rangle_{H})\leq \mathcal{E}(u, u))$ $u\in D[\mathcal{E}]$

(17) $\lim_{t\rightarrow 0}\mathcal{E}_{1}(u-P_{t}u, u-P_{t}u)=0$ , $u\in D[\mathcal{E}]$

さらにレゾルペント $\{G\zeta\}\zeta>0$ が

$G_{\zeta}=\int_{0}^{\infty}e^{-\zeta t}P_{t}dt$ , $\zeta>0$

によって定義される. これは次の性質を満たす.

$\zeta|G_{\zeta}u|_{H}\leq|u|_{H}$ , $u\in H$

また, $u=G\zeta f$ は次のように特徴付けられることに注意する.

$\mathcal{E}(u,v)+\zeta\{u,v\rangle_{H}=\langle f,v\}_{H}$ , $v\in D[\mathcal{E}]$

$\mathcal{E}(u,u)+\zeta\langle u,u\rangle_{H}-2\langle f,u\rangle_{H}$

(18) $=\min_{v\in H}\mathcal{E}(v, v)+\zeta\{v,v\rangle_{H}-2\{f,$
$v\rangle_{H}$

なお $\zeta=0$ の場合も, $G=\int_{0}^{\infty}P_{t}dt$ が存在すれば, これらは成り立つ.
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ここで乙のスペクトル測度を $E$ によって表すとき,

$\mathcal{E}(u, v)$ $=$ $\int_{0}^{\infty}\lambda d(E_{\lambda}(u),v)$ ,

$\mathcal{L}u=$ $\int_{0}^{\infty}\lambda^{2}dE_{\lambda}(u)$

$P_{t}u=$ $\int_{0}^{\infty}e^{-t\lambda}dE_{\lambda}(u)$

$G_{(}u$ $=$ $\int_{0}^{\infty}\frac{1}{\zeta+\lambda}dE_{\lambda}(u)$

と表されることに注意する.

以下, 局所コンパクト可分ハウスドルフ空間 $X$ と $X$ 上の正値ラドン
測度 $\mu$ , すなわち任意の開集合 $V$ に対して $\mu(V)>0$ となるようなラ
ドン測度の組を考える.

$L^{2}(X, \mu)$ 上の閉形式 $\mathcal{E}$ が $E_{\text{ー}}3$ を満たすとき, $\mathcal{E}$ をディリクレ形式と
よぶ. さらに $Co(X)\cap D[\mathcal{E}]$ の部分空間 $C$ が, $D[\mathcal{E}]$ において ( $\mathcal{E}1^{-}$ノル

ムに関して) 稠密かつ, $C0(X)$ において ( $L^{\infty}-$ノルムに関して) 稠密で
あるとき, $\mathcal{E}$ のコア (芯) という. コアが存在するとき, $\mathcal{E}$ は正則であ
るという.
以下正則ディリクレ形式 $\mathcal{E}$ を考える. まず $\mathcal{E}$ は次のように表現され
る事が知られている.

$\mathcal{E}(u,v)=\mathcal{E}^{(c)}(u,v)+$

$\int_{XxX\backslash \Delta(XxX)}(u(x)-u(y))(v(x)-v(y))J(dx, dy)+$

$\int_{X}u(x)v(x)k(dx)$ , $u,$ $v\in D[\mathcal{E}]\cap C_{0}(X)$

ここで $\mathcal{E}^{(c)}$ は $D[\mathcal{E}^{(c)}]=D[\mathcal{E}]\cap C_{0}(X)$ を定義域とする, 強局所性と E-
3を満たす対称形式であり, $J$ は $X\times X$ から対角線集合 $\Delta(X\times X)=$

$\{(x, x)\in X\times X\}$ を除いたところで定義された対称非負値ラドン測度
で, $k$ は $X$上の非負値ラドン測度である. このような分解は一意的で,
$J,$ $k$ はそれぞれ $\mathcal{E}$ の飛躍測度, 消滅測度とよばれる. 次に $u\in D[\mathcal{E}]\cap L^{\infty}$

に対して, 対応

$\phi\in D[\mathcal{E}]\cap C_{0}(X)\rightarrow \mathcal{E}(u, \phi u)-\frac{1}{2}\mathcal{E}(u^{2}, \phi)$

は $X$ 上の非負値ラドン測度に拡張されることが知られている. この測
度を $\mu(u,u\rangle$ と表すと,

$\int_{X}\phi\mu_{(u,u\rangle}=\mathcal{E}(u, \phi u)-\frac{1}{2}\mathcal{E}(u^{2}, \phi)$ , $\phi\in D[\mathcal{E}]\cap C_{0}(X)$
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ということになる. $\mu(u,u\rangle$ を $u$ のエネルギー測度と呼ぶ. 2つの関数
$u,$ $v\in D[\mathcal{E}]\cap L^{\infty}$ に対して,

$\mu_{(u,v\}}=\frac{1}{2}(\mu_{\langle u+v,u+v\rangle}-\mu_{(u,u\rangle}-\mu_{(v,v\rangle})$

とおくと, $\mu(u,v\rangle$ は符号付きラドン測度を与える. $\mathcal{E}^{(c)}$ によっても, $ u\in$

$D[\mathcal{E}]\cap L^{\infty}$ に対して, 非負値ラドン損疲 $\mu_{(u)u\rangle}^{(c)}$ が,

$\int_{X}\phi\mu_{(u,u\rangle}^{(c)}=\mathcal{E}^{(c)}(u, \phi u)-\frac{1}{2}\mathcal{E}^{(c)}(u^{2}, \phi)$ , $\phi\in D[\mathcal{E}]\cap C_{0}(X)$

によって定まる. これは, $\mu_{(u,u\rangle}^{(c)}\leq\mu(u,u\rangle$ を満たし, エネルギー測度

$\mu(u,u\rangle$ の局所部分と呼ばれる. $\mu^{(c)}$ は次に述べるトランケーション性 (i),
ライプニッツ則 (ii), そして連鎖律 (iii) を満たす.

(i) $u,$ $v,$ $w\in D[\mathcal{E}]\cap C0(X)$ に対して,

$\mu_{(\min\{u,v\},w\rangle}^{(c)}=x_{\{u<v\}\mu_{(u,w\rangle}^{(c)}+\chi\{u\geq v\}\mu_{(v,w\rangle}^{(c)}}$

が成り立っ.
(ii) $u,$ $v,$ $w\in D[\mathcal{E}]\cap C0(X)$ に対して,

$\mu_{(uv,w\rangle}^{(c)}=u\mu_{(v,w\rangle}^{(c)}+v\mu_{(u,w)}^{(c)}$

が成り立っ.
(iii) $\Phi(0)=0$ を満たす任意の $C^{1}$級関数 $\Phi$ : $R^{m}\rightarrow R$ と $u_{1},$ $\ldots,$

$ u_{m},v\in$

$D[\mathcal{E}]\cap Co(X)$ に対して, $\Phi(u1, \ldots, u_{m})\in D[\mathcal{E}]\cap Co(X)$ となり,

$\mu_{(\Phi(u_{1},\ldots,u_{m}),v\rangle}^{(c)}=\sum_{i=1}^{m}\frac{\partial\Phi}{\partial x_{i}}(u_{1}, \ldots,u_{m})\mu_{(u_{l},v\rangle}^{(c)}$

が成り立っ.
(実際には, これらの性質は, $D[\mathcal{E}]\cap L^{\infty}$ の関数に対して成り立つが,
この場合は, 準連続な代表元を選ぶ必要があり, ここでは説明しない.)
以下, 強局所的正則ディリクレ形式 $\mathcal{E}$ (すなわち $\mathcal{E}=\mathcal{E}^{(c)}$ となる場

合) を考える.
開集合 $A$ において $u\in D[\mathcal{E}]$ が定数ならば, $A$ において $\mu(u,u\rangle$ $=0$ が

成り立っ. したがって $\mu(u,v\rangle$ を開集合 $A$ に制限したものは $u|A$ と $v|A$ に

のみ依存して決まる. これによって, 局所 L2可積分関数 u で, 任意の
相対コンパクト開集合 $A$ に対して, $v\in D[\mathcal{E}]$ が存在して, $A$ において

$u=v$ となるもの全体のなす空間 $ D\iota$

。
$c[\mathcal{E}]$ を定義することができる.

$ u\in D\iota$
。

$c[\mathcal{E}]$ に対して, エネルギー測度 $\mu(u,u\rangle$ が定まる.
次に $\mu(u)u$} が $\mu$ に関して絶対連続となる関数 $u\in D_{l}$

。
$c[\mathcal{E}]$ のなす部分

空間

$\mathcal{A}[\mathcal{E}]=$ { $u\in D[\mathcal{E}]|\mu(u,u\rangle=\Gamma(u,u)\mu,$ $\Gamma(u,u)\in L^{1}\iota$
。
$c(X)$ }
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を考える. さらに内在的 (擬) 距離 (カラテオドリ (擬) 距離と呼ばれる
ことも多い) $d\mathcal{E}$ : $X\times X\rightarrow[0, +\infty]$ を次のように定義する.

$d_{\mathcal{E}}(x, y)=$

$\sup\{u(x)-u(y)|u\in \mathcal{A}[\mathcal{E}]\cap C(X), \Gamma(u, u)\leq 1 \mu-a.e.\}$

次の定理が知られている 21.
定理 5.1. 強局所的正則ディリクレ形式 $X=(X, \mu, \mathcal{E})$ が次の条件を満
たすとする.

[C] 内在的距離 $d\mathcal{E}$ は $X$ 上の距離を与え, それが定める位相は $X$ の元
のものと一致する.
このとき, 次のことが成り立っ.
(1) (X, $d_{\mathcal{E}}$ ) は弧長空間である. さらに完備であることとすべての距

離球体 $B(x, r)$ が相対コンパクトであることとは同値である. また完備
であるとき, (X, $ d\epsilon$ ) は測地空間である (ホップーリノーの定理).

(2) 相対コンパクト集合 $Y\subset X$ に対して, $\rho Y(x)=\inf\{d_{\mathcal{E}}(x, y)|y\in$

$Y\}$ とおくと,

$\rho_{Y}\in \mathcal{A}[\mathcal{E}]\cap C(X)$ , $\Gamma(\rho_{Y}, \rho_{Y})\leq 1$

が成り立っ.

KT. スツルムによるこの結果は, [72] においても, 本論説のこれか
らの議論の展開においても基本である. なお, 多様体上のリーマン計
量の場合は, $\Gamma(\rho Y\rho Y)=1$ であるが, たとえば, 計量の係数を可測関
数まで広げると一般に等号は成り立たない ([71] 参照).

52. ソボレフ不等式とスペクトル評価. 稠密な定義域をもっ正則ディ
リクレ空間 (X, $\mu,$

$\mathcal{E}$ ) で以下の性質を満たすものを考える.
[I] ある正の定数 $\nu$ と $A$ に対して, 生成作用素 $\mathcal{L}$ の半群 $P_{t}$ は

$\Vert P_{t}u\Vert_{L\infty}\leq\frac{A}{t^{\nu/2}}\Vert u\Vert_{L^{1}}$ , $u\in L^{1}(X,\mu),$ $0<t\leq 1$

を満たす.
これは, 次に述べるナッシュ不等式と同値である 22.
[I’] ある正の定数 $\nu$ と A、に対して,

$\Vert u\Vert_{L^{2}}^{2+4/\nu}\leq A_{*}(\mathcal{E}(u,u)+\Vert u\Vert_{L^{2}}^{2})\Vert u\Vert_{L^{1}}^{4/\nu}$

が成り立っ.
さらに $\nu>2$ のとき, 次に述べるソボレフ不等式とも同値である.
[I”] ある正の定数 $\nu>2$ と $A_{**}$ に対して,

$\Vert u\Vert_{L^{2\nu/(\nu-2)}}^{2}\leq A_{**}(\mathcal{E}(u, u)+\Vert u\Vert_{L^{2}}^{2})$

条件 [I] から, $P_{t}$ の核関数 $p(t, x, y)$ は,

(19) $p(t, x,y)\leq\frac{A}{t^{\nu/2}}$
$\mu-a.e$ . $x,y\in X$

21ノート 5参照
22ノート 5参照
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を満たすので, もし $\mu(X)<+\infty$ ならば, $p(t, x, y)$ は二乗可積分とな
り, したがって $\mathcal{L}$ のスペクトルは固有値 $\{\lambda i|0\leq\lambda_{0}\leq\lambda_{1}\leq\lambda_{2}\leq$

. . . $\nearrow+\infty$ } だけからなることが判る. さらに $\Psi=\{’\psi i\}$ を固有値 $\lambda_{i}$ の

固有関数 $\psi_{i}$ からなる $L^{2}(X, \mu)$ の正規直交完全系とすると, 次の固有関
数展開が成り立っ.

$p(t,x,y)=\sum_{i=0}^{\infty}e^{-t\lambda_{i}}\psi_{i}(x)\psi_{i}(y)$

補題 5.2. $\mu(X)$ は有限とする. このとき以下の評価が成り立っ.
(1) $\lambda_{i}\geq 1$ ならば, $\lambda_{i}\geq c_{1\mu(X)^{-1}(i+1)^{2/\nu_{J}}\lambda}i\leq 1$ ならば, $i+1\leq C_{1}$ .

ただし $C_{1}$ は $\nu$ と $A$ にのみによって決まる定数である.
(2) $\Vert\psi_{i}\Vert_{L^{\infty}}\leq Ae\max\{\lambda_{i}^{\nu/4},1\}$

(3) $\sum_{i=0}^{\infty}\lambda_{i}^{\alpha}e^{-\lambda}{}^{t}\psi_{i}(x)^{2}\leq C_{2}(\alpha)(t^{-\alpha-\nu/2}+t^{-\alpha})(0<t, x\in X, \alpha\geq 0)$ ,

ただし $C_{2}(\alpha)$ は $\alpha,$ $\nu$ と $A$ のみによってきまる定数である.

(4) $ e^{-(t+1/t)}\sum_{T<\lambda_{i}}\lambda_{i}^{\alpha}e^{-t\lambda_{i}}\psi_{i}(x)^{2}\leq 2Ae\int_{T}^{\infty}\lambda^{\alpha+\nu/2}e^{-2\sqrt{\lambda}}d\lambda$ (1 $\leq T$ ,

$0<t,$ $x\in X,$ $\alpha\geq 0$).

証明 任意の正数 $\lambda$ と点 $x\in X$ に対して,

$\sum_{\lambda_{i}\leq\lambda}\psi_{i}(x)^{2}$

$\leq$
$e\sum_{\lambda_{i}\leq\lambda}e^{-\lambda_{i}/\lambda}\psi_{i}(x)^{2}\leq e\sum_{i=0}^{\infty}e^{-\lambda/\lambda}:\psi_{i}(x)^{2}$

$\leq$ $ep(1/\lambda,x, x)\leq Ae\max\{\lambda^{\nu/2},1\}$

より,

$\sum_{\lambda_{i}\leq\lambda}\psi_{i}(x)^{2}\leq Ae\max\{\lambda^{\nu/2},1\}$

が成り立つ. これを $X$上積分して,

$\#\{\lambda_{i}|\lambda_{i}\leq\lambda\}\leq Ae\max\{\lambda^{\nu/2},1\}\mu(X)$

となる. このように (1), (2) が得られる.
次に各点 $x\in X$ に対して, $R$上の測度 $\eta_{x}$ を

$\eta_{x}=\sum_{i=0}^{\infty}\psi_{i}(x)^{2}\delta_{\lambda}$
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によって定義する. ただし $\delta_{\lambda}$ は $\lambda\in R$でのディラックのデルタ測度で
ある. ここで $\eta_{x}((-\infty, \lambda$ ]] $=\eta_{x}([0, \lambda])\leq Ae\max\{\lambda^{\nu/2},1\}$ より,

$\sum_{i=0}^{\infty}\lambda_{i}^{\alpha}e^{-t\lambda_{i}}\psi_{i}(x)^{2}$ $=$ $\int_{-\infty}^{\infty}\lambda^{\alpha}e^{-t\lambda}d\eta_{x}(\lambda)$

$=\int_{0}^{\infty}(t\lambda^{\alpha}-\tau\lambda^{\alpha-1})e^{-\lambda}\eta_{x}((-\infty, \lambda])d\lambda$

$\leq$ $ Ae\int_{0}^{\infty}t\lambda^{\alpha}e^{-t\lambda}\max\{\lambda^{\nu/2},1\}d\lambda$

$\leq$ $Ae(\Gamma(\alpha+\nu/2+1)+\Gamma(\alpha+1))(t^{-\alpha-\nu/2}+t^{-\alpha})$

と評価され, (3) を得る. ただし $\Gamma(x)$ はガンマ関数を表す.
最後に $te^{-(t+1/t)-t\lambda}<2e^{-\sqrt{\lambda}}(t>0, \lambda>0)$ に注意すると,

$e^{-(t+1/t)}\sum_{T\leq\lambda_{i}}\lambda_{i}^{\alpha}e^{-t\lambda_{i}}\psi_{i}(x)^{2}$

$=$ $e^{-(t+1/t)}\int_{T}^{\infty}\lambda^{\alpha}e^{t\lambda}d\eta_{x}(\lambda)$

$<$ $ e^{-(t+1/t)}\int_{T}^{\infty}t\lambda^{\alpha}e^{-t\lambda}\eta_{x}((-\infty, \lambda$]) $ d\lambda$

$<$ $ 2Ae\int_{T}^{\infty}te^{-(t+1/t)-t\lambda}\lambda^{\alpha+\nu/2}d\lambda$

$<$ $ 2Ae\int_{T}^{\infty}\lambda^{\alpha+\nu/2}e^{-2\sqrt{\lambda}}d\lambda$

となって, (4) を得る. 以上で補題の証明を終える.

条件 [I](したがって [I’], あるいは $\nu>2$ のときは [I”]) を満たす正則
ディリクレ空間 (X, $\mu,$

$\mathcal{E}$ ) の考察を続けよう. ただし以下
$\mu(X)<+\infty$ かっ $\mathcal{E}$ は強局所的で, 条件 [C] も満たして
いる

と仮定する. これらの仮定の下で内在的距離 $ d\epsilon$ とスペクトルの関係に
ついて述べたい.

[I’] の応用として次の補題を示す.

命題 53. (1) 点 $x\in X$ に対して,

$\lim_{\epsilon\rightarrow}\sup_{0}\frac{\log\mu(B(x,\epsilon))}{\log\epsilon}<+\infty$

ならば, 半径 $r$ の距離球体 $B(x, r)$ の測度は次のように下から評価さ
れる.

$\mu(B(x, r))\geq\frac{C_{3}(\nu)}{A_{*}^{\nu/2}}r^{\nu}$ , $0<r\leq 1$

(2) 直径 diam $(X, d\epsilon)$ は次のように上から評価される.

diam(X, $d_{\mathcal{E}}$ ) $\leq C_{4}(\nu)\max\{1, A_{*}^{\nu/2}\}\mu(X)$ ,
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(3) 第 $i$ 番目の固有値 $\lambda_{i}$ は, $i\geq 4^{-1}diam(X, d\mathcal{E})$ ならば,

$\lambda_{i}\leq\frac{C_{5}(\nu)A_{*}^{\nu/2}}{diam(X,d_{\mathcal{E}})^{2+\nu}}i^{2+\nu}$

と評価される. ただし $C_{j}(\nu)(j=3,4,5)$ は $\nu$ のみに依存してきまるあ
る正の定数を表す.

証明 任意に $x\in X$ を固定して, $\rho^{=d}\mathcal{E}(X*)$ とおく. 試験関数 $\zeta_{x,r}$

を次のように定義する.

$(_{x,r}(y)=\left\{2-\frac{2}{r}\rho(y)01,\frac{0r}{r2}\leq p(y)\leq\leq\rho(y)\leq\rho(y)\leq\frac{r}{r2}\right.$

このとき, $\zeta_{x,r}$ は

$\Gamma(\zeta_{x,r}, \zeta_{x,r})^{1/2}\leq\underline{2}$
$supp\Gamma(\zeta_{x,r},\zeta_{x,r})^{1/2}\subset B(x,r)\backslash B(x,r/2)$

$r$

’

を満たす. よってナッシュ不等式 [I’] を $(_{x,r}$ に適用して,

$\mu(B(x,r/2))^{1+2/\nu}$

$\leq A_{*}\{4r^{-2}(\mu(B(x,r))-\mu(B(x,r/2)))+\mu(B(x,r))\}\mu(B(x,r))^{4/\nu}$

となり, これから

$\mu(B(x,r/2))^{1+2/\nu}\leq 5A_{*}^{-2}\mu(B(x,r))^{1+4/\nu}$

を得る. ここで $V(t)=\mu(B(x, t)),$ $\alpha=\nu/(\nu+4),$ $\beta=(\nu+2)/(\nu+4)$ ,
$r_{m}=r/2^{m-1}(m=1,2,3, \ldots)$ とおくと,

$V(r_{m})\geq(5A_{*})^{-\alpha}r_{m}^{2\alpha}V(r_{m+1})^{\beta}$ , $m=1,2,3,$ $\ldots$

となり, したがって

$\mu(B(x,r))\geq(5A_{*})^{-\alpha}r_{1}^{2\alpha}V(r_{2})^{\beta}\geq\cdots$

$\geq(5A_{*})^{-\alpha(1-\beta^{m})(1-\beta)}r^{2\alpha(1-\beta^{m})(1-\beta)}\prod_{j=1}^{m}2^{-2\alpha(j-1)\beta^{j-1}}V(r_{m+1})^{\beta^{m}}$

を得る.
ここで条件 $\lim\sup_{\epsilon\rightarrow 0}\log\mu(B(x, \epsilon))/\log\epsilon<+\infty$ から, $ m\rightarrow\infty$ の

とき, $V(r_{m+1})^{\beta^{m}}\rightarrow 1$ であることに注意すると,

$\mu(B(x, r))\geq C(\nu)A_{*}^{-\nu/2}r^{\nu}$

が従う. これで (1) が示された.
次に正の整数を $n_{0}=[D/2]+1(D=diam(X, d_{\mathcal{E}}))$ によって定め

( $[a]$ は $n\leq a$ を満たす最大の整数を表す), $D_{j}=d\mathcal{E}(pj, qj)\rightarrow D$ を満
たす点列 $\{pj\}$ と $\{qj\}$ の組とこれらを結ぶ弧長にパラメーターをもつ
曲線 $\gamma j$ : $[0, Dj]\rightarrow X$ を取る. $D>1$ と仮定してよろしい. そこで
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$pjk=\gamma j(2k)(k=0,1, \ldots, n0-1)$ とおくと, $\{B(pj,k1)\}$ は互いに交
わることのない距離球体を与え, よって

$\mu(X)\geq\sum_{k=0}^{no-1}\mu(B(p_{j,k}, 1))\geq n_{0}C_{2}(\nu)A_{*}^{-\nu/2}$

となり, $D_{j}\leq 2$no より,

diam(X, $d_{\mathcal{E}}$ ) $=\lim_{j\rightarrow\infty}D_{j}\leq 2C(\nu)^{-1}A_{*}^{\nu/2}\mu(X)$

を得る. これで (2) が示された.
最後に固有値の評価を行う. これをミニマックス原理を使って示そう.

$i\geq D_{j}/4$ を満たす $i$ に対して, $Xj,k=\gamma j(2Rk),$ $(k=0,1, \ldots, i),$ $R_{j}=$

$D_{j}/(2i)$ とおき, $i+1$ 個の互いに交わることのない距離球体 $B(xJ,k, Rj)$

を考える. 各 $Xj,k$ に対する試験関数 $(_{x_{j,\&},R_{j}}$ 達は 1次独立で, $\lambda_{i}$ の変分
的特徴づけから, ある $a=(aa)\in R^{i+1}\backslash \{0\}$ があって,

$\lambda_{i}\leq\frac{\mathcal{E}(u,u)}{|u|_{L^{2}}^{2}}$ $u=\sum_{k=0}^{i}a_{k}\zeta_{x_{j,k},R_{j}}$

となることが判る. したがって

$\frac{\mathcal{E}(u,u)}{|u|_{L^{2}}^{2}}$ $\leq$ $\frac{4\sum_{k=0}^{i}a_{j}^{2}\mu(B(x_{j,k},R_{j}))}{R_{j}^{2}\sum_{k=0}^{i}a_{k}^{2}\mu(B(x_{k},R_{j}/2))}$

4
$\leq$

$R_{j}^{2}C(\nu)A_{*}^{-\nu/2}(R_{j}/2)^{\nu}$

$=$ $C_{4}A_{*}^{\nu/2}D_{j}^{-2-\nu}i^{2+\nu}$

ただし $C_{4}$ は $\nu$ のみに依って決まる定数である. $ i\rightarrow\infty$ として, (3) が
得られる. これで, 補題 5.3の証明を終える.

強局所的正則ディリクレ形式の半群が核関数によって表されるとき,
それを熱核と呼ぶことにする. 熱核 $p(t, x, y)$ の (19) より精密な評価式
を述べる.

(20) $p(t,x,y)\leq\frac{A(\alpha)}{t^{\nu/2}}\exp(-\frac{d_{\mathcal{E}}(x,y)^{2}}{(4+\alpha)t})$ , $0<t\leq 1,$ $x,y\in X$

ただし $\alpha$ は任意の正の定数で, $A(\alpha)$ は $A$ と $\alpha$ にのみによって決まる正
の定数である 23.

さて, $X$ の開集合 $V$ に対して,
$D_{0}[\mathcal{E}, V]=\overline{\{u\in C_{0}(X)\cap D[\mathcal{E}]|s\iota ppu\subset V\}}^{\epsilon_{1}},$

$\mathcal{E}_{V}=\mathcal{E}_{|D_{0}[\mathcal{E},V]}$

とおく. $V$上の正則ディリクレ形式 $\mathcal{E}v$ の熱核 $pv(t, x, y)$ は, $ pv(t, x, y)\leq$

$p(t, x, y)(x, y\in V)$ より, 条件 [I] の下, $pv(t, x, y)$ も同じ条件を満た
す. とくに $\mu(V)<+\infty$ ならば, $\mathcal{E}v$ の生成作用素 $\mathcal{L}v$ の固有値を

23ノート 5参照
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$\{\lambda:\lambda)\leq\lambda_{D;2}\leq\cdots\nearrow+\infty\}$ とし, $\{\psi_{n}\}$ を $\{\lambda D;n\}$ に対応する固
有関数からなる $L^{2}(V)$ の正規直交完全系とするとき,

$p_{V}(t,x, y)=\sum_{n=1}^{\infty}e^{-t\lambda_{n}}\psi_{n}(x)\psi_{n}(y)$

と展開され, さらに補題 5.2と 53の評価が成り立つ. ただし, 補題 53
の (1) については, $0<r\leq 1$ を $0<r\leq\min\{d(x, \partial V), 1\}$ に置き換え,
(2) と (3) については, ある数 $a>0$ と弧長にパラメーターをもつ曲線

$\gamma$ : $[0, D]\rightarrow V$ で, $d(\gamma(s), \partial V)\geq a(0\leq s\leq D)$ を満たすものが存
在すると仮定し, $C_{4}(\nu)$ と $C_{5}(\nu)$ を $\nu$ と $a$ のみに依存する定数 $C_{4}(\nu, a)$ ,
$C_{5}(\nu, a)$ にそれぞれ置き換える.

53. ダブリング条件, ボアンカレ不等式と放物型ハルナック不等式. 以
下, 定理 5.1の性質 [C] を満たす強局所的正則ディリクレ空間 $X=$
(X, $\mu,$

$\mathcal{E},$ $ d\epsilon$ ) を考える. さらに $X$ の開集合 $Y$ を一つ固定し, 以下の 3
つの性質を考える.
[II] 任意の距離球体 $B(x, 2r)\subset Y$ に対して, 閉球体 $\overline{B(x,r)}$ は完備, し
たがってコンパクトである.
[III] ある正の数 $\kappa$ が存在して, 任意の距離球体 $B(x, 2r)\subset Y$ に対して
ダブリング条件が成り立つ. すなわち,

$\mu(B(x, 2r))\leq 2^{\kappa}\mu(B(x,r))$ $[D]_{\mathcal{E}}$

[IV] ある正の数 $\tau$ があって, 任意の距離球体 $B(x, 2r)\subset Y$ において弱
2-ポァンカレ不等式が成り立つ. すなわち, $ u\in D\iota$

。
$c[\mathcal{E}]$ に対して,

$(f_{B(x,r)}|u-u_{x,r}|^{2}d\mu)^{1/2}\leq\tau r(f_{B(x,2r)}d\mu_{(u,u\rangle})^{1/2}$ $[P]_{\mathcal{E}}$

が成り立っ.

このような性質に関わるいくつかの結果を説明することがこの項の
目的である.
まず, 次のソボレフ不等式を述べることから始める.

定理 5.4. [II], [III], [IV] を仮定する. このとき, 任意の距離球体 $ B(x, 2r)\subset$

$Y$ と任意の $ u\in D\iota$
。
$c[\mathcal{E}]\cap C_{0}(B(x, r))$ に対して,

$(\int_{B(x,r)}|u|^{2\kappa^{r}/(\kappa-2)}d\mu)^{(\kappa-2)/2\kappa}$ $\leq$

$\frac{C\tau r}{\mu(B(x)r))^{1/\kappa*}}(\int_{B(x,r)}d\mu_{(u,u\rangle}+r^{-2}u^{2}d\mu)1/2$

ただし $\kappa^{*}=\max\{2, \kappa\}$ とおいた. それから $C$ は $\kappa$ のみに依存して決ま
る定数である.

次に放物型ハルナック不等式について述べる.
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ある正数 $\eta$ が存在して, $B(x, 2r)\subset Y$ と $T\in R$ に対して, $Q=$
$(T-4r^{2}, T)\times B(x, 2r)$ 上の放物型方程式

(21) $(\frac{\partial}{\partial t}+\mathcal{L})u=0$

の任意の非負値解 $u$ が,

$\sup_{(t,y)\in Q-}u(t,y)\leq\eta\inf_{(t,y)\in Q+}u(t,y)$
$[H]_{\mathcal{E}}$

を満たすとき, 放物型ハルナック不等式が成り立つという. ただし,
$Q^{-}=(T-3r^{2}, T-2r^{2})\times B(x, r),$ $Q^{+}=(T-r^{2}, T)\times B(x, r)$ である.

定理 5.5. 上述の条件 [II] のもとに, 以下の 2つの条件は同値である.
(1) ダブリング条件 $[D]_{\mathcal{E}}$ と弱 2-ボアンカレ不等式 $[P]_{\mathcal{E}}$ が成り立つ.
(2) 放物型ハルナック不等式 $[H]_{\mathcal{E}}$ が成り立っ.
さらに定数 $\eta$ は $\kappa$ と $\tau$ のみによって, 定数 $\kappa$ と $\tau$ は $\eta$ のみによって

それぞれ決まる.

放物型ハルナック不等式 $[H]_{\epsilon}$ の重要な応用として, 放物型方程式の
解のヘルダー連続性に関するアプリオリ評価が導かれる.

定理 56. 放物型ハルナック不等式 $[H]_{\mathcal{E}}$ を仮定する. このとき, $\eta$ のみ
によるある正数 $C$ と $\alpha\in(0,1)$ が存在して, $Q=(T-4r^{2}, T)\times B(x, 2r)$

上の放物型方程式 (21) の任意の解 $u$ に対して,

(22) $|u(s,y)-u(t, z)|$ $\leq$ $C\sup_{Q}|u|(\frac{|s-t|^{1/2}+d(y,z)}{r})^{\alpha}$ ,

$(s,y),$ $(t, z)\in(T-r^{2},T)\times B(x,r)$

が成り立っ.

系 5.7. $Y$ を相対コンパクトとし, $\psi$ を固有値 $\lambda$ の $\mathcal{E}_{Y}$ の固有関数とす
る. このとき,

$|\psi(y)-\psi(z)|$ $\leq$ $C_{1}\min\{C_{2}\lambda^{\kappa/2},e^{\lambda r^{2}}r^{-\kappa}\}\Vert\psi\Vert_{L^{2}}\mu(Y)^{1/2}(\frac{d(y,z)}{r})^{\alpha}$ ,

$y,$ $z\in B(x,r)\subset B(x, 2r)\subset Y$

がなりたつ. ただし $\kappa>0,$ $C_{1}>0_{f}C_{2}>0_{Z}\alpha\in(0,1)$ は $\eta$ のみによっ
て決まる定数である.

次に熱核に関する精密なガウス型の評価を述べる.

定理 5.8. 性質 [II], [III], [IV] を仮定する. このとき, $\mathcal{E}$ の熱核は次の
ような上からの評価式を満たす.

$p(t,x,y)$ $\leq$ $ C_{1}\mu(B(x, \sqrt{t}))^{-1/2}\mu(B(y, \sqrt{t}))^{-1/2}\times$

$\exp(-\frac{d_{\mathcal{E}}(x,y)^{2}}{4t})(1+\frac{d_{\mathcal{E}}(x,y)^{2}}{t})^{\kappa/2}$

$x,y\in Y,0<t\leq\min\{d_{\mathcal{E}}(x,X\backslash Y), d_{\mathcal{E}}(y,X\backslash Y)\}^{2}$
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ただし $C_{1}$ は与えられた定数 $\kappa,$ $\tau$ のみによって決まる正数である.
さらに $x,$ $y\in Y$ に対して, これらを結ぶ長さ $d_{\mathcal{E}}(x, y)$ の $Y$ 内の曲線

$\gamma(s)(0\leq s\leq 1)$ が存在するとき,

$p(t,x, y)$ $\geq$ $ C_{2}\mu(B(x, \sqrt{t}))^{-1/2}\mu(B(y, \sqrt{t}))^{-1/2}\times$

$\exp(-C_{3}\frac{d_{\mathcal{E}}(x,y)^{2}}{t})\exp(-\frac{C_{4}}{R^{2}}t)$

$x,$ $y\in Y,$ $0<t\leq R^{2}$ $:=\min\{d_{\mathcal{E}}(\gamma(s),X\backslash Y)|0\leq s\leq 1\}^{2}$

ただし $C{}_{2}C{}_{3}C4$ は与えられた定数 $\kappa,$ $\tau$ のみによって決まる正数である.

これと関連して, 次に述べる事実も後の議論で重要である.

補題 5.9. [III], [IV] のもとに, $\kappa$ と $\tau$ のみによって決まるある正数 $C$ ,
$C^{\prime}$ が存在して, $B(x, 2r)\subset Y$ ならば

$1-\int_{B(x,r)}p(t,x,y)d\mu(y)\leq C\exp($-C’ $\frac{r^{2}}{t})$ , $0<t\leq r^{2}$

が成り立っ.

次に放物型ハルナック不等式から体積の評価を与える.

定理 5.10. $X$ の開集合 $A$ に対して, ある正数 $\eta$ と $\rho$ が存在して, 任意
の $x\in A$ と $Q=(T-4\rho^{2})\times B(x, 2\rho)$ 上の放物型方程式 (21) の任意の非
負値解が正数 $\eta$ に対して放物型ハルナック不等式 $[H]\epsilon$ を満たすとする.
さらにある正数 $R$ と点 $0\in A$ が存在して, 任意の点 $x\in A$ は $0$ とその
長さが $R$ を超えない, $A$ の中の曲線で結ぶことができるとする. この
とき, 次の体積評価が成り立っ.

$\mu(A)\leq\mu(B(0, \rho))\exp C(1+R/\rho)$

が成り立っ. ただし $C$ は $\eta$ のみによってきまる正の数である.

証明 $PA(t,x, y)$ を $\mathcal{E}_{A}$ の熱核とし, まず

$u(t,x)=\int_{A}p_{A}(t,x,y)\chi_{B(\text{。},\rho)}(y)d\mu(y)$

とおく. 次に

$v(t,x)=\int_{A}p_{A}(T-t, x,y)d\mu(y),$ $0<t<T$

とおく. ただし $T$ は後で適当なものをとる. このとき,

$\frac{d}{dt}\int_{A}u(t,x)v(t,x)d\mu(x)$

$=\int_{A}-\mathcal{L}_{A}u(t,x)v(t,x)+u(t, x)\mathcal{L}_{A}v(t, x)d\mu(x)$

$=\int_{A}-\mu_{(u,v\rangle}+\mu_{(u,v\rangle}=0$
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となり, したがって,

(23) $\int_{A}u(0, x)v(0, x)d\mu(x)=\int_{A}u(T, x)v(T,x)d\mu(x)$

が成り立っ. ここで左辺を評価すると,

$\int_{B(0,\rho)}v(0, x)d\mu(x)$ $\leq\mu(B(0,\rho))^{1/2}(\int_{A}v(0,x)^{2}d\mu(x))^{1/2}$

$\leq$ $\mu(B(0,\rho))^{1/2}\mu(A)^{1/2}$

となる. 一方, $T>([2R/\rho]+1)\rho^{2}$ として, 点 $0$ と点 $x\in A$ を結ぶ長さ
$L\leq R$の曲線 $\gamma$ : $[0, L]\rightarrow A$ を取り, $x_{n}=\gamma(n\rho/2),$ $t_{n}=T-([2L/\rho]+$

$1-n)\rho^{2}/2(n=0,1,2, \ldots, [2L/\rho])$ とおく. このとき, 放物型ハルナッ
ク不等式 $[H]\mathcal{E}$ を各 $B(x_{n}, 2\rho)$ において適用して,

$u(T-([2L/\rho]+1)\rho^{2}/2,0)=u(t_{0},x_{0})\leq\eta u(t_{1},x_{1})\leq\cdots\leq\eta^{[2L/\rho]+1}u(T,x)$

を得る. 同様に
$u(T-([2R/\rho]+1)\rho^{2},0)\leq\eta^{[2R/\rho]-[2L/\rho]}u(T-([2L/\rho]+1)\rho^{2}/2,0)$

が成り立ち, これらから

$u(T-([2R/\rho]+1)\rho^{2}/2,0)\leq\eta^{[2R/\rho]+1}u(T, x)$ , $x\in A$

が従う. ここで $T=[2R/\rho]\rho^{2}/2+\alpha\rho^{2}$ とおくと, 補題 59より

$u(\alpha\rho^{2},0)=\int_{B(\text{。},\rho)}p_{A}(\alpha\rho^{2},0,x)d\mu(x)\geq 1-C\exp(-C^{\prime}/\alpha)$

となる. したがって, $C\exp(-C^{\prime}/\alpha)\leq 1/2$ となるように $\alpha$ を選ぶと,

$u(T,x)\geq\frac{1}{2}\eta^{-[2R/\rho]-1}$ , $x\in A$

となり, 結局 (23) の右辺の評価

$\int_{A}u(T, x)v(T, x)d\mu(x)\geq$

$\frac{1}{2}\eta^{-[2R/\rho]-1}\int_{A}v(T, x)d\mu(x)=\frac{1}{2}\eta^{-[2R/\rho]-1}\mu(A)$

を得る. このようにして, $\mu(A)$ の評価が得られる. これで定理 5.10の
証明を終える.

定理 5.11. 条件 [C] を満たす強局所的正則ディリクレ形式 $X=(X, \mu, \mathcal{E}, d_{\mathcal{E}})$

が, (正数 $\kappa$ と $R$ に対して) ダブリング条件 $[D]\mathcal{E}$ を満たすとする. この
とき, $C_{loc}^{0,1}(X, d\mathcal{E})\subset \mathcal{A}[\mathcal{E}]$ となり,

$\Gamma(f, f)^{1/2}\leq Lip_{d_{\mathcal{E}}}f$ $\mu-a.e.,$ $f\in C_{loc}^{0,1}(X, d_{\mathcal{E}})$

が成り立っ. さらに (正数 $\tau$ と $R$ に対して) 弱 2-ポァンカレ不等式 $[P]_{\epsilon}$

を満たすとき, $\kappa$ と $\tau$ のみに依るある定数 $C$ が存在して f
$CLip_{d_{\mathcal{E}}}f\leq\Gamma(f, f)^{1/2}$ $\mu-a.e.,$ $f\in C_{loc}^{0,1}(X, d_{\mathcal{E}})$

が成り立っ.
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証明 まず $f\in C_{loc}^{0,1}(X, d\mathcal{E})$ と距離球体 $B(0, r)(r<R)$ を任意に固定
する. このとき, $d\mathcal{E}$ は弧長距離で条件 $[D]\epsilon$ を仮定しているので, 補題
4.14が適用できる. 実際, この補題における $f$ の近似関数 $f_{*}$ は, 定理
5.1 (2) により

$\left\{\Gamma(f_{*},f_{*})^{1/2}(x)\Gamma(f_{*},f_{*})^{l/2}(x)\right.$ $\leq\leq$
$Lip_{d_{\mathcal{E}}}f_{*}(x)L$ $\mu-a.e.\cdot x\in K_{*}\mu-aex\in B(0,r)\backslash K_{*}$

を満たすことが確かめられる. ここで補題 4.14の和集合 $\cup jB(xr)$ を
$K_{*}$ と表し, $L=Lip(f|B($。$,r))$ である. さらに補題 4.14の正数 $\eta,$

$\psi,$ $\xi$ ,
$\chi$ として $0$ に収束する数列 $\eta_{i},$

$\psi_{i},$ $\xi_{i},$
$\chi_{i}$ をとり, これらに対応する $u_{*}$

を $ui$ とおき, $K_{*}$ を $K_{i}$ とおく. このとき,

$\lim_{i\rightarrow\infty}|\int_{i}-f|_{L^{\infty}}=0$

$\lim_{i\rightarrow\infty}\int_{B(\text{。},r)}|Lip_{d_{\mathcal{E}}}f_{i}-Lip_{d_{\mathcal{E}}}f|^{2}d\mu=0$

$\lim_{i\rightarrow\infty}\mu(B(0,r)\backslash K_{i})=0$

が従う. よって,

$\int_{B(0,r)}\Gamma(f_{i}, f_{i})d\mu$

$=\int_{B(0,r)\backslash IC_{i}}\Gamma(f_{i}, f_{i})d\mu+\int_{K_{i}}\Gamma(f_{i}, f_{i})d\mu$

$\leq L\mu(B(0,r)\backslash K_{i})+\int_{K_{1}}(Lip_{d_{\mathcal{E}}}f_{i})^{2}d\mu$

$\leq L\mu(B(0,r)\backslash K_{i})+\int_{B(\text{。},r)}(Lip_{d_{\mathcal{E}}}f_{l})^{2}d\mu$

とあわせて,

$\int_{B(0,r)}d\mu_{(f,f)}$ $\leq$ $\lim infi\rightarrow\infty\int_{B(\text{。},r)}\Gamma(f_{i}, f_{i})d\mu$

$\leq$ $\lim infi\rightarrow\infty\int_{B(\text{。},r)}(Lip_{d_{\mathcal{E}}}f_{i})^{2}d\mu$

$=$ $\int_{B(\text{。},r)}(Lip_{d_{\mathcal{E}}}f)^{2}d\mu$

が成り立っ. これが任意の $B(0, r)$ で成り立つので, $f\in \mathcal{A}[\mathcal{E}]$ となり,
$\Gamma(f, f)$ と $Lipd\epsilon$ のノレベーグ点 $0$ において

$\Gamma(f, f)^{1/2}(0)\leq Lip_{d_{\mathcal{E}}}f(0)$

が成り立っ.
後半の主張は, 命題 16より従う. これで定理 5.11の証明を終える.

この定理より, 条件 $[D]\epsilon$ のもとに, $\mu(f,f\rangle$ に対して弱 2-ポァンカレ
不等式が成り立てば, $($Lip $d\epsilon f)^{2}$ に対しても成り立っことが判る. した
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がって余接束 $T^{*}X$ が定まり, $\Gamma(f, f)(f\in C_{loc}^{0,1}(X, d\epsilon))$ は $T^{*}X$ 上の
$L^{\infty}$ リーマン計量 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ を定める. すなわち,

$\langle d\int, dg\rangle(x)=\Gamma(f,g)(x)=$

$\frac{1}{2}(\Gamma(f+g, f+g)(x)-\Gamma(f, f)(x)-\Gamma(g,g)(x))$ , $\mu-a.e$ . $x\in X$

さらに, $(U_{i}, \{f_{1}^{(i)}, \ldots, f_{n(i)}^{(i)}\})$ を定理 28のボレル集合とリプシッツ関数

の組とする. このとき, 任意の $f\in C_{l\text{。}c}^{0,1}(X, d_{\mathcal{E}})$ に対して, $U_{i}$ 上の有界
可測関数の組 $(a(f, x))=(a_{1}(f, x),$

$\ldots,$
$a_{n(i)}(f, x))$ が存在して, Lip $(f-$

$\sum_{j=\iota^{a}}^{n(i)}j(\int, x)f_{j}^{(i)})(x)=0(\mu-a.a.x\in U_{i})$ となる. したがって, 定理
5.11より,

$\Gamma(f, f)(x)=\sum_{j,k=1}^{n(i.)}a_{j}(f,x)a_{k}(\int,x)\Gamma(f_{j}^{(i)}, f_{k}^{(i)})(x),$ $\mu-a.a$ . $x\in U_{1}$

と表される.

ノート 5 Fukushima-Oshima-Takeda [22] と Mosco [57] を主に参考に
して, ディリクレ空間に関する基本的な事柄を説明している.
性質 [I], [II], [III] が互いに同値であることの証明や関連した結果につ

いては, たとえば, Davies [16], Saloff-Coste [65] を参照. 補題 5.2, 補
題 53を示すにあたり, [41] を参考にしている. 定理 5.11は [37] から
引用している.
定理 5.1, 定理 5.4, 定理 5.5, 定理 5.6, および定理 5.8は, K.-T. Sturm

[72] によっている. これらは, リーマン多様体の場合に証明されてい
た結を, この節で扱っているディリクレ空間へー般化したものである.
[25], [64] 参照. 補題 59は, たとえば定理 58を用いて証明されるが,
[72] の Lemma 4.6を言い換えたものである. $\mathcal{A}[\mathcal{E}]=D[\mathcal{E}]$ の場合, 熱
核の下からの評価は改良され, Ramirez [63] において,

$\lim_{t\rightarrow 0}4t\log p(t,x,y)=-d_{\mathcal{E}}(x,y)^{2}$

が示されている. [33] も参照. なお, リーマン多様体の場合, [51] が重
要な文献である.
ダブリング条件, ボアンカレ不等式, 定理 54の形のソボレフ不等

式と弱解 $\mathcal{L}u=q$ のヘルダー連続性については, たとえば, [6], [52] も
参照.
定理 5.10において放物型ハルナック不等式から体積の評価を導くに

あたって, IshigeーMurata [35] を参考にしている. ただし, 補題 5.9を
用いることによって, [35] の Theorem 5.6の評価より改良されている.
実際, 定理 5.10の評価は, 完備リーマン多様体の場合のリッチ曲率の
下限から得られるビショップの体積評価に (定数の最良性を除き増大度
のみに関して) 対応したものになっている (1.3分節参照).
この節で考察されているディリクレ空間における連鎖律 (5.1分節 (iii)

参照) に関しては, この論説では応用されていない. しかし, たとえば
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関数だけではなく写像を考察の対象とするときには重要な役割を果た
す. これについては [37], II を参照.

6. ディリクレ空間の収束

前節における一連の評価は, 同じソボレフ不等式, ダブリング条件,
ポァンカレ不等式などを満たすディリクレ空間すべてに一様に成り立
つので, このような空間の列を考えるとき, その極限の存在を示唆し
てくれる. この節において, 測度距離空間の収束の問題との関連から,
ディリクレ空間に対しても収束の問題について考察する.

6.1. ディリクレ形式の収束の例. 区間上の正値可測関数の定めるディ
リクレ形式の収束について, 簡単な場合に考察することから始める.
まず, 正の数 $\alpha,$

$\beta,$
$\gamma$ に対して, 区間 $I=(-\alpha, \alpha)$ 上の可測関数 $a(x)$

で,
$\beta\leq a(x)\leq\gamma$ , $a.e$ . $x\in I$

を満たすもの全体を $C(\beta, \gamma)$ と記し, $C(\beta)=\cup\beta<{}_{\gamma}C(\beta, \gamma),$ $C=\cup\beta>0C(\beta)$

とおく. 各 $a\in C$ は 2次形式

$\mathcal{E}^{(a)}(u,u)=\int_{-\alpha}^{\alpha}a(x)u^{\prime}(x)^{2}dx$ , $u\in C_{0}^{1}(I)$

を定める. これはソボレフ空間 $W_{0}^{1,2}(I)$ を定義域とする正則ディリク
レ形式に拡張されるが, これも同じく $\mathcal{E}^{(a)}$ と表す. このとき, $\mathcal{E}^{(a)}$ の無
限小生成作用素 $\mathcal{L}^{(a)}$ に対して, その逆作用素 $G^{(a)}=\mathcal{L}_{a}^{-1}$ の積分核 (グ
リーン関数) $g^{(a)}(x, y)$ は次で与えられる.

$g^{(a)}(x,y)=\left\{k\phi(x)\psi(y)k\psi(x)\phi(y), x\leq yx\geq y\right.$

ただし

$\phi(x)=\int_{-\alpha}^{x}a(t)^{-1}dt,$ $\psi(x)=\int_{x}^{\alpha}a(t)^{-1}dt$ ,

$k^{-1}=\phi(x)+\psi(x)=\int_{-\alpha}^{\alpha}a^{-1}(t)dt$

である.
ここで

$Ja(x)=\int_{0}^{x}a(t)^{-1}dt$

とおくと, $Ja$ は $\mathcal{L}^{(a)}Ja=0$ の弱解であることに注意しておく. また,
$\mathcal{E}^{(a)}$ の内在的距離 $d^{(a)}$ は

$d^{(a)}(x, y)=|\int_{x}^{y}a(t)^{-1/2}dt|$

である.
さて, $C$ の列 $\{a_{n}\}$ に対して, $\mathcal{E}^{(a_{n})},$ $\mathcal{L}^{(a_{n})}$ の固有値固有関数, グ

リーン関数 $g^{(a_{n})}$ , 内在的距離 $d^{(a_{\mathfrak{n}})}$ などの収束を考察したい.
はじめに次の命題を示す.
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命題 6.1. $C$ における関数列 $\{a_{r\iota}\}$ と関数 $a$ に対して, $G^{(a_{\mathfrak{n}})}$ は $G^{(a)}$ に

弱収束する, すなわち

任意の弱収束列几 $\rightarrow f\in L^{2}(I)$ に対して, $G^{(a_{n})}f_{n}$ は
$G^{(a)}f_{n}$ に弱収束する

と仮定する. このとき, $\mathcal{E}^{(a_{n})}$ は $\mathcal{E}^{(a)}$ にモスコ収束する. すなわち次の
(1), (2) が成り立っ.

(1) $L^{2}$ 関数列 $u_{n}$ が $u$ に弱収束するならば,

$\mathcal{E}_{a}(u,u)\leq\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\mathcal{E}_{a_{n}}(u_{n},u_{n})(\leq+\infty)$

(2) 任意の $u\in L^{2}(I)$ に対して, $u$ に強収束する関数列 $u_{n}$ で,

$\lim_{n\rightarrow}\sup_{\infty}\mathcal{E}^{a_{n}}(u_{n},u_{n})\leq \mathcal{E}^{(a)}(u,u)(\leq+\infty)$

を満たすものが存在する.
逆に $\mathcal{L}^{(a_{\mathfrak{n}})}$ の第一固有値が一様に正数 $\delta$ で下から押さえられていると

き, $\mathcal{E}^{(a_{n})}$ は $\mathcal{E}^{(a)}$ にモスコ収束するならば, $G^{(a_{n})}$ は $G^{(a)}$ に弱収束する.

証明 $G^{(a_{n})}$ は $G^{(a)}$ に弱収束すると仮定して, まず (1) を検証する.
$L^{2}(I)$ の関数列 $\{u_{n}\}$ が $u$ に弱収束するとする. 任意の $v\in D[\mathcal{L}^{a}]$ に対
し, $f=\mathcal{L}^{a}v,$ $v_{n}=G^{(a_{n})}$ とおく. このとき

$\lim_{n\rightarrow\infty}\mathcal{E}^{(a_{n})}(u_{n},v_{n})$ $=\lim_{n\rightarrow\infty}\int u_{n}\mathcal{L}^{(a_{n})}v_{n}dx=\lim_{n\rightarrow\infty}\int u_{n}fdx$

$=\int ufdx=lu\mathcal{L}^{(a)}vdx=\mathcal{E}^{(a)}(u,v)$

となる. 一方,

$\mathcal{E}^{(a_{n})}(v_{n},v_{n})=\int_{I}v_{n}fdx=\int_{I}G^{(a_{n})}f\cdot fdx$

であり, 仮定より $G^{(a_{\mathfrak{n}})}f$ は $G^{(a)}f$ に弱収束することから,

$\lim_{n\rightarrow\infty}\mathcal{E}^{(a_{n})}(v_{n},v_{n})=lGf\cdot fdx=\mathcal{E}^{(a)}(v,v)$

が従う. 以上より

$\mathcal{E}^{(a)}(u,v)^{2}$
$=\lim_{n\rightarrow\infty}\mathcal{E}^{(a_{\mathfrak{n}})}(u_{n},v_{n})^{2}$

$\leq$ $\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\mathcal{E}^{(a_{n})}(u_{n}, u_{n})\mathcal{E}^{(a_{\mathfrak{n}})}(v_{n}, v_{n})$

$=$ $\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\mathcal{E}^{(a_{n})}(u_{n}, u_{n})\cdot \mathcal{E}^{(a)}(v,v)$

これから, $D[\mathcal{L}^{(a)}]$ は $D[\mathcal{E}^{(a)}]$ で稠密であること ((17) 参照) に注意す
ると,

$\mathcal{E}^{(a)}(u, u)\leq\lim_{n\rightarrow}\inf \mathcal{E}^{(a_{n})}(u_{n}, u_{n})$

が導かれる.
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っぎに (2) を示す. まず $u\in D[\mathcal{L}^{(a)}]$ とする. このとき, $f=\mathcal{L}^{(a)}u$ と

おく. すなわち $u=G^{(a)}f$ . そこで $u_{n}=G^{(a_{n})}f$ とおくと, $u_{n}$ は $u$ に弱
収束することから,

$\lim_{n\rightarrow\infty}\mathcal{E}^{(a_{n})}(u_{n},u_{n})$ $=\lim_{n\rightarrow\infty}\int fG^{(a_{n})}fdx=\int_{I}fG^{(a)}fdx$

$=$ $\int u\mathcal{L}^{(a)}udx=\mathcal{E}^{(a)}(u,u)$

となる. さらに

$\lim_{n\rightarrow\infty}\langle u_{n},u_{n}\rangle_{L^{2}}$ $=$ $\lim_{n\rightarrow\infty}\int fG^{(a_{n})}u_{n}dx=\int fG^{(a)}udx$

$=$ $\langle u,u\rangle_{L^{2}}$

したがって, $u_{n}$ は $u$ に強収束する. このように $u_{n}$ が求めるものであ
ることが示された. それから $u\in D[\mathcal{E}^{(a)}]$ の場合には, 任意の正数 $\epsilon$ に

対して,
$\Vert u-u_{\epsilon}\Vert_{L^{2}}+\mathcal{E}^{(a)}(u-u_{\epsilon}, u-u_{\epsilon})\leq\epsilon$

をみたす $u_{\epsilon}\in D[\mathcal{L}^{(a)}]$ が取れることに注意して, 各 $u_{\epsilon}$ に上に述べた
関数列 $u_{\epsilon,n}$ を取り, $0$ に収束する適当な正数列 $\epsilon(n)$ をとって, 求める
$u_{\epsilon(n),n}$ を得る.
次に $\mathcal{L}^{(a_{n})}$ の第一固有値が一様に正数 $\delta$で下から押さえられ, $\mathcal{E}^{(a_{n})}$ は

$\mathcal{E}^{(a)}$ にモスコ収束するとする. このとき, 任意の弱収束列几 $\rightarrow f\in$

$L^{2}(I)$ に対して, $G^{(a_{n})}f_{n}$ が $G^{(a)}f$ に弱収束することを見たい. まず

$\Vert G^{(a_{n})}f_{n}\Vert_{L^{2}}^{2}$ $\leq$ $\delta^{-1}\mathcal{E}^{(a_{n})}(G^{(a_{n})}f_{n}, G^{(a_{n})}f_{n})=\delta^{-1}\int f_{n}G^{(a_{n})}f_{n}dx$

$\leq$ $\delta^{-1}\Vert f_{n}\Vert_{L^{2}}\Vert G^{(a_{\mathfrak{n}})}f_{n}\Vert_{L^{2}}$

より,
$\Vert G^{(a_{n})}f_{n}\Vert_{L^{2}}\leq\delta^{-1}\Vert f_{n}\Vert_{L^{2}}\leq\delta^{-1}\sup_{n}\Vert f_{n}\Vert_{L^{2}}<+\infty$

が従う. よって弱収束する部分列 G(am) $\int$m\rightarrow \^u が存在する. ここで任意
の $v\in D[\mathcal{E}^{(a)}]$ に対して, $v$ に強収束する $v_{n}\in D[\mathcal{E}^{(a_{n})}]$ で, $\mathcal{E}^{(a_{n})}(v_{n}, v_{n})\rightarrow$

$\mathcal{E}^{(a)}(v, v)$ となるものを選ぶ. このとき, (18) より

$\mathcal{E}^{(a_{n})}(u_{n},u_{n})-2\langle f,u_{n}\rangle_{L^{2}}\leq \mathcal{E}^{(a)}(v_{n},v_{v})-2\langle f,v_{n}\rangle_{L^{2}}$

となり, $ m\rightarrow\infty$ として,

$\mathcal{E}^{(a)}(\hat{u},\hat{u}\rangle_{L^{2}}-2\langle f,\hat{u}\rangle_{L^{2}}\leq \mathcal{E}^{(a)}(v,v)-2\langle f,v\rangle_{L^{2}}$

となって, $\hat{u}=G^{(a)}f$ であることが判る 以上で $u_{n}=G^{(a_{\mathfrak{n}})}$几が
$u=G^{(a)}f$ に弱収束することが確かめられた.

注意 6.1. $G^{(a_{n})}$ は $G^{(a)}$ に弱収束することと, 強収束すること, すなわち

任意の強収束列几 $\rightarrow f\in L^{2}(I)$ に対して, $G^{(a_{n})}f_{n}$ は
$G^{(a)}f_{n}$ に強収束する



346 加須栄篤

ということとは, グリーン作用素が対称であることより同値である. そ

れから命題 6.1における $a\in C$ の役割, すなわち極限の形式が $\mathcal{E}^{(a)}$ で

あるということは, どこにも使われていない (モスコ収束によってディ
リクレ形式が定まる). さらに $G=\mathcal{L}^{-1}$ の代わりに $G_{\zeta}=(\mathcal{L}+\zeta)^{-1}$ を

用いれば, $G_{\zeta}^{(a_{n})}$ の弱収束, 強収束, そして $\mathcal{E}^{(a_{n})}$ のモスコ収束は互い
に同値であることがわかる. 実際これはより一般のディリクレ形式に
関して成り立つことである. 次節でスペクトルに関する収束も含めて,
より一般的状況で考察する.

さて, $\mathcal{E}^{(a)}(a\in C)$ の考察を続ける. 与えられた関数列 $\{a_{n}\}\subset C$ に

対して, 必要ならば部分列を取ることによって, 上の命題 6.1が成り
立つような $\{a_{n}\}$ を見つけることができるとは限らない. すなわち $C$ の

元から決まるディリクレ形式の族が命題 6.1に述べた収束に関する位
相で閉じているわけではない. また, 内在的距離に関するグロモフー
ハウスドルフ収束との関係も明らかではない. そこで, $C(\beta)$ あるいは
$C(\beta, \gamma)$ の中の族に制限して考えてみる.
まず $a\in C(\beta)$ に対して, グリーン関数 $g^{(a)}$ は一様リプシッツ連続で

ある. すなわち

(24) $|g^{(a)}(x, y)-g^{(a)}(x^{\prime},y^{\prime})|\leq\beta(|x-x^{\prime}|+|y-y^{\prime}|)$ , $x,x^{\prime},y,y^{\prime}\in I$

が成り立っことに注意する. 実際,

$g^{(a)}(x,y)-g^{(a)}(x^{\prime},y^{\prime})=g^{(a)}(x,y)-g^{(a)}(x,y^{\prime})+g^{(a)}(x,y)-g^{(a)}(x^{\prime},y^{\prime})$

より
$|g^{(a)}(x,y)-g^{(a)}(x^{\prime},y)|\leq\beta|x-x^{\prime}|$

を示すことになるが, これは $-\alpha\leq x\leq x^{\prime}\leq y\leq\alpha$ のとき,

$|g^{(a)}(x,y)-g^{(a)}(x^{\prime},y)|$ $=$ $|k\phi(x)\psi(y)-k\phi(x^{\prime})\psi(y)|$

$=$ $k\psi(y)|\phi(x)-\phi(x^{\prime})|\leq\beta|x-x^{\prime}|$

と確かめられ, $-\alpha\leq y\leq x\leq x^{\prime}\leq\alpha$ のときも同様である. また
$-\alpha\leq x\leq y\leq x^{\prime}\leq\alpha$ のときには,

$|g^{(a)}(x,y)-g^{(a)}(x^{\prime},y)|$

$\leq|g^{(a)}(x,y)-g^{(a)}(y,y)|+|g^{(a)}(y,y)-g^{(a)}(x^{\prime},y)|$

$\leq\beta|x-y|+\beta|y-x^{\prime}|=\beta|x-x^{\prime}|$

このように (24) が確かめられた.

(24) から $C(\beta)$ の任意の関数列 $\{a_{n}\}$ に対し, $\{g^{(a_{n})}\}\#hI\times I$ 上の同
等連続一様有界な関数列となり, したがって $\{g^{(a_{m})}\}$ が (24) を満たすあ
る関数 $g$ に一様収束するような部分列 $\{a_{m}\}$ を含むことが判る.
それから $a\in C(\beta)$ に対して, $\mathcal{E}^{(a)}$ の内在的距離 $d^{(a)}$ は

(25) $d^{(a)}(x,y)\leq\beta^{-1/2}|x-y|$ , $x,y\in I$
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を満たすので, $\{d^{(a_{n})}\}$ も $I\times I$ 上の同等連続一様有界な関数列となり,
$d^{(a_{m})}$ が (25) を満たすある関数 $dt$こ一様収束するような部分列 $\{a_{m}\}$ を
含むことになる.
しかし $C(\beta)$ が命題 6.1で述べた収束に関する位相や内在的距離に関

するグロモフーハウスドルフ収束位相で閉じてはいない.
そこでさらに $C(\beta)\gamma)$ に制限すると状況がより明確になる. 実際 $a_{1},$ $ a_{2}\in$

$C(\beta, \gamma)$ に対して, $x\leq y$ として,

$|g^{(a_{1})}(x, y)-g^{a_{2}}(x,y)|$

$=|k_{1}\phi_{1}(x)\psi_{1}(y)-k_{2}\phi_{2}(x)\psi_{2}(y)|$

$\leq|k_{1}^{-1}-k_{2}^{-1}|k_{1}k_{2}\phi_{1}(x)\psi_{1}(y)+k_{2}|\phi_{1}(x)-\phi_{2}(x)|\psi_{1}(y)$

$+k_{2}\phi_{2}(x)|\psi_{1}(y)-\psi_{2}(y)|$

$\leq\beta\gamma|k_{1}^{-1}-k_{2}^{-1}|+\beta\gamma|\phi_{1}(x)-\phi_{2}(x)||k_{1}^{-1}-k_{2}^{-1}|+|\phi_{1}(x)-\phi_{2}(x)|$

$\leq C_{1}|Ja_{1}-Ja_{2}|_{L^{\infty}}(C_{1}=2(1+\beta\gamma))$

同様に $\beta,$
$\gamma$ できまるある定数 $C_{2}$ があって,

$C_{2}\Vert Ja_{1}-Ja_{2}\Vert_{L^{\infty}}\leq\Vert g^{(a_{1})}-g^{(a_{2})}\Vert_{L^{\infty}}$

を示すことができる. 以上を次の命題にまとめる 24.

命題 6.2. $a_{1},$ $a_{2}\in C(\beta, \gamma)$ に対して,

$C_{1}\Vert Ja_{1}-Ja_{2}\Vert_{L^{\infty}}\leq\Vert g^{(a_{1})}-g^{(a_{2})}\Vert_{L^{\infty}}\leq C_{2}\Vert Ja_{1}-Ja_{2}\Vert_{L^{\infty}}$

が成り立っ. ただし $C_{1},$ $C_{2}$ は $\beta$ と $\gamma$ のみによる定数である.

最後に命題 6.1の意味で収束する典型的な例を述べてこの節を終える.

例 6.1. $a\in C(\beta,\gamma)$ に対して, $a_{n}(x)=a(nx)$ によって関数列 $\{a_{n}\}\subset$

$C(\beta, \gamma)$ を定める. このとき,

$\overline{a}^{-1}=\frac{1}{2\alpha}\int_{-\alpha}^{\alpha}a(t)^{-1}dt$

とすると, $Ja_{n}$ は海に一様収束し, 命題 62より $g^{(a_{n})}$ は $g^{(\overline{a})}$ に一様
収束する. したがって $\mathcal{E}^{(a_{n})}$ は $\mathcal{E}^{(\overline{a})}$ にモスコ収束する. 一方内在的距離
$d^{(a_{n})}$ は

$d_{\infty}(x,y)=\hat{a}^{-1/2}|x-y|$ , $\hat{a}^{-1/2}=\frac{1}{2\alpha}\int_{-\alpha}^{\alpha}a(t)^{-1/2}dt$

に一様収束する. このように $a$が定数であるときそのときに限り $d^{(\overline{a})}=$

$d_{\infty}$ となることが判る.

24ノート 6参照
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62. ディリクレ空間の収束 $-$ その 1-. ここではディリクレ空間の収
束を定義し, コンパクト性定理をひとつ与えたい. そのためにまず一
般的視点から 2次形式の収束の定義を与え, いくつか基本的な結果を
述べる 25.
可分ヒルベルト空間 $H_{n}$ , および可分ヒルベルト空間 $H$ とその稠密な

部分空間 $C$ の組 $(H, C)$ を考える. 各 $n$ に対して, 線形写像 $\Phi_{n}$ : $C\rightarrow H_{n}$

が与えられ, 次の条件を満たしているとする.

(26) $\lim_{n\rightarrow\infty}|\Phi_{n}(u)|_{H_{n}}=|u|_{H}$ , $u\in C$

この仮定の下に $H_{n}$ の元の列や作用素列の収束の定義を述べる.

定義 6.1. (1) 列 $u_{n}\in H_{n}$ が $u\in H$ に強収束するとは, $u$ に強収束す
る $C$ の中の列砺が存在して,

$\lim_{k\rightarrow\infty}$ lim $sup|\Phi_{n}(\overline{u}_{k})-u_{n}|_{H_{n}}=0$

$ n\rightarrow\infty$

となるときをいう. (とくに $u\in C$ に対しては, $\Phi_{n}(u)$ 自身が $u$ に強収
束する.)

(2) 列 $u_{n}\in H_{n}$ が $u\in H$ に弱収束するとは, 任意の $v\in H$ とそれに
強収束する列 $v_{n}\in H_{n}$ に対して

$\lim_{n\rightarrow\infty}\langle u_{n},v_{n}\rangle_{H_{\hslash}}=\langle u,v\rangle_{H}$

となるときをいう.

定義 62. (1) $H_{n}$ の有界線形作用素 $B_{n}$ が $H$ の有界線形作用素 $B$ に強
収束するとは, 任意の強収束列 $u_{n}\in H_{n}\rightarrow u\in H$ に対して, $B_{n}(u_{n})$

が $B(u)$ に強収束するときをいう. 強収束を弱収束に代えてこれが成り
立つとき

$Z$

$B_{n}$ は $B$ に弱収束するという.
(2) $H_{n}$ 上の 2次形式 $\mathcal{E}_{n}$ が, $H$上の 2次形式 $\mathcal{E}$ にガンマ (r)-収束す

るとは, 次の 2つの条件を満たすときをいう.
(i) 列 $u_{n}\in H_{n}$ が $u\in H$ に強収束するならば,

$\mathcal{E}(u,u)\leq\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\mathcal{E}_{n}(u_{n},u_{n})(\leq+\infty)$

(ii) 任意の $u\in H$ に対して, それに強収束する列 $u_{n}\in H_{n}$ が存
在して,

$\lim_{n\rightarrow}\sup_{\infty}\mathcal{E}_{n}(u_{n}, u_{n})\leq \mathcal{E}(u, u)(\leq+\infty)$

(3) $H_{n}$ 上の 2次形式 $\mathcal{E}_{n}$ が, $H$上の 2次形式 $\mathcal{E}$ にモスコ収束すると
は, 次の 2つの条件を満たすときをいう.

(i) 列 $u_{n}\in H_{n}$ が $u\in H$ に弱収束するならば,

$\mathcal{E}(u,u)\leq\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\mathcal{E}_{n}(u_{n)}u_{n})(\leq+\infty)$

(ii) 任意の $u\in H$ に対して, それに強収束する列 $u_{n}\in H_{n}$ が存
在して,

$\lim s\iota\iota p\mathcal{E}_{n}(u_{n}, u_{n})\leq \mathcal{E}(u, u)(\leq+\infty)n\rightarrow\infty$

25ノート 6参照
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注意 62. (1) において, $B_{n}$ および $B$ が対称作用素のとき, 強収束と弱
収束は一致する. また, (2) と (3) において, 2次形式を $\overline{R}=[-\infty, +\infty]$

に値をもつ関数 $F_{n}$ : $ H_{n}\rightarrow\overline{R}=1-\infty+\infty$], $ F:H\rightarrow\overline{R}=1-\infty+\infty$ ]
に代えて, 関数列の 2つの収束が定義される. モスコ収束はガンマ収
束を意味し, いずれも極限の関数 $F$ は下半連続になる. さらに各 $F_{n}$ が

2次形式の場合, ガンマ収束極限 $F$ が閉形式となることを見るのは易
しい.

次にガンマ収束に関するコンパクト性を示す定理と, モスコ収束に
関する基本的な定理を紹介する.

定理 63. 任意の関数列 $F_{n}$ : $H_{n}\rightarrow\overline{R}=1-\infty,$ $+\infty$ ] は, ある下半連続
関数 $F:H\rightarrow\overline{R}$ にガンマ収束する部分列を含む.

証明 $H$ の開集合からなる可算基底 $\mathcal{B}=\{U\}$ と正の整数 $k$ に対
して,

$\hat{U}_{k}=\bigcup_{n}\{z\in H_{n}||\Phi_{n}(y)-z|_{H_{n}}<k^{-1}, y\in U\cap C\}$

とおく. 各 $\hat{U}_{k}$ を固定すると, 数列 $\{\inf\{F_{n}(z)|z\in\hat{U}_{k}\cap H_{n}\}\}_{n=1,2,3},\ldots$

が収束するような部分列が取れる. B は可算個からなるので, 適当な部
分列 $\{m\}$ を取って, すべての $\hat{U}_{k}$ に対して, $\inf$ { $F_{m}(z)|z\in\hat{U}_{k}$ 寡 $H_{m}$ }
が収束するとしてよい. このとき, $x\in H$ に対して, $\mathcal{B}(x)=\{\hat{U}k|x\in$

$U,$ $k=1,2,3,$ $\ldots$ } とおいて,

$F(x)=\sup_{V\in \mathcal{B}(x)}\lim_{m\rightarrow\infty}\inf\{F_{m}(z)|z\in V\cap H_{m}\}$

と定義する. このとき, $F_{m}$ は $F$ にガンマ収束することがわかる.

定理 64. $H_{n}$ および $H$上の稠密な定義域を持つ閉形式 $\mathcal{E}_{n}$ と $\mathcal{E}$ がそれぞ
れ与えられている. $\mathcal{E}_{n}$ と $\mathcal{E}$ のレゾルベント, 半群, 無限小生成作用素,
スペクトル測度をそれぞれ $\{G_{\zeta}^{(n)}, P_{t}^{(n)}, \mathcal{L}^{(n)}, E^{(n)}\}$ および $\{G{}_{\zeta}P_{t}, \mathcal{L}, E\}$

と表す. このとき, 以下の命題はすべて同値である.
(1) $\mathcal{E}_{n}$ は $\mathcal{E}$ にモスコ収束する.
(2) ある $\zeta>0$ に対して, $G_{\zeta}^{(n)}$ は $G_{\zeta}$ に強収束する.

(3) ある $t>0$ に対して, $P_{t}^{(n)}$ は $P_{t}$ に強収束する.
(4) $\lim_{x\rightarrow\infty}\psi_{n}(x)=0$ を満たす連続関数 $\psi_{n}$ : $[0, +\infty$ ) $\rightarrow R$ が

$\lim_{x\rightarrow\infty}\psi(x)=0$ を満たす連続関数 $\psi$ : $[0, +\infty$ ) $\rightarrow R$ に一様収束す
るならば, $\psi_{n}(\mathcal{L}^{(n)})$ は $\psi(\mathcal{L})$ に強収束する.

(5) $\mathcal{L}$ の点スペクトルに含まれない任意の $\alpha$ と $\beta(\alpha<\beta)$ に対して,
$E^{(n)}((\alpha, \beta])$ は $ E((\alpha,\beta$]) に強収束する.

(6) 任意の強収束列 $u_{n}\in H_{n}\rightarrow u\in H$ と任意の弱収束列 $ v_{n}\in H_{n}\rightarrow$

$v\in H$ に対して, $\langle E_{\lambda}^{(n)}u_{n}, v_{n}\rangle H_{\mathfrak{n}}$ が ( $E_{\lambda}u,$ $ v\rangle$

$H$ に ( $R$上の測度として)
漠収束する.

(1) と (2) の同値性については命題 6.1の証明が適用できる. 残り
についてはここでは証明しない 26.

26ノート 6参照
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定義 6.3. 2次形式の列 $\{\mathcal{E}_{n}\}$ に対して, $\sup_{n}|u_{n}|_{H_{n}}^{2}+\mathcal{E}_{n}(u_{n}, u_{r\iota})<+\infty$

を満たす Hn の元の任意の列 {un} が強収束部分列を含むならば, $\{\mathcal{E}_{n}\}$

は漸近コンパクト性を満たすという.

補題 65. $H_{n}$ の 2次形式 $\mathcal{E}_{n}$ が漸近コンパクト性を満たすとする. この

とき, $\mathcal{E}_{n}$ が $H$上の閉形式 $\mathcal{E}$ にガンマ収束するならば, モスコ収束する.

証明 $s\iota p_{n}|u_{n}|_{H_{n}}^{2}+\mathcal{E}_{n}(u_{n}, u_{n})<+\infty$ を満たす弱収束列 $ u_{n}\in H_{n}\rightarrow$

$u\in H$ に対して, 漸近コンパクト性より, $\{u_{n}\}$ の任意の部分列は $u$ に強
収束する部分列 {um訂を含む. このとき, $\mathcal{E}(u, u)\leq\lim\inf_{n\rightarrow\infty}\mathcal{E}_{m}(u_{m}, u_{m})$

となる. このことから $\mathcal{E}(u, u)\leq\lim\inf_{n\rightarrow\infty}\mathcal{E}_{n}(u_{n}, u_{n})$ が従う.

スペクトルの収束について, 次の結果がある 27.

定理 66. $\mathcal{L}^{(n)},$ $\mathcal{L}$ のスペクトルをそれぞれ $\sigma(\mathcal{L}^{(n)}),$ $\sigma(\mathcal{L})$ によって表
す. このとき定理 62の 6つの命題のいずれか (したがってすべて) が
成り立つならば,

$\sigma(\mathcal{L})\subset\lim_{n\rightarrow\infty}\sigma(\mathcal{L}^{(n)})$

すなわち, 任意の $\lambda\in\sigma(\mathcal{L})$ に対して, $\lambda_{n}\rightarrow\lambda$ となる $\lambda_{n}\in\sigma(\mathcal{L}^{(n)})$ が
存在する.
次に $\{\mathcal{E}_{n}\}$ が漸近コンパクト性を満たすとする. このとき, レゾルベ

ント $G_{\zeta}^{(\cdot n)}$ , 半群 $P_{t}^{(n)}$ はすべてコンパクト作用素となり, とくにスペク

トル $\sigma(\mathcal{L}^{(n)})$ は離散的である. さらに任意の $a,$ $b\in R\backslash \sigma(\mathcal{L}),$ $(a<b)$ に

対して, 十分大きな $n$ を考えると, $\dim E_{n}((a, b$]) $H_{n}=\dim E((a, b$]) $H$

が成り立っ. とくに $\sigma(\mathcal{L}^{(n)})$ は $\sigma(\mathcal{L})$ に収束する.

さて, 以下において, ディリクレ空間の列のモスコ収束, したがっ
て定理 64の意味でのスペクトル構造の収束 (簡単にスペクトル収束と
いうことにする) に関する結果をひとつ述べたい.
以下, 稠密な定義域をもつ正則ディリクレ空間 (X, $\mu,$

$\mathcal{E}$ ) で次の 3つ
の性質を満たすものを考える.

[I] ある正数 $\nu$ と $A$ に対して, $X$ の生成作用素乙の半群 $P_{t}$ は

$\Vert P_{t}u\Vert_{L^{\infty}}\leq\frac{A}{t^{\nu/2}}\Vert u\Vert_{L^{2}}$ , $u\in L^{2}(X, \mu)$ , $0<t\leq 1$

を満たす.
[V] $\mu(X)=1$

[VI] $P_{t}1=1$

次の定理を示そう.

定理 6.7. 正数 $\nu$ と $A$ に対して性質 [I] を満たし, さらに [V], [VI] を満
たす正則ディリクレ空間の列 $\{(X_{n}, \mu_{n}, \mathcal{E}_{n})\}$ が与えられている. このと
き, ある部分列 $\{X_{m}\}$ と, 同じ条件 [I], [V], [VI] を満たす正則ディリク
レ空間 (X, $\mu,$

$\mathcal{E}$ ), ディリクレ形式 $\mathcal{E}$ のコア $C$ および条件 (26) をみたす
線形写像 $\Phi_{m}$ : $C\rightarrow L^{2}(X_{m}, \mu_{m})$ が存在して, これによって $\mathcal{E}_{m}$ は $\mathcal{E}$ に

スペクトル収束する. さらに $\{\mathcal{E}_{m}\}$ は漸近コンパクト性を満たす.
27ノート 6参照
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証明 3つのステップに分けて示す.
ステップ $\rceil$ スペクトル埋め込みの方法を使う. そのためにバナッハ

空間を用意したい. まず 2つのヒルベルト空間

$\ell^{2}=\{(a)=(a_{i})_{i=0,1,2},\ldots||a|_{l^{2}}=\sum_{i=0}^{\infty}a_{i}^{2}<+\infty\}$

$\ell^{1,2}=\{(a)=(a_{i})_{i=0,1,2},\ldots||(a)|_{p}1,2=\sum_{i=0}^{\infty}(1+i^{2})a_{i}^{2}<+\infty\}$

を考え, 連続写像 $\gamma$ : $[0, +\infty]\rightarrow\ell^{2}$ で $\gamma(+\infty)=0$ を満たすもの全体
を $B$ とおく. $\gamma\in B$ に対して, $|\gamma|B=\sup_{t}|\gamma(t)|\ell^{2}$ によってノルムを
定め, $d_{B}(\gamma)\sigma)=|\gamma-\sigma|B$ によって距離を定める. さらに正の数 $c$ と
$\lim_{t\rightarrow\infty}\eta(t)=0$ を満たす正値連続関数 $\eta(t)$ に対して,

$K(c,\eta)$ $:=$

$\{\gamma\in B||\gamma(t)|_{\ell^{1,2}}\leq\eta(t), |\gamma(t)-\gamma(s)|_{\ell^{2}}\leq c|t-s|, 0<t, s<+\infty\}$

とおく. これは, $B$ のコンパクト部分集合である.
(X, $\mu,$

$\mathcal{E}$ ) を上の条件 [I], [V], [VI] を満たすディリクレ空間とする. $\{\lambda_{i}\}$

を固有値とし, $\psi_{i}$ を $\lambda_{i}$ に属する固有関数で, $\Psi=\{\psi_{i}\}$ が $L^{2}(X, \mu)$ の

正規直交完全系をなすものとする. このとき, $X$ から $B$ への可測写像
$F_{\Psi}$ : $X\rightarrow B$ を

$ F_{\Psi}[x](t)=(e^{-(t+1/t)/2}e^{-\lambda_{i}t/2}\psi_{i}(x))_{i=0,1,2},\ldots$ , $ 0\leq t\leq+\infty$

によって定義する. このとき, $A,$ $\nu$ にのみによって決まる正の数 $c$ と
$\lim_{t\rightarrow\infty}\eta(t)=0$ を満たす正値連続関数 $\eta(t)$ があって,

$F_{\Psi}[X]\subset K(c, \eta)$

となる. これは補題 5.2で述べた評価式より従う.
ステップ 2条件 [I], [V], [VI] を満たす列 $X_{n}=(X_{n}, \mu_{n}, \mathcal{E}_{n})$ を考え

る. 各 $X_{n}$ の固有値を $\{\lambda_{i}^{(n)}\}$ と表し, 固有関数からなる正規直交完全
系 $\Psi^{(n)}=\{\psi_{i}^{(n)}\}$ を選ぶ. 簡単のため, 像測度 $F_{\Psi(n})_{*}\mu_{n}$ を $\overline{\mu}_{n}$ と表し,
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ をその台とする. $Y_{n}$ はコンパクト部分空間 $K(c, \eta)$ に含まれるので,
$\{Y_{n}\}$ は $K(c, \eta)$ のあるコンパクト部分集合 $Y$ に収束する部分列を含む.
ここで収束は, 距離空間 $B$ におけるコンパクト部分集合列のハウスド
ルフ収束を意味する. 以下 $\{Y_{n}\}$ 自身 $Y$ に収束するとする.
このとき, $0$ に収束する正数の列 $\{\epsilon_{n}\}$ と, $Y_{n}$ から $Y$ への写像几 :

$Y_{n}\rightarrow Y$ および $Y$ から $Y_{n}$ への写像 $h_{n}$ : $Y\rightarrow Y_{n}$ の組で,

$d_{B}(a, f_{n}(a))\leq\epsilon_{n}$ $a\in Y_{n}$

(27) $d_{B}(x, h_{n}(x))\leq\epsilon_{n}$ $x\in Y$
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を満たし, したがって

$|d_{B}(a, b)-d_{B}(f_{n}(a), f_{n}(b))|$ $\leq$ $2\epsilon_{n}$ , $a,$ $b\in Y_{n}$

$Y\subset f_{n}(Y_{n})_{2\epsilon_{n}}$

$|dB(x, y)-dB(\text{ん_{}n}(x), h_{n}(y))|$ $\leq$ $2\epsilon_{n}$

$Y_{n}\subset \text{ん_{}n}(Y)_{2\epsilon_{n}}$

$d_{B}(a, h_{n}\circ f_{n}(a))\leq 2\epsilon_{n}$ , $a\in Y_{n}$ ; $d_{B}(x, f_{n}\circ h_{n}(x))\leq 2\epsilon_{n}$ , $x\in Y$

を満たすものが存在する. ここで几, ん n はボレル可測としてよろしい.
さらに必要ならば, 部分列を取ることによって, 像測度漏\mu -n は, $Y$ 上
のある非負値ラドン測度 $\overline{\mu}$ に漠収束すると仮定する.
ここで $Y_{n}$ 上の連続関数列 $\{\psi_{i}^{(n)}\}$

ー

によって,

$\gamma(t)=(e^{-(\ell+1/t)/2}e^{-\lambda_{i}^{(n)}t/2}\overline{\psi}_{i}^{(n)}(\gamma))$ , $\gamma\in Y_{n}$

と表されることに注意する. この $\{\overline{\psi}_{i}^{(n)}\}$ は, $L^{2}(Y_{n},\overline{\mu}_{n})$ の完全正規直
交系である. したがって, (27) は次のように表される.

(28) $\sup_{t>0}\sum_{i=0}^{\infty}|\sigma_{i}(t)-e^{-(t+1/t)/2}e^{-\lambda!^{n)}t/2}\overline{\psi}_{i}^{(n)}(h_{n}(\sigma))|^{2}$ $\leq\epsilon_{n}^{2}$ ,

$\sigma=(\sigma_{i}(t))$ $\in$ $Y$

次に簡単のため, すべての $i=0,1,2,$ . . . に対して, $\lim\sup_{n\rightarrow\infty}\lambda_{i}^{(n)}<$

$+\infty$ と仮定する. このとき, 必要ならば部分列を取って,

$\lim_{n\rightarrow\infty}\lambda_{i}^{(n)}=\lambda_{i}$ , $i=0,1,2,$ $\ldots$

としてよろしい. 補題 5.2から判るように, $\{\lambda_{i}\}$ は発散する増大列で,
$ 0=\lambda=\lambda=\cdots=\lambda$ となる $k$ は, $\nu$ と $A$ のみによる数で上から押さ
えられている. さらに (28) において十分大きな $n$ を考える $>$ とによっ
て, $Y$ 上の連続関数列 $\{\overline{\psi}_{i}\}$ があって,

$\sigma(t)=(e^{-(t+1/t)/2}e^{-\lambda_{i}^{(\mathfrak{n})}t/2}\overline{\psi}_{i}(\sigma))$ , $\sigma\in Y$

と表されることが判る. 各 $i$ について, 関数列 $\{\overline{\psi}_{i}^{(n)}\}_{n}$ は $\overline{\psi}_{i}$ に $f_{n}$ とん n
を通して一様に収束している. すなわち

(29) $|\overline{\psi}_{i}^{(n)}(a)-\overline{\psi}_{i}(f_{n}(a))|$ $\leq$
$\epsilon_{i,n}$ , $a\in Y_{n}$

(30) $|\overline{\psi}_{i}^{(n)}(\text{ん_{}n}(x))-\overline{\psi}i(x)|$ $\leq$
$\in i,n$ ’

$x\in Y$

が成り立っ. ここで $\epsilon i,n$ は $ n\rightarrow\infty$ のとき $0$ に収束する正数の列であ
る. とくに $\{\overline{\psi}i\}$ は $L^{2}(Y,\overline{\mu})$ における正規直交系であることがわかる.
次に $(0, +\infty)\times Y\times Y$ 上の関数 $p(t, x, y)$ を

$p(t,x,y)=\sum_{i=0}^{\infty}e^{-\lambda_{i}t/2}\overline{\psi}_{i}(x)\overline{\psi}_{i}(y)$ , $t>0,$ $x,$ $y\in Y$

によって定義し, そして

$P_{t}u(x)=\int_{Y}p(t, x,y)u(y)d\overline{\mu}(y)$ , $t>0,$ $u\in L^{2}(Y,\overline{\mu})$
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と定める. このとき, (28) から, $\overline{f}_{n}=f_{n\Psi_{n}}\circ F$ : $X_{n}\rightarrow Y$ とおいて,

(31) $\sup_{t}e^{-(t+1/t)}|p_{n}(t, a, b)-p(t,\overline{f}_{n}(a),\overline{f}_{n}(b))|\leq\epsilon_{n}$ , $a,$ $b\in X_{n}$

が従う.
ここで $\overline{\mu}$ の台を $X$ とおく. このとき, $\{P_{t}\}$ は $L^{2}(X,\overline{\mu})$ の対称作用

素からなる半群で, マルコフ性, すなわち

$0\leq P_{t}u\leq 1$ , $0\leq u\leq 1$

をみたし, [VI] より保存的, すなわち $P_{t}1=1$ を満たす. その定義から,
各 $\overline{\psi}_{i}$ は固有値 $e^{-\lambda_{i}t}$ の $P_{t}$ の固有関数である. 言い換えると次のように
定義される閉形式 $\mathcal{E}$ の固有値 $\lambda_{i}$ の固有関数である.

$D[\mathcal{E}]=\{u\in L^{2}(X,\overline{\mu})|\lim_{t\rightarrow 0}\frac{1}{t}\langle u-P_{t}u, u)_{L^{2}}<+\infty\}$

$\mathcal{E}(u,v)=\lim_{t\rightarrow 0}\frac{1}{t}\langle u-P_{t}u,v\rangle_{L^{2}}$ , $u,v\in D[\mathcal{E}]$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ のマルコフ性に対応して, $\mathcal{E}$ は E-3を満たす.
残る問題は, $P_{t}$ の $L^{2}(X,\overline{\mu})$ における強連続性である. これは次のよ
うに確かめられる.

$\{\overline{\psi}i\}$ で生成される代数を $C$ とすると, これは, $\psi_{0}=$

ー

$1$ を含み, その
作り方から $Y$の点を分離することがわかる. したがってストーンーワイ
エルシュトラスの定理より $C(X)$ において稠密であり, とくに $L^{2}(X,\overline{\mu})$

においても稠密である. さらに $C\subset D[\mathcal{E}]$ より, $C$ は $\mathcal{E}$ のコアになる.
このように (X, $\overline{\mu},$

$\mathcal{E}$ ) は, 正則ディリクレ空間であることがわかった.
最後に線形写像 $\Phi_{n}$ : $C\rightarrow L^{2}(X_{n}, \mu_{n})$ を次のように定義する.

$\Phi_{n}(u)=uo\overline{f}_{n)}$ $u\in C$

ただし $\overline{f}_{n}=f_{n}\circ F\Psi(n)$ : $X_{n}\rightarrow Y$ とおいた. このとき, (26) が満たされ
ることは明らかで, さらに (31) から $\mathcal{E}_{n}$ は $\mathcal{E}$ にスペクトル収束するこ
とが従う.
ステップ 3関数列 $u_{n}\in L^{2}(X_{n}, \mu_{n})$ が, ある定数 $b$があって, $\{u_{n},u_{n}\}L^{2}+$

$\mathcal{E}_{n}(u_{n}, u_{n})\leq b$ を満たしているとき, 適当な部分列がある関数 $ u\in$

$L^{2}(X,\overline{\mu})$ に強収束することを確かめたい. そこで $\Psi^{(n)}=\{\psi_{i}^{(n)}\}$ を
ステップ 2のものとし, (X, $\mu,$

$\mathcal{E}$ ) の固有関数からなる正規直交完全系
$\overline{\Psi}=\{\overline{\psi}i\}$ に $\Psi^{(n)}$ は (29), (30) の意味で一様に収束すると仮定してよい.

$u_{n}$ の仮定から,

$\sum_{i=0}^{\infty}(1+\lambda_{i}^{(n)})\{u_{n},\psi_{i}^{(n)}\rangle_{L^{2}}^{2}\leq b$ , $n=1,2,3,$ $\ldots$

であるので, 必要ならばさらに部分列を選ぶことによって, $\ell^{2}$ の点列
$a_{n}=((u_{n}, \psi_{i}^{(n)}\}_{L^{2}})$ はある元 $a=(a_{i})\in P^{2}$ に ( $\ell^{2}$ において) 収束すると
してよい. この $a$ から関数 $u\in L^{2}(X, \mu)$ を $u=\sum_{i=0}^{\infty}ai\overline{\psi}i$ によって定
める. $\sum_{i=0}^{\infty}(1+\lambda_{i})a_{i}^{2}\leq b$ より, $u\in D[\mathcal{E}]$ となり, $\Vert u_{n}\Vert\iota 2$ は $\Vert u\Vert L^{2}$ に

収束する.
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以下, $u_{n}$ は $u$ に強収束することを確かめよう. 各 $k=1,2,3,$ $\ldots$
に

対して,

$v_{n,k}=\sum_{i=0}^{k}\langle u_{n}, \psi_{i}^{(n)}\rangle_{L^{2}}\psi_{i}^{(n)}$ , $v_{k}=\sum_{i=0}^{k}\langle u,\psi_{i}\rangle_{L^{2}}\psi_{i}$

とおく. このとき,

$\Vert u_{n}-v_{r\iota,k}\Vert_{L^{2}}^{2}$ $=$ $\sum_{i=k+1}^{\infty}\langle u_{n},’\psi_{i}^{(n)}\rangle_{L^{2}}^{2}\leq\frac{1}{\lambda_{k+1}^{(n)}}\sum_{i=k+1}^{\infty}\lambda_{i}^{(n)}\{u_{r\iota},\psi_{i}^{(n)}\rangle_{L^{2}}^{2}$

$\leq$
$\frac{1}{\lambda_{k+1}^{(n)}}\mathcal{E}_{n}(u_{n},u_{n})\leq\frac{b}{C_{1}(k+2)^{2/\nu}}$

と補題 52(1) を使って評価され, さらに

$\frac{1}{2}$ I $v_{n,k}-\int_{n}^{*}v_{k}\Vert_{L^{2}}^{2}$ $=$ $\frac{1}{2}\Vert\sum_{i=0}^{k}\langle u_{n},\psi_{i}^{(n)}\rangle_{L^{2}}\psi_{i}^{(n)}-(u,$ $\psi_{i}\rangle_{L^{2}}\int_{n}^{*}\psi_{i}\Vert_{L^{2}}^{2}$

$\leq$ $\sum_{i=0}^{k}\langle u_{n},\psi_{i}^{(n)}\rangle_{L^{2}}^{2}\Vert\psi_{i}^{(n)}-f_{n}^{*}\psi_{i}\Vert_{L^{2}}^{2}+$

$\Vert\{u_{n},\psi_{i}^{(n)}\rangle_{L^{2}}-\{u,\psi_{i}\rangle_{L^{2}}\Vert^{2}\Vert f_{n}^{*}\psi_{i}\Vert_{L^{2}}^{2}$

と評価されるので,

$\frac{1}{2}\Vert u_{n}-f_{n}^{*}v_{k}\Vert_{L^{2}}^{2}$ $\leq$ $\Vert u_{n}-v_{n,k}\Vert_{L^{2}}^{2}+\Vert v_{n,k}-f_{n}^{*}v_{k}\Vert_{L^{2}}^{2}$

$\leq$ $\frac{b}{C_{1}(k+2)^{2/\nu}}+\sum_{i=0}^{k}\langle u_{n},$ $\psi_{i}^{(n)}\}_{L^{2}}^{2}\Vert\psi_{i}^{(n)}-f_{n}^{*}\psi_{i}\Vert_{L^{2}}^{2}$

$+|\{u_{n},\psi_{i}^{(n)}\rangle_{L^{2}}-\langle u,\psi_{i}\rangle_{L^{2}}|^{2}\Vert f_{n}^{*}\psi_{i}\Vert_{L^{2}}^{2}$

となる. ここで $\lim_{n\rightarrow\infty}\Vert\psi_{i}^{(n)}-f_{n}^{*}\psi i\Vert L\infty=0,$ $\lim_{n\rightarrow\infty}\langle u_{n},\psi_{i}^{(n)}\rangle_{L^{2}}=$

$\langle u,\psi_{i}\rangle_{L^{2}},$ $\lim_{n\rightarrow\infty}\Vert f_{n}^{*}\psi_{i}\Vert_{L^{2}}=1$ より,

$\lim_{k\rightarrow\infty}\lim_{n\rightarrow}\sup_{\infty}\Vert u_{n}-f_{n}^{*}v_{k}\Vert_{L^{2}}=0$

となり, 以上から $u_{n}$ が $u$ に強収束することが確かめられた.

注意 63. (1) ステップ 3 においては, $C$ が $C(X)$ において稠密である
ということは使っていない. また各 $X_{n}$ が連結であるとしても, ( $\overline{\mu}$ の

台である)X が連結であるとは限らない. 後に述べる例 6.2, 例 63な
どが典型的な例である.

(2) 上の証明では簡単のため, すべての $i=0,1,2,$ $\ldots$ に対して, $\lambda_{i}^{(n)}$

は有界であると仮定したが, $i>0$ で $\lim\sup_{n\rightarrow+\infty}\lambda_{i}^{(n)}<+\infty$ かつ

$\lim\sup_{n\rightarrow+\infty}\lambda_{i+1}^{(n)}=+\infty$ となる場合もある. 実際この場合極限のディ
リクレ空間は有限個の点からなる有限グラフと理解できる (例 $6.2$ 参照).
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6.3. ディリクレ空間の収束一その 2-. 条件 [I], [V], [VI] を満たす正則
ディリクレ空間 (X, $\mu,$

$\mathcal{E}$ ) に対して, 固有関数 $’\psi_{i}$ からなる完全正規直交
系 $\Psi$ を取る. 埋め込み $F_{\Psi}$ : $X\rightarrow B$ を考えることにより, $\overline{\mu}=F\Psi*\mu$ ,
$\overline{X}=supp\overline{\mu}$ とおいて, (X, $\mu$ ) と (X, $\overline{\mu}$ ) を (容量 $0$ の集合を除いて) 同
一視することができる. したがって, $X$ はコンパクトで, 固有関数 $\psi_{i}$

や核関数 $p(t, x, y)$ は $X$ 上すべて連続であると仮定してよいことが判る.
さらに,

$d_{X}^{spec}(x,y)^{2}=s\iota\iota pe^{-(t+1/t)}(p(t, x, x)t>0+p(t,y, y)-2p(t, x, y)),$ $x,y\in X$

とおくと, $d_{\lambda^{\prime}}^{spec}$ は $X$ 上の距離を与える. このように $F_{\Psi}$ は距離空間
(X, $d_{X}^{spec}$ ) から $(B, dB)$ への等長埋め込みとなっている.
定理 67の証明において, この埋め込みが重要な役割を果たしてい

る. さらにその証明に現れる正則ディリクレ空間 (X, $\mu,$
$\mathcal{E}$ ) を含む距離

空間 $(Y, d_{Y}^{spec})$ が収束列の性質を反映していると思われる. その意味を
考えるために, ここではディリクレ空間の集合上に距離を導入する.
まず性質 [I], [V], [VI] を満たす正則ディリクレ空間 (X, $\mu x,$

$\mathcal{E}x$ ) から
なる集合 $\mathcal{F}$ を考える. 先に注意したように $X$ はコンパクトで, 核関数
$px(t, x, y)$ は連続であり, さらに $d_{X}^{spec}$ が $X$上の距離を与えていると仮
定する. このようなディリクレ空間 $X$ と $X^{\prime}$ に対して, ボレル可測写
像 $f$ : $X\rightarrow X^{\prime}$ が正数 $\epsilon$ に対して,

$\sup_{t>0,x,y\in X}e^{-(t+1/t)}|p_{X}(t,x,y)-p_{X^{\prime}}(t, f(x),$
$ f(y))|<\epsilon$

を満たすとき, \mbox{\boldmath $\epsilon$}-スペクトル近似写像とよぶ. \mbox{\boldmath $\epsilon$}-スペクトル近似写像
$f$ : $X\rightarrow X^{\prime}$ と $h:X^{\prime}\rightarrow X$ が存在する正数 $\epsilon$ の下限を $SD(X, X^{\prime})$ と表
し, $X$ と $X^{\prime}$ のスペクトル距離とよぶ. 実際, $SD(X, X^{\prime})=0$ のとき,
核関数を保つ写像, すなわち $px(t, x, y)=pX^{J}(t, f(x),$ $f(y))(x, y\in X)$

をみたす写像 $f$ : $X\rightarrow X^{\prime}$ が存在する. このような写像は $d_{X}^{spec}$ と $d_{X}^{spec}$

に関する等長写像であり, さらに測度も保つ, すなわち $\int\xi df_{*}\mu x(=$

$\int\xi\circ fd\mu x)=\int\xi d\mu x’(\xi\in C(X^{\prime}))$ を満たす. したがってこれら 2つ
のディリクレ空間は同一視できる. このように $SD$ は上の同一視のも
とで $\mathcal{F}$上の距離を与える.
さて, スペクトル距離を使って, 定理 67とその証明の内容を次の

ように述べることができる.

定理 68. 正数 $\nu$ と $A$ に対し性質 [I] を満たし, さらに [V], [VI] を満たす
正則ディリクレ空間からなる集合はスペクトル距離に関してプレコンパ
クトである. さらにこのような正則ディリクレ空間からなる $SD$ 一コー

シー列 $\{X_{n}\}$ に対して, コンパクト距離空間 $(Y, d^{spec}),$ $Y$ 上の非負値
ラドン測度 $\overline{\mu}$ , 非負値連続関数 $p(t, x, y)$ , ボレル可測写像 $f_{n}$ : $X_{n}\rightarrow Y$

および $h_{n}$ : $Y\rightarrow X_{n}$ , さらに $0$ に収束する正数列 $\{\epsilon_{n}\}$ が存在して, 次
のことが成り立っ.

(1) 測度 $\overline{\mu}$ の台を $X$ と表すとき, $p(t, x, y)$ は $ L^{2}(X, \mu$
ー

$)$ 上の正則ディ
リクレ形式 $\mathcal{E}$ の生成作用素 $\mathcal{L}$ から得られる強連続半群 $P_{t}=\exp-t\mathcal{L}$ の

核関数である.
(2) (X, $\overline{\mu},$

$\mathcal{E}$ ) も同じ性質 [I], [V], [VI] を満たす.
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(3) $\#BE\not\in d^{spec}\ovalbox{\tt\small REJECT}h$ ,

$d^{spec}(x, y)^{2}=s\iota\iota p(p(t,x, x)t>0+p(t, y, y)-2p(t, x, y))$ , $x,y\in Y$

によって与えられる.
(4) 像測度 $f_{n;*}\mu_{\lambda_{n}^{\prime}}$ は $\overline{\mu}$ に漠収束する.
(5) 几と $h_{n}$ は $\epsilon_{n}$ 一スペクトル近似写像, すなわち

$s\iota\iota pe^{-(t+1/t)}|p_{\lambda_{n}^{\prime}}(t, x, y)-p(t, f_{n}(x),$$f_{n}(y))|t>0<\epsilon_{n}$ , $x,y\in X_{n}$

$\sup_{t>0}e^{-(t+1/t)}|p_{\lambda_{n}^{\prime}}(t, h_{n}(x),$ $h_{n}(y))-p(t, x, y)|<\epsilon_{n}$ , $x,y\in Y$

を満たし, さらに

$d^{spec}(f_{n}oh_{n}(x),x)<\epsilon_{n}$ , $x\in Y$

も満たす. (このように距離空間 $(X_{n}, d_{X_{n}}^{spec})$ は $(Y, d^{spec})$ にグロモフーハ
ウスドルフ距離収束する)

(6) 各 $i=0,1,2,$ $\ldots$ に対して, $X_{n}$ の $i$ 番目の固有値 $\lambda_{i}^{(n)}$ は $X$ の $i$ 番
目の固有値 $\lambda_{i}(\leq+\infty)$ に収束し, さらに $\lambda_{i}<+\infty$ のとき, $\Vert u\Vert L^{2}=1$

を満たす $X_{n}$ の固有値 $\lambda_{i}^{(n)}$ をもつ固有関数 $u$ に対して, $X$ の固有値 $\lambda_{i}$

をもっ固有関数を与える $Y$上の連続関数 $v$ が存在して,

$\sup_{x\in X_{n}}|u(x)-v(f_{n}(x))|<\epsilon_{i;n},\sup_{x\in Y}|u(h_{n}(x))-v(x)|<\epsilon_{i;n}$

が成り立つ. ここで $\{\epsilon i;n\}$ は $\lim_{n\rightarrow\infty^{\epsilon}i;n}=0$ をみたす正数の列である.

定理 68において, $X_{n}$ は $X$ にモスコ収束するのであるが, ステッ
プ 3で用いられた議論を適用して, 与えられた状況からより詳しい収
束の性質を知ることができる. 以下においてこれを説明したい.
まず, $f_{n}$ : $X_{n}\rightarrow Y,$ $h_{n}$ : $Y\rightarrow X_{n}$ を定理 68で述べた近似写像とす

る. 次に $X_{n}$ の固有関数からなる正規直交完全系 $\Psi_{n}=\{\psi_{i}^{(n)}\}$ と $X$ の

そのような系 $\Psi=\{\psi i\}$ を選び, 次の仮定の下で議論する.

(32) $|\psi_{i}^{(n)}(a)-\psi_{i}(f_{n}(a))|<\epsilon_{i,n}$ , $|\psi_{i}^{(n)}(h_{n}(x))-\psi_{i}(x)|<\epsilon_{i,n}$

$(a\in X_{n}, x\in Y)$ . ただし $ n\rightarrow\infty$ のとき, $\epsilon i,n$ は $0$ に収束する正数の
列である. (以下に述べる結果は, このような正規直交完全系の取り方
に関係なく成立するものである. したがってこのような仮定のもとで
議論しても差し支えない)
さて, 関数列 $u_{n}\in L^{2}(X_{n}, \mu_{n})$ が関数 $u\in L^{2}(X, \mu)$ に弱収束してい

るとする. $\Psi_{n}=\{\psi_{i}^{(n)}\}$ に関して $u_{n}$ を展開すると,

$u_{n}\sim\sum_{i=0}^{\infty}c_{i}^{(n)}(u_{n})\psi_{i}^{(n)}$ $(c_{i}^{(n)}(u_{n})=\int_{X_{n}}u_{n}\psi_{i}^{(n)}d\mu_{n})$

となる. このとき, $u_{n}$ の $ L^{2}\leftrightarrow$ノルムとエネルギーはそれぞれ

$\Vert u_{n}\Vert_{L^{2}}^{2}=\sum_{i=0}^{\infty}c_{i}^{(n)}(u_{n})^{2}$ , $\mathcal{E}_{n}(u_{n},u_{n})=\sum_{i=1}^{\infty}\lambda_{i}^{(n)}c_{i}^{(n)}(u_{n})^{2}(\leq+\infty)$



測度距離空間の幾何解析 357

で与えられる. 各 $N$ に対して, $\sum_{i=0}^{N}ci(u)^{2}=\lim_{n\rightarrow\infty}\sum_{i=0}^{N}c_{i}^{(n)}(u_{n})^{2}$

(ci $(u)=\int_{X}u\phi id\mu$) より, $ N\rightarrow\infty$ とし,

$\Vert u\Vert_{L^{2}}^{2}=\sum_{i=0}^{\infty}c_{i}(u)^{2}\leq\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\Vert u_{n}\Vert_{L^{2}}^{2}$

を得る. さらに $\sup_{n}\mathcal{E}_{n}(u_{n)}u_{n})<+\infty$ のとき,

$\sum_{i=N+1}^{\infty}c_{i}^{(n)}(u_{n})^{2}$ $\leq$
$\frac{1}{(\lambda_{N+1}^{(n)})^{1/2}}\Vert u_{n}\Vert_{L^{2}}\mathcal{E}_{n}(u_{n}, u_{n})^{1/2}$

$\leq$
$\frac{1}{C_{4}^{1/2}(N+2)^{1/\nu}}\Vert u_{n}\Vert_{L^{2}}\mathcal{E}_{n}(u_{n},u_{n})^{1/2}$

より, $ N\rightarrow\infty$ のとき, $n$ に一様に $\sum_{i=N+1}^{\infty}c_{i}^{(n)}(u_{n})^{2}$ が $0$ に収束する. こ

れから $\lim_{n\rightarrow\infty}\Vert u_{n}\Vert L^{2}=\Vert u\Vert L^{2}$ そして各 $N$ に対して, $\sum_{i=0}^{N}\lambda ic_{i}^{(n)}(u_{n})^{2}$

が $\sum_{i=0}^{N}\lambda i^{C}i(u)^{2}$ に収束し, よって $\mathcal{E}(u, u)\leq\lim\inf_{n\rightarrow\infty}\mathcal{E}(u_{n}, u_{n})$ が

得られる. 同様に $\sup_{n}\Vert \mathcal{L}^{(n)}u_{n}\Vert L^{2}<+\infty$ のとき, $\lim_{n\rightarrow\infty}\mathcal{E}_{n}(u_{n}, u_{n})=$

$\mathcal{E}(u, u)$ が従う.
この議論から, $\mathcal{E}_{n}(u_{n}, u_{n})\rightarrow \mathcal{E}(u, u)$ のとき, $\sum_{i=N+1}^{\infty}\lambda_{i}^{(n)}c_{i}^{(n)}(u_{n})^{2}$

が, $ N\rightarrow\infty$ のとき, $n$ に関して一様に $0$ に収束することが判り, $ v\in$

$L^{2}(X, \mu)$ に弱収束する関数列 $v_{n}\in L^{2}(X_{n})$ で, $\mathcal{E}_{n}(v_{n}, v_{v})$ が有界なもの
に対して,

$\lim_{n\rightarrow\infty}\mathcal{E}_{n}(u_{n},v_{n})=\mathcal{E}(u,v)$

が成り立っことを見るのは易しい.
次に関数 $u\in D[\mathcal{E}x]\cap C(X)$ を考える. $ut=P_{t}u$ とおく. さらに

$u_{n}=f_{n}^{*}u,$ $u_{n;t}=P_{n;t}u_{n}$ と定める. このとき $u_{n}$ は $u$ に $L^{2}$ 強収束し,
そして $t>0$ を固定すると, $ n\rightarrow\infty$ のとき, $u_{n;t}$ および $\mathcal{L}_{n}u_{n;t}$ はそれ
ぞれ $u_{t}$ と $\mathcal{L}u_{t}$ に一様に収束する. すなわち
(33)

$\lim_{n\rightarrow\infty}\Vert \mathcal{L}_{n}^{\ell}u_{n;t}-f_{n}^{*}(\mathcal{L}^{\ell}u_{t})\Vert_{L^{\infty}}=0;\lim_{n\rightarrow\infty}\Vert h_{n}^{*}(\mathcal{L}_{n}^{p}u_{n;t})-\mathcal{L}^{\ell}u_{t}\Vert_{L^{\infty}}=0$

$(P=0,1)$ となる. 実際, 補題 52(3) によって, 任意の $N$ に対して, $A$ ,
$\nu,$

$tl$このみよる正数 $\theta_{N}$ で, $ N\rightarrow\infty$ のとき $0$ に収束し, さらに

$\Vert\sum_{i>N}(\lambda_{i}^{(n)})^{2}e^{-2\lambda_{i}^{(n)}}{}^{t}(\psi_{i}^{(n)})^{2}\Vert_{L^{\infty}}$

$\leq$ $\theta_{N}^{2}$ ,

$\Vert\sum_{i>N}(\lambda_{i})^{2}e^{-2\lambda_{i}}{}^{t}\psi_{i}^{2}\Vert_{L}\infty$

$\leq$
$\theta_{N}^{2}$
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を満たすものを取ることができる. したがって

$|\mathcal{L}_{n}u_{n;t}-f_{n}^{*}(\mathcal{L}u_{t})|$

$\leq$ $|\sum_{i.=0}^{N}\lambda_{i}^{(n)}e^{-\lambda_{i}^{(n)}t}c_{i}^{(n)}(u_{n})\psi_{i}^{(n)}-\lambda_{i}e^{-\lambda_{i}t}c_{i}(u)f_{n}^{*}’\psi_{i}|$

$+|\sum_{i>N}\lambda_{i}^{(n)}e^{-\lambda_{i}^{\langle n)}t}c_{i}^{(n)}(u_{n})\psi_{i}^{(n)}|$

$+|\sum_{i>N}\lambda_{i}e^{-\lambda_{i}t}c_{i}(u)f_{n}^{*}\psi_{i}|$

$\leq$ $|\sum_{i=0}^{N}\lambda_{i}^{(n)}e^{-\lambda_{i}^{(n)}t}c_{i}^{(n)}(u_{n})\psi_{i}^{(n)}-\lambda_{i}e^{-\lambda_{i}t}c_{i}(u)f_{n}^{*},\psi_{i}|$

$+(\sum_{i>N}(\lambda_{i}^{(n)})^{2}e^{-2\lambda_{i}^{(n)}}{}^{t}(\psi_{i}^{(n)})^{2})^{1/2}(\sum_{i>N}c_{i}^{(n)}(u_{n})^{2})^{1/2}$

$+(\sum_{i>N}\lambda_{i}^{2}e^{-2\lambda_{i}}{}^{t}(\psi_{i})^{2})^{1/2}(\sum_{i>N}c_{i}(u)^{2})^{1/2}$

$\leq$ $|\sum_{i=0}^{N}\lambda_{i}^{(n)}e^{-\lambda_{i}^{(n)}t}c_{i}^{(n)}(u_{n})\psi^{(n)}-\lambda_{i}e^{-\lambda_{i}t}c_{i}(u)f_{n}^{*}\psi_{i}|$

$+\theta_{N}(\Vert u_{n}\Vert_{L^{2}}+\Vert u\Vert_{L^{2}})$

となり, (32) から, (33) が従う. とくに

$\lim_{n\rightarrow+\infty}\mathcal{E}_{n}(u_{n;t},u_{n;t})=\mathcal{E}(u_{t},u_{\ell})$

となる. ここで

$\lim_{t\rightarrow 0}(\Vert u_{t}-u\Vert_{L^{2}}+\mathcal{E}(u_{t}-u,u_{t}-u))=0$

に注意すると, 任意の $k=1,2,$ $\ldots$ に対して, 適当な $t(k)$ で

$\Vert u_{t(k)}-u\Vert_{L^{2}}+\mathcal{E}(u_{t(k)}-u, u_{t(k)}-u)<\frac{1}{k}$

と成るものを見つけることができる. このとき, 十分大きい $N(k)$ を
取ることによって,

$|\mathcal{E}_{n}(u_{n;t(k)},u_{n;t(k)})-\mathcal{E}(u_{t(k)},u_{t(k)})|<\frac{1}{k’}$ $n\geq N(k)$

となる. そこで $n$ に対して, $N(k)\leq n<N(k+1)$ となる $k$ を決め,
$v_{n}=u_{n;t(k(n))}$ と定める. このとき $v_{n}\#hu$ に強収束し, したがって

$\mathcal{E}_{X}(u,u)\leq\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\mathcal{E}_{M_{n}}(v_{n},v_{n})$

となる. ところが一方,

$\mathcal{E}_{n}(v_{n},v_{n})\leq \mathcal{E}(u_{t(k(n))},u_{t(k(n))})+\frac{1}{k(n)}\leq \mathcal{E}(u, u)+\frac{1}{k(n)}$
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より,

$\lim_{n\rightarrow}\sup_{\infty}\mathcal{E}_{n}(v_{n},v_{n})\leq \mathcal{E}(u,u)$

となり, 結局
$\lim_{n\rightarrow\infty}\mathcal{E}_{n}(v_{n},v_{n})=\mathcal{E}(u, u)$

を得る.
ここで $\lim_{t\rightarrow 0}\Vert P_{t}u-u\Vert_{L^{\infty}}=0$ ならば, $u_{n}$ は $u$ に一様に収束するこ

とに注意しておく.
以上まとめると次の命題となる.

命題 6.9. (1) 関数列 $u_{n}\in L^{2}(X_{n}, \mu_{n})$ が $u\in L^{2}(X, \mu)$ に弱収束し
ているとする. $\sup_{n}\mathcal{E}_{n}(u_{n}, u_{n})<+\infty$ ならば, $u\in D[\mathcal{E}]_{f}\Vert u\Vert L^{2}=$

$\lim_{n\rightarrow\infty}\Vert u_{n}\Vert_{L^{2}}$ かつ

$\mathcal{E}(u, u)\leq\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\mathcal{E}_{n}(u_{n},u_{n})$

がなりたつ. さらに $\sup_{n}\Vert \mathcal{L}_{n}u_{n}\Vert L^{2}<+\infty$ ならば, $u\in D[\mathcal{L}],$ $\Vert u\Vert L^{2}=$

$\lim_{n\rightarrow\infty}\Vert u_{n}\Vert_{L^{2_{f}}}\mathcal{E}(u,u)=\lim_{n\rightarrow\infty M_{n}}\mathcal{E}(u_{n}, u_{n})$ そして

$\Vert \mathcal{L}u\Vert_{L^{2}}\leq\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\Vert \mathcal{L}_{n}u_{n}\Vert_{L^{2}}$

が成り立っ.
(2) 任意の $u\in D[\mathcal{E}]\cap C(Y)$ に対して, 関数列 $v_{n}\in D[\mathcal{E}_{n}]\cap C(X_{n})$

で, $v_{n}$ は $u$ に強収束し,

$\lim_{n\rightarrow\infty}\Vert v_{n}-f_{n}^{*}u\Vert_{L^{2}}=0$ , $\lim_{n\rightarrow\infty}\Vert h_{n}^{*}v_{n}-u\Vert_{L^{2}}=0$ ,

かつ

$\mathcal{E}(u,u)=\lim_{n\rightarrow\infty}\mathcal{E}_{n}(v_{n},v_{n})$

を満たすものが存在する.
(3) 関数列 $u_{n},$

$v_{n}\in L^{2}(\Lambda^{\prime}I_{n})$ がそれぞれ $u,$ $v\in L^{2}(X, \mu)$ に弱収束し
ているとする. $\lim_{n\rightarrow\infty}\mathcal{E}_{n}(u_{n}, u_{n})=\mathcal{E}(u, u)<+\infty_{f}\sup_{n}\mathcal{E}_{n}(v_{n}, v_{n})<$

$+\infty$ とする. このとき,

$\lim_{n\rightarrow\infty}\mathcal{E}_{n}(u_{n},v_{n})=\mathcal{E}(u,v)$

が成り立っ.
$\backslash \backslash $ 意注意 64. 命題 69(2) において, もしある集合 $A\subset Y$ 上 $P_{t}u$ が $u$ に

$t\rightarrow 0$ のとき一様に収束するならば, $v_{n}$ は $u$ に $A$上一様に収束すると
してよい. すなわち $A_{n}\subset X_{n}$ が $A$ に収束するならば,

$\lim_{n\rightarrow\infty}s\iota\iota p|v_{n}(a)-u(f_{n}(a))|=\lim_{n\rightarrow\infty}s\iota\iota p|v_{n}(h_{n}(x))-u(x)|=0a\in A_{n}x\in A$

と仮定してよろしい.

次の命題に移ろう.
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命題 6.10. 各 $X_{n}=(X_{n}, \mu_{n}, \mathcal{E}_{n})$ は強局所的であるとし, 関数 $ u\in$

$D[\mathcal{E}]\cap C(Y)$ に対して, $t\rightarrow 0$ のとき $P_{t}u$ が $u$ に一様収束すると仮定
する.

(1) 関数列 $v_{n}\in D[\mathcal{E}_{n}]\cap C(X)$ が $u$ に一様収束するならば,

$\int_{X}\phi d\mu_{(u,u)}\leq\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\int_{X_{n}}f_{n}^{*}\phi d\mu_{(v_{n},v_{n})}$

がなりたつ. ただし $\phi$ は $D[\mathcal{E}]\cap C(Y)$ の非負値関数で, $t\rightarrow 0$ のとき,
$ Px^{\prime};\ell\phi$ は $\phi$ に一様収束する.
さらに $v_{n}\in \mathcal{A}[\mathcal{E}_{n}]$ で, ある $ P\in[2, \infty$ ) があって, $\Gamma(v_{n}, v_{n})$ の $L^{p}-$

ノルム, $(\int_{X}\Gamma(v_{n}, v_{n})^{p}d\mu)^{1/p}$ が一様に有界であるとする. このとき,
$\mu(u,\iota\iota\rangle$

は $\mu$ に関して絶対連続で, $\mu(u,u$} $=\Gamma(u, u)\mu$ と表すと, $\Gamma(u, u)\in$

$L^{p}(X, \mu)$ となり, そして任意の開集合 $\Omega\subset X$ に対して,

$\int_{\Omega}\Gamma(u,u)^{p}d\mu\leq\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\int_{f_{\mathfrak{n}}^{-1}(\Omega)}|dv_{n}|^{2p}d\mu_{n}$

が成り立つ.
(2) 関数列 $w_{n}\in D[\mathcal{E}_{n}]\cap C(X_{n})$ が $u$ に弱収束し, さらに $\mathcal{E}x_{n}(w_{n}, w_{n})$

は $\mathcal{E}(u, u)$ に収束するとする. このとき,

$\int_{X}\phi d\mu_{(u,u\rangle}=\lim_{n\rightarrow\infty}\int_{M_{n}}f_{n}^{*}\phi d\mu_{(w_{n},w_{n}\rangle}$

が成り立つ. ただし $\phi\in C(Y)$ で, $t\rightarrow 0$ のとき $ P_{t}\phi$ は $\phi$ に一様収束
する.

証明 命題 69(2) より, まず関数列 $u_{n}\in D[\mathcal{E}_{n}]\cap C(X_{n})$ で $ n\rightarrow\infty$ の
とき, $u_{n}$ は一様に $u$ に収束し, $\mathcal{E}_{n}(u_{n}, u_{n})$ が $\mathcal{E}(u, u)$ に収束しているもの
を取ることができる. 同様に, $ t\rightarrow\infty$ のとき $ P_{t}\phi$ は一様に $\phi$ に収束して
いる任意の関数 $\phi\in D[\mathcal{E}]$ 口 $C(Y)$ に対して, 関数列 $\phi_{n}\in D[\mathcal{E}_{n}]\cap C_{0}(X_{n})$

で, $\phi_{n}$ は $\phi$ に一様に収束し, $\mathcal{E}_{n}(\phi_{n}, \phi_{n})$ は $\mathcal{E}(\phi, \phi)$ に収束するものをと
る. このとき, 命題 68(3) を適用すると,

$\int_{X}\phi d\mu_{(u,u\rangle}$ $=$ $\mathcal{E}(u\phi,u)-\frac{1}{2}\mathcal{E}(u^{2}, \phi)$

$=\lim_{n\rightarrow\infty}\mathcal{E}_{n}(u_{n}\phi_{n},u_{n})-\frac{1}{2}\mathcal{E}_{n}(u_{n}^{2}, \phi_{n})$

$=$ $\lim_{n\rightarrow\infty}\int_{X_{n}}\phi_{n}d\mu_{(u_{n)}u_{n}\rangle}$

$=\lim_{n\rightarrow\infty}\int_{X_{n}}(\phi_{n}-f_{n}^{*}\phi)d\mu_{(u_{n},u_{\mathfrak{n}}\rangle}+\int_{X_{\mathfrak{n}}}f_{n}^{*}\phi d\mu_{(u_{n},u_{n}\rangle}$

$=\lim_{n\rightarrow\infty}\int_{X_{n}}f_{n}^{*}\phi d\mu_{(u_{n},u_{n}\rangle}$

となる.
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さて, $u$ に一様収束する関数列 $v_{n}\in D[\mathcal{E}]\cap C(X_{n})$ に対して, 強局
所性からライプニッツ則を適用することによって,

$\lim_{n\rightarrow\infty}\int_{X_{n}}\phi_{n}d\mu_{(u_{n},v_{n}\rangle}$

$=\lim_{n\rightarrow\infty}\int_{X}..d\mu_{(u_{h},\phi_{n}v_{n}\}}-(v_{n}-u_{n})d\mu_{(u_{n},\phi_{h}\rangle}-\frac{1}{2}d\mu_{(u_{n}^{2},\phi_{n}\}}$

$=\mathcal{E}(u,\phi u)-\frac{1}{2}\mathcal{E}(u^{2}, \phi)$

$=\int_{X}\phi d\mu_{\{\tau\iota,u\rangle}$

を得る. 一方 $\phi\geq 0$ かつ $\phi_{n}\geq 0$ とすると,

$\int_{X_{n}}\phi_{n}d\mu_{(u_{n},v_{n}\rangle}\leq(\int_{X_{n}}\phi_{n}d\mu_{(u_{n},u_{n})})^{1/2}(\int_{X_{n}}\phi_{n}d\mu_{(v_{n},v_{n})})^{1/2}$

より,

$\int_{X}\phi d\mu_{(u,u\rangle}$ $\leq$ $(\int_{X_{n}}\phi d\mu_{(u,u\rangle})^{1/2}\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}(\int_{X_{n}}\phi_{n}d\mu_{(v_{n},v_{n})})^{1/2}$

$=$ $(\int_{X}\phi d\mu_{(u,u\rangle})^{1/2}\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}(\int_{X_{n}}f_{n}^{*}\phi d\mu_{(v_{n},v_{n}\rangle})^{1/2}$

となり, これから

$\int_{X}\phi d\mu_{(u,u)}\leq\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\int_{X_{n}}f_{n}^{*}\phi d\mu_{(v_{n},v_{\mathfrak{n}}\rangle}$

を得る.
次に $\Gamma(v_{n}, v_{n})$ の $L^{p}-$ノルムが有界とする. このとき $q=p/(p-1)$ と

おいて,

$|\int_{X}\phi d\mu_{(u,u\rangle}|$ $\leq$ $\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\int_{X_{n}}|\phi_{n}|d\mu_{(v_{n},v_{n}\rangle}$

$=$ $\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\int_{X_{n}}|\phi_{n}-f_{n}^{*}\phi|d\mu_{(v_{n},v_{n}\rangle}+\int|f_{n}^{*}\phi|d\mu_{(v_{n},v_{n}\rangle}$

$\leq$
$\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}(\Vert\phi_{n}-f_{n}^{*}\phi\Vert_{L^{q}}\Vert\Gamma(v_{n},v_{n})\Vert_{L^{p}}+$

$+\Vert f_{n}^{*}\phi\Vert_{L^{q}}(\int_{f_{\overline{n}}^{1}(\sup p\phi)}\Gamma(v_{n},v_{n})^{p}d\mu_{n})^{1/p}$

$\leq$ $\Vert\phi\Vert_{L^{q}}1i\ln\inf_{n\rightarrow\infty}(\int_{f_{\overline{n}}^{1}(\sup p\phi)}\Gamma(v_{n},v_{n})^{p}d\mu_{n})^{1/p}$

ただしここでは, $\phi_{n}$ は $\phi$ に必ずしも一様に収束する必要はない. 実際,
$\lim_{n\rightarrow\infty}\Vert\phi_{n}-f_{n}^{*}\phi\Vert L^{2}=0$ で十分であることに注意する. したがって,
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任意の $\phi\in D[\mathcal{E}]\cap C0(X)$ に対して,

$|\int_{\lambda^{\prime}}\phi d\mu_{(u,\rangle}|\leq\Vert\phi\Vert_{L^{q}}1i\ln\inf_{n\rightarrow\infty}(\int_{\overline{n}^{1}}(supp\phi)\Gamma(v_{n}, v_{n})^{p}d\mu_{n})^{1/p}$

がなりたつ. $D[\mathcal{E}]\cap C0(X)$ は $L^{q}(X, \mu)$ で稠密より, $\mu(u,u\rangle$ $=\Gamma(u, u)\mu$

かつ

$\int_{\Omega}\Gamma(u, u)^{p}d\mu\leq 1i\iota n\inf_{n\rightarrow\infty}\int_{\overline{n}^{1}}(\Omega)\Gamma(v_{n}, v_{n})^{p}d\mu_{n}$

が導かれる. これで命題の証明を終了する.

6.4. ディリクレ空間の収束 -その 3-. ここでは, [I], [V], [VI] を満た
す正則ディリクレ空間 (X, $\mu,$

$\mathcal{E}$ ) で, 強局所的かつ定理 5.1の条件 [C]
を満たすものを考察する.
はじめに次のような評価が成り立っことに注意する.

(34) $d_{\mathcal{E}}(x, y)$ $\leq$ $\theta(d_{X}^{spec}(x, y))$

(35) $|d_{\mathcal{E}}(x, y)-d_{\mathcal{E}}(x^{\prime}, y^{\prime})|$ $\leq$ $\theta(d_{X}^{spec}(x, x^{\prime}))+\theta(d_{X}^{spec}(y, y^{\prime}))$ ,
$x,$

$x^{\prime},$

$y,$ $y^{\prime}\in X$

ここで $\theta(t)$ は $A$ と $\nu$ にのみによって決まる, $\theta(0)=0$ を満たす単調増
加連続関数である.
実際, $p(t, x, x)\geq 1$ に注意すると, (31) より,

2 $\leq p(t,x, x)+p(t,y,y)$

$\leq$ $2p(t,x,y)+e^{(t+1/t)}d_{X}^{spec}(x, y)^{2}$

$\leq$ $2\frac{A(1)}{t^{\nu/2}}\exp(-\frac{d_{\mathcal{E}}(x,y)^{2}}{5t})+e^{(t+1/t)}d_{X}^{spec}(x,y)^{2}$

となり (注意 63参照), したがって $e^{(t+1/t)}d_{X}^{spec}(x, y)^{2}\leq 1$ を満たす
$t\in(0,1]$ について,

$d_{\mathcal{E}}(x, y)^{2}\leq 5t(\log 2A(1)-\frac{\nu}{2}\log t)$

となる. これから (34) が従うことを見るのは易しい さらに三角不等
式を使って,
$|d_{\mathcal{E}}(x,y)-d_{\mathcal{E}}(x^{\prime}, y^{\prime})|$ $\leq$ $|d_{\mathcal{E}}(x,y)-d_{\mathcal{E}}(y, x^{\prime})|+|d_{\mathcal{E}}(y,x^{\prime})-d_{\mathcal{E}}(x^{\prime}, y^{\prime})|$

$\leq$ $d_{\mathcal{E}}(x,x^{\prime})+d_{\mathcal{E}}(y, y^{\prime})$

$\leq$ $\theta(d_{X}^{spec}(x,x^{\prime}))+\theta(d_{X}^{spec}(y, y^{\prime}))$

以上で (35) が確かめられた.
これらの評価式 (34) と (35) を用いて, 次の定理を示そう.

定理 6.11. $(X_{n}, \mu_{n}, \mathcal{E}_{n})$ と (X, $\mu,$
$\mathcal{E}$ ) を定理 68にあるものとし, $X_{n}$ は

$X$ にボレル可測写像 $f_{n}$ : $X_{n}\rightarrow X$ によってスペクトル収束していると
する. さらに $X_{n}$ は強局所的で条件 [C] を満たすとする. このとき, 次
のことが成り立つ.

(1) 適当な部分列-これも同じく $\{X_{n}\}$ と記すーを取ることによって, $X$

上に連続な擬距離 $\delta$ : $ X\times X\rightarrow[0, +\infty$ ) が存在して, $f_{n}$ : $(X_{n}, d_{\mathcal{E}_{n}})\rightarrow$
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(X, $\delta$) は \mbox{\boldmath $\epsilon$}n-ハウスドルフ近似を与える. ただし $\{\epsilon_{n}\}$ は $0$ に収束する正
の数列である. とくに $P_{t}$ の核関数 $p(t, x, y)$ は, 次のような上からの評
価を満たす.

$p(t, x, y)\leq\frac{A(\alpha)}{t^{\nu/2}}\exp(-\frac{\delta(x,y)^{2}}{4+\alpha})$ , $x,$ $y\in X,$ $\alpha>0,0<t\leq 1$

さらに各 $X_{n}$ はある正数 $\kappa_{n}$ と塩に対して, ダブリング条件 $[D]_{\kappa_{n}}$ を満
たしているとする. (1) で得られた連続擬距離 $\delta$ のひとっを任意に固定
する. このとき, 以下のことが成り立つ.

(2) $C^{0,1}(X, \delta)\subset D[\mathcal{E}]$ となり, $u\in C^{0,1}(X, \delta)$ に対して, そのエネル
ギー測度 $\mu(u,u\rangle$ は $\mu$ に関して絶対連続で 7 $\mu(u,u)=\Gamma(u, u)\mu$ とおくと,

$\Gamma(u, u)^{1/2}\leq di1_{\delta}u$ $\mu-a.e$ .

が成り立っ.
(3) $u\in C^{0,1}(X, \delta)$ に対して, $P_{t}u$ は $u$ に $t\rightarrow 0$ のとき一様に収束し,

さらに $v\in D[\mathcal{E}]$ に対して, $s\iota\iota ppu\cap s\iota\iota ppv=\emptyset$ ならば $\mathcal{E}(u, v)=0$ で

ある.
(4) ある開集合 $V\subset X$ において $\delta>0$ とする. このとき, $\mathcal{E}v$ は強局

所的である.

証明 $f_{n}$ : $X_{n}\rightarrow X$ と $h_{n}$ : $X\rightarrow X_{n}$ を \mbox{\boldmath $\epsilon$}パスペクトル近似の組とす
る (注意 63参照). ボレル可測関数 $\delta_{n}$ : $ X\times X\rightarrow[0, \infty$ ) を次のよう
に定義する.

$\delta_{n}(x, y)=d_{\mathcal{E}_{\mathfrak{n}}}(h_{n}(x), h_{n}(y))$ , $x,y\in X$

このとき (34) と (35) より

(36) $\delta_{n}(x, y)$ $\leq$ $\theta(d_{X}^{spec}(x, y)+\epsilon_{n})$

$|\delta_{n}(x, y)-\delta_{n}(x^{\prime}, y^{\prime})|$ $\leq$ $\theta(d_{X}^{spec}(x, y)+\epsilon_{n})+\theta(d_{X}^{spec}(x^{\prime}, y^{\prime})+\epsilon_{n})$

(37) $x,$
$x^{\prime},$

$y,$ $y^{\prime}\in X$

が成り立っ.
次に $X$ の有限集合の増大列 $S_{k}$ で, $S=\bigcup_{k}Sk$ が $X$ で稠密になって
いるものを選ぶ. 必要ならば部分列を取ることによって, $\delta_{n}$ は $S\times S$

上において関数 $\delta$ に各点収束するとしてよろしい. このとき, (36) と

(37) において $ n\rightarrow\infty$ とすると,

(38) $\delta(x, y)$ $\leq$ $\theta(d_{X}^{spec}(x, y))$

(39) $|\delta(x, y)-\delta(x^{\prime}, y^{\prime})|$ $\leq$ $\theta(d_{X}^{spec}(x, y))+\theta(d_{X}^{spec}(x^{\prime}, y^{\prime}))$

$x,$
$x^{\prime},$

$y,$
$y^{\prime}\in S$

となる. これは $\delta$ が $S\times S$上一様連続関数であることを示しており, し
たがって $\delta$ は $X\times X$ 上の連続関数に一意的に拡張される. これも同じ
く $\delta$ と表せば, (38) と (39) は $X$ において成り立ち, さらに $\delta_{n}$ が $\delta$ に一

様に収束することを見るのは難しくない. すなわち, $0$ に収束する正の
数の列 $\{\epsilon_{n}\}$ があって,

$|d_{\mathcal{E}_{n}}(h_{n}(x), h_{n}(y))-\delta(x, y)|\leq\epsilon_{n}$ , $x_{f}y\in X$
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$X_{n}\subset \text{ん_{}n}(X)_{\epsilon_{n}}$

$|d_{\mathcal{E}_{n}}(a, b)-\delta(\int_{n}(a), f_{n}(b))|\leq\epsilon_{n}$ , $a,$ $b\in X_{n}$

$X\subset f_{n}(X_{n})_{\epsilon_{n}}$

$\delta(x, f_{n}oh_{n}(x))\leq\epsilon_{n}$ , $d_{\mathcal{E}_{n}}(a, h_{n}\circ f_{n}(a))\leq\epsilon_{n}$ , $x\in X,$ $a\in X_{n}$

このように $\int_{n}$ と $h_{n}$ は $\epsilon_{n}$ ーハウスドルフ近似の組を与える. とくに
$p(t, x, y)$ も (20) を満たすことが判る. 以上で (1) が示された.
残りの主張を示そう. 局所リプシッツ関数 $u\in C_{loc}^{0,1}(X, \delta)$ と開集合

$V\subset X$ に対して, $Lv=Lip_{\delta}(u|v)$ とおき, さらに $X$ 上の ( $\delta$ に関す
る) リプシッツ関数 $uv$ を

$u_{V}(x)=\inf\{L_{V}\delta(x,y)+u(y)|y\in V\}$ $(x\in X)$

によって定義する. このとき $V$ において $uv=u$ となり, $Lip_{\delta}(uv)=$

$Lv$ である.
ここでリプシッツ関数 $v_{n}\in C^{0,1}(X_{n}, d_{n})(d_{n}=d\mathcal{E}_{n})$ を $di1d_{n}v_{n}\equiv Lv$

かつ $ n\rightarrow\infty$ のとき, $v_{n}$ は一様に $uv$ に収束するように構成したい. そ
のためにまず $V$ の有限集合の増加列 $A_{k}$ で $\delta(x, A_{k})\leq\eta_{k}(x\in V)$ かっ
$\lim_{k\rightarrow\infty}\eta k=0$ となるものを取る. 次に

$u_{V,k}(x)=\min\{L_{V}d(x, y)+u_{V}(y)|y\in A_{k}\}$ , $x\in X$

によって リプシッツ関数の列 $\{uv,k\}$ を定義すると,
$-2\eta_{k}L_{V}\leq uv(x)-u_{V,k}(x)\leq 0$ , $x\in X$

となることが容易に確かめられる. ここで $X_{n}$ 上の リプシッツ関数 $v_{n}$

を

$v_{n}(a)=\min\{L_{V}d_{n}(a, b)+uv(f_{n}(b))|b\in h_{n}(A_{n})\}$ , $a\in X_{n}$

によって定める. このとき, $v_{n}$ は $di1d_{\mathfrak{n}}v_{n}\equiv Lv$ を満たし,
$\Vert v_{n}-f_{n}^{*}u_{V}\Vert_{L}\infty\leq(6\epsilon_{n}+2\eta_{n})L_{V}$

となる. よって $v_{n}$ は $uv$ に一様に収束する. したがって命題 6.9 (1) よ
り $uv\in D[\mathcal{E}]$ で, 命題 69(1) により

$\mu_{(u_{V},u_{V}\rangle}=\Gamma(u_{V},u_{V})\mu$ , $\Gamma(u_{V},u_{V})^{1/2}\leq L_{V}=Lip_{\delta}(u_{|V})$

を満たす. とくに $V=X$ の場合を考えると, $u\in D[\mathcal{E}]$ で $\Gamma(u, u)^{1/2}\leq$

$Lx=Lip_{\delta}(u)$ となることが判る.
さて, 任意の正数 $\epsilon$ に対して,

レ巳$u(x)-u(x)|$

$\leq\int p(t,x, y)|u(x)-u(y)d\mu(y)$

$\leq\epsilon Lip_{\delta}(u)\int_{\delta(x,y)\leq\epsilon}p(t,x,y)\mu(y)$

$+2s\iota\iota p|u|\int_{\delta(x,y)\geq\epsilon}A(1)t^{-\nu/2}e^{-\epsilon^{2}/5\ell}d\mu(y)$

$\leq\epsilon Lip_{\delta}(u)+2\sup|u|A(1)t^{-\nu/2}e^{-\epsilon^{2}/5t}$
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となる. よって $t\rightarrow 0$ のとき, $P_{t}u$ は一様に $u$ に収束することが確か
められる. 次に $v\in D[\mathcal{E}]$ に対して, $Suppu\cap Suppv=\emptyset$ のとき,
$u\in C^{0,1}(X, \delta)$ より $\epsilon=\inf\{\delta(x, y)|x\in suppu, y\in suppv\}>0$ であ
るので,

$\lim_{t\rightarrow 0}\int_{\delta(x,y)\geq\epsilon}\frac{p(t,x,y)}{2t}\mu(dx)\mu(dy)=0$

に注意すると,

$\mathcal{E}(u,v)$

$=\lim_{t\rightarrow 0}\int_{XxX}(u(x)-u(y))(v(x)-v(y))\frac{1}{2t}p(t,x,y)\mu(dx)\mu(dy)$

$=2\lim_{t\rightarrow 0}\int_{\sup pux\sup pv}-u(x)v(y)\frac{p(t,x,y)}{2t}\mu(dx)\mu(dy)=0$

が従う. 以上で (3) が示された.
次に (2) の証明を完成する. 開集合 $V$ において $u=uv$ より, 任

意の $\phi\in D[\mathcal{E}x]\cap Co(V)$ に対して, (3) より $\mathcal{E}(\phi u,u)=\mathcal{E}(\phi uv, uv)$ ,
$\mathcal{E}(u^{2}, \phi)=\mathcal{E}(u\Omega^{2}, \phi)$ を得る. したがって任意の $\phi\in D[\mathcal{E}]\cap Co(V)$ に

対して $\int\phi\mu\langle u,u)=\int\phi\mu(u_{V},u_{V}\rangle$ となり, $V$ において $\Gamma(u, u)=\Gamma(uv, uv)$

が従い,
$\Gamma(u, u)(x)\leq L_{V}^{2}$ , $\mu-a.e$ . $x\in V$

が得られる. これは任意の開集合 V に対して成り立っので, 結局
$\{u,u\rangle=\Gamma(u,u)(x)\leq di1_{\delta}u(x)^{2}$ , $\mu-a.e$ . $x\in X$

が証明された.
残りの (4) を示そう. ある開集合 $V$ において $\delta>0$ とする. このと

き, $u,$ $v\in D[\mathcal{E}]\cap C_{0}(V)$ に対して, $suppv$ 上 $u$ は定数 $c$ であるなら
ば $\mathcal{E}(u, v)=0$ を示したい. まず $v\geq 0$ としてよろしい. 次に十分小さ
な正数 $\epsilon$ に対して, $ v_{\epsilon}=\max\{v, \epsilon\}-\epsilon$ とおくと, $\inf\{\delta(y, z)|u(y)=$

$c,$ $v_{\epsilon}(z)\neq 0$ } $>0$ となり,

$\mathcal{E}(u,v_{\epsilon})=\lim_{t\rightarrow 0}\int(u(x)-u(y))(v_{\epsilon}(x)-v_{\epsilon}(y))\frac{p(t,x,y)}{2t}\mu(dx)\mu(dy)=0$

を得る. したがって $\epsilon\rightarrow 0$ として, $\mathcal{E}(u, v)=0$ となる. 以上で定理の
証明を終える.

さて, $X_{n}=(X_{n}, \mu_{n}, \mathcal{E}_{n}, d_{n})(d_{n}=d_{\mathcal{E}_{n}})$ と $X=(X, \mu, \mathcal{E}, \delta)$ を定理
6.10のものとし, 考察を続けよう.
まず, $\delta(x, y)=0$ を満たす点を同一視することによって得られる距

離空間を $X_{\delta}$ とし, $X$ から $X_{\delta}$ への自然な射影から誘導される距離と測
度をそれぞれ $\overline{\delta},$

$\mu\delta$ とすると, 測度距離空間 $(X_{n}, \mu_{n}, d_{n})$ は, $(X\delta, \mu\delta,\overline{\delta})$

に測度的グロモフーハウスドルフ収束する.
次に擬距離 $\delta$ が退化しないための十分条件を, $\delta$ と $d_{X}^{spec}$ を比較する
ことによって求める.

$X_{n}$ の開集合 $V_{n}$ が $X$ の開集合 $V$ に収束するとする. さらにある正
数 $\kappa,$ $\tau$ に対して, 各 $V_{n}$ が 5.3における条件 [III] のダブリング条件 $[D]\mathcal{E}$



366 加須栄篤

と条件 [IV] の弱 2-ボアンカレ不等式 $[P]\mathcal{E}$ を満たしているとする. 十分
小さな正数 $r$ に対して, $V_{n,r}=\{x\in V_{n}|d_{n}(x, \partial V_{n})\geq 2r\},$ $ V_{r}=\{x\in$

$V|\delta(x, \partial V)\geq 2r\}$ とおく. このとき, 定理 56を使うと, $\mathcal{E}_{n}$ の核関
数 $p_{r\iota}(t, x, y)$ は $V_{n,7}$. において, 次のように評価されることが判る: 任意
の $x\in V_{n,r}$ と $y,$ $z\in B(x, r)$ に対して,

$s_{f>0}\iota\iota pe$

$-(t+1/t)|p_{n}(t,y, z)-p_{n}(t,y,y)|\leq C_{r}d_{n}(y, z)^{\alpha}$

ここで $C_{r}$ は与えられた正数 $\kappa,$ $\tau$ と $r$ のみによって決まる正数で, $\alpha\in$

$(0,1)$ は $\kappa,$
$\tau$ のみによって決まる正数である. したがって注意 6.3 (2)

で述べた距離 $d_{\lambda_{n}^{\prime}}^{(spec)}$ に関して

$d_{X_{\hslash}}^{spec}(y, z)^{2}\leq 2C_{r}d_{n}(y, z)^{\alpha}$ , $x\in V_{n,r},$ $y,$ $z\in B(x,r)$

が成り立っことがわかる. $ n\rightarrow\infty$ のとき, $d_{X_{n}}^{spec}$ と $d_{n}$ はそれぞれ $d_{X}^{spec}$

と $\delta$ に一様収束するので

$d_{X}^{spec}(y, z)^{2}\leq 2C_{r}\delta(y, z)^{\alpha}$ , $x\in V_{r},y,z\in B_{\delta}(x, r)$

が従う. とくに $B(x, r)$ において $\delta>0$ である. $r\rightarrow 0$ として, $V$ にお

いて $\delta>0$ であることが判る. とくに定理 6.10より, $\mathcal{E}v$ は強局所的正
則ディリクレ形式であることが従う. また $V$ において条件 $[D]\epsilon$ が満た
されることは明らか. そこで条件 $[P]\epsilon$ が満たされることを示そう.
与えられた関数 $u\in D[\mathcal{E}]\cap C_{0}(V)$ に対して, 関数列 $ u_{n}\in D[\mathcal{E}_{\lambda_{n}^{\prime}}]\cap$

$C(X_{n})$ で $ n\rightarrow\infty$ のとき, $u_{n}$ は一様に $u$ に収束し, さらに $\mathcal{E}x_{n}(u_{n}, u_{n})$

が $\mathcal{E}x(u, u)$ に収束するものを取る. $B(x, 4r)\subset V$ を固定する. 次に十
分小さな正数 $\epsilon$ と $v_{\epsilon}\in C^{0,1}(X, \delta)$ で $0\leq v_{\epsilon}\leq 1,$ $ v_{\epsilon}(y)=1(y\in$

$B_{\delta}(x, 2r+\epsilon))$ かつ $v_{\epsilon}(y)=0(y\in X\backslash B_{\delta}(x, 2r+2\epsilon)$ となるものを取
る. ここで十分大きな $n$ に対して, $B_{d_{n}}(h_{n}(x), 2r)\subset f_{n}^{-1}(B\delta(x, 2r+\epsilon))$

より, 命題 6.9 (2) を使って,

$\int_{A}v_{\epsilon}d\mu_{(u,u\rangle}$ $=$ $\lim_{n\rightarrow\infty}\int_{X_{n}}f_{n}^{*}v_{\epsilon}d\mu_{(u_{n},u_{n})}$

$\geq$ $\lim_{n\rightarrow}\sup_{\infty}\int_{B(h_{n}(x),2r)}d\mu_{(u_{n},u_{n}\rangle}$

$\geq$ $\tau^{-2}r^{-2}\lim_{n\rightarrow}\sup_{\infty}\int_{B(h_{n}(x),r)}|u_{n}-(u_{n})_{B(h_{n}(x),r)}|^{2}d\mu_{n}$

$\geq$ $\tau^{-2}r^{-2}\int_{B_{\delta}(x,r)}|u-u_{B_{\delta}(x,r)}|^{2}d\mu$ ,

となり, したがって $\epsilon\rightarrow 0$ として,

$\int_{B_{\delta}(x,2r)}d\mu_{(u,u\rangle}\geq\tau^{-2}r^{-2}\int_{B_{d}(x,r)}|u-u_{B_{\delta}(x,r)}|^{2}d\mu$

が得られる. $D[\mathcal{E}]\cap Co(V)$ は $D[\mathcal{E}v]$ において $\mathcal{E}_{1^{-}}$ノルムに関して稠密
であるから, これは $u\in D[\mathcal{E}v]$ に対して, したがって $ u\in D\iota$

。
$c1^{\mathcal{E}}v$ ] に

対しても成り立っ.
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以上まとめて次の定理が得られた.

定理 6.12. $X_{n}=(X_{n}, \mu_{n}, \mathcal{E}_{n}, d_{n})(d_{n}=d_{\mathcal{E}_{n}})$ と $X=(X, \mu, \mathcal{E}, \delta)$ を定理
6.10のものとする. $X_{n}$ の開集合 $V_{n}$ が $X$ の開集合 $V$ に収束すると仮
定し, さらにある正数 $\kappa_{f}\tau$ に対して, 各 $V_{n}$ が (5.3における) 条件 [III]
のダブリング条件 $[D]\epsilon$ と条件 [IV] の弱 2-ボアンカレ不等式 $[P]\mathcal{E}$ を満
たしているとする. このとき, $\delta$ は $V$ において距離を与え, $V$ も $\delta$ に
関して (同じ正数 $\kappa$ と $\tau$ に対して) ダブリング条件 $[D]\epsilon$ と弱 2-ボアン
カレ不等式 $[P]\epsilon$ を満たす.

65. スペクトル収束の例. この節では, まず 1次元リーマン多面体 (測
地グラフ) を考察し, 次にリーマン多様体のスペクトル収束の例をいく
っか述べる.
6.5.1 コンパクト 1次元リーマン多面体 (測地グラフ)|G| を考える. す
なわち有限個の頂点 $V$ と辺 $E$からなる 1次元単体的複体 $G=(V, E)$ の
表す多面体において, 各辺 $\{q, q^{\prime}\}\in E$ に長さ $\ell(\{q, q^{\prime}\})$ が与えられてい
るとする. $|G|$ 上のリーマン距離 (測地距離) を $d_{|G|}^{R}$ と表し, リーマン測
度を $S|G|$ と記す. $|G|$ 上のリプシッツ関数 $u$ に対してそのエネルギーを

$\mathcal{E}_{|G|}(u, u)=\int_{|G|}|\frac{du}{ds}|^{2}ds_{G}(=\sum_{e\in E}\int_{0}^{\ell(e)}|\frac{du}{ds}|^{2}ds)$

によって定める. このとき, 次の評価式がこれからの議論の基本である.

(40) $|u(x)-u(y)|^{2}\leq d_{|G|}^{R}(x,y)\mathcal{E}_{|G|}(u,u)$ , $x,y\in|G|$

これを示すために, 点 $x$ と $y$ を結ぶ弧長を変数とする最短線 $\gamma$ : $[0, \ell]\rightarrow$

$|G|(\ell=d_{|G|}^{R}(x, y))$ を取ると,

$|u(x)-u(y)|$ $=$ $|\int_{0}^{\ell}\frac{d}{ds}u(\gamma(s))ds|$

$\leq$ $\int_{0}^{\ell}|\frac{d}{ds}u(\gamma(s))|ds$

$\leq$ $\ell^{1/2}(\int|u^{\prime}|^{2}ds_{G})^{1/2}$

$\leq$ $d_{|G|}^{R}(x,y)^{1/2}\mathcal{E}_{|G|}(u,u)$ .

次に正値有界可測関数 $w$ を密度関数とする $|G|$ 上の正値ラドン測度
$wds|G|$ を陶とおき, それに関する自乗可積分関数のなすヒルベルト
空間を $L^{2}(|G|$ , \mu のと表す. $\mathcal{E}_{|G|}$ を $L^{2}(|G|, \mu_{w})$ 上のディリクレ形式とし
て拡張したものも同じく $\mathcal{E}|c|$ と表す. このとき, $u\in D[\mathcal{E}|c|]$ に対して
も同様に評価式 (40) がなりたつ.
以下 $\mu_{w}$ は確率測度であること, すなわち

$\mu_{w}(|G|)=\int_{|G|}wds_{G}=1$
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を仮定する. このとき, (40) から

$|u(x)|^{2}\leq 2\int_{|G|}d_{|G|}^{R}(x,y)d\mu_{w}\mathcal{E}_{|G|}(u, u)+2\int_{|G|}|\prime u(y)|^{2}d\mu_{\tau v}$ , $x\in|G|$

が従う. よって直径 diam $(|G|, d_{|G|}^{R})$ が正数 $D$ を超えないならば,

$\Vert u\Vert_{L^{\infty}}^{2}\leq 2D\mathcal{E}_{|G|}(u,u)+2\Vert u\Vert_{L^{2}}^{2}$

となり, したがって

$\Vert u\Vert_{L^{2}}^{4}$ $\leq$ $\Vert u\Vert_{L\infty}^{2}\Vert u\Vert_{L^{1}}^{2}$

$\leq$ $(2D\mathcal{E}_{|G|}(u,u)+2\Vert u\Vert_{L^{2}}^{2})\Vert u\Vert_{L^{1}}^{2}$ ,

すなわちナッシュ不等式 $[I’](\nu=2)$ がなりたつ. 言い換えると, $L^{2}(|G|, \mu_{w})$

における正則ディリクレ形式 $\mathcal{E}|c|$ の生成作用素を $\mathcal{L}|G|,w$ ’その半群の核
関数を $p|G|,w(t, x, y)$ と表すとき, $p|G|,w$ は次の不等式を満たす.

$p_{|G|,w}(t,x, y)\leq\frac{C_{0}D}{t}$ $0<t\leq D,$ $x,y\in|G|$ .

ただし, $C_{0}$ はある正の定数である.
以上から, 次の命題が示された.

命題 6.13. 正数 $D$ に対して, dlam $(|G|, d_{|G|}^{R})\leq D$ を満たす測地グラフ
$|G|$ と確率測度 $\mu_{w}$ の定める正則ディリクレ空間 $(|G|, \mu_{w’|G|}\mathcal{E})$ のなす集
合 $S_{D}$ は, スペクトル距離 $SD$ に関してプレコンパクトである.

注意 6.5. グロモフーハウスドルフ距離 $HD$ に関して, $S_{D}$ はプレコンパ
クトではない. また列 $(|G_{n}|, \mu_{n}, \mathcal{E}c_{n})$ の確率測度 $\mu_{n}$ が $L(|G_{n}|)^{-1}ds|c_{n}|$ に

よって与えられているとする. ただし $L(|G_{n}|)$ は $|G_{n}|$ の全長 $s|c_{n}|(|G_{n}|)$

を表す. このとき, $L(|G_{n}|)$ が無限大に発散するとき, $(|G_{n}|, \mu_{n’|G_{n}|}\mathcal{E})$

の内在的距離の直径は $0$ に収束する.

$S_{D}$ の元 $(|G|, \mu_{w’|G|}\mathcal{E})$ の考察を続ける. まず核関数が定める $|G|$ 上の
距離 $d_{|G}^{sp}$篇とリーマン距離 $d_{|G|}^{R}$ は次のように関係している.

(41) $d_{|G|,w}^{spec}(x,y)\leq C_{0}^{\prime}D^{1/4}d_{|G|}^{R}(x,y)^{1/4}$ , $x,y\in|G|$

ただし, $C_{0}^{\prime}$ はある正の定数である. 実際, 補題 5.2(3) に注意して,

$\mathcal{E}_{|G|}(p_{|G|,w}(t,x, *),p_{|G|,w}(t,x, *))=\sum_{=10}^{\infty}\lambda_{i}(\int_{|G|}p_{|G|,w}(t,x,y)\psi_{i}(y)d\mu_{w}(y))^{2}$

$=\sum_{i=0}^{\infty}e^{-2\lambda_{i}}{}^{t}\psi_{i}(x)^{2}$

$\leq C_{0}D$ ( $\frac{1}{t^{2}}$ 十 $\frac{1}{Dt}$), $0<t,$ $x\in|G|$

となるので, 評価式 (40) より,

$|p_{|G|,w}(t,x,y)-p_{|G|,w}(t, x, z)|^{2}\leq\frac{C_{0}^{\prime}D}{t^{2}}d_{|G|}^{R}(y, z)$ , $0<t\leq D,$ $x,$ $y,$ $z\in|G|$
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が従う. よって $d_{|G}^{sp}$移の定義を思い出すと,
$d_{|G|,w}^{spec}(x, y)^{2}=s\iota\iota pe^{-(t+1/t)}(p_{|G|,w}(t, x,x)+p_{|G|,w}(t,y, y)-2p_{|G|,w}(t, x, y))t>0$

$\leq 2C_{0}^{\prime 1/2}D^{1/2}\sup_{t>0}e^{-(t+1/t)}t^{-1}d_{|G|}^{R}(x,y)^{1/2}$

$\leq C_{0}^{\prime}D^{1/2}d_{G}^{R}(x,y)^{1/2}$

となり, 評価式 (41) を得る. この評価から定理 6.10と同様の議論を用
いて次のことが従う.

$S_{D}$ の元 $(|G_{n}|, \mu \mathcal{E})$ の列に対して, 測地空間 $(|G_{n}|, d_{|G_{n}|}^{R})$ がコ

ンパクト距離空間 $(Z, \delta_{\infty}^{R})$ にグロモフーハウスドルフ距離に関して収束
するとする. このとき, 部分列 $\{m\}$ と $Z$上の連続な擬距離 $d_{\infty}^{spec}$が存在し
て, 距離空間 $(|G_{m}|, d_{|G_{m}|,w_{m}}^{spec})$ は $(Z, d_{\infty}^{spec})$ に近似写像 $F_{m}$ : $(|G_{m}|, d_{|G_{m}|}^{R})\rightarrow$

$(Z, \delta_{\infty}^{R})$ によってグロモフーハウスドルフ距離に関して収束する.
以下, このような列 $(|G_{m}|, \mu \mathcal{E})$ , コンパクト距離空間 $(Z, \delta_{\infty}^{R})$ ,

近似写像 $F_{m}$ : $(|G_{m}|, d_{|G_{m}|}^{R})\rightarrow(Z, \delta_{\infty}^{R})$ および $Z$上の連続な擬距離 $d_{\infty}^{spec}$

を考える. さらに必要ならば部分列を取ることによって像測度 $F_{m*}\mu_{w_{m}}$

の列は $Z$上の非負値ラドン測度 $\mu_{\infty}$ に獲収束すると仮定する. このと
き, $Z$上の連続関数の空間 $C=C(Z)$ から $L^{2}(|G_{m}|, \mu_{w_{m}})$ への線形写像
$\Phi_{m}$ を

$\Phi_{m}(u)=uoF_{m}$ , $u\in C$

と定めると, 評価式 (40) から, ディリクレ形式 $\mathcal{E}|G_{m}|$ の列は $\Phi_{m}$ を通
して漸近的にコンパクトであることが容易に確かめられる. したがっ
て, 必要ならば部分列をとることによって, ディリクレ形式 $\mathcal{E}|G_{m}|$ の列
は $L^{2}(Z, \mu_{\infty})$ 上のあるディリクレ形式 $\mathcal{E}_{\infty}$ にモスコ収束することがわか
る. ここで極限のディリクレ形式について, $(E-I)$ すなわち定義域
が稠密であることは主張していないので注意する.
さて, $\mathcal{E}_{\infty}$ の性質をまとめておこう.
(1) $u\in D[\mathcal{E}_{\infty}]$ に対して,

$|u(x)-u(y)|^{2}\leq \mathcal{E}_{\infty}(u,u)\delta_{\infty}^{R}(x,y)$ , $x,y\in Z$

が成り立っ. とくに $D[\mathcal{E}_{\infty}]\subset C(Z)$ である.
(2) $u\in D[\mathcal{E}_{\infty}]$ に対して, ナッシュ不等式

$\Vert u\Vert_{L^{2}}^{4}\leq 2(D\mathcal{E}_{\infty}(u,u)+\Vert u\Vert_{L^{2}}^{2}.)\Vert u\Vert_{L^{1}}^{2}$

が成り立っ.
(3) $(0, \infty)\times Z\times Z$上の非負値連続関数 $p_{\infty}(t, x, y)$ が存在して, $P|G_{m}|.w_{m}$

はこれに次のように収束する.

$m\rightarrow\infty_{t>0,x,y\in|G_{m}|}\lim s\iota\iota pe^{-(t+1/t)}|p_{|G_{m}|,w_{m}}(t,x,y)-p_{\infty}(t, F_{m}(x),$
$F_{m}(y))|=0$

また, $d_{\infty}^{spec}$ は

$d_{\infty}^{spec}(x, y)^{2}=s\iota\iota pe^{-(t+1/t)}(p_{\infty}(t,x,x)+p_{\infty}(t.y.y)-2p_{\infty}(t, x,y))t>0$
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によって与えられ,

$d_{\infty}^{spec}(x,y)\leq C_{0}D^{1/4}\delta_{\infty}^{R}(x,y)^{1/4}$ , $x,y\in Z$

がなりたっ.
(4) $\mathcal{E}_{\infty}$ に対応する $L^{2}(Z, \mu_{\infty})$ 上の半群 $P_{\infty;t}$ は,

$P_{\infty;t}u(x)=\int_{Z}p_{\infty}(t, x, y)u(y)d\mu_{\infty}(y)$ , $u\in L^{2}(Z,\mu_{\infty})$

と表現される. $\mathcal{E}_{\infty}$ の固有値とそれに対応する固有関数からなる $D[\mathcal{E}_{\infty}]$

の閉包における完全正規直交系をそれぞれ $\{\lambda_{i} : i=0,1,2, \ldots, N\}$ お

よび $\{\psi i\}$ と表すと,

$p_{\infty}(t,x,y)=\sum_{i=0}^{N}e^{-\lambda_{i}}{}^{t}\psi_{i}(x)\psi_{i}(y)$ , $t>0,$ $x,$ $y\in Z$

となる. ここで $N=\dim D[\mathcal{E}_{\infty}](\leq+\infty)$ とおいた.

なお, $(|G_{m}|, \mu \mathcal{E})$ の第 $i$ 番目の固有値 $\lambda_{i}^{(m)}$ は $\mathcal{E}_{\infty}$ の第 $i$ 番目の

固有値 $\lambda_{i}$ に収束し, $ N<+\infty$ のとき, $i>N$ に対して $\lambda_{i}^{(m)}$ は発散する.
以上のことから $(|G_{m}|, \mu \mathcal{E})$ のスペクトル収束極限を次のよう

に述べることができる.
まず $d_{\infty}^{spec}(x, y)=0$ という関係によって $Z$ を分割し, その商空間を

$Y$ と表す. $Y$上には自然に距離 $d_{\infty}^{spec}$ が定まる. 次に $Z$ から $Y$ への自然
な射影を $\pi$ と表し, 像測度 $\pi_{*}\mu_{\infty}$ とその台をそれぞれ $\overline{\mu}$ および $X$ とお

く. さらに $D[\mathcal{E}_{\infty}]\subset\pi^{*}C(Y)$ に注意すると, $L^{2}(X,\overline{\mu})$ 上に自然にディ
リクレ形式 $\mathcal{E}_{\infty}$ が誘導され, (X, $\mu$

ー

$,$

$\mathcal{E}_{\infty}$ ) が求める $(|G_{m}|, \mu_{w_{m}} , \mathcal{E}|G_{m}|)$ のス

ペクトル収束極限である.

例 62. コンパクト測地グラフ $|G|$ に対して, $|G|$ 上の確率測度の列 $\mu_{w_{n}}$

で, 頂点集合 $V$上の測度 $\mu=\sum_{q\in V}a_{q}\delta_{q}$ に漠収束するものを取る. た

だし, $\sum_{q\in V}a_{q}=1,$ $a_{q}>0$ とし, $\delta_{q}$ は点 $q$でのディラックの点測度を
表す. このとき, $(|G|, \mu_{w_{n}|G|}\mathcal{E})$ は, $L^{2}(V, \mu)$ 上のエネルギー形式

$\mathcal{E}_{G}(u, v)=\frac{1}{2}\sum_{\{q,q\}\in E}\frac{1}{p(\{q,q^{\prime}\})}(u(q^{\prime})-u(q))(v(q^{\prime})-v(q))$

にスペクトル収束する.

6.5.2 コンパクトリーマン多様体のスペクトル収束の例をいくつか述
べよう. 断らない限り, 測度は正規化されたリーマン測度を考える 28.

例 63. $S^{1}\times S^{1}=\{(e^{\sqrt{-1}x}, e^{\sqrt{-1}y})|x, y\in R\}$ 上の次のようなリーマン
計量

$g_{F}=dx^{2}+F(x)^{2}dy^{2}$ , $0<F\in C^{\infty}(S^{1})$

からなる族 $\mathcal{F}$ を考える. $k$ 個の点 $\{p_{i}=e^{\sqrt{-1}x_{i}}|0<x_{1}<x_{2}<\cdots<$

$Xk<2\pi\}$ と $2k$ 個の区間 $I_{i}^{-}=$ [xi-ai, $xi$], $I_{i}^{+}=[x_{i,i}x+ai](0<a_{i}<$

28ノート 6参照
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(1/2) $\min\{xJ+\iota-xj|j=0,1, . . . , k\},$ $x=0,$ $ x=2\pi$ ) に対して\sim す
べての $gF\in \mathcal{F}$ は以下の条件を満たしているとする.

$F^{\prime}(x)\leq 0$ $(x\in I_{i}^{-}),$ $F^{\prime}(x)\geq 0$ $(x\in I_{i}^{+})$ ,

$b_{i}|\int_{x_{i}}^{x}F(t)dt|^{1/\dot{c}}\leq F(x)$ $(x\in I_{i}^{-}\cup I_{i}^{+})$ ,

$d_{i}^{-}\leq F(x)\leq d_{i}^{+}$ $(x\in S^{1}\backslash \bigcup_{i.=1}^{k}I_{i}^{+}\cup I_{i}^{-})$ ,

ただし $b$ c $d_{i}^{+},$ $d_{i}^{-}$ は正の定数で $c_{i}>1(i=1,2, \ldots, k)$ とする. この
とき, すべての $gF\in \mathcal{F}$ に対して一様に, 52における性質 [I] が満たさ
れる. 実際 [I] の定数 $\nu$ と $A$ として, 与えられた定数 $aizb_{i},$ $c_{\dot{\eta}}d_{i}^{+},$ $d_{i}^{-}$

($i=1,$ . . . , k) のみによるものが取れる. たとえば $\nu=\max\{2,$ $c1/(c1-$

$1),$
$\ldots,$

$c_{k}/(c_{k}-1)$ } とおける.
さて, $g_{n}=gF_{n}\subset \mathcal{F}$ で正則ディリクレ空間 (X, $\mu,$

$\mathcal{E}$ ) にスペクトル
収束すると仮定し, さらに $ n\rightarrow\infty$ のとき, 関数 $F_{n}$ は一様に $S^{1}$ 上の
連続関数 $F$ に収束しているとする. ただし $F$ は $F(x)>0(x\neq x_{i})$ ,

$F(xi)=0,$ $F(x)\leq eF(x)(x\in I_{i}^{-}\cup I_{i}^{+})$ , $(i=1, \ldots, k)$ を満たしてい
るとする. ここに $ei$ は正の定数である.
この条件のもとに極限に現れるディリクレ空間 (X, $\mathcal{E}x$ ) を説明しよ

う. 次の 3つの場合 $[i]$ , [ii], [iii] に分けて述べる.

$[i]$ $\int_{x_{*}-a_{i}}^{x_{i}}\frac{1}{F(x)}dx=\int_{x_{i}}^{x_{i}+a_{i}}\frac{1}{F(x)}dx=+\infty$ $(i=1, \ldots, k)$

この場合, $X$ は $k$ 個の遵結成分 $X_{i}(i=1, \ldots, k)$ に分かれ f 各 $(X_{0;i}, \mathcal{E}x_{i})$

は特異リーマン多様体 $([x_{i}, x_{i+1}]\times S^{1},g_{F})\rightarrow$ でエネルギー形式として $\mathcal{E}_{gF}$

を持ったものとなる. ここで 2つの円周 $\{x_{i}\}\times S^{1}$ と $\{x_{i+1}\}\times S^{1}$ は

各々点 $z_{i}^{-}$ と $z_{i}^{+}$ に縮退し, $\mathcal{E}_{g_{F}}$ は $C_{0}^{\infty}((x_{i}, x_{i+1})\times S^{1})$ 上のエネルギー
形式の最小の閉拡大である. すなわち 2点 $z_{i}^{-}$ と $z_{i}^{+}$ で特異性のある
リーマン計量の与えられた球面と考えられる.

$[ii]$ $\int_{x_{i}-a}^{x_{i}}:\frac{1}{F(x)}dx<+\infty;\int_{x_{i}}^{x_{i}+a_{i}}\frac{1}{F(x)}dx<+\infty$ $(i=1, \ldots, k)$

この場合, $X$ は連結で, (X, $\mathcal{E}$ ) はエネルギー形式 $\mathcal{E}_{g_{F}}$ を備えた特異リー
マン多様体 $(S^{1}\times S^{1},gF)$ と同一視できる. 定義域 $D[\mathcal{E}_{g_{F}}]$ は, ソボレ
フ空間 $W^{1,2}((S^{1}\backslash \{p_{1}, \ldots,pk\})\times S^{1}, gF)$ の関数でその $\{pi\}\times S^{1}$ への

両側からのトレースが一致するものから成り立つ. $C^{\infty}(S^{1}\times S^{1})$ は定
義域に稠密に含まれている. ここで $g_{n}$ のリーマン距離は擬距離 $\delta$ に収
束するが, 明らかに $\delta$ は $k$ 個の円周に沿って縮退していることに注意
する.

$[iii]$ $\int_{x_{i}-a_{i}}^{x_{i}}\frac{1}{F(x)}dx=+\infty;\int_{x}^{x_{i}+a_{i}}\frac{1}{F(x)}dx<+\infty$ $(i=1, \ldots, k)$
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この場合, $X$ は $k$ 個の連結成分 $X_{0;i}(i=1, \ldots, k)$ からなり, 各 $(X_{0;i}, \mathcal{E}x_{0;i})$

は, 次のような非局所的ディリクレ形式 $\mathcal{E}_{i}$ を備えた境界 $ S_{i}^{-}=\{xi+1\}\times$

$S^{1}$ をもっ特異リーマン多様体磁 $=([x_{i}, x_{i+1}]\times S^{1}, gp)$ と同一視で
きる.

$\mathcal{E}_{i}(u,u)=\mathcal{E}_{gF}(u,u)+\frac{1}{\pi Vol(AI_{i},g_{F})}C(u_{|T_{i}},u_{|S_{i}^{-}})$ ,

$u\in D[\mathcal{E}_{i}]=H^{1}$ (磁, $g_{F}$ )

ただし

$C(\phi, \phi)=\frac{1}{16\pi}\int_{0}^{2\pi}\int_{0}^{2\pi}(\phi(y)-\phi(y^{\prime}))^{2}\sin^{-2}(\frac{y-y^{\prime}}{2})dydy^{\prime}$ ,

$D[C]=\{\phi\in S_{i}^{-}(=S^{1})|C(\phi,\phi)<+\infty\}$ .

円周什,} $\times S^{1}$ は 1点 $z_{i}^{-}$ に縮退している.
$k$ 毎に, $[i]$ , [ii], [iii] それぞれの場合が混ざったものも考えられる.

例 64. $M=(M, gM)$ を 2次元コンパクトリーマン多様体とする. $M$

と単位円周 $S^{1}=\{e^{\sqrt{-1}x}|x\in R\}$ との直積多様体 $M\times S^{1}$ 上の次のよ
うなリーマン計量の族 $\mathcal{F}$ を考える.

$g_{\omega}=g_{M}+(dx+\omega)^{2}$ ,

ただし $\omega$ は $M$上の I 次微分形式である. ここで $(M, gM)$ は 52におけ
る性質 [I] を正数 $\nu_{f}A$ に対して満たすとする. このとき $\mathcal{F}$ の各計量も
同じ性質を定数 $(\nu+1)$ と $A$ のみに依存してきまる定数 $A^{\prime}$ に対して満
たすことが判る.
次に $M$ の $k$個の点 $\{p_{1}, \ldots,pk\}$ とそれらの座標近傍 $(U_{i}, (x_{i}, y_{i}))$ で

互いに交わることの無いものを選んでおく.
さて, $\{(M\times S^{1},g_{n}=g_{\omega_{n}})\}$ が正則ディリクレ空間 (X, $\mu x,$

$\mathcal{E}$ ) に収
束するとして, $\omega_{n}$ は連続 1次微分形式 $\omega$ に一様に収束する. さらに
ある正の定数 $a$ があって 2次微分形式 $\Omega_{n}=d\omega_{n}$ が

$\lim_{\epsilon\rightarrow}\inf_{0}\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}|\int_{B(p_{i},\epsilon)}\Omega_{n}|\geq a$ $(i=1, \ldots, k)$

を満たしているとする. このとき, (X, $\mu,$
$\mathcal{E}$ ) は $(M\times S^{1}, g_{\omega})$ と同一視

できる. 実際 $g_{n}$ の熱核は $g_{\omega}$ の熱核に一様に収束するからである.
方, $g_{n}$ のリーマン距離 $d_{n}$ は各円周 $\{pi\}\times S^{1}(i=1, \ldots, k)$ に沿って
$0$ に縮退していく. なぜならば, 各 $i$ に対して, $p_{i}$ と測地線として円周
$\partial B(p_{i}, \epsilon)$ 上の点 $q_{i;\epsilon}$ を結び, この円周に沿って点 $r_{i;\epsilon}$ まで進み, そして
$p_{i}$ に測地線として戻る, 単位の速さの閉曲線 $\gamma_{i;\epsilon}(t)(0\leq t\leq p)$ を考え
る. そして $(pi1)\in M\times S^{1}$ を出発点とする $\gamma i;\epsilon$ の水平リフト $\overline{\gamma}_{i;\epsilon}^{(n)}(t)$

$(0\leq t\leq P)$ , すなわち

$\theta_{i.;\epsilon}^{(n)}(t)=-\int_{0}^{t}\omega_{n}(\gamma_{\iota;\epsilon}^{\prime}:(s))ds$
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によって与えられる $M\times S^{1}$ 上の曲線 $\overline{\gamma}_{i;\epsilon}^{(n)}(t)=(\gamma i;\epsilon(t), \theta_{i.\cdot\epsilon)}^{(n)}(t))$ を考え
ると, $\gamma i;\overline{c}$ の長さ $p$ は $ 4\pi\epsilon$ を超えることはないので

$ d_{n}(\overline{\gamma}_{i;\epsilon}^{(n)}(0),\overline{\gamma}_{i;\epsilon}^{(n)}(l))\leq 4\pi\epsilon$

と評価される. 一方, $A_{i;\epsilon}$ によって $\gamma i;\epsilon$ に囲まれる領域を表すと
$f$

$\theta_{i,\epsilon}^{(n)}(\ell)=-\int_{A_{i;\epsilon}}\Omega_{n}$

となり, したがってもし $|\int_{B(p_{i},\epsilon)}\Omega_{n}|\geq a$ ならば, 区間 $[0, a]$ は, $q_{i;\epsilon}$ と

$ ri;\epsilon$ を動かすときの $\theta_{i;\epsilon}^{(n)}(\ell)$ の値域に含まれる. したがって円周 $\{p_{i}\}\times S^{1}$

は $ b\epsilon$ 以下の半径の $(p_{i}, 1)$ を中心とした測地球体に含まれる. ここで $b$

は $a$ にのみ依存する正の数である. このようにリーマン距離 $d_{n}$ は円周
$\{p_{i}\}\times S^{1}(i=1, \ldots, k)$ に沿って縮退していく.
次に

$g_{n}=a(n)g_{M}+(dx+\omega_{n})^{2}$ $(a>0)$ .
によって与えられるリーマン計量を考え, $0$ に収束する正の数の列 $a(n)$

を適当に選ぶ. このとき, $\{(M\times S^{1}, g_{n}^{\prime})\}$ は (X, $\mathcal{E}$ ) $=S^{1}$ にスペクト
ル収束するが, 距離空間としては 1点に完全に縮退することがわかる.

例 6.5. $(N, h)$ をコンパクトリーマン多様体とする.

$g_{n}=dx^{2}+\frac{1}{1+f_{n}(x)}h$

によって与えられる直積 $M=S^{1}\times N$ 上のリーマン計量 $g_{n}$ の列を考
える. $f_{n}$ は単位円周 $S^{1}=\{e^{\sqrt{-1}}x|x\in R\}$ 上の滑らかな非負値関数
で, 区間 $[-1/n, 1/n]$ に台を持ち, さらに $f_{n}(x)dx$ は点 $0$ でのデルタ関
数 $\delta_{0}$ に弱収束しているとする. $\mathcal{E}_{n}$ を $L^{2}(M, \mu)(\mu=dx/(2\pi)\times\mu N)$

上のディリクレ形式で

$\mathcal{E}_{n}(u,v)=\int_{A/I}\frac{\partial u}{\partial x}\frac{\partial v}{\partial x}+(1+f_{n}(x))\langle du_{|\{x\}\times N},$ $dv_{|\{x\}xN}\}_{h}\frac{dx}{2\pi}\times d\mu_{N}$

によって定義されているとする. $ n\rightarrow\infty$のとき, $(M, dx/(2\pi)\times d\mu N,$ $\mathcal{E}_{n}$ )
は正則ディリクレ空間 $(M, dx/(2\pi)\times d\mu_{N},$ $\mathcal{E}_{\infty}$ ) にスペクトル収束する.
ただし

$\mathcal{E}_{\infty}(u,v)=\int_{A/I}\frac{\partial u}{\partial x}\frac{\partial v}{\partial x}+(1+\delta_{0}(x))\langle du|\{x\}\times N,$ $dv_{|\{x\}xN}\}_{h}\frac{dx}{2\pi}\times d\mu_{N}$ .

である. $\mathcal{E}_{\infty}$ のエネルギー測度は超曲面 $\{O\}\times N$ に沿って特異であり,
さらにリーマン距離 $d_{g_{n}}$ の極限の擬距離はこの超曲面に沿って退化して
いる.
ここでは, $f_{n}(x)dx$ が 1点のデルタ関数に弱収束するものを考えた

が, $\mathcal{E}_{n}$ は $n$ に依らずに性質 [I] を満たすので, 可算個の点 $\{xi\}$ で超曲
面 $\{x_{i}\}$ に沿って特異なディリクレ形式に収束するものも構成できる.
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例 6.6. $S^{1}\times S^{1}$ 上のリーマン計量の列
$g_{n}=dx^{2}+F(nx)^{2}dy^{2}$

を考える. ただし $F$ は $S^{1}$ 上の滑らかな正値関数である. このとき,
$ n\rightarrow\infty$ とすると, $(S^{1}\times S^{1}, g_{n})$ は $(S^{1}\times S^{1}, g_{\infty})$ にスペクトル収束す
る. ここで g\infty 。は次のように与えられる.

$g_{\infty}=abdx^{2}+\frac{b}{a}dy^{2}$ , $a=\int_{0}^{2\pi}\frac{1}{F(x)}dx$ , $b=\int_{0}^{2\pi}F(x)dx$ .

特に $u(x, y)=\min\{|x|, |2\pi-x|\}$ とおくと, $\mathcal{E}_{g_{n}}(u, u)=1$ および $\mathcal{E}_{g_{\infty}}(u, u)=$

$1/ab\leq 1$ が成り立っ. 等号は $F$ が定数のときそのときに限り成り立つ
(例 6.1参照).

例 6.7. この例において, 1.3項で述べたサブリーマン計量が, あるリー
マン計量の列のグロモフーハウスドルフ距離に関する極限であり, スペ
クトル収束の極限でもあることを見る.
コンパクトリーマン多様体 $(M, g_{0})$ の接束 $TM$ の部分束 $H$ を考え

る. $H$ 上にリーマン計量 $h$ が与えられているとする. ここで $H$ に

属さないベクトル $v$ に対して, $ h(v, v)=+\infty$ と約束する. このとき
$H$ に接する区分的 $C^{1}$ 曲線 $\gamma(t)(a\leq t\leq b)$ に対して, その長さを
$\int_{a}^{b}h(\gamma^{\prime}(t), \gamma^{\prime}(t))^{1/2}dt$ によって定義し, 2点 $x,$ $y\in M$ に対して, $\rho_{h}(x, y)$

によってこれら 2点を結ぶ曲線の長さの下限を表す. 一方計量 $h$ は余
接束上の退化計量

$h^{*}(\xi,\xi)=2s\iota p\{\langle\xi,v\rangle-\frac{1}{2}h(v,v)\}v\in T_{x}AM$ $\xi\in T_{x}^{*}M,$ $x\in M$

を定める. これから自然に $L^{2}(M, \mu_{g0})$ 上のエネルギー形式

$\mathcal{E}_{h}(u,u)=\int_{M}$ ん*(du, $du$ ) $ d\mu$ $u\in C^{\infty}(M)$

が定まる.
ここで $\rho h$ は実際 $M$上の距離となり, $M$ の位相を定めると仮定する.

さらに 5.3における条件, ダブリング条件 $[D]\mathcal{E}$ と弱 2-ボアンカレ不等
式 $[P]\epsilon$ を満たすとする. このとき, 固定しておいたリーマン計量 $g_{0}$ に

関する $H$ の直交補空間からなる部分束を $V$ とし, リーマン計量の列
$\{g_{n}\}$ で, $H$ と $V$ は各 $g_{n}$ に関して直交し, $V$ 上 $g_{n}\geq\epsilon_{n}^{-1}g_{0}$ かつ $H$

上 $|g_{n}-$ ん| $\leq\epsilon_{n}$ を満たすものを考える. ただし $\epsilon_{n}$ は $ n\rightarrow\infty$ のとき,
$0$ に収束する正数列である. このようなリーマン計量の列 $\{g_{n}\}$ に対し
て, リーマン距離 $d_{n}$ は $\rho h$ にグロモフ ーハウスドルフ収束し, ディリ
クレ形式の列

$\mathcal{E}_{n}(u, u)=\int_{M}\langle du, du\rangle_{g_{n}}d\mu$

は $\mathcal{E}h$ にモスコ収束する.

例 68. 次のような $S^{1}\times S^{1}=\{(e^{\sqrt{-1}x}, e^{\sqrt{-1}y})|x, y\in R\}$ 上のリーマ
ン計量の列 $\{g_{n}\}$ を考える.

$g_{n}=E(x, y)^{2}dx^{2}+\epsilon_{n}F(x, y)^{2}dy^{2}$
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ただし $E$ と $F$ は $S^{1}\times S^{1}$ 上の滑らかな正値関数で, $\{\epsilon_{n}\}$ は $0$ に収束
する正数の列である. $g_{n}$ の正規化されたリーマン測度は $n$ に依らず,

$\overline{\mu}=\frac{EF(x,y)dx_{J}dy}{\int\int_{S^{1}xS^{1}}EF(x,y)dxdy}$

となることに注意する. $\pi_{1}$ : $S^{1}\times S^{1}\rightarrow S^{1}$ を第一番目の $S^{1}$ への射影
を表し, この円周 $S^{1}=\{e^{\sqrt{-1}x}|x\in R\}$ 上の測度として

$\mu=\pi_{1*}\overline{\mu}=\frac{\int_{S^{1}}EF(x,y)dy}{\int\int_{S^{1}xS^{1}}EF(x,y)dxdy}dx$

を考える さらにこの $S^{1}$ に 2つの計量

$h=\frac{\int_{S^{1}}EF(x,y)dy}{\int_{S^{1}}F/E(x,y)dy}dx^{2};h^{*}=E^{*}(x)^{2}dx^{2}$ ,

を定義する. ただし $E_{*}(x)=\min\{E(x, y)|y\in R\}$ . このとき, $(S^{1}\times$

$S^{1},$ $g_{n}$ ) は $(S^{1}, \mu, \mathcal{E}h)$ にスペクトル収束し, $(S^{1}, h^{*})$ にグロモフ ーハウ

スドルフ収束する. $h^{*}$ に関する距離 $\delta$ は, $\delta(xx)=|\int_{x_{1}}^{x_{2}}E_{*}(x)dx|$ と

なり, したがって 1点 $X1$ を固定して $\rho(x)=\delta(x_{1}, x)$ とおけば,

$\mathcal{E}_{h}(\rho,\rho)=\frac{\int_{S^{1}}(\int_{S^{1}}F/E(x,y)dy)E_{*}(x)dx}{\int\int_{S^{1}xS^{1}}EF(x,y)dxdy}\leq 1$

となる. 等号は $E(x, y)=E^{*}(x)$ , すなわち
$f$

$E(x, y)$ が第 2変数 $y$ に依
存しないときかつそのときに限り成り立つ.

次節に入る前に条件 [I] を満たすリーマン多様体のいくつかの族を紹
介する 29.
以下 $(M, g)$ を次元 $d$ のコンパクトリーマン多様体とする.
(i) $\mathcal{Y}(M, [g])$ を計量 $g$ の定める共形類 $[g]$ の山辺の定数とし, $Sca1_{g}$ を

スカラー曲率とする. このとき正数 $\alpha,$
$\beta,$ $\gamma>d/2(>3/2)$ に対して,

$Vol(M,g)\leq\alpha,$ $\mathcal{Y}(M, [g])\geq\beta$ , および $\int_{M}(Sca1_{g})_{+}^{\gamma}dv_{g}\leq\eta$ が満たさ
れるならば, $(M, g)$ は定数 $\nu=d$ と $A=A(d, \alpha, \beta,\gamma, \eta)$ に対して条件
[I] を満たす.

(ii) 断面曲率が上から定数 $K$で押さえられ, かつ単射半径が下から定
数 $I$ で押さえられる完備リーマン多様体のリーマン部分多様体 $(M, g)$

を考える. ある正数 $\alpha,$ $\beta>d$ と $\gamma$ に対して, $Vol(M)\leq\alpha$ かつ平均曲
率 $H_{A/I}$ が $\int_{A1}|H_{M}|^{\beta}dv_{g}\leq\gamma$ を満たすならば, $((M,g)$ は正数 $\nu=d$ と
$A=A(d, \kappa, \iota, \alpha, \beta, \gamma)$ に対して, 条件 [I] を満たす.

(iii) コンパクトリーマン多様体 $B$ を底空間とするリーマンサブマー
ジョンの全空間 $(M, g)$ を考え, すべてのファイバーは連結で全測地的
であるとする. このとき各ファイバーはひとつのコンパクトリーマン
多様体 $F$ に等長である. $B$ が正数 $\nu^{\prime}$ と $A^{\prime}$ に対して条件 [I] を満たし,
$F$が正数” と $A$“ に対して条件 [I] を満たすならば, 全空間 $M$ は正数
$\nu=\nu^{\prime}+\nu^{\prime\prime}$ と $A=A^{\prime}+A^{\prime\prime}$ に対して条件 [I] を満たす.

29ノート 6参照
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66. ディリクレ空間の収束-その 4-. 点付き強正則ディリクレ空間 $X=$

(X, $0,$
$ l^{\iota,\mathcal{E},d}\epsilon$ ) からなる族 $\mathcal{F}$ で, 次の性質を満たすものを考える.

[VII] $X\in \mathcal{F}$ は定理 5.1の条件 [C] をみたし, その内在的距離 $d\mathcal{E}$ は

完備である. (したがって, (X, $d_{\mathcal{E}})$ は測地空間である)
[VIII] ある定数 $\kappa,$

$\tau$ と正値非増加関数 $\rho(r)(0\leq r<+\infty)$ が存在し
て, $X\in \mathcal{F}$ の距離球体 $B(x, \rho(d\mathcal{E}(0, x)))$ において, $\kappa$ に対してダブリ
ング条件 $[D]\epsilon$ と $\tau$ に対して弱 2-ボアンカレ不等式 $[P]\mathcal{E}$ が成り立っ.

[IX] $X\in \mathcal{F}$ は正規化条件 $\mu(B(0,1))=1$ を満たす.

このような $\mathcal{F}$ の元 $X=(X, 0, \mu, \mathcal{E}, d\epsilon)$ に対して, いくつかの考察を
する.
まず $R\geq 1$ と $0<r\leq\rho(R)$ に対して, $\kappa$ と $\tau$ のみに依って決まる定

数 $C_{1}$ が存在して,

(42) $\mu((B(0, R))\leq\max\{1, (2\rho(0))^{\kappa}\}e^{C_{1}(1+R/\rho(R))}$

(43) $\mu(B(x,r))\geq(\frac{2r}{\rho(R)})^{\kappa}e^{-C_{1}(1+2R/\rho(R))}$ , $B(x,r)\subset B(0, R)$

が成り立つ. なお以下において, Ci $(i=1,2, \ldots)$ は $\kappa$ と $\tau$ のみに依っ
て決まる定数, $C_{i}(a, b, \ldots)$ は $\kappa,$ $\tau$ と $a,$

$ b\ldots$ のみによって決まる定数
を表すことにする.
さて, 上の評価式 (42), (43) を検証しよう. 定理 5.10と [IX] によって,

$\mu(B(0, R))$ $\leq$ $\mu(B(0, \rho(R)))\exp C_{1}(1+R/\rho(R))$

$\leq$ $\mu(B(0,\rho(0))\exp C_{1}(1+R/\rho(R))$

となるので, $\rho(0)\geq 1$ ならば, $\mu(B(0, \rho(0))\leq(2\rho(0))^{\kappa}\mu(B(0,1))$ に注
意すれば, (42) が得られる. 次に $B(x, r)\subset B(0, R)$ に対して, ( $0$ を $x$ ,
$B$ を $B(0,1)$ として) 定理 5.10を適用して,

$1=\mu(B(0,1))\leq\mu(B(x,\rho(R))\exp C_{1}(1+2R/\rho(R))$

を得る. $\mu(B(x, r))\geq(2r/\rho(R))^{\kappa}\mu(B(x, \rho(R))$ より求める評価 (43) を
得る.
次に $X$ のディリクレ形式 $\mathcal{E}$ を $D_{0}[\mathcal{E}, B(0, R)]$ に制限して得られる

$B(0, R)$ 上のディリクレ形式を $\mathcal{E}_{R}$ とする. これの熱核を $pR(t, x, y)$ と表
し, その固有関数からなる正規直交完全系を一組選び, それを {\psi R;ili $=$

$1,2,3,$ $\ldots$ } とする. 任意の $R^{\prime}<R$ に対して, $B(0, R^{\prime})\times B(0, R^{\prime})$ 上で
の $pR(t, *, *)$ と, $B(0, R^{/})$ 上での $\psi_{R,i}$ の (X に依らない) 一様なヘルダー
連続性の評価と固有値 $\lambda_{i}$ の上からの評価が得られる (定理 56, 系 5.7,
補題 52, 補題 53参照). さらに定理 58より, $pR$ は次のように評価
される.

(44) $p_{R}(t,x, y)$ $\leq$ $\frac{C_{2}(R,\rho(R),\alpha)}{t^{\kappa/2}}\exp(-\frac{d_{\mathcal{E}}(x,y)^{2}}{t+\alpha})$

$x,y\in B(0, R),$ $0<t\leq 1,$ $\alpha>0$
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また, 補題 5.9より

(45) $1-\int_{B(x,r)}p_{R}(t, x, y)d\mu(y)$ $\leq$ $C_{3}\exp(-C_{4}\frac{r^{2}}{t})$ ,

$0<t\leq 1,$ $B(x, 2r)\subset B(0, R)$

これらの考察から, 次の定理を証明することができる.

定理 6.14. $\mathcal{F}$ の任意の列 $\{X_{n}=(X_{n}, 0_{n}, \mu_{n}, \mathcal{E}_{n}, d_{n})(d_{n}=d\epsilon_{n})\}$ は,
次のような部分列-これも同く $\{X_{n}\}$ と記す-を含む.

(1) $(X_{n}, 0_{n}, \mu_{n}, d_{n})$ はある点付き測度測地空間 (X, $0,$ $\mu$ )
$\delta$) に, $\epsilon_{n}$

ーハ

ウスドルフ近似 $f_{n}$ : $B_{d_{n}}(0_{n}, R_{n})\rightarrow X_{f}h_{n}$ : $B_{\delta}(0, R_{n})\rightarrow X_{n}$ の組に
よって測度的グロモフ - ハウスドルフ収束する.

(2) $X$ 上の強局所的正則ディリクレ形式 $\mathcal{E}$ が存在して, $\mathcal{E}_{n}$ は $f_{n}$ に

よって $\mathcal{E}$ にモスコ収束する.
(3) $X$ も性質 [VII] と [IX] を満たし, さらに次の評価が成り立つ.

$C_{5}d_{\mathcal{E}}$ $\leq$ $\delta\leq d_{\mathcal{E}}$

$Lipd_{\mathcal{E}}u$ $\leq$ $Lip\delta u\leq\frac{1}{C_{5}}$ Lip $d\epsilon^{u}$ ’
$u\in C^{01}\iota_{\text{。}c}$

)
$(X, \delta)$

$Lip_{d_{\mathcal{E}}}u$ $\leq$ $\Gamma(u, u)\leq\frac{1}{C_{5}}$ Lip $d_{\mathcal{E}}u$ , $u\in C_{loc}^{0,1}(X, \delta)$

(4) 距離 $\delta$ に関して, $X$ は性質 [VIII] を満たす.

証明
ステップ 1 体積の一様な評価 (42) と (43) によって, 定理 4.1が適用で

きる. したがって必要ならば部分列を取ることによって, $(X_{n}, 0_{n}, \mu, d_{n})$

はある点付測度距離空間 $X=(X, 0, \mu, \delta)$ に測度グロモフーハウスドル
フ収束する. 近似写像を几: $B_{d_{n}}(0_{n}, R_{n})\rightarrow X,$ $h_{n}$ : $B_{\delta}(0, R_{n})\rightarrow X_{n}$

とする. また定理 4.2より $\delta$ は測地距離を定める.
次に正数 $R$ を一つ固定する. このとき $B_{d_{\mathfrak{n}}}(0_{n}, R)$ 上のディリクレ形

式 $\mathcal{E}_{n;R}$ の熱核 $p_{n;R}(t, x, y)$ とその固有関数からなる正規直交完全系の一
組 $\{\psi_{R;i}^{(n)}|i=1,2,3, \ldots\}$ に対して, 先に注意したように $n$ に依らない
一様な連続性の評価と, 固有値の上からの評価を考慮すると, 必要なら
ば部分列を選ぶことによって, $ n\rightarrow\infty$ のとき, $p_{R}^{(n)}(t, *, *)$ および $\psi_{R,i}^{(n)}$

はそれぞれ $B_{\delta}(0, R)\times B\delta(0, R)$ 上の (局所ヘルダー)連続関数 $\overline{p}R(t, *, *)$

および $B_{\delta}(0, R)$ 上の (局所ヘルダー) 連続関数 $\overline{\psi}_{R,i}$ に広義一様収束し,
$\lambda_{R,i}^{(n)}$ は $\overline{\lambda}_{R,i}$ に収束すると仮定してよろしい. このとき

$\overline{p}_{R}(t, x,y)=\sum_{i=1}^{\infty}e^{-t\overline{\lambda}_{R.i}}\overline{\psi}_{R,i}(x)\overline{\psi}_{R,i}(y)$

と表せ, $u\in L^{2}(B(0, R))$ に対して,

$\overline{P}_{R;t}u(x)=\int_{B_{\delta}(0,R)}\overline{p}_{R}(t,x,y)u(y)\wedge d\mu(y)$

と定めることによって $L^{2}(B\delta(0, R))$上の半群が得られる. $p^{\text{ー}}R$ は $\delta$ に関し
て (44), (45) を満たす. これに注意すると, $\overline{P}_{R;t}$ の $L^{2}(B\delta(0, R)$ における
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連続性を示すことができる. 実際, 任意の $u\in C0(B(0, R))$ と正数 $\epsilon$ に

対して, 正数 $r$ を適当に選んで, $\delta(x, y)<r$ ならば, $|u(x)-u(y)|\leq\epsilon$ ,
そして $u(x)\neq 0$ ならば, $B_{\delta}(x, 2r)\subset B_{\delta}(0, R)$ とする. このとき,

$|\overline{P}_{R;t}u(x)-u(x)|$

$\leq\int_{y\in B_{\delta}(x,r)}\overline{p}_{R}(t,x,y)|u(y)-u(x)|d\mu(y)+$

$+\int_{y\in B_{\delta}(0,R)\backslash B_{\delta}(x,r)}p_{R}^{\text{ー}}(t,x, y)|u(y)-u(x)|d\mu(y)+$

$+|u(x)|(1-\int_{B(x,r)}\overline{p}_{R}(t,x,y)d\mu(y)$

$\leq\epsilon+2\sup|u|C_{2}(R,\rho(R))t^{-\kappa/2}e^{-r^{2}/5t}+|u(x)|C_{3}e^{-C_{4}r^{2}/t}$

と評価される. したがって $t\rightarrow 0$ のとき $P_{R;t}u$

ー

は $u$ に一様に収束す
ることが確かめられる. 次に $u\in L^{2}(B\delta(0, R))$ に対しては, 任意の
$\epsilon>0$ に対して, まず $\Vert u-v\Vert L^{2}<\epsilon$ となる $v\in C_{0}(B\delta(0, R))$ をとり,
$\Vert\overline{P}R;t(u-v)\Vert_{L^{2}}\leq\Vert u-v\Vert L^{2}$ に注意すると, 十分小さな $t$ に対して,
$\Vert PR;tu-u\Vert$

ー

$ L^{2}\leq 2\Vert u-v\Vert L^{2}+\Vert\overline{P}R,tv-v\Vert L^{2}\leq 3\epsilon$ が従う. すなわち
$\lim_{t\rightarrow 0}\Vert\overline{P}R;tu-u\Vert L^{2}=0$ が示され, $\overline{P}_{R;t}$ の $L^{2}(B\delta(0, R))$ における連続
性が得られた. とくに $\{R,i$

ー

$|i=1,2, \ldots\}$ は正規直交完全系である.
さて, $P_{R;t}$ に対応する $L^{2}(B\delta(0, R))$ 上の閉形式を $\overline{\mathcal{E}}_{R}$ と表すと, $\mathcal{E}_{n;R}$

が $\overline{\mathcal{E}}_{R}$ にモスコ収束すること, および $\mathcal{E}_{n;R}$ が漸近コンパクト性を満た
すことが定理 67と同様の議論からわかる. これから $\overline{\mathcal{E}}_{R}$ が E-3をみた
すことも明らかであり, 実際このことは $0\leq P_{R,t}u\leq 1(0\leq u\leq 1)$ を
検証することからも従う. すなわち $\overline{\mathcal{E}}_{R}$ は $L^{2}(B\delta(0, R))$ 上のディリクレ
形式である. 定理 6.10と同様に, これは強局所的であることもわかる.
ステップ 2次に $R_{1}<R_{2}$ となる正数 $R_{1},$ $R_{2}$ を任意にとる. このと

き, ステップ 1より, 必要ならば部分列を取ることによって, $ n\rightarrow\infty$

のとき, $\mathcal{E}_{n;R_{1}}$ および $\mathcal{E}_{n;R_{2}}$ はそれぞれ $\overline{\mathcal{E}}_{R_{1}}$ および $\overline{\mathcal{E}}_{R_{2}}$ にモスコ収束す
るとしてよろしい. $L^{2}(B\delta(0, R1))$ の元を $B_{\delta}(O, R_{1})$ の外で $0$ とおくこと
によって, $L^{2}(B\delta(0, R_{1}))\subset L^{2}(B\delta(0, R2))$ と考える. このとき, $\overline{\mathcal{E}}_{R_{2}}$ は

$\overline{\mathcal{E}}_{R_{1}}$ の拡張であること, すなわち $D[\overline{\mathcal{E}}R_{1}]\subset D[\overline{\mathcal{E}}R_{2}](\subset L^{2}(B\delta(0, R2))$ か
つ $u\in D[\overline{\mathcal{E}}R_{1}]$ に対して, $\overline{\mathcal{E}}_{R_{1}}(u, u)=\overline{\mathcal{E}}_{R_{2}}(u, u)$ であることを以下にお
いて検証しよう.
任意の $u\in D[\overline{\mathcal{E}}R_{1}]$ に対して, 関数列 $u_{n}\in D[\mathcal{E}_{n;R_{1}}]$ で, $u_{n}$ は $u$ に

$(L^{2})$ 強収束し, かつ $\mathcal{E}_{n;R_{1}}(u_{n}, u_{n})$ が $\overline{\mathcal{E}}_{R_{1}}(u, u)$ に収束するものを取る.
このとき, $u_{n}\in D[\mathcal{E}_{n;R_{2}}]$ より,

$\overline{\mathcal{E}}_{R_{2}}(u,u)\leq\lim_{n\rightarrow}\inf_{\infty}\mathcal{E}_{n;R_{2}}(u_{n},u_{n})=\overline{\mathcal{E}}_{R_{1}}(u,u)$

となる. 一方, $p_{n;R_{1}}(t, x, y)\leq p_{n;R_{2}}(t, x, y)$ より, $ n\rightarrow\infty$ として,

$\overline{p}_{R_{1}}(t,x,y)\leq p_{R_{2}}$
ー

$(t,x,y)$
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が成り立つ. したがって

$\overline{\mathcal{E}}_{R_{1}}(u, u)$

$=\lim_{t\rightarrow 0}\frac{1}{2t}\int_{B_{\delta}(0,R_{1})xB_{\delta}(0,R_{1})}p_{R_{1}}$

ー

$(t,x,y)(u(x)-u(y))^{2}d\mu\times d\mu$

$\leq\lim_{t\rightarrow 0}\frac{1}{2t}\int_{B_{\delta}(\text{。},R_{2})xB_{\delta}(0,R_{2})}\overline{p}_{R_{2}}(t, x,y)(u(x)-u(y))^{2}d\mu\times d\mu$

$=\overline{\mathcal{E}}_{R_{2}}(u,u)$

となる. 以上から $\overline{\mathcal{E}}_{R_{1}}(u, u)=\overline{\mathcal{E}}R_{2}(u, u)$ となり, $\overline{\mathcal{E}}_{R_{2}}$ は $\overline{\mathcal{E}}_{R_{1}}$ の拡張であ
ることが確かめられた.
ステップ 3 ステップ 2より, 適当な発散列 $\{Rj\}$ と部分列を取るこ
とによって, 各 $i$ に対して, $ n\rightarrow\infty$ のとき, $\mathcal{E}_{n;R_{j}}$ は $L^{2}(B\delta(0, Rj))$ 上
の局所ディリクレ形式 $\overline{\mathcal{E}}_{R_{j}}$ にモスコ収束し, $\mathcal{E}_{n,\cdot R_{j}}$ は漸近コンパクト性
を満たす. さらに $i<k$ のとき, $\overline{\mathcal{E}}_{R_{k}}$ は $\overline{\mathcal{E}}_{R_{j}}$ の拡張であるとしてよろ
しい. したがって $\{\overline{\mathcal{E}}R_{j}|j=1,2, \ldots\}$ は, $\cup J=1,2,\ldots D[\overline{\mathcal{E}}R_{j}]\subset L^{2}(X, \mu)$ の

2次形式を定めるが, その緩和形式を $\mathcal{E}$ とする (注意 5.1参照). すな
わち, $u\in L^{2}(X, \mu)$ に対して,

$\mathcal{E}(u, u)=\inf_{u_{j}}\lim\inf \mathcal{E}_{R_{j}}(u_{j}, u_{j})j\rightarrow\infty$

ー

ここで下限は $\lim_{j\rightarrow\infty}\Vert uj-u\Vert_{L^{2}}=0$ を満たす $\{uj\}$ すべてに渡って得
られるものである. 定義から $\mathcal{E}$ は $L^{2}(X, \mu)$ 上のディリクレ形式を定
め, $\cup J=1,2,\ldots D[\overline{\mathcal{E}}R_{j}]$ は $D[\mathcal{E}]$ の ( $\mathcal{E}_{1^{-}}$ノルムに関して) 稠密な部分空間であ
る. さらに, $ i\rightarrow\infty$ のときの $pR_{j}$ の極限を $p$ とすると, その定義か
ら, $p$ は $\mathcal{E}$ の半群 $P_{t}$ の核関数となり, また (44) と同様の評価を満た
す. これから, $C_{0}(X)\cap D[\mathcal{E}]$ は $C_{0}(X)$ において $L^{\infty}$

ー ノルムに関し
て稠密であることが判る. 実際 $R>0$ に対して, $\xi_{R}\in C^{0,1}(X, \delta)$ を,
$0\leq\xi\leq 1,$ $\xi(x)=0(x\in X\backslash B_{\delta}(0,2R)),$ $\xi(x)=1(x\in B_{\delta}(0, R)$ ,
Lip $\xi\leq 2/R$ を満たすように選んでおく. 任意の $u\in C_{0}(X)$ に対して,
$suppu\subset B_{\delta}(0, R)$ となる十分大きな $R$に対して, $\xi {}_{R}P_{t}u\in D[\mathcal{E}]\cap Co(X)$

で, $\lim_{t\rightarrow 0}\Vert u-\xi {}_{R}P_{t}u\Vert L\infty=0$ が確かめられる. また $u\in D[\mathcal{E}]$ に対し
ても, $\xi {}_{R}P_{t}u$ は, $ R\rightarrow\infty$ そして $t\rightarrow 0$ のとき, $u$ に $\mathcal{E}_{1}$ ーノルムで収束
することが確かめられる. このように $\mathcal{E}$ は正則である.

$\mathcal{E}$ が性質 [VII], [VIII], [IX] を満たすことも定理 6.11と同様にして確
かめられる.
それから $\delta(x, y)$ が十分小さいならば, $d\epsilon(x, y)\leq C_{5}\delta(x,y)$ が従う.

任意の $x,$ $y\in X$ に対しては, $x$ と $y$ を結びその距 $E\not\in\delta(x, y)$ を\not\equiv現する
曲線 $\gamma$ : $[0, \ell]\rightarrow X(\ell=\delta(x, y))$ を取り, $[0, \ell]$ の分割 $\{ti:0=t0<t_{1}<$
. . . $<tk=\ell$} で, $\delta(\gamma(ti), \gamma(ti+1))$ が十分小さくなるものを選ぶ. この

とき, $d_{\mathcal{E}}(x, y)\leq\sum_{i=0}^{k-1}d_{\mathcal{E}}(\gamma(t_{i}), \gamma(t_{i+1})\leq C_{5}\sum_{i}^{k-1}\delta(\gamma(t_{i})\gamma(t_{i+1}))=$

$C_{5}\delta(x, y)$ となり, $F_{\text{ロ}}|E-$

$d_{\mathcal{E}}(x,y)\leq C_{5}\delta(x,y)$ , $x,$ $y\in X$

が示された. 残る主張も, 定理 5.11から確かめられる. 以上で定理
6.14の証明は完了した.
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ノート 6 この節の主な参考文献は, B\’erard-Besson-Gallot [4], Davies
[17], Dal Masso [18], Kasue-Kumura [41], Kasue [37], Kasue [38], Kuwae-
Shioya [49], Mosco [57] などである. 塩谷 [68] も参照.
命題 6.2は, [17] の中の結果である. 定理 64, 補題 65, 定理 6.6の

詳細は [49] を参照. 定理 67の証明は, [41] の議論をここで考察され
ているディリクレ空間に拡張したものである. 命題 68, 命題 69, 定
理 6.10および定理 6.11は [37] において示されたものである.
例 62, 例 63, 例 64, 例 67の詳細については, それぞれ [5], [43],

[37], [32], [34] 参照. また 6.3分節の終わりで述べた事柄 (i), (ii), (iii)
については, [1], [41], [42], [75], [5] 参照.
定理 6.12は [37] において示された. 適当な条件の下で, 調和関数,

1次調和形式や調和写像や, リーマンベクトル束のエネルギー形式な
どの収束も議論することができる. これらについては, [37], [38], [39],
[40] を参照.
またこの節の内容に関連して, 拡散過程の収束については Ogura[60]

参照. それからスペクトル収束の異なった視点からの研究のひとつと
して, Seriu [67] をあげる.
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