
多様体の微分同相群

坪井　俊 （東大数理）

多様体の定式化は２０世紀前半におこなわれた．現在，多くの数学研究が多様体ある
いはその上の構造を扱っている．多様体論は大学の数学科の講義の定番といってよいと思
う．その上で，複素多様体論，リーマン多様体論，リー群論，ファイバー束の理論，ゲー
ジ理論などが，次世代に必要な数学として教えられているものと思われる．この講演で
は，その中に微分同相群論というものがあってもよいのではないかという期待を持って，
微分同相群論の内容の一部となるべき結果および残された問題を，２つの話題について
紹介する．

1. 微分同相群

1 � r � ∞またはωとして，n次元Cr級コンパクト多様体MnのCr級微分同
相全体のなす群をDiffr(Mn)と書く．写像 f : Mn −→MnがCr級微分同相であ
るとは，全単射であり，f , f−1がともにCr級であることである．Diffr(Mn)は，
写像の結合について群をなしている．Cω級とは実解析的であることである．逆
写像定理から，Diffr(Mn)は，MnからMn自身への写像全体のなす空間におい
て，C1位相について開集合である．この位相についてのDiffr(Mn)の恒等写像の
（弧状）連結成分をDiffr(Mn)0と書く．Diffr(Mn)0は正規部分群で，商の群は連
結成分のなす群 π0(Diffr(Mn))である．微分同相群の研究をDiffr(Mn)0の研究と，
π0(Diffr(Mn))の研究に分けて始めることもできる．今回は，講演者が研究して
きたDiffr(Mn)0を扱うのであるが，連結成分のなす群 π0(Diffr(Mn))ももちろん
重要で，それは次のような事柄からも納得されると思う．６次元球面 S6に対し
て，π0(Diffr(S6)) ∼= Z/28Zは７次元球面の微分可能構造のなす群であり，種数
gのリーマン面Σ2

g に対して，π0(Diffr(Σ2
g ))はリーマン面Σ2

g の写像類群である．
ここで扱うCr級多様体Mnは，C∞級あるいは実解析的多様体としてよい．こ

のとき，Diffr(Mn)0は局所可縮な空間で，恒等写像の近傍は，Mn上のCr級ベク
トル場のなす実ベクトル空間X r(Mn)の 0の近傍と同一視できる．r = ∞, ωな
らば，Diffr(Mn)0はX r(Mn)をモデルとする多様体の構造をもつ．ベクトル場が
生成するフローは微分同相の族であるが，恒等写像の近傍の微分同相が，常にあ
るフローに含まれる訳ではない．時刻に依存するベクトル場が生成する微分同相
の族をアイソトピーと呼ぶ．恒等写像の近傍の微分同相は常にあるアイソトピー
に含まれる．このことから，Diffr(Mn)0は，非可算個の元をもつことがわかる．

Diffr(Mn)0の各元 f : Mn −→ Mnがどのようなふるまいをするか，あるいは
どのようなふるまいが一般的かという問は，力学系理論の中心的な問題である．
次元 nが２以上のときは，一般に複雑極まりないふるまいをする．それだけ複雑
な元があることが，群Diffr(Mn)0の思いがけない単純さの原因となっている．

この研究の一部は日本科学振興会，科学研究費補助金基盤研究 (A)16204004, 20244003, 萌芽
研究 18654008および東京大学２１世紀ＣＯＥプログラム，グローバルＣＯＥプログラム拠点形
成費の援助により遂行されています．ご援助に感謝します.
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近年，微分同相群の部分群についての研究が大きく進展している．また，シン
プレクティク構造，接触構造，体積要素を保つ微分同相群の研究も進展している．
それらは，この講演とも深く関係しているが，今回は触れないことにする．

2. 微分同相群の完全性と単純性

同相群について，1947年にUlam-von Neumannが次のことを述べている．

定理 2.1 (Ulam-von Neumann ([40])). 球面 S2の向きを保つ同相群は単純群であ
る．ある自然数N があって，f , g ∈ Homeo(S2)0 \ {id}に対し，gは，N 個以下
の，f の共役の積で書かれる．

その後，1958年にAndersonが次を示した．

定理 2.2 (Anderson ([1])). f , g ∈ Homeo(Sn)0 \ {id} (n = 1, 2, 3)に対し，gは，
6個以下の，f または f−1の共役の積で書かれる．

さらに，1960年にFisherは，3次元以下の連結閉多様体Mに対し，Homeo(M)0

は単純群であることを示している ([8])．
また，1970年にEpsteinは，r � ∞のCr級微分同相群など，fragmentationが

できる群に対して，完全群ならば単純群であることを示した ([7], [3], [33])．
定義を述べておくと，群Gが単純とは，Gの正規部分群がGと単位群 {e}に

かぎることである．また，群Gが完全とは，Gのアーベル化が単位群となること
である．
群 Gの元 gに対して Cg を gの共役類と g−1の共役類の和集合とする：Cg =

{hgh−1
∣∣ h ∈ G} ∪ {hg−1h−1

∣∣ h ∈ G}. gを含む最小の正規部分群（正規化群）
は，

⋃∞
k=1(Cg)

kであたえられるが，単純群とは，gが単位元 eでないとき，G =⋃∞
k=1(Cg)

kとなるというものである．単純群Gに対して，集合 {Cg

∣∣ g ∈ G\{e}}
上に,

d(Cf , Cg) = log min{k ∣∣ Cf ⊂ (Cg)
k and Cg ⊂ (Cf)

k}
で定まる距離が入る．この距離の性質は無限単純群の性質として興味深い．
無限群が単純群ならば，それは完全群であるが，Epsteinの結果から，r � ∞

のCr級微分同相群などでは，その逆が成立する．
コンパクトとは限らないn次元多様体Mnに対しては，その微分同相群Diffr(Mn)0

は，台がコンパクトな微分同相のなす部分群の恒等写像成分 Diffr
c(M

n)0を正規
部分群として含む．ここで，微分同相 f : Mn −→ Mnの台 supp(f)は，{x ∈
Mn

∣∣ f(x) �= x}の閉包として定義される．従って，コンパクトでない多様体Mn

に対してDiffr(Mn)0は単純群ではないが，Diffr
c(M

n)0は完全群となり，Mnが連
結ならば，Epsteinの結果により単純群となる．これは次の結果による．

定理 2.3 (Herman-Mather-Thurston ([22], [33])). 1 � r � ∞, r �= n+ 1のとき，
Diffr

c(M
n)0は完全群である. Mnが連結ならば，Diffr

c(M
n)0は単純群である．

このような研究の動機には，葉層構造の理論，葉層構造の分類空間の位相の問
題があった．葉層構造の分類空間と微分同相群の分類空間を結びつけるMather-
Thurstonの定理は次のように述べられる．分類空間とは，多様体上の構造が分類
空間への写像による引き戻しで得られるという性質を持つ空間で，分類空間のコ
ホモロジー類はこのような構造の特性類を与える．

定理 2.4 (Mather-Thurston ([21], [33], [23])). 1 � r � ∞のとき,
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H∗(BDiffr
c(R

n);Z) ∼= H∗(ΩnBΓ r
n; Z).

ここで，Ωnは n重ループ空間を表し，多様体Mnに対し，BDiffr
c(M

n)は，葉層
Mn束の分類空間BDiffr

c(M
n)δからMn束の分類空間BDiffr

c(M
n)への写像のホ

モトピー・ファイバーであり，葉層Mn積を分類する．BΓ r
n は，余次元 n葉層

構造の分類空間BΓ r
nから葉層のの法束を分類するBGL(n; R)への写像のホモト

ピー・ファイバーであり，自明な法束を持つ葉層構造を分類する．
上の２つの定理を結びつけると，次の系が得られる．

系 2.5. 1 � r � ∞のとき, BΓ r
n (1 � r � ∞, r �= n+ 1)は n+ 1連結である．

この方向の研究では，r = 0, 1のとき BΓ r
nが可縮であること，rが 1に近づ

くときにBΓ r
n の連結性が上がること，C

r (r > 2 − 1/(n+ 1))では葉層構造の特
性類がH2n+1(BΓ r

n; Z)の元として定義されることなどがわかっている ([20], [34],
[35])．

3. 一様完全性と一様単純性

群Gのアーベル化は，交換子 [g, h] = ghg−1h−1で生成される交換子群 [G,G]
による，Gの商の群であるから，Gが完全群ならば，g ∈ Gは交換子の積の形に
書かれる．コンパクト n次元多様体Mnに対してDiffr(Mn)0が完全群であるこ
と，すなわち，f ∈ Diffr(Mn)0が交換子の積 f = [a1, b1] · · · [ak, bk] に書かれるこ
とは，幾何的には次のことを意味している．S1 ×Mn上のホロノミーが f で与え
られる葉層（積）構造

(S1 ×Mn,Ff ) = (R ×Mn,R × {∗}∗∈Mn)/ ∼
((t + m,x) ∼ (t, fm(x))(m ∈ Z))を考える．種数 k, 境界成分が１個の向きを持
つコンパクト連結曲面Σk,1に対して，Σk,1 ×Mnの境界 ∂Σk,1 ×Mnに与えられ
た葉層（積）構造 (S1 ×Mn,Ff )がΣk,1 ×Mnの葉層（積）構造に拡張する．こ
れは π1(Σk,1)が 2k元生成自由群で境界 ∂Σk,1は，π1(Σk,1)において交換子積に対
応することによる．このような構成を考えると，f を書き表すために必要な交換
子の個数の最小値（f の交換子長）に興味を持つことになる．任意の元の交換子
長が一様に評価される群を一様完全群と呼ぶ．

S1 ×Mn ⊂ Σ3,1 ×Mn⏐� ⏐�

すなわち群 Gが一様完全とは，ある自然数 N が存在し，Gの任意の元 gは，
高々N 個の交換子の積に書かれる事である．
最初に述べたAndersonの定理 2.2に関連して，群Gが一様単純であることを

次のように定義する．ある自然数N が存在し，Gの任意の元 f , 任意の単位元で
はない gに対し，fは高々N個の gまたは g−1の共役の積に書かれることである：
G =

⋃N
k=0(Cg)

k. これは {Cg

∣∣ g ∈ G \ {e}}が距離 dについて有界であることで
ある．
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一様単純な無限群は一様完全である．一様完全であるが一様単純でない群は存
在する．例えば，交代群の順極限A∞がそうである．これから述べるような微分
同相群については，一様完全性の証明から一様単純性を導くことが出来る．
この節で紹介するのは次の定理である．

定理 3.1 (Burago-Ivanov-Polterovich([4]), T. ([37], [39])). 任意の f ∈ Diffr(Sn)0

(1 � r � ∞, r �= n+ 1)は３個の交換子の積に書かれる．

これは，次のように一般化される．

定理 3.2 (T. ([37])). M 2mをコンパクト多様体で，指数mのハンドルのないハ
ンドル分解を持つものとする．このとき，任意の f ∈ Diffr(M 2m)0 (1 � r � ∞,
r �= 2m+ 1)は４個の交換子の積に書かれる．

定理 3.3 (Burago-Ivanov-Polterovich for m = 1([4]), T. ([37], [39])). M 2m+1を
コンパクト多様体とする．このとき，任意の f ∈ Diffr(M 2m+1)0 (1 � r � ∞,
r �= 2m+ 2)は５個の交換子の積に書かれる．

これらの定理で解決されてない，特に交叉形式が非自明であるような偶数次元
の多様体M 2mに対して，Diffr(M 2m)0が一様完全かどうかは非常に興味のある問
題である．実射影平面RP 2, ２次元トーラス T 2, ２次元球面の直積S2 ×S2, 複素
射影平面CP 2などに対して，上の定理の証明の重要なステップはどれもうまく
いかない．（追記：2m � 6の場合に一様完全であることが，その後わかった．）

問題 3.4. M 2mを交差形式が自明でない偶数次元多様体とする．2m = 2, 4の場
合，Diffr(M 2m)0は一様完全でないことを示せ．

上の定理の系として次が得られる．一様単純であることは，B-I-P [4]に大体書
かれているが、共役の個数の評価は，[39]による．

系 3.5 (T. ([39])). Diffr(Sn)0 \ {id} (1 � r � ∞, r �= n+ 1) の元 f , gに対し，f
は，12個以下の，gまたは g−1の共役の積に書かれる．

この系は，Andersonの定理 2.2と同様に，１つの微分同相を知っていれば座標
を 12回取り換えて，この微分同相を掛ければすべての微分同相が得られるとい
うことを述べている．

系 3.6 (T. ([39])). Mnをコンパクト連結多様体で，指数n/2のハンドルのないハ
ンドル分解を持つものとする．このとき，Diffr(Mn)0\{id} (1 � r � ∞, r �= n+1)
の元 f , gに対し，f は，16n+ 28個以下の，gまたは g−1の共役の積に書かれる．

4. 一様完全性，一様単純性の証明の方法

まず，次を示す．

命題 4.1. Diffr
c(R

n)0 (1 � r � ∞, r �= n + 1) の元は２つの交換子の積に書か
れる．

f = [a1, b1][a2, b2][a3, b3]

U
g(U)

g2(U)

g3(U)

g4(U)

g[a1, b1][a2, b2]g
−1

g2[a1, b1]g
−2

g g
g

g
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Herman-Mather-Thurstonの定理 2.3 により，Diffr
c(R

n)0は完全群だから，f ∈
Diffr

c(R
n)0 は交換子の積に書かれる：f = [a1, b1] · · · [ak, bk]. 有界な球体 U を

supp(ai), supp(bi) ⊂ U となるようにとり，g ∈ Diffr
c(R

n)0で gj(U) (j ∈ Z)が交
わらないようなものをとる．F =

∏k
i=1 g

k−i([a1, b1] · · · [ai, bi])g
i−k とおく．

F−1gFg−1 = ([a1, b1] · · · [ak, bk])
−1

∏k−1
i=0 g

k−i[ai+1, bi+1]g
i−k

= f−1
∏k−1

i=0 g
k−i[ai+1, bi+1]g

i−k

= f−1
[∏k−1

i=0 g
k−iai+1g

i−k,
∏k−1

i=0 g
k−ibi+1g

i−k
]
.

だから，A =
∏k−1

i=0 g
k−iai+1g

i−k, B =
∏k−1

i=0 g
k−ibi+1g

i−kとおけば，
f = [A,B][g, F−1]となる．
この証明は，gj(U) (j ∈ Z)が交わらないこと，任意の元がある開集合U（内の

球体）に台を持つ交換子積に書かれることだけを使っているので，次が示される．

命題 4.2. Mnを指数 (n− 1)/2以下のハンドルによるハンドル分解をもつコンパ
クト多様体の内部とするとき，Diffr

c(M
n)0 (1 � r � ∞, r �= n+ 1) の元は２つの

交換子の積に書かれる．

多様体Mnの k次元部分複体Kk と，�次元単体複体 L�からの微分可能写像
f : L� −→Mnに対して，一般位置の原理（横断性あるいはサードの定理）から，
k+ �+1 � nならば，Kkをアイソトピー {ht}t∈[0,1] (h0 = id)で動かして，h1(K

k)
と f(L�)を交わらないようにすることができる．これを使って次が示される．
特に k次元部分複体Kkに対し, k � (n− 1)/2ならば，KkをKkに交わらない

ように動かすアイソトピーが存在する．このとき，K の近傍 U とアイソトピー
{gt : Mn −→ Mn}t∈[0,1]で (g1)

j(U) (j ∈ Z)が交わらないものが構成できる（命
題 4.2で使っている）．
また，P p, Qqをコンパクト多様体Mnの交わらない部分複体とし，p+q+2 � n

とすると，アイソトピー {ft}t∈[0,1] (f0 = id)は，f1 = g1◦h1と２つのアイソトピー
{gt}t∈[0,1] ⊂ Diffr

c(M
n \ k1(Q

q))0 (g0 = id), {ht}t∈[0,1] ⊂ Diffr
c(M

n \P p)0 (h0 = id)
の積に分解される．ここで，{kt}t∈[0,1]は P pの近傍を動かさないアイソトピーで
ある．

Mn

k1(Qq)

P p

ft gt

定理 3.2，定理 3.3 の証明は，次のように行われる．
コンパクト多様体のハンドル分解から，定理 3.2の仮定の下で，Pm−1, Qm−1 ⊂

M 2mで，Pm−1はM 2m \Qm−1の変形収縮，Qm−1はM 2m \ Pm−1の変形収縮と
なるものがとれる．これにより，f ∈ Diffr(M 2m)0は，f = g ◦h, g ∈ Diffr

c(M
2m \

k(Qm−1))0, h ∈ Diffr
c(M

2m \ Pm−1)0と分解される．g, hは，それぞれ，Pm−1の
近傍, k(Qm−1)の近傍に台を持つ微分同相に共役で，それぞれ２個の交換子の積
に書かれる．従って，f は４個の交換子の積に書かれる．
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定理 3.3の場合は，Pm, Qmで，PmはM 2m+1\Qmの変形収縮，QmはM 2m+1\
Pmの変形収縮となるものはとれる．f ∈ Diffr(M 2m+1)0の分解は自明ではない
が，Whitneyの定理 ([42]), B-I-P([4])のアイデアを用いて，Pmのアイソトピーの
像 (m+1次元)と k(Qm)の交わり方を解析して，f = a◦g◦h,ここで，aは球体の
直和に台を持つ１つの交換子で，g ∈ Diffr

c(M
2m+1 \ k(Qm))0, h ∈ Diffr

c(M
2m+1 \

k′(Pm))0 という形でできることが示される．このことから，f は５個の交換子の
積に書かれることが従う．
完全性から単純性が従う理由を述べよう．

命題 4.3. g ∈ Diffr
c(M

n)0に対し，開集合 U が U ∩ g−1(U) = ∅を満たすとする．
このとき，Diffr

c(U)0の交換子 [a, b] は，４個の，gまたは g−1の共役の積に書か
れる．

実際，c = g−1agとおくと，cb = bcだから

aba−1b−1 = gcg−1 bgc−1 g−1b−1

= gcg−1c−1cbgc−1b−1bg−1b−1

= g(cg−1c−1)(bcgc−1b−1)(bg−1b−1).

となる．

g

[a, b]

c = g−1ag b

Ug−1(U)

系3.5は，定理3.1の交換子が球体に台を持つことから従う．系3.6は，Kk ⊂Mn

(k � (n−1)/2)に対して構成した，gj(U) (j ∈ Z)が交わらないような gが，k+1
個の球体に台を持つ微分同相の積に書かれることを用いて示される．

5. 実解析的微分同相群

２つ目の話題は，実解析的多様体Mnの実解析的微分同相群Diffω(Mn)0 の完
全性である．これについては，1974年，Hermanが，n次元トーラス T nの場合
に次を示している．

定理 5.1 (Herman ([15])). Diffω(T n)0は単純群である．

Hermanは，任意のコンパクト連結実解析的多様体Mnに対して，Diffω(Mn)0

は単純群であることを予想したが，その後，３０年以上進展がなかった．それに
対して，より弱い次の予想を考えた．

予想 5.2. コンパクト実解析的多様体Mnに対して，Diffω(Mn)0は完全群である．

これに対する現在の結果は，次のものである．

定理 5.3 (T. ([38])). コンパクト実解析的多様体MnがU(1)主束の全空間である
とする．このとき，Diffω(Mn)0は完全群である．

コンパクト実解析多様体Mnが特殊半自由 U(1)作用を持つことを次で定義す
る．N を境界 ∂N を持つコンパクト (n− 1)次元多様体とする．MnをN × U(1)
において，x ∈ ∂Nに対し {x}×U(1)を１点に同一視して得られる多様体とする．
Mnは，実解析的多様体の構造と実解析的U(1)作用をもつ．
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定理 5.4 (T. ([38])). Mnが特殊半自由U(1)作用を持つならば，Diffω(Mn)0は完
全群である．

定理 5.5 (T. ([38])). ２次元または３次元コンパクト多様体Mが，非自明なU(1)
作用を持つならば，Diffω(M)0は完全群である．

6. 実解析的微分同相群の完全性の証明の方法

Hermanの定理5.1の証明はトーラスの微分同相の条件付き安定性（Kolmogorov-
Arnold-Moser理論）を用いて行われた．我々の定理の証明もArnold による次の
定理を用いる．

定理 6.1 (Arnold([2])). α ∈ RnがDiophantus条件を満たすとする．Φ(w) (w ∈
W )をn次元トーラスの恒等写像に近い実解析的微分同相の実解析族とする．この
とき，実解析族 (ψ(w), λ(w)) ∈ Diffω(T n)0 × T nで，次を満たすものが存在する．

Φ(w) = Rλ(w)−α ◦ ψ(w) ◦Rα ◦ ψ(w)−1

ここで，R∗はトーラスT n = Rn/Znの∗回転である．また，α ∈ RnがDiophantus
条件を満たすとは，任意の n ∈ Zn \ {0}, m ∈ Z に対して |α • n−m| ≥ C‖n‖−β

が成立するような正実数C, βが存在することである．
Rλは，λに実解析的に依存する形でPSL(2;R)n = PSL(2;R)×· · ·×PSL(2;R)

において，１つの交換子に書かれるので，Φ(w)は，w ∈W に実解析的に依存す
る形で２つの交換子の積に書かれる．
我々の定理の証明は次のものから成り立っている．

• ヤコビ行列が正則ではない場合の，実解析的逆写像定理．
• 規格化補題．
• 実解析的Diophantus回転に対するArnoldの定理および
同心円のDiophantus回転に対するArnold型定理．

• 軌道を保つ SL(2;R)作用．
証明の概要は次のようなものである．

• 実解析的 U(1)作用のN 個 (N � n)の実解析的微分同相による共役を取
り，多様体の各点 xの接空間 TxM

nが，共役で得られたU(1)作用を生成
するベクトル場で張られるようにする．

• Mn上の実解析的リーマン計量をとると，n個のU(1)作用を生成するベク
トル場 ξ1, . . . , ξnに対し，正規直交基底∂/∂xj に対する行列式Δ = det(ξij)

が定まる．ここで，ξi =
∑

ξij(∂/∂xj) である．
• Mnは，Mn \ {Δk = 0}の形の稠密開集合で被覆される．
• 規格化補題により，恒等写像に近い実解析的微分同相 f は，fk − idがΔk

の冪で割り切れるような実解析的微分同相 fkの積に分解される．
• 実解析的逆写像定理により，fk は軌道を保つ実解析的微分同相の積に分
解される．

• Arnoldの定理と同心円の回転に対するArnold型定理により，得られた軌
道を保つ実解析的微分同相は，軌道ごとに回転となる実解析的微分同相と
軌道を保つ実解析的微分同相群の交換子群を法として等しい．

• 定理で扱う場合には，軌道ごとの SL(2;R)作用の実解析族があって，得
られた軌道ごとの回転の実解析族を軌道を保つ実解析的微分同相群のなか
で交換子の積に書くことができる．
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残された紙数で，ヤコビ行列が正則ではない場合の実解析的逆写像定理と規格
化補題の意味を説明する．
定理の証明に必要な実解析的逆写像定理は次のようなものである．

定理 6.2. Mn を RN に埋め込まれた実解析的閉多様体，ξ(1), . . . , ξ(n) をMn

上の実解析的ベクトル場，ϕ(i)
t を ξ(i) が生成するフローとする (i = 1, . . . , n).

Φ((t1, . . . , tn), x) = (ϕ
(1)
t1 ◦ · · · ◦ ϕ(n)

tn )(x) で定義される写像Φ : Rn ×Mn −→ Mn

を考える．fを恒等写像に近いMnの実解析的微分同相で f − idがΔ(x)r (r ∈ Z,
r � 3)で割り切れるものとする．ここで，座標近傍 (U, (x1, . . . , xn))上で，Δ(x) =

det
(
ξ

(j)
i

)
, ξ(j) =

∑
ξ

(j)
i (∂/∂xi)であり，Δ(x)は，恒等的に 0とはならないとする．

このとき，実解析関数 t1(x), . . . , tn(x)で，f(x) = Φ((t1(x), . . . , tn(x)), x)を満た
すものが存在する．

Δ(x) �= 0となる点 xの近傍で，局所的に実解析関数 t1(x), . . . , tn(x)が存在
するのは，通常の実解析的逆写像定理からわかる．実解析的な写像に対しては，
Δ(x) = 0となっても，f(x)がΔ(x)の冪で割り切れていれば，t1(x), . . . , tn(x)が
存在することを主張している．
規格化補題は，Cr級の微分同相群の恒等写像成分に対する fragmentation補題

([3]) に対応するもので，恒等写像に近い実解析的微分同相を都合のよい固定点
成分を持つ実解析的微分同相の積に分解するものである．fragmentation補題は，
Cr級の微分同相群の恒等写像成分の完全性を示すための鍵となったものの１つ
であり，前半に述べた Cr級 (1 � r � ∞)の場合には，球体に台を持つ関数によ
る１の分割を使うことが重要であった．このような関数は実解析的な場合には使
うことが出来ないが，規格化補題は次のように定式化される．

　　　　　　
μ1, . . . , μmをMn上の非負実解析的関数で，

∑m
i=1 μi = 1を満たすものとする．

Sk = μk
−1(0)とおき，

⋂m
k=1 Sk = ∅を仮定する．さらに νj =

∑j
i=1 μiとおく．

Φ : [0,m] ×Mn −→ [0, 1] ×Mn

を次で定義される写像とする．

Φ(t, x) = (ν[t](x) + (t− [t])μ[t]+1(x), x).

この写像は [j − 1, j] ×Mn上で実解析的である．F : [0, 1] ×Mn −→ Mnを実解
析的アイソトピーとする．[0, 1]×Mn上にはアイソトピーのトレースとして葉層
構造F が定まる．この葉層の (t, x)を通る葉は

{(s, (F (s) ◦ F (t)−1)(x)) ∈ [0, 1] ×Mn
∣∣ s ∈ [0, 1]}

で与えられる．



多様体の微分同相群　（坪井　俊） 9

命題 6.3 (規格化補題). アイソトピーF が定値アイソトピーに近いとする．この
とき Φ|{t} ×Mnは（積葉層に近い）F に横断的で，[j − 1, j] ×Mn (j = 1, . . . ,
m). 上で，Φ∗F は実解析的アイソトピーである．従って，

F (0) ◦ F (1)−1 = G1 ◦ · · · ◦Gm,

となる．ここでGj (j = 1, . . . , m) はGj|Sj = idSj
を満たすMnの実解析的微分

同相である．さらに，Gj − idは μjで割り切れる．

定理 5.3, 5.4, 5.5 の証明に鑑みて，非自明U(1)作用をもつ多様体の場合の予想
5.2 は，比較的やさしく示されると思われる．一般の多様体に対する予想 5.2の
解決のためには，Arnoldの定理 6.1に代わる現象を他の種類の多様体に見出すこ
とができるかどうかが１つの鍵である．

問題 6.4. 双曲多様体に対し，次の形の条件付き安定性の問題を定式化し，証明
せよ．

• 部分群D ⊂ Diffω(Mn)0とDの近傍 U があり，U 上で定義された共役不
変量 ρ : U −→ Dがあって，Dの稠密な部分集合 Aに対して，ρ(f) ∈ A
ならば，f と ρ(f)は実解析的に共役である．
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18. M. Herman et F. Sergeraert, Sur un théorème d’Arnold et Kolmogorov, C. R. Acad. Sci.
Paris 273 (1971), 409–411.

19. D. Kotschick, Stable length in stable groups, Advanced Studies in Pure Math. 52 Groups
of Diffeomorphisms (2008) 401–413.

20. J. Mather, The vanishing of the homology of certain groups of homeomorphisms, Topology
10 (1971), 297–298.

21. J. Mather, Integrability in codimension 1, Comm. Math. Helv. 48 (1973) 195–233.
22. J. Mather, Commutators of diffeomorphisms I, II and III, Comm. Math. Helv. 49 (1974),

512–528, 50 (1975), 33–40 and 60 (1985), 122–124.
23. J. Mather, On the homology of Haefliger’s classifying space, C.I.M.E., Differential Topology,

(1976), 71–116.
24. S. Matsumoto and S. Morita, Bounded cohomology of certain groups of homeomorphisms,

Trans. Amer. Math. Soc. 94 (1985), 539–544.
25. J. Milnor, Morse theory, Annals of Mathematics Studies, No. 51 Princeton University Press,

Princeton, N.J. (1963) vi+153 pp.
26. J. Milnor, Lectures on the h-cobordism theorem, Princeton University Press, Princeton, N.J.

(1965) v+116 pp.
27. C. B. Morrey Jr, The analytic embedding of abstract real-analytic manifolds. Ann. of Math.

68 (1958), 159–201.
28. J. Moser, A rapidly convergent iteration method and non-linear partial differential equa-

tions, I and II, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa (3) 20 (1966), 265–315 and (3) 20 (1966),
499–535.

29. P. Orlik and F. Raymond, Actions of SO(2) on 3-manifolds, Proc. Conf. on Transformation
Groups (New Orleans, La., 1967) Springer, New York (1968 ), 297–318.

30. F. Raymond, Classification of the actions of the circle on 3-manifolds, Trans. Amer. Math.
Soc. 131 (1968) 51–78.

31. H. L. Royden, The analytic approximation of differentiable mappings, Math. Annalen 139
(1960), 171–179.

32. C. L. Siegel, Iteration of analytic functions, Ann. of Math. (2) 43 (1942), 607–612.
33. W. Thurston, Foliations and groups of diffeomorphism, Bull. Amer. Math. Soc. 80 (1974),

304–307.
34. T. Tsuboi, On the homology of classifying spaces for foliated products, Advanced Studies

in Pure Math. 5 Foliations (1985), 37–120.
35. T. Tsuboi, On the foliated products of class C1, Annals of Math. 130 (1989), 227–271.
36. T. Tsuboi, On the group of foliation preserving diffeomorphisms, Foliations 2005, Lodz,

World Scientific, Singapore (2006) 411–430.
37. T. Tsuboi, On the uniform perfectness of diffeomorphism groups, Advanced Studies in Pure

Math. 52 Groups of Diffeomorphisms (2008) 505–524.
38. T. Tsuboi, On the group of real analytic diffeomorphisms, UTMS preprint series 2008-17.
39. T. Tsuboi, On the uniform simplicity of diffeomorphism groups, preprint.
40. S. M. Ulam and J. von Neumann, On the group of homeomorphisms of the surface of the

sphere, (Abstract) Bull. Amer. Math. Soc. 53 (1947) 508.
41. J.-C. Yoccoz, Analytic linearization of circle diffeomorphisms, Dynamical systems and small

divisors (Cetraro, 1998), 125–173, Lecture Notes in Math., 1784, Springer, Berlin, 2002.
42. H. Whitney, The singularities of a smooth n-manifold in (2n − 1)-space, Ann. of Math.,

45(1944), 247–293.

東京大学大学院数理科学研究科
E-mail address: tsuboi@ms.u-tokyo.ac.jp


