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概要

巨大基数, 強制法などの現代集合論の紹介

Universe, Multiverseの考え方の紹介

独立命題の考え方

(超数学的種々の困難を避けるため, 種々の概念は正確さを犠牲にし

て多分に単純化しています)

お品書き

...1 Universe

...2 巨大基数

...3 強制法

...4 Multiverse

...5 Generic multiverse
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.
ZFC公理系
..

......

集合論の標準的な公理系

現代数学の大部分は ZFC公理系の下で行える.

数学的に証明可能 ≈ ZFCから証明可能

.
(公理的)集合論の目的
..

......

数学の基礎づけ.

数学を行うためのフレームワークを与える.

集合論観点からの数学的構造の研究.

▶ 実数構造, ○○を満たす数学的構造の濃度...

集合論手法の他の分野への応用.

▶ 一般位相空間, 抽象代数,...

集合の宇宙の構造を解明する.
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集合の宇宙

集合すべてからなる集まりを (集合論の)宇宙と呼び, V で表す.

V は集合ではない.
.
Fact (V の構造 (von Neumann階層))
..

......

V は, 空集合から始めて, その冪集合を取る操作を超限回取ることで構成

される:

...1 V0 = ∅.

...2 αが順序数の時, Vαが定義されているとして

Vα+1 = Vαの冪集合 P(Vα).

...3 αが極限順序数の時, Vα =
∪

β<α Vβ.

...4 V は
∪

α Vαである.

V では ZFCの各公理が成り立つ.

特に, 通常の数学的オブジェクトはすべて V の要素とみなせる.
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独立命題

.
Fact
..

......

(Gödel) ZFC+CH(連続体仮説)は無矛盾である.

(Cohen) ZFC+ ¬CHは無矛盾である.

したがって, 宇宙 V で CHが成り立っているかどうかは ZFCから決

定できない.

.

......

現在数学は, 基本的に集合論 (ZFC)をベースに行われている.

⇒ CHは数学的に真とも偽とも決定できない命題である.

.
Question
..
......ZFCの独立命題が存在する, という事実をどう考えればよいか?
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Universe View

...1 唯一の, 究極の集合論の宇宙 (the Universe)が存在する.

...2 究極的な真偽とは, The Universeにおける真偽である.

...3 独立命題が存在するのは, 我々がその究極の宇宙を把握するだけの能

力を現状欠いているに過ぎない.

...4 しかしながら, 究極の宇宙の全貌は集合的観点から把握できるはずで

ある.

...5 集合論の研究とは “the Universeの研究”である.

...6 (Gödel) 巨大基数公理は the Universeでは真であり, 巨大基数公理を

仮定することで the Universeのことがよりよく判るはずである.

...7 (Gödel) the Universeでは CHは偽であろう (2ℵ0 = ℵ2か?)
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巨大基数

最小の無限基数 ℵ0が持つ性質を一般化する形で定義される.

ある意味で “あってもおかしくない”基数.

非常に大きな基数であるゆえに, ZFCからその存在は証明できない.

集合 x に対して, その濃度を |x |で表すことにする.
.
Fact
..

......

可算無限濃度 ℵ0は次の性質を持つ:

...1 x が有限集合 (|x | < ℵ0)ならばその冪集合 P(x)も有限集合

(|P(x)| < ℵ0)である.

...2 有限集合からなる有限集合族の和集合も有限集合である:

|xi | < ℵ0 (i = 0, 1, 2, . . . , n) ⇒
∣∣∣∪i≤n xn

∣∣∣ < ℵ0.
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到達不能基数

.
Definition (Hausdorff)
..

......

次を満たす非可算無限基数 κを到達不能基数という:

...1 |x | < κならば |P(x)| < κ.

...2 |I | < κかつ |xi | < κ (i ∈ I )ならば
∣∣∪

i∈I xi
∣∣ < κ.

.
Remark
..

......

到達不能基数の存在はグロタンディーク宇宙と同値である.

...1 U がグロタンディーク宇宙ならば, |U|は到達不能基数である.

...2 到達不能基数 κが存在するならば, |U| = κとなるグロタンディーク

宇宙が存在する: Vκがグロタンディーク宇宙になる.
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可測基数

.
Fact
..

......

集合ブール代数 P(N)上に非単項超フィルター U が存在する:

...1 N ∈ U, ∅ /∈ U.

...2 任意の n ∈ Nについて, {n} /∈ U.

...3 X ∈ U, X ⊆ Y ⇒ Y ∈ U.

...4 X0, . . . ,Xn ∈ U ⇒
∩

i≤n Xi ∈ U.

...5 X ∈ U または N \ X ∈ U.
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可測基数

.
Definition (Ulam)
..

......

非可算基数 κが次を満たすとき, κは可測基数と呼ばれる: 任意の濃度が

κである集合 S に対して, P(S)上の κ-完備非単項超フィルター U が存在

する.

...1 S ∈ U, ∅ /∈ U.

...2 任意の s ∈ S について, {s} /∈ U.

...3 X ∈ U, X ⊆ Y ⇒ Y ∈ U.

...4 |I | < κ, Xi ∈ U (i ∈ I ) ⇒
∩

i∈I Xi ∈ U.

...5 X ∈ U または S \ X ∈ U.
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もともと可測基数は測度問題の考察から得られた基数である.

.
Fact
..

......

次を満たす R上の完全加法的測度 µ : P(R) → [0,∞]は存在しない:

...1 µ(R) = ∞, µ(R) = 0.

...2 勝手な r ∈ Rに対して µ(X ) = µ({x + r : x ∈ X}).

...3 X0,X1, . . . が互いに素ならば µ(
∪

i∈N Xi ) =
∑

i∈N µ(Xi ).

.
測度問題 (Banach)
..

......

非可算集合 S 上に次を満たす完全加法的測度 µ : P(S) → [0, 1]は存在す

るか?

...1 µ(S) = 1, µ(∅) = 0.

...2 任意の s ∈ S に対して µ({s}) = 0.

...3 X0,X1, . . . が互いに素ならば µ(
∪

i∈N Xi ) =
∑

i∈N µ(Xi ).
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.
Fact (Ulam)
..

......

...1 可測基数 κが存在するならば, 濃度 κの集合上に上のような完全加

法的測度が存在する.

...2 もし上のような完全加法的測度を持つ集合が存在するならば, 可測基

数に近い基数が存在する (詳しくは後述)

...3 (Solovay) 実際, R上に上のような完全加法的測度が存在することが
あり得る.

.
Fact
..

......

...1 κが可測基数ならば到達不能基数である.

...2 κが可測基数ならば, κより小さい到達不能基数が κ個存在する.
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射影集合

実数の部分集合のうち, 簡単に定義可能な集合

.
Definition (Luzin, Sielpinski)
..

......

Rk 上の Σ1
n,Π

1
n集合を次のように帰納的に定義する:

...1 X ⊆ Rk が Σ1
1 ⇐⇒ X は Rk+1のボレル集合の Rk への射影として

表せる.

...2 X ⊆ Rk が Π1
1 ⇐⇒ Rk \ X が Σ1

1集合.

...3 X ⊆ Rk がΣ1
n+1 ⇐⇒ X はRk+1のΠ1

n集合のRk への射影として表

せる.

...4 X ⊆ Rk が Π1
n+1 ⇐⇒ Rk \ X は Σ1

n+1.∪
n∈NΣ1

n ∪ Π1
nの要素を射影集合と呼ぶ.
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.
Fact
..

......

...1 Σ1
n ∪ Π1

n ⊊ Σ1
n+1 ∩ Π1

n+1 ⊊ Σ1
n+1,Π

1
n+1.

...2 (Suslin) X ⊆ Rk がボレル ⇐⇒ X は Σ1
1かつ Π1

1.

...3 (Luzin) 任意の Σ1
1集合はルべーグ可測, よって Π1

1集合もルベーグ

可測.

...4 (Suslin) 任意の Σ1
1集合は高々可算か, カントール集合のコピーを含

み, 特に連続体濃度を持つ (弱い連続体仮説)

...5 (経験的事実) 実解析で現れる大抵の実数の集合はΣ1
2, Π

1
2あたりの非

常に低いレベルの射影集合である.
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.
Question
..

......

Σ1
2, Π

1
2集合のルベーグ可測性はどうか?もっと上の集合はどうか？Π1

1集

合に関しては弱い連続体仮説は成り立つか?

.
Fact (Gödel)
..

......

...1 Σ1
2かつ Π1

2集合で非可測な集合が存在することは無矛盾である.

...2 Π1
1集合に対する弱い連続体仮説の否定は無矛盾である.

.
Fact (Solovay)
..

......

すべての射影集合がルベーグ可測, かつ射影集合に対する弱い連続体仮説

が成り立つことは無矛盾である.
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巨大基数と射影集合
.
Fact (Woodin)
..

......

もしWoodin基数が n個存在し, かつそれより大きい可測基数が存在する

ならばすべての Σ1
n+1集合はルベーグ可測であり, かつ弱い連続体仮説が

成り立つ.

Woodin基数: 可則基数よりずっと強い巨大基数のひとつ.

その他, 巨大基数が存在するだけで, (実数の射影構造に関する)様々

な命題の真偽が決定されることが判明した.

(Gödel) 巨大基数公理は the Universeでは真であり, 巨大基数公理を

仮定することで the Universeのことがよりよく判るはずである.

Gödelの予想の傍証.

では, 連続体仮説は?
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集合論のモデル

.
Definition
..

......

...1 集合M が推移的 ⇐⇒ ∀x ∈ M∀y ∈ x (y ∈ M).

...2 φ(v1, . . . , vn): ∈と=のみを用いて書かれている論理式,

M: 推移的集合, x1, . . . , xn ∈ M.

M ⊨ φ(x1, . . . , xn) (φ(x1, . . . , xn)がM で真) ⇐⇒ φ中の ∃v, ∀v を
∃v ∈ M, ∀v ∈ M と書き換えた論理式 φ′(x1, . . . , xn)が真であること.

...3 推移的集合Mが ZFCのモデル ⇐⇒ ZFCの各公理がMで真である:

▶ (対の公理) x , y ∈ M ⇒ {x , y} ∈ M.

▶ (分出公理) x ∈ M, 論理式 φ(v)に対して {y ∈ x : M ⊨ φ(y)} ∈ M.

▶ (冪集合公理) x ∈ M ⇒ ∃y ∈ M∀z ∈ M(z ⊆ x ⇐⇒ z ∈ y).
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.

......

ZFCの推移的モデルは, “小宇宙”, 宇宙 V の “おもちゃ”, “模型”の

ようなものであり, ZFCの推移的モデルの中のみで数学は展開可能

である.

一方, 様々な ZFCの推移的モデルが存在しえるので, 各モデルが必ず

しも V の構造を反映しているわけではない.

しかし, Levyの反映定理, および, Löwenheim-Skolemの定理により,

V に必要なだけ “近い”可算な推移的モデルが構成できる (と思って

よい).
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無矛盾性?

命題 φが無矛盾 ⇐⇒ ZFC+φから矛盾が導かれない

⇐⇒ ZFC+φから矛盾を導く形式的証明図が存在しない.

無矛盾性を示すには:

▶ 形式的証明を精査して, 実際に矛盾が導かれないことを示す.

▶ ZFC+φを満たすモデルを構成する, つまりM ⊨ ZFC + φとなるM

が作れることを示す.

現代的な集合論における, 殆どすべての独立性証明はモデルを構成す
ることで行われている.

▶ (Gödel) ZFC+CHのモデルが構成できる.

▶ (Cohen) ZFC+¬CHのモデルが強制法によって構成できる.
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強制法

コーエンによって開発された, ZFCのモデルを拡張, 構成する一般的

方法.

.
Definition
..

......

...1 P = ⟨P,≤⟩が poset ⇐⇒ ≤は P上の推移的かつ反射的な関係.

...2 D ⊆ Pが dense ⇐⇒ ∀p ∈ P∃q ∈ D (q ≤ p).

...3 F ⊆ Pがフィルター ⇐⇒
...1 F ̸= ∅.
...2 p ∈ F , p ≤ q ⇒ q ∈ F .
...3 p, q ∈ F ⇒ ∃r ∈ F (r ≤ p, q).
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ジェネリックフィルター

.
Definition
..

......

M: ZFCの推移的モデル, P ∈ M.

フィルター G ⊆ PがM-ジェネリック

⇐⇒ ∀D ∈ M (D が Pの dense set ⇒ G ∩ D ̸= ∅).

.
Remark
..

......

...1 一般にM-ジェネリックフィルターが存在するとは限らず, 存在して

もそれは一般にM の要素にはならない.

...2 M が可算モデルならば, 任意の poset P ∈ M に対してM-ジェネリッ

クフィルターが存在する (がM の要素とは限らない)

薄葉季路 (早稲田大学) 集合論の宇宙 2017 年 3 月 24 日 21 / 41



強制拡大
.
Definition
..

......

M: ZFCの推移的モデル, P ∈ M: poset, G ⊆ P: M-ジェネリックフィル

ター. このとき, 次を満たす ZFCの推移的モデル N が存在する:

...1 M ⊆ N.

...2 G ∈ N.

...3 N は 1.,2.を満たす推移的モデルの中で最小なもの.

N をM の Pによる強制拡大と呼び, M[G ]で表すことにする. 逆に, M を

M[G ]の基礎モデルと呼ぶ.

.
Fact (Cohen)
..

......

M: ZFCの推移的モデル, P ∈ M: poset, G : M-ジェネリックフィルター

このとき, M の強制拡大M[G ]が存在する.
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M[G ]の構造は Pの代数的構造に大きく依存する.

よって, Pをうまく選ぶことでM[G ]の構造をコントロールすること

が可能になる.

“独立であることを示す” ≈ “モデルを作る” ≈ “ posetの解析”

.
Fact (Cohen)
..

......

M: ZFCの推移的モデル.

この時, P ∈ M で, すべてのM-ジェネリックフィルター G に対して

M[G ]が連続体仮説の否定のモデルになるものが存在する.

この Pはコーエン強制と呼ばれ, Rの位相的構造と密接に絡んでい
ることが知られている.
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強制法は, 直ちに非常に強力な手法であることが明らかになり, 様々

なモデルが強制法によって構成されていった.

.
Fact (Solovay)
..

......

M を ZFC+“到達不能基数が存在する”の推移的モデルとする. このとき,

poset P ∈ M で次を満たすものが存在する: G をM-ジェネリックフィル

ターとする.

...1 M[G ]は ZFC+“すべての射影集合はルベーグ可測”+“射影集合に関

する弱い連続体仮説”のモデルである.

...2 M ⊆ N ⊆ M[G ]で, N は ZF+従属選択公理+“すべての実数の集合

はルベーグ可測”のモデルになるものが存在する.

その他, 様々な命題が独立であることが強制法によって証明された.
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強制法と巨大基数

Solovayの定理の前提にある ZFC+“到達不能基数が存在する”のモ

デルの存在は ZFCから証明できない.

しかし, このモデルの存在は実際必要不可欠であることが明らかに

なった.

.
Fact (Gödel)
..

......

もし ZFC+“すべての非可算 Π1
1集合がカントール集合のコピーを含む”

のモデルが存在するならば, ZFC+“到達不能基数が存在する”のモデル

が存在する.

.
Fact (Shelah)
..

......

もし ZF+従属選択公理+“すべての Σ1
3集合がルベーグ可測である”モデ

ルが存在するならば, ZFC+“到達不能基数が存在する”のモデルが存在

する.
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Π1
1集合の弱い連続体仮説 ⇐⇒ 到達不能基数

Σ1
3集合の可測性 ⇐⇒ 到達不能基数

その他, 数多くの独立命題 φに対して,

φを満たすモデルが存在する ⇐⇒ ある巨大基数が存在するモデルが存

在する

といった現象が確認されており, 独立命題と “同値”となる巨大基数がい

くつも発見された.

巨大基数が ad hocなものでないことの証左

Gödelの予想の部分的実現
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.
Fact (Gödel)
..

......

ZFC+“ Σ1
2かつ Π1

2集合でルベーグ非可測な集合が存在する”のモデルが

存在する.

.
Fact (Martin-Solovay)
..

......

M: ZFCの推移的モデル

このとき poset P ∈ M で, 任意のM-ジェネリックフィルターに対して

M[G ]が ZFC+“すべてのΣ1
2集合がルベーグ可測である”のモデルになる

ものが存在する.

この Pはランダム強制と呼ばれ, Rの測度論的構造を用いて定義されて
いる.
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測度問題と可測基数

.
Fact (Solovay)
..

......

...1 もし ZFC+“可測基数が存在する”のモデルが存在するならば,

ZFC+“R上に完全加法的測度が存在する”を満たす強制拡大が存在

する.

...2 ZFC+“R上に完全加法的測度が存在する”のモデルが存在するなら

ば, ZFC+“可測基数が存在する”のモデルが存在する.

R上に完全加法的測度が存在する ⇐⇒ 可測基数が存在する.
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連続体仮説と巨大基数

.
Fact (Levy-Solovay)
..

......

もし ZFC+“可測基数 (あるいは何らかの巨大基数)が存在する”のモデル

が存在するならば, ZFC+“可測基数 (あるいは何らかの巨大基数)が存在

する”+CHを満たす強制拡大が存在する. さらに, ZFC+“可測基数 (ある

いは何らかの巨大基数)が存在する”+CHの否定, を満たす強制拡大も存

在する.

巨大基数が存在すれば, 連続体仮説の否定を witnessする集合は, 射

影集合のような簡単に構成できるものではないことがわかる.

しかし, 巨大基数公理では連続体仮説の真偽は決定できない.
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巨大基数が存在することで, 実数構造などの様々な命題が決定できる

ことが分かった.

一方, Cohenによる強制法によって, ZFCのモデルの一般的な構成法

が確立された.

それにより, 多くの ZFCからの (自然な)独立命題が発見された (現
在もされている).

▶ 独立命題と巨大基数の本質的な関係の発見

巨大基数公理によって CHの真偽を決定できないことも発見された.

このような状況は, 唯一無二の宇宙という考え方に疑問を投げか

ける.

⇒ Multiverse view
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Multiverse view

...1 集合論の世界は, いくつもの宇宙 (universe)の総体である多元宇宙

(the Multiverse)である.

...2 Multiverseに属する各宇宙では様々な相反する命題が成り立ってい

る (CHが成り立つ universe, ¬CHの universe, ♢, ¬♢, . . . )

...3 集合の宇宙の研究は各宇宙で何が成り立つかの研究である, つまり “

集合論のモデルの研究”である.
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独立命題の意味

.
Universe view
..

......

...1 各命題は真偽は the Universeでの真偽である.

...2 独立命題の真偽も究極的には決まるはずである.

.
Multiverse view
..

......

...1 命題が独立であるのは, 単に “成り立つ universe” “成り立たない

universe”が存在するだけである.

...2 命題の各 universeでの真偽は定まるが, それが絶対的に真か偽かであ

ることを問うのはあまり意味がない.
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連続体仮説の真偽

.
Universe的観点
..

......

どちらかである. また, 偽であることを示唆する現象もいくつか見つ
かっている.

▶ 強制法公理
▶ 強制法による絶対性の研究

何らかの “真であることが自然”な命題が見つかり, それが連続体仮

説を決定してくれる.

.
Multiverse的観点
..

......

強制法のような, 連続体仮説の肯定否定を自由にコントロールするよ

うな理論が見つかっている. この理論が連続体仮説の答えである.
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集合論の研究および強制法のテクニックが爆発的に発達した結果,

様々な命題が独立であり, 様々なモデルが構成可能あることが判明

した.

集合論の “唯一無二の宇宙”をもはや想像できず, (the Univserseで

の) 絶対的真偽というものがもはや支持できない.

集合の世界とは, いくつもの universe(数学)の総体である the

Multiverseである.

“数学の基礎としての集合論”ではなく, “数学としての集合論” (集
合論の代数化).

▶ “どの命題が独立か”, “どのような集合論のモデルが存在するか”は “

どのような群が存在するか?”と同じような意味である.

▶ 結局, 独立命題は単純に “成り立つモデル”, “成り立たないモデル”が
構成可能であるといっているだけ.
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The Multiverseの形式化

Multiverseを形式化し, multiverseの構造を調べる, という研究プログ

ラムが盛んにおこなわれている:

.
Multiverseの条件
..

......

V : 適当な universe.

...1 もしM ⊆ V が ZFC の V で定義可能なモデルならばM も universe

である.

...2 任意の poset P ∈ V に対して, V の Pによる generic extension V [G ]

も universeである.

...3 V がM の initial segment Mαとなる universe M がある.

...4 V ∈ M で V はM で可算になる universe M がある.

...5 V ⊆ M で V はM で ill-foundedになる universe M がある.

...6 V ⊆ M で NV ̸= NM となる universe M がある.
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Generic Multiverse

強制拡大に注目した the Multiverse.

強制拡大を取る操作, およびその逆操作に関して閉じている.

“すべての宇宙は強制法でつながっている”, “全ての宇宙は強制法で

得られてる”multiverse.

.
Definition (Woodin)
..

......

ZFCの推移的モデルの集まりMが Generic Multiverseとは:

...1 M があるモデル N ∈ Mの基礎モデルならばM ∈ M.

...2 M ∈ Mならば, M の強制拡大はすべてMに属する.

...3 M,N ∈ Mならば, U0, . . . ,Un ∈ Mで U0 = M, Un = N, かつ Ui+1

は Ui の強制拡大, あるいはその逆が成り立っている.
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射影構造とmultiverse

.
Fact (Woodin)
..

......

M: generic multiverse,

もし “Woodin基数が非有界に存在する”を満たすモデルM ∈ Mが有る

ならば, 射影集合に関する命題 (e.g., Σ1
2集合のルベーグ可則性)の真偽

は, 全ての N ∈ Mで一致する.

もし巨大基数がないならば, このような現象は起きない.

R ≈ P(N) ≈ P(ℵ0)なので, 最近は P(ℵ1)レベルの研究が盛んに行

われている.
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Generic mutiverseの順序構造

.
Fact
..

......

(Woodin) generic multiverseは上向きに有向ではない:

(Fuchs-Hamkins-Reitz) ⊆に関する最小元を持たない generic

multiverseが存在する.

その他, 巨大基数がない時にはMの順序構造はクラス強制法を用い

てかなり自由にコントロールできる.
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Generic mutiverseの順序構造

.
Fact (Usuba)
..

......

generic multiverse Mは下向きに有向である:

任意のM,N ∈ Mに対して, W ∈ MでW ⊆ M,N となるものが存在

する.

⇐⇒ M = W [G ],N = W [H]となるW ∈ Mが存在する.

.
Fact (Usuba)
..

......

generic multiverse Mのすべての要素の共通部分は ZFCの推移的モデル

になる.
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the Core of the generic Multiverse

.
Fact (Usuba)
..

......

Mが generic Multiverseとする. もしM ∈ MでM が適当な巨大基数公

理を満たすものが存在するならば, Mは最小元M0を持つ, すなわち, M
のすべての元はM0の強制拡大になっている.

強制法と巨大基数により様々な宇宙が構成可能になったことで

multiverseの考え方が生まれた.

一方, 巨大基数を仮定することで, 様々な宇宙が実は一つの宇宙から

派生していることが導かれる.

M0 ∈ Mは generic multiverseの coreであり, ある意味で The

Universeである.
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まとめ

強制法+巨大基数

⇓
射影集合などの構造の決定

Universe

⇓
強制法+巨大基数

⇓
Multiverse

⇓
強制法+巨大基数

⇓
Universe?
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