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はじめに

　ルベーグの Lp 空間の一般化として，p を関数に置き換えて作られる関
数空間を変動指数 p(·) をもつ関数空間と呼ぶ。この研究は，1930年代に
W. Orlicz の研究から始まり中野秀五郎の研究を経て，1990 年代から再
び盛んとなり，2000年に入って L. Diening を筆頭として飛躍的に発展
している。
　変動指数をもつ関数空間の基本的理論は，L. Diening, P. Harjulehto,
P. Hästö, M. Růžička の著書やD. Cruz-Uribe, A. Fiorenza の著
書に纏められている。
　この講演では，変動指数をもつ関数空間において，変動指数と定数の場合
とを比較しながら，Hardy-Littlewood の極大作用素の有界性を示し，そ
の応用として，リースポテンシャルやソボレフ関数に対するソボレフの定
理について言及する。
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変動指数をもつルベーグ空間

RN 上の可測関数 p(·) を 変動指数 と呼ぶ。この講演では，簡単のため，
条件

(P0) 1 ≤ p(x) < ∞ (x ∈ RN)

を仮定する。
領域 G 上の変動指数 p(·) をもつルベーグ空間

Lp(·)(G) =

{
f ∈ L1

loc(G) : ∃λ > 0 s.t.

∫
G

( |f(x)|
λ

)p(x)

dx < ∞
}

にノルム

∥f∥Lp(·)(G) = inf
λ>0

{∫
G

( |f(x)|
λ

)p(x)

dx ≤ 1

}
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変動指数をもつルベーグ空間

とモジュラー

ρp(·),G(f) =

∫
{x∈G:p(x)<∞}

|f(x)|p(x)dx
(
+ ∥fχ{x∈G:p(x)=∞}∥∞

)
を定める。
中野は，次を満たす関数 Φ(t, x) :

(Φ1) Φ(0, x) = 0 かつ lim
t→∞

Φ(t, x) = ∞;

(Φ2) Φ(·, x) は凸;
(Φ3) Φ(t, ·) は可測
に対して，関数空間 (modular(ed) function space)

{f : ∃α s.t.
∫

Φ(α|f(x)|, x) dx < ∞}

とモジュラー (modular)

m(f) =

∫
Φ(|f(x)|, x) dx

を考えた。
この講演では，Φ(t, x) = tp(x) を考える。
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関数空間 Lp(·)(G)

関数空間 Lp(·)(G) の基本的な性質を述べる。

定理 2.1

(i) p ≡ p0 ≥ 1 （定数）のとき，∥f∥Lp(·)(G) はルベーグ空間 Lp0(G)

のノルムと一致する。
(ii) ρp(·)(f) ≤ 1 ⇐⇒ ∥f∥Lp(·)(G) ≤ 1

(iii) ∥f∥Lp(·)(G) ≤ 1 ならば，ρp(·)(f) ≤ ∥f∥Lp(·)(G) ;
∥f∥Lp(·)(G) > 1 ならば，ρp(·)(f) ≥ ∥f∥Lp(·)(G)

(iv) ∥ · ∥Lp(·)(G) はノルムである。すなわち，

(1) 　 ∥f∥Lp(·)(G) ≥ 0 ; ∥f∥Lp(·)(G) = 0 ⇐⇒ f = 0 ;
(2) 　 ∥cf∥Lp(·)(G) = |c|∥f∥Lp(·)(G) ;
(3) 　 ∥f + g∥Lp(·)(G) ≤ ∥f∥Lp(·)(G) + ∥g∥Lp(·)(G)
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定理 2.1の証明
(iii) について

1 ≥
∫
G

(
|f(x)|

∥f∥Lp(·)(G)

)p(x)

dx

=

∫
G
∥f∥−p(x)

Lp(·)(G)
|f(x)|p(x)dx

≥ ∥f∥−1
Lp(·)(G)

∫
G
|f(x)|p(x)dx

ノルムの三角不等式 (iv) (3) については，

t −→ tp(x)

の凸性による。
p+ < ∞ （例えば，Φ(·, x) が uniformly doubling） のとき，∫

G

(
|f(x)|

∥f∥Lp(·)(G)

)p(x)

dx = 1
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ヘルダーの不等式

定理 2.2

Lp(·)(G) はバナッハ空間である。

定理 2.3 ( ヘルダーの不等式 )
∃Cp, 1 ≤ Cp ≤ 2, s.t.∣∣∣∣∫

RN

f(y)g(y) dy

∣∣∣∣ ≤ Cp∥f∥Lp(·)(RN )∥g∥Lp′(·)(RN )
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ヘルダーの不等式の証明

∥f∥Lp(·)(RN ) = 1, ∥g∥Lp′(·)(RN ) = 1 と仮定して，Young の不等式：

|ab| ≤
1

p
|a|p +

1

p′ |b|
p′
,

1

p
+

1

p′ = 1

から， ∣∣∣∣∫
RN

f(y)g(y) dy

∣∣∣∣
≤
∫
RN

1

p(x)
|f(y)|p(y)dy +

∫
RN

1

p′(x)
|g(y)|p′(y)dy

≤
1

p−

∫
RN

|f(y)|p(y)dy +
1

p′
−

∫
RN

|g(y)|p′(y)dy

≤
1

p−
+

1

p′
−

= 1 + 1/p− − 1/p+ = Cp

(p− = ess inf p(x), p+ = ess sup p(x) )
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ヘルダーの不等式

例
G = {(x, y) : 0 < x < 3, 0 < y < 1};
G1 = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1}；
G2 = {(x, y) : 2 < x < 3, 0 < y < 1}
G1 上 p = 2, G2 上 p = 3
G1 ∪ G2 上 f = g = 1, G \ (G1 ∪ G2) 上 f = g = 0 のとき，
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ヘルダーの不等式

∫
G
f(y)g(y) dy = 2

∥f∥Lp(·)(RN ) = 1.32472 · · · , ∥g∥Lp′(·)(RN ) = 1.49022 · · ·

∥f∥Lp(·)(RN ) × ∥g∥Lp′(·)(RN ) = 1.32472 · · · × 1.49022 · · ·
= 1.97412 · · ·

< 2 =

∫
G
f(y)g(y) dy
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双対性

定理 2.4 (双対性)

1 < p− = infG p ≤ supG p = p+ < ∞ のとき，(
Lp(·)(G)

)′
= Lp′(·)(G), 1/p(x) + 1/p′(x) = 1
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極大関数

RN 上の可測関数 f に対して，
（中心）Hardy-Littlewood の極大関数 を

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy

と定める。

定理 3.1 (弱有界性)

1 ≤ p− ≤ p(x) ≤ p+ < ∞ とすると，

∣∣{x ∈ RN : Mf(x) > t}
∣∣ ≤ C

∫
RN

∣∣∣∣f(y)t

∣∣∣∣p(y) dy (t > 0)
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log-ヘルダー変動指数

L. Diening [13] は，

(P2) |p(x) − p(y)| ≤
clog

log(e/|x − y|)
(|x − y| < 1)

を満たす変動指数 p(·) に対して，極大作用素の Lp(·)(RN) 有界性を論じ
た。このような変動指数は 0-ヘルダー または log-ヘルダー と呼ばれる。
log-ヘルダーである変動指数の例として，

p(x) = p0 +
c

log(e + |x0 − x|−1)
(p0 ≥ 1, c : 定数)
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変動指数の例

補題 3.2

区間 [0, r0] 上の関数 φ が条件：
(1) φ(0) = 0 ;
(2) φ′(t) ≥ 0 (0 < t < r0);
(3) φ′′(t) ≤ 0 (0 < t < r0)

を満足するならば，

φ(s + t) ≤ φ(s) + φ(t) (0 ≤ s, t ≤ s + t ≤ r0)

このような関数の例として，

φ(t) = (log(1/t))−a, φ(t) =
log log(1/t)

log(1/t)

などがある。ここに，a > 0 。
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極大作用素の弱有界性

定理 3.3 (弱有界性)

1 ≤ p− ≤ p(x) ≤ p+ < ∞ かつ (P2) とすると，∫
{x∈RN :Mf(x)>t}

tp(x)dx ≤ C

∫
RN

|f(y)|p(y) dy (t > 0)
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極大作用素の有界性

定理 3.4 (cf. Diening [13, 2004], Cruz-Uribe–Fiorenza–Neugebauer
[11, 2003])

p(·) について
(P1) 1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < ∞ (∀x ∈ RN)

(P2) (log-ヘルダー)
(P3) (log-Hölder decay condition)

|p(x) − p(y)| ≤
c∞

log(e + |x|)
(|x| ≤ |y|)

であれば，

∥Mf∥Lp(·)(RN ) ≤ C∥f∥Lp(·)(RN )

Diening は有界集合の外で定数と仮定した。
(P3) は次と同値：

(P3′) ∃p(∞) s.t. |p(x) − p(∞)| ≤
c∞

log(e + |x|)
(∀x ∈ RN)
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極大作用素の有界性

log-ヘルダー条件 (P2) について
(Φ4) 定数 ∀γ > 0 に対して, ∃Cγ ≥ 1 s.t.

Φ(x, t) ≤ CγΦ(y, t) (|x − y| ≤ γt−1/N , t ≥ 1);

∞ での log-ヘルダー条件 (P3) について
(Φ5) 関数 ∃g ∈ L1(RN) と定数 ∃C∞ ≥ 1 s.t.

0 ≤ g(x) < 1 (∀x ∈ RN) かつ

C−1
∞ Φ(x, t) ≤ Φ(y, t) ≤ C∞Φ(x, t)

(|y| ≥ |x|, g(x) ≤ t ≤ 1)
(P1) について　 (p− > 1)

(Φ6) 0 < ∃ε < 1 s.t.

t−1−εΦ(x, t) は増加

2倍条件 (p+ < ∞)
(Φ7) ∃C2 > 1 s.t.

Φ(x, t) < Φ(x, 2t) ≤ C2Φ(x, t) (x ∈ RN , t ≥ 1)
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定理 3.4の証明 I

イェンセンまたはヘルダーの不等式から

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy

≤
(

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|p(x)dy
)1/p(x)

変動指数の場合に (P2), (P3) を利用して

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy ≤ C(1 + |x|)−n

+ C

(
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|p(y)dy
)1/p(x)
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定理 3.4の証明 II

そこで，g(y) = |f(y)|p(y) とおくと

Mf(x) ≤ C(1 + |x|)−n + C {Mg(x)}1/p(x) (3.1)

さらに，Diening は，1 < p1 < p− となる p1 をとり, p(x)/p1 で
(3.1) を適用し　

{Mf(x)}p(x)/p1 ≤ C(1 + |x|)−np(x)/p1 + CMg1(x);

(g1(y) = |f(y)|p(y)/p1) を示した。p1 乗して積分すると∫
{Mf(x)}p(x)dx ≤ C

∫
(1 + |x|)−np(∞)dx

+ C

∫
{Mg1(x)}p1dx

よって，通常の Lp1 有界性から定理 3.4 が示される。
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定理 3.4の注意 I

注意 3.5

不等式∫
G
{Mf(x)}p(x)dx ≤ C

∫
G
|f(x)|p(x)dx (∀f)

が成り立つための必要十分条件は，p(x) ≡ p0 > 1 （定数）であることで
ある (Lerner [35])。

実際，G1 上で p = p1, G2 上で p = p2, 1 < p1 < p2 < ∞ とする。
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定理 3.4の注意 II

f(x) = KχG1 について,
∫
G1∪G2

f(y)p(y)dy ≤ C1K
p1

∫
G1∪G2

Mf(x)p(y)dy ≥ C2K
p1 + C3K

p2

より，不等式が成立すると仮定すると

C2K
p1 + C3K

p2 ≤ CC1K
p1

K → ∞ として，矛盾を得る。
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ソボレフの不等式

関数 f の α 次のリースポテンシャル は

Iαf(x) =

∫
RN

|x − y|α−nf(y)dy

で定義される。ここに，0 < α < n である。

定理 4.1 (ソボレフの不等式)

定理 3.4 と同じ条件のもとで，αp+ < n のとき，

∥Iαf∥Lp♯(·)(RN )
≤ C∥f∥Lp(·)(RN )

ここに，p♯ はソボレフ指数： 1/p♯(x) = 1/p(x) − α/n
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定理 4.1の証明
この証明に Hedberg の方法を利用する。実際， ∥f∥Lp(·)(RN ) ≤ 1 と仮
定して

Iα|f |(x) =

∫
RN∩B(x,r)

|x − y|α−n|f(y)|dy

+

∫
RN\B(x,r)

|x − y|α−n|f(y)|dy

≤ CrαMf(x) + C

∫ ∞

r

(∫
B(x,t)

|f(y)|dy
)
tα−n−1dt

≤ CrαMf(x) + Crα−n/p(x)

ここで，定数 C が r に依存しないことに注意して，
r = {Mf(x)}−p(x)/n ととれば，

Iα|f |(x) ≤ C{Mf(x)}p(x)/p♯(x)

よって,
∫
RN

{Iα|f |(x)}p
♯(x)dx ≤ C

∫
RN

{Mf(x)}p(x) ≤ C
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Trudinger の不等式
変動指数 p(·) は, x ∈ B0 = B(x0, r0) のとき，
(p5)

0 ≤ p(x) −
{
n

α
+

a log(log(1/|x0 − x|))
log(1/|x0 − x|)

}
≤

b

log(1/|x0 − x|)
を満たすとしよう；r0 は p(x) > n (0 < |x0 − x| ≤ r0) となるように
十分小さくとられる。

定理 4.2 (Trudinger の指数不等式 (cf. [22, 23]))

0 ≤ a < (n−α)/α2, β = (n−α− aα2)/n とする。B0 上の非負可
測関数 f が ∥f∥p(·) ≤ 1 を満たせば，∫

B0

exp(C1(Uαf(x))
1/β)dx ≤ C2

E(t) = et − 1 とおくと，∫
B0

E(C3(Iαf(x))
1/β)dx ≤ 1
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Double 指数不等式

定理 4.3 (cf. [41])

a = (n− α)/α2 とする。B0 上の非負可測関数 f が ∥f∥Lp(·)(B0)
≤ 1

を満たせば，∫
B0

exp(exp(C1Iαf(x)
n/(n−α)))dx ≤ C2

注意 4.4

0 ≤ p(x) −
{
1 +

log(log(1/|x0 − x|))
n log(1/|x0 − x|)

}
≤

b

log(1/|x0 − x|)

であれば，∫
B(x0,r0)

Mf(x) dx ≤ C∥f∥Lp(·)(B(x0,r0))
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Trudinger の不等式 II

注意 4.5 (cf. Fusco-Lions-Sbordone [20]))

0 < θ < 1 とする。
grand Lp 条件

(1) lim sup
ε→0+

εθ
∫
B
|f(y)|n−εdy < ∞

または (complementary Morrey type condition)

(2) lim sup
t→0

(log(e/t))−θ

∫
B\B(0,t)

|f(y)|ndy < ∞

であれば，

(3)

∫
B
exp (|I1f(x)|)1/κ) dx < ∞ (κ = (n − 1 + θ)/n)
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連続性

定理 4.6

a > (n − α)/α2 とする。B0 = B(x0, r0), 0 < r0 < 1, 上の関数 f
が ∥f∥p(·) ≤ 1 であれば，x, z ∈ B(x0, r0/2) に対して

|Iαf(x) − Iαf(z)| ≤ C(log(1/|x − z|))−(aα2−(n−α))/n
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ソボレフ関数

ソボレフ関数 u ∈ W 1,p(·)(G) = {u ∈ Lp(·)(G) : |∇u| ∈ Lp(·)(G)}
について，球 B0 = B(x0, r0) ⊂ G 上で

|u(x) − uB0| ≤ C

∫
B0

|x − y|1−n|∇u(y)|dy (6.1)

が成り立つ。
このポテンシャル評価によって，p− = infx∈RN p(x) > 1 であれば，
リースポテンシャルに対するソボレフの不等式がソボレフ関数に対しても
成立する。
ここで，ソボレフ関数に対して，p− = 1 でも次の弱有界性を用いて，ソボ
レフの不等式を示すことができる。
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ソボレフ関数に対するソボレフの不等式

定理 4.7 (cf. [30])

(弱有界性) 変動指数 p が (P1) の代わりに 1 ≤ p− ≤ p+ < N/α を満
たすとき，∃C > 0 s.t.∫

Ef (t)
tp

♯(x) dx ≤ C (∀t > 0, ∥∀f∥Lp(·)(RN ) ≤ 1)

ここに，Ef(t) = {x ∈ RN : Iα|f |(x) > t}

定理 4.8 (ソボレフの不等式 (cf. [30]))

変動指数 p が (P1) の代わりに 1 ≤ p− ≤ p+ < N を満たすとき，
∃C > 0 s.t.

∥u∥
Lp♯(·)(RN )

≤ C∥∇u∥Lp(·)(RN ) (∀u ∈ W
1,p(·)
0 (RN))
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定理 4.8の証明 I

実際, u ∈ W
1,p(·)
0 (RN) で ∥∇u∥Lp(·)(RN ) ≤ 1 となるものに対して不

等式を示せばよい。整数 n に対して，

vn = max{0,min{u − 2n, 2n}}

Un = {x : 2n < u(x) ≤ 2n+1}

とおく．このとき，Un+1 上で (6.1) によって

I1(|∇vn|) ≥ C2n

である．単位の分解を考えることによって，p+ ≤ (p♯)− と仮定してよい。
よって，
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定理 4.8の証明 II

∫
RN

|u(x)|p♯(x) dx =
∑
n

∫
Un+1

|u(x)|p♯(x) dx

≤
∑
n

∫
{z:I1|∇vn|(z)≥C2n}

(C2n)p
♯(x) dx

≤ C
∑
n

∫
RN

|∇vn(x)|p(x) dx

= C
∑
n

∫
Un

|∇u(x)|p(x) dx

= C

∫
RN

|∇u(x)|p(x) dx

となって，証明が終わる 。
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Morrey 空間

0 ≤ ν ≤ N に対して, RN 上の可測関数 f のモジュラー

ρp(·),ν(f) = sup
x∈RN ,r>0

rν

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|p(y) dy

によって，ノルム

∥f∥Lp(·),ν(RN ) = inf{λ > 0 : ρp(·),ν(f/λ) ≤ 1}

と 変動指数 p をもつ Morrey 空間

Lp(·),ν(RN) = {f : ∥f∥Lp(·),ν(RN ) < ∞}

が定義される。
変動指数 Morrey 空間におけるソボレフ型定理について考察する。そのた
めには，最初に，極大作用素の有界性を示し，これまでと同様に，
Hedberg の方法を適用する。
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極大作用素の有界性

定理 5.1 (cf. [3], [29], [45], [46], [48])

極大作用素 M は Lp(·),ν(RN) において有界である：

∥Mf∥Lp(·),ν(RN ) ≤ C∥f∥Lp(·),ν(RN ) (5.1)
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ソボレフの定理

定理 5.2 (ソボレフの不等式 (cf. [3], [29], [57]))

変動指数 p について，1/pν(x) = 1/p(x) − α/ν ≥ 1/p+ − α/ν > 0
のとき，

∥Iαf∥Lpν(·),ν(RN ) ≤ C∥f∥Lp(·),ν(RN )

ここで，pN はソボレフ指数 p♯ に一致することに注意しよう。

定理 5.3 (Trudinger 指数不等式 (cf. [44]))

変動指数 p と ν は α < ν ≤ αp− (p− = p−(G) = infx∈G p(x)) を
満たすとする。有界開集合 G において，各 0 < η < α に対して，

sup
z∈G,0<r<dG

rη

|B(z, r)|

∫
B(z,r)

exp (c1Iαf(x)) dx ≤ c2

(∀f ≥ 0; ∥f∥Lp(·),ν(G) ≤ 1)

となるような定数 c1, c2 が存在する；ここに，dG は G の直径を表し，定
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ソボレフの定理

最後に，連続性について述べよう．

定理 5.4 (ヘルダー連続性 (cf. [38]))

(α − 1)p+ < ν < αp− のとき，f ∈ Lp(·),ν(G) に対して，

|Iαf(x) − Iαf(z)| ≤ C|x − z|α−ν/p(x) (∀x, z ∈ G)

となる定数 C > 0 が存在する．

36 / 68



Herz-Morrey 空間

円環 （球殻） A(x0, r) = B(x0, 2r) \ B(x0, r) として,
Herz-Morrey 空間H

p(·),ω,q(·)
{x0} (G) は仮似ノルム

∥f∥
H

p(·),ω,q(·)
{x0} (G)

= inf

{
λ > 0 :

∫ ∞

0

(
ω(r)∥f∥Lp(·)(G∩A(x0,r))

λ

)q(r)
dr

r
≤ 1

}
< ∞

(0 < q(r) < ∞);

∥f∥
H

p(·),ω,∞
{x0} (G)

= sup
r>0

ω(r)∥f∥Lp(·)(G∩A(x0,r))
< ∞

であるような関数からなる空間として定義される。

37 / 68



Herz-Morrey 空間

ここに，

(ω1) ω は単調；
(ω2) ω は 2倍条件を満たす；

(q0) |q(r) − q(0)| ≤ C/(log(e/r)) (0 < r < 1) ;
(q∞) |q(r) − q(∞)| ≤ C/(log(e + r)) (r > 1) ;

(q) 0 < q− ≤ q+ < ∞

Mp(·),ω(G) =
∩

x0∈G

H
p(·),ω,∞
{x0} (G)
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Herz-Morrey 空間

簡単のため，

Hp(·),ω,q(·)(RN) = H
p(·),ω,q(·)
{0} (RN)

ω(r) = rν のとき，

Hp(·),ν,q(·)(RN) = Hp(·),ω,q(·)(RN)

0 < q1 < q2 < ∞ のとき，

Hp(·),ω,q1(RN) ⊂ Hp(·),ω,q2(RN) ⊂ Hp(·),ω,∞(RN) (6.1)

f ∈ Hp,ω,p(RN) (q = p) ⇐⇒∫
[ω(|y|)|f(y)|]p dy < ∞

39 / 68



もっと　 Herz-Morrey 空間

同じように，inner Herz-Morrey 空間は

∥f∥Hp(·),ω,q(RN ) =

(∫ ∞

0

(
ω(r)∥f∥Lp(·)(B(0,r))

)q dr

r

)1/q

< ∞

complementary Herz-Morrey-Orlicz 空間は

∥f∥
H

p(·),ω,q
(RN )

=

(∫ ∞

0

(
ω(r)∥f∥Lp(·)(B\B(0,r))

)q dr

r

)1/q

< ∞

となる関数の属としてそれぞれ定義される。
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ソボレフ不等式

p のソボレフ指数 p♯ は

1/p♯(x) = 1/p(x) − α/n

定理 6.1

1 < p− ≤ p+ < n/α, α − n/p+ < ν < n − n/p− のとき，

∥Iαf∥Hp♯(·),ν,q(RN )
≤ C∥f∥Hp(·),ν,q(RN )

α = 0 のときは極大作用素の有界性となる (I0f = Mf) 。
f ∈ Hp,ν,p(RN) のとき，∫

(|x|ν |Iαf(x)|)p
♯

dx < ∞
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定理 6.1 の証明 I

∥f∥Hp(·),ω,q(RN ) ≤ 1, f ≥ 0 として，

f = fχB(0,r/2) + fχB(0,4r)\B(0,r/2) + fχRN\B(0,4r)

= f1,r + f2,r + f3,r

x ∈ A(0, r) に対して，

Iαf1,|x|(x) ≤ C|x|α−n

∫
B(0,|x|/2)

f(y)dy

≤ C|x|αH0
nf(|x|);

Iαf3,|x|(x) ≤ C

∫
RN\B(0,2|x|)

|y|α−Nf(y)dy

≤ C|x|αH∞
α f(|x|);

42 / 68



Hardy 作用素 I

Hardy 作用素

H∞
β f(r) = r−β

∫
RN\B(0,r)

|y|β−Nf(y) dy;

H0
βf(r) = r−β

∫
B(0,r)

|y|β−Nf(y) dy
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Hardy 作用素 II

補題 6.2

β − ν − n/p+ < 0 と仮定する。
0 < ε < −β + ν + n/p+ のとき,

H∞
β f(r) ≤ Crε−ν−n/p+

×
(∫ ∞

r

(
t−ε+ν∥f∥Lp(·)(A(0,t))

)q dt

t

)1/q

(0 < q < ∞)

H∞
β f(r) ≤ Cr−ν−n/p+

sup
r<t<∞

(
tν∥f∥Lp(·)(A(0,t))

)
(q = ∞)
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Hardy 作用素 III

補題 6.3

β − ν − n/p− > 0 とする。
0 < ε < β − ν − n/p− のとき，

H0
βf(r) ≤ Cr−ε−ν−n/p−

×
(∫ r

0

(
tε+ν∥f∥Lp(·)(A(0,t))

)q dt

t

)1/q

(0 < q < ∞)

H0
βf(r) ≤ Cr−ν−n/p−

sup
0<t<r

(
tν∥f∥Lp(·)(A(0,t))

)
(q = ∞)
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Hardy 作用素 IV

系 6.4

α − ν − n/p+ < 0 のとき，

∥|x|αH∞
α f(|x|)∥

Hp♯(·),ν,q(RN )
≤ C∥f∥Hp(·),ν,q(RN )

系 6.5

n − ν − n/p− > 0 のとき，

∥|x|αH0
nf(|x|)∥Hp(·),ν,q(RN ) ≤ C∥f∥Hp(·),ν,q(RN )
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双対性

定理 6.6

1 < q < ∞，ω は
(ω1) ω は単調；
(ω2) ω は doubling
のとき， (

Hp(·),ω,q(RN)
)′

= Hp′(·),1/ω,q′
(RN)

系 6.7
1 < q < ∞, ν > 0 のとき，(

Hp(·),ν,q(RN)
)′

= Hp′(·),−ν,q′
(RN)
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双対性

定理 6.8 (cf. [24, Theorems 6.1 and 6.2])

ω がさらに

(ω3)

∫ 1

0
ω(r)q dr/r = ∞ かつ

∫ ∞

1
ω(r)q dr/r < ∞

を満たすとき，η(r) = ω(r)q−1

(∫ ∞

r
ω(t)q

dt

t

)−1

とすると，

(
Hp(·),ω,q(RN)

)′
= H

p′(·),η,q′
(RN)

ω(r) = r−ν (ν > 0) のとき，η(r) = const. rν かつ

H
p(·),ν,q

(RN) = Hp(·),ν,q(RN)

Hp′(·),−ν,q(RN) = Hp(·),−ν,q(RN)
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(Ap) 重み

Cruz-Uribe–Fiorenza–Neugebauer [12] に従って，RN 上の非負可
測関数 w が Ap(·) 重み (w ∈ (Ap(·))) とは，

∥wχB∥Lp(·)(RN )∥w
−1χB∥Lp′(·)(RN ) ≤ Cp|B| (∀球B)

となる定数 Cp > 0 が存在する；ここに，χB は B の特性関数で

1/p(x) + 1/p′(x) = 1

定理 7.1 (cf. [12], [58])

w ∈ (Ap(·)) のとき，

(1) （有界性）　 ∥(Mf)w∥Lp(·)(RN ) ≤ C∥fw∥Lp(·)(RN ) ;

(2) （弱有界性）　
∥tχ{x∈RN :Mf(x)>t}w∥Lp(·)(RN ) ≤ C∥fw∥Lp(·)(RN )

この定理から，重み付きソボレフ不等式などが示される．
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プロフィール
「変動指数をもつ関数空間」
水田義弘（広島大名誉教授）
　ソボレフ関数の連続性や微分可能性を調べることから初めて，今だにこ
のテーマを追い求めています。
　最初はルベーグの Lp 空間に基礎をおいた研究でしたが，2000年代半ば
から p を関数として，変動指数をもつ関数空間において研究を行っていま
す。このような空間は，中野秀五郎先生が考えたモジュラー関数空間
(modulared function space) の一つの例になっています。
　一つのテーマで 40年以上に渡り研究を継続することができたのは私に
とってこの上ない幸いでした。
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